CHAPITRE 1

Controle par équipe du 9 mars 2023 : systémes
linéaires, valeurs/vecteurs propres

# Exercice 1.1 (Résolution systemes linéaires)

Déterminer la hauteur de la table.

< J — ! 170cm__%} }130cm

1 L

Ecrire les systémes linéaires associés a ces deux problémes et les résoudre avec la méthode de Gauss.
Pour mettre en équations les deux problémes, on notera respectivement

e Cle poids du chat, M celui de la sourie et D celui du chien;

e Clahauteur du chat, T la hauteur de la table et ¢ la hauteur de la tortue.

Correction
Chien Chat Souri On ale systeme

C+M=10,
D+ M =20,
C+D=24.

On a 3 inconnues et 3 équations linéaires. Avec la méthode de Gauss, si les inconnues sont dans I'ordre (C, M, D), la
matrie augmentée est transformée comme suit :

11 of0y (1 1 0f10y (1 1010
0 1 1020 |22 10 1 1]20 [|2=="2(0 1 1|20 ].
1 0 1|24 0 -1 1|14 0 0 2|34

Par remontée : 2D = 34 ~~ D = 17, la deuxiéme équation donne M = 20 — D = 3 et enfin la premiére C=10-M =7. On
conclutque C+ D+ M =27.

Astuce : on remarque que (C+ M)+ (D+ M)+ (C+D) =2(C+D+ M) donc2(C+D+ M) = 10+20+24 = 54 et finalement
C+D+M=27.

Tortue Chat On ale systeme
C+T-1t=170,
t+T-C=130.

On a 3 inconnues et 2 équations linéaires : le systéme est sous-déterminé. Avec la méthode de Gauss nous avons :

C+T-1t=170, Loy—ILo+14 C+T-t=170,
—-C+T+1t=130, 2T =300,

d'ott r =x € R}, T =150 et C = t + 20. Ainsi toutes les solutions s'écrivent (C, T, t) = (x + 20,150,x) et T = 150.
Astuce : si on somme les deux équations on obtient 27 =300 d’out T = 150.
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# Exercice 1.2 (Systéme linéaire avec parameétre)
Soit k un réel et considérons le systeme linéaire

xX+y+kz=2,
2x+ky—-z=1,
xX+y+3z=k-1,

d’inconnues x, y, z. En utilisant le pivot de GAUSS, déterminer les valeurs de k de telle sorte que ce systeme possede :
a) une infinité de solutions;

b) aucune solution;

¢) une solution unique.

Correction

1 k 2 Li=Ly—3L (1 1 k 2
[Ab]=]| 2
1

— R
|
p—
—

La derniere équation s’écrit donc
B-k)z=—-(3-k).

Il faut alors étudier séparément le cas ol le coefficient devant z est nul et le cas olt il est non nul, i.e. les deux cas (3— k) =0
et(3—k)#0.

¢ Si k =3, la derniére équation correspond a 0z = 0, alors (S) possede une infinité de solutions car on pose z = a avec
a € R quelconque, puis on résout la deuxieme équation (k—2)y = -3+ (1 + 2k)z qui devient y = -3+ 7a et enfin la
premiere équation x =2 — y— kz qui devient x =2+ 3 —7a —3a = 5— 10a. Toutes les solutions s’écrivent

(x,y,2) = (5 —-10a,7a -3, oc)

e si k # 3 alors z=—1 etla deuxiéme équation s’écrit (k —2)y = -3 + (1 + 2k) z, soit encore
(k—2)y=-2(k+2).
11 faut alors étudier séparément le cas ot le coefficient devant y est nul et le cas ot il est non nul, i.e. les deux cas
(k—2)=0et(k—2)#0.
o Si k =2 alors (S) ne posséde aucune solution car la deuxiéme équation correspond a 0y = —8;

o si k # 2 alors (S) possede une solution unique : la deuxieme équation devient y = -3 — (1 +2k) = —4 — 2k puis la
premiere x =2 -y —kz devient x =2+4+2k+ k =6+ 3k et on trouve

(k+2)k _21c+2
k-2 "k-2

(x,,2) :( lc,—l)

¢ Exercice 1.3 (Matrice inverse, valeurs propres)

cos(9) sin(d)

A = (sin(ﬁ) —cos(9d)

), YeR.

1. Calculer det(A). En déduire I’existence ou la non existence de la matrice inverse. Si elle existe, la calculer.
2. Calculer ses valeurs propres. Dependent elles de 92

Correction
1. A~! existe pour tout 9 car det(A) = — cos?(9) —sin®(9) = =1 #0.
Calculons A~! en faisant attention a ne jamais diviser par 0 :

Ly <—cos(9) Ly +sin(9) Ly

cos(9) sin(9d) 0 ) Ly—cos(@Lp—sinL; (1 0 cos(9) sin(9d)
1

1
sin(d) —cos(®) | 0

[AllL] = 0 -1| —sin(9) cos(9)
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cos(d)  sin(9)

Ly——Ly 1 0 _ I
(0 1| sin(d) —cos() )—[U2IA ]

On remarque que A~' = A,

Si on applique formellement la méthode de Gauss-Jordan sans se soucier des cas de division par zéroon a:

cos(d)  sin(9) 1 0 Lz&Lz*‘Zi)';(('?)))u cos(9) sin(9) 1 0
AI=1 sin@)  —cos® |0 1 0 () — 2@ | _sin@®)
. ~ “cos(9) " cos(9)
cos(d) sin(9) 1 0
= 0 __1 _sin@ 4
cos(d) cos(9)
Ly——cos(@L, [ cos(9) sin(9) 1 0
0 1 sin(9) —cos(9)

0 1 sin(9) —cos(9)

cos(9) sin(9) B 4
sin(9) —cos(9) )_ [l21A7]

Li—Li~ g L2 ( cos(d) 0] 1-sin?(9) cos(9) sin(9) )

Ly—Ly/cos(9) 1 0
0 1

Méme méthode mais en simplifiant la premiere équation des le début :

i in(®) 1
Al = [ €S sin@ 10 )Qﬂl( 1 cos® | wos@ O )
sin(9)  —cos(d) | 0 1 sin(@) -cos(@ | 0 1

sin(d
L—-sin@n [ 1 S

1
cos () 0
_ sin(®) 1

~cos(d) cos(?)
) sin(9) _1
w.( L Cos® | cosm) 0 )
0 1 sin(9) —cos(9)

cos(d)  sin(9)

11911*:::1([?])) 1,2 1 0 1
( 0 sin(d) —cos(9) ) =[iAT]

1

2. On doit calculer les racines du polynéme caractéristique :

cos(9) — A sin(9)
sin(9) —cos()— A

=—cos?(®) —Acos(d) + Acos(d) + A2 —sin®(@) =12 —-1=A-1DA+1).

pA) =det(A - Aly) =

= (cos(d) — 1) (—cos(d) — 1) — (sin(9))(sin(9))

La matrice A({) admet les deux valeurs propres constantes +1.

# Exercice 1.4 (Valeurs/Vecteurs propres)

Considérons la matrice
1 2 -3
A= (1 4 —5) .
0 2 -2

1. Calculer det(A). En déduire I'existence ou la non existence de la matrice inverse. Si elle existe, la calculer.

2. Calculer ses valeurs propres.

3. Calculer le vecteur propre associé a chaque valeur propre.

4. Diagonaliser, i.e. écrire les matrices P et D telles que A = PDP~!. Vérifier qu’on a bien AP = PD.
Correction

1. Déterminant et matrice inverse
Le déterminant est nul car C; + C» = —C3, donc la matrice n’est pas inversible.

2. Calcul des valeurs propres
Le polyndme caractéristique de A est

1-1 2 -3
p(A) =det(A—Al) =det| 1 4-2 -5
0 2 -2-A
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4-1 -5 2 -3
:(1—/1)det( 9 _2_/1)—(1)det(2 _2_1)=(1—/1)((4—/1)(—2—/1)+10)—(2(—2—)L)+6)

=(1-A)(-A*-21-8+10)-2(1-A) =1 -A)(-A*-21) =-A(1 - DH(A-2)

Nous avons trouvé 3 valeurs propres :
/1120 < /1221 < /1322.

3. Calcul des vecteurs propres

e Calcul des vecteurs propres associés a la valeurs propre 1;.
On cherche x tel que

1- /11 2 -3 X1 0
A-A1Dx=0 c’est-a-dire 1 4-1 -5 X2 |=10].
0 2 -2 - Al X3 0

En utilisant la méthode de Gauss (le systeme étant homogene, on n’écrit pas le second membre) on a

1 2 -3 fz‘—éz—Ll IZ—SLLL 1 2 -3
1 4 5|22 o 2 —2f2=—="210 2 -2
0 2 -2 Etape 1 0 2 -2 Etape 2 0 0 0
On obtient le systeme linéaire triangulaire supérieure
1 2 =-3\(x 0
0 2 -2|[x2|=]0
0 0 O X3 0
doncx3=x€R, xp = x3 =Kk et x; = —2x2 +3x3 = k donc
1
x=x|1
1
Pour faire simple, on choisira x = 1.
e Calcul des vecteurs propres associés a la valeurs propre A,.
On cherche x tel que
1- /12 2 -3 X1 0
(A=ADx=0  c'est-a-dire 1 4-21 -5 X2 [=10].
0 2 -2 - Az X3 0
En utilisant la méthode de Gauss on a
02—3LL13—5LLL13—5
1 3 5|50 2 -3]=—"210 2 -3
0o 2 -3 Etape 1 0o 2 3 Etape 2 0 0 0
On obtient le systeme linéaire triangulaire supérieure
1 3 -5 X1 0
0 2 =3||x2|=|0
0 0 O X3 0

doncxz3=x€R, x, = %.X3 = %K et x1 =—3x, +5x3 = %K donc
1
x=—-x|3].
2
Pour faire simple, on choisira x = 2.

e Calcul des vecteurs propres associés a la valeurs propre A3.



Chapitre 1 Contréle par équipe du 9 mars 2023 : systémes linéaires, valeurs/vecteurs propres

On cherche x tel que

1-23 2 -3 X1 0
(A-A3Dx=0 c’est-a-dire 1 4-A3 -5 X2 |=10].
2 —2- /13 X3 0
En utilisant la méthode de Gauss on a
_IZ_LLL_Z_sLLL/Z_l -3
1 2 -5 2‘_—2+1, 4 -8 u, 0 4 -8
0 2 4 Etape 1 0 2 _4 Etape 2 0 0 0
On obtient le systeme linéaire triangulaire supérieure
-1 2 =-3\[x1 0
0 4 -8||x2|=]0
0 0 0 X3 0
donc x3 =k €R, xp =2x3 =2k et x; = 2x» —3x3 = k donc
1
x=x|2].
1
Pour faire simple, on choisira x = 1.
4. Diagonalisation
On peut alors écrire les valeurs propres et les vecteurs propres dans deux matrices
A0 O 0 0 O 1 1 1
D={0 A Of|=]0 1 0 et P=(x; x x3)=|1 3 2
0 0 A3 0 0 2 1 21

et vérifier que A = PDP~!, c’est-a-dire que AP = PD :

1 2 -3\(1 1 1 01 2
AP=11 4 -5 (1 3 2|= (O 3 4
0 2 -2/)\1 2 1 0 2 2
1 1 1}(0 0 O 01 2
PD=(1 3 2|0 1 Of=|0 3 4)
1 2 1)\0 0 2 0 2 2
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