Chapitre 1 : Séries de Fourier — niveau 2
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1v) Série de Fourier d’un signal carré périodique

O pourt € [0;1]

Soit x, la fonction de période 2, définie par : x(t) = {1 pour t € [1;2[

x(t)
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Le signal x est ni pair, ni impair.

Sa valeur moyenne est égale a ap, = %, par lecture graphique ou calcul intégral.

Coefficients de Fourierde x : Vp € N* a, = 2 f it x(t) cos(poot) dt = | 02 X(t) cos(pmt) dt
sin(pmt)1?

1 2
1
a, = f 0. cos(ptt) dt + f 1. cos(pmt) dt = [ = — (sin(2pm) — sin(pm)) =0
3 1 pt 1, pm

2

5 i)
VpEN" b, = Tf X(t) sin(pwt) dt = f x(t) sin(pmt) dt
0 0
— cos(pnt)]

1 2
b, = fo 0.sin(pmt) dt + fl 1.sin(pmt) dt = | = — (cos(pn) — cos(2pm))

1
b, = —= (D -1)
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Série Eie Fourier de x :
Sx(t) = ap + X527 a, cos(pwt) +b sm(pwt) == + Z+°° = (( 1)P — 1)sin(pmt)
Autre écriture de la série de Fourier : S, (t) = - + Z (( 1)p — 1)sin(ptrt)

Remarques : a) La série est en sinus, car si on change de repere (avec I’axe des abscisses

, . i | : vyt i -
d’équation Y = 5)’ la courbe représentant X est symétrique par rapport a la nouvelle origine,

et la fonction est ainsi impair.
b) Tous les termes de rangs pairs de la série sont nuls, on peut ainsi écrire :
co

8.5 = % + %;} 2k1—|— 1 ((—1)2k+1 — 1)sin((2k + 1)Ttt)




+00
i 2 1
Sk(t) = 5~ E; KT 1 sm((Zk + l)nt)

Question :
La série de Fourier de x est-elle égale au signal x ? A-t-on: S,(t) = x(t) VtER?

3) Théoréme de Dirichlet et définition d’une fonction développable en série de Fourier

loged

Soit x un signal de période T, intégrable sur tout intervalle [a, o +T].

: - Six est continue sur [0, +T[, sauf éventuellement en un nombre fini de points ou
elle admet une limite finie a gauche et a droite.

- X est dérivable sur [ o, o +T[, sauf éventuellement en un nombre fini de points ou sa
‘dérivée admet une limite finie a gauche et a droite.

Alors la série de Fourier de x converge en tout point t et sa fonction somme est alors :

. x(t) pour t ou X est continue
a, + z;(ap.cos(pmt) +b,.sin(pot)) = { x(t, ) + x(t_)
—
2

pour t ou x est discontinue

On dit alors que x est développable en série de Fourier.
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Vocabulaire Toute fonction vérifiant les hypothéses du théoréme de Dirichlet sont dites de
classe C! par morceaux sur I’ensemble des réels.
Exemple Appliquer le théoréme de Dirichlet au signal rectangle précédent.
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Série de Fourier d’un signal carré périodique

Au-dessus : Harmoniques de rang 0 (valeur moyenne), de rang 1 (fondamental)
jusqu’au rang 3.
A droite : somme des harmoniques de rang de 0 a 3 et signal f.

Au-dessus : Harmoniques de rang 0 jusqu’au rang 21.
A droite : somme des harmoniques de rang 0 a 21 et signal f.
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4) Spectre d’un signal périodique (prérequis : R2-04)

Le terme général ap. cos( pwt) + b,,. sin( pwt) peut aussi s’écrire A, cos( pwt + ¢,,)

ou:A, =|a,—ib,| = Japz +b,” et ¢, =arg(a, —ib,). (p= 0)

Ap est ’amplitude de I’harmonique de rang p

¢, est la phase de I’harmonique de rang p.

Une autre écriture du développement en série de Fourier d’un signal périodique f est
donc : Ag + Yp=1A, cos(pwt + ), avec Ao= ao.

I’ensemble des amplitudes Ap forme le spectre d’amplitude unilatéral du signal

X, ou spectre de raies (il s’agit d’un spectre discret). Il est représenté par un diagramme

en batons obtenu en représentant les amplitudes Ap en fonction de p/T. Ap devient
négligeable a partir d’un certain rang.
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II. Développement d’un signal triangle périodique en série de Fourier
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1) Série de Fourier d’un signal triangle périodique

Soit x, la fonction de période 2, définie par : x(t) = {

1 —tpourte [0;1]
1+ tpourte [—1;0]
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1) Représenter le signal x. Déterminer T, o et les coefficients de Fourier de x :

11



w. |l= 2 =  w=.214 -

-
. x. e Pcu'.rc_ o)bewc( p=0 vPeM_
*\On Peu. \:f_)r’ude ?ra_lﬁfuﬁuﬁ.

A 4
ocG-\ gpw b o\): = .Z.xj ocu)Ca,(m})o\’r
_A Pcurex powe = _7\ o
p#o -J (4 b) Gon(prt) AL y A-t Ulz_d
° ?“Q S ALPﬁS ‘= Cas (prt) = % Vo A (pTE)
T
JUVC)\k [uv] Suva)c ’
o — G (f7H)
ap-é E(—t ‘c\)aw(mﬂj + P:_jDM(PWE)A%z‘D% [ o .

= F;-“‘z ( 4.-Oa>(pw))

la" - Fm (-0 v"élﬂl

2
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11) Ecrire la série de Fourier du signal x : "age 17
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2) Convergence de la série de Fourier du signal X (Théoréme de Dirichlet)
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3) Spectre du signal x
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II1. Séries de Fourier complexes
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Le terme général d’une série de Fourier est : U (t) =a .cos(pot) +b_.sin(pot).

En utilisant les formules d’Euler, on montre que U, peut s’écrire sous la forme :

U (t)= cpeil""t + Qe‘ip"" , en effet :

ipwt _'\Fw\' ip“'\' —'\f\"\'
U@ €t€ b & TS
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En résume

+00
r_ e . . r_® - r_ i t
On appelle série de Fourier complexe d’un signal x, T-périodique la série : Z c e’

k=—0

to+T to+T
’ 2n
ou: c, =— |x(t).edt pourk=0et c,=— |x(t).dt aveco =—.
T { T ;[ T

) a, —i.b
On a alors les correspondances suivantes : ¢, =a, et ¢, =—= > £ pourk # 0.
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I11. Identité de Bessel-Parseval

2
Soit x une fonction T-périodique (T = —n) développable en série de Fourier :
®

x(t) = Z (a,.cos(pot) + b _.sin(pot))

p=0

i aallimeila formle Sy ltTTz(t)dt ia by
naailors ia ijormuie suivante : — X =a +
T 0

ty

to+T 0
Ou encore, en utilisant les coefficients de Fourier complexes : T Ixz(t)dt = Z ’

C

to n=—c0




Interprétation physique

La formule de Parseval donne une relation entre les coefficients de Fourier d’une fonction x et

le carré de sa valeur efficace.
to+T 2 2
1 3 , . . a +b i :
(Xeff)? = T I X (t)dt est ’énergie du signal x, et E(U_ ) =—" 5 " ]’énergie de
to

’harmonique de rang n : U (t) =a_ .cos(nmt)+b_.sin(nwt).
La formule de Bessel-Parseval peut aussi s’interpréter en termes d’énergie :

E(X) = X0, + iE(un)

Exemple / Exercice

Appliquer le théoréme de Parseval au signal rectangle du paragraphe 1.2.1v, puis en

déduire la valeur de la série : Z :

k=0 (21( = 1)2
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