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Le systeme de Saint-Venant

Nous cherchons a modéliser I'’écoulement d’eau sous

I'hypotheése de faible profondeur dans le cas unidimen-

sionnel avec un fond plat. De plus, nous supposons \
que I'’eau se comporte comme un fluide incompressible
et non visqueux, en négligeant les frottements entre h(t, x) : hauteur de I'eau
l'air et 'eau ainsi qu’entre 'eau et le sol. Les variables
inconnues, qui dépendent du temps ¢ € [0; +ool et de
I'espace x € R, sont h = h(t,x) >0 la hauteur de I'eau et
v = v(t, x) € R sa vitesse horizontale (nous supposons
qu’elle est uniforme sur toute la hauteur de 'eau). On
note g > 0 la constante de gravité. En considérant une dimension spatiale et une topographie plate, ce type

d’écoulement est modélisé par le systéme de Saint Venant, aussi connu sous le nom d’équations des eaux
peu profondes (“shallow water” en anglais)

v(t, x) : vitesse de I'’eau

0th+04(hv) =0,
{at(hv)+6x(hv2+§h2)=0, avec xR, t>0. (1.1)
Dans ce chapitre
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1. Le systéme de SAINT-VENANT

1.1. Etude du systéme

En écriture vectorielle, la forme conservative s’écrit
0:V+0,F(V)=0

ayant défini

V=

h (V) = hv
hv)’ B hvz+§h2 '

On’intéresse au probleme de Riemann, c’est-a-dire a une condition initiale de la forme

V; six<O0,
Vix,t=0)=
Vg six>0,

ouVy = (hy, hyvy) T et Vg = (hg, hrvgr) T sont deux états constants. La solution est constituée de trois états
constants Vy, V.. et Vg séparés par deux ondes. Ci-dessous on va calculer V., et les ondes qui séparent ces

trois états constants.
1-onde t

V.
2-onde
\%3

Vr

1.1.1. Forme non conservative

Tout d’abord nous allons écrire une forme non-conservative dans un autre jeu de variables que celles du vec-

teur V. On développe les dérivées du systeme (1.1) pour des solutions régulieres :
0:h+0x(hv) =0,
A7+ ho v + VA hD) + (hv)0yxv + ghdxh = 0.

Il se réécrit alors
0th+vo h+ho,v=0,

h(atv+ VoL v+ gaxh) =0

et on trouve le systéme quasi-linéaire suivant :
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1.1. Etude du systéme

Soit W (h, v), alorsle systeme (1.1) se réécrit, pour des solutions réguliéres, sous la forme quasi-linéaire

,W+AW)O,W=0 (1.2)
ol la matrice A(W) s’écrit
awe(” "
g v

On cherche les deux valeurs propres 1; (W) et 1,(W) de la matrice A(W), i.e. les deux solutions 1;(W) de
I’équation det(A(W) —A(W)I) =0
(v-A)?-hg=0.

Afin de fixer les notations on ordonne les deux valeurs propres selon 1, (W) < 1,(W). On obtient

/11(W)d£fv—\/gh < )Lz(\/\l)d:efv+\/gh.

Pour h > 0, les valeurs propres sont réelles et distinctes donc le systeme (1.1) est strictement hyperbo-

lique.

On cherche maintenant une base associée de vecteurs propres a droite {r; (W),r,(W)}. On peut prendre

comme vecteurs propres a droites les vecteurs

_\/ﬁ)

1‘1(W)=(
V8

1.1.2. Nature des champs caractéristiques.

Pour déterminer la nature des deux champs caractéristiques on calcule (VAy) T~rk pourk=1,2:

olv—-+/gh olv—+/gh 3
v -nw == LV (g SO VEN) o3 g,
v 2
o(v+gh o(v++/gh 3
waawy-rywy = L VE g SOV o 3

Les deux champs sont vraiment non linéaires. Le caractere véritablement non linéaire des valeurs propres im-
plique que toutes les ondes sont soit des ondes de raréfaction soit des chocs (il n'y aura aucune discontinuité

de contact).

1.1.3. Invariants de Riemann.

Comme p =2, il existe p — 1 =1 invariants de Riemann pour chaque champ caractéristique. Pour le systéme

de Saint-Venant,

e dansla 1-onde, J;(W) = v +24/gh est un invariant de Riemann,

e dansla 2-onde, J,(W) = v —24/gh est un invariant de Riemann.
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1. Le systéme de SAINT-VENANT

Cela signifie que (VI (W) - ri.(W) = 0. En effet :

6(v+2\/g_h) (—\/ﬁ) (U+2\/_)

(VI W) 1 (W) = 7 ————/g=0,
2 —2\/
W) ey = 2L V8 8h) . O - )\/‘—

Remarque 1 (Comment trouve-t-on les invariants de Riemann?) Comme p = 2 on doit trouver p—1=1
invariant de Riemann pour chaque champ caractéristique, autrement dit on doit trouver J; (W) et J, (W) tels

que (VI (W)) T. ri(W) =0, ayant noté Jy l'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique.

Parfois on peut intuiter les invariants de Riemann. Il suffit alors de vérifier que (VI (W) -r;.(W) = 0 pour
confirmer l'intuition. Cependant, comment trouver les invariants dans le cas générale ? Pour cela il faut tout

d’abord trouver un vecteur [(W) pour lequel le systéme est diagonal, autrement-dit on cherche un vecteur
I(W) tel que

8,1+ D(W)d,l=0, D:(Al(w) 0)

0 AW/

Dans le champ k =1 c’est la composante [, qui est un invariant et dans le champ k = 2 c’est la composante [;

qui est un invariant, ainsi on posera
J1(W) =1, To(W) =1;.

e METHODE 1 : on cherche une combinaison “astucieuse” des équations pour obtenir cette forme

diagonale.

Ll‘_Lz_\/%Ll

0ih+voxh+hdw=0, L-Lw/in [0 /80,n+(g—\/5v)och+(v—\/§n)o,v=0,
;v +g0ch+ 00,0 =0 6[v+\/%6[h+(g+\/%v)axh+(v+\/%h)axv=0,
0w —\/80,h—\/E(w~ /g h+ (v~ /gho.v =0,
0w+ /80,4 \[E w8 h+ (w+ /g =0,
(000 /§0:h) + - gy (0.0 /§0h) =0,
- (0,04 /80 + w+ Vgl (0,0 +\[§0.1) =0,
N (0rv-2y/80:VR)+ - /gh) (00 -2,/B0.VR) =0,
(0rv+2y/80,VR)+ (- /gh) (050 +2,/80.VR) =0,
. 0:(v—2+v/gh)+(v—+/ghox(v-2\/gh) =
0;(v+2y/gh)+ (v ++/ghoy(v+2\/gh) =0,

u—z\/@)

~o = .
W) (v+2\/gh

e METHODE 2 : si on note
P(W) = [r; (W) |r2(W)]
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1.1. Etude du systéme

la matrice de changement de base (qui transforme le systéme en W en le systeme diagonale de variable

), alors
“Lw) = vyl
c’est-a-dire
ol ol
-1 _|on 3
P (W) = ( A o )
oh v

Ici

_. /b h
= 2 \/; \/; , pl= 3
3 1 1 4
ou, si on choisit le deuxiéme jeu de vecteurs propres,
L L
:(—\/ﬁ \/ﬁ) p-1_1 Vi VB
vE V8 N7
On a alors

ol 1
e ~ I, (W) = f dh+f(v) \/ﬁ+f(v)

oh 2Vh
1 _%_ ) .
~ %—ay—f(v) f) = \/_
—2y/
- LW =—vA+——p=" gh
28 2\/8
o, 11
TR I (W) = f — dh+ f(w)=Vh+f(v)
1 6”2
~ 2\/_ 3 = f'(v) ~ f) = \/_
2\/gh
- LW =V = LFEVE
28 2\/8

ce qui donne le vecteur

o) = L (u 2\/_)

2\/_ v+2./gh

En conclusion, on pose

1.1.4. Résumeé

o Formulation conservative

© G. FACCANONI Derniére mise a jour : Vendredi 17 octobre 2025 9



1. Le systéme de SAINT-VENANT

o Formulation non conservative

¢ Champs

k| Ax(W) | rp(W) | Nature | Jx(W)

1 v—\/ﬁ (_ﬁ) VNL v+2\/@

V8

vh
2 Vgh VNL | v-2y/gh
Ve (\/g) Ve

1.2. Etude du Probléme de Riemann

Soit un probléme de Riemann, i.e. considérons la condition initiale

W; six<0,
W(x,t=0)=
Wr six>0,

hr hr
ouWg = ( ) etWg = ( sont deux états constants donnés avec by, =0, hg =0, v e Ret vy € R.
vl VR

La solution faible entropique du probléeme de Riemann est constituée d’au plus 3 états constants Wy, W,
Wrg, séparés par deux ondes. Ainsi, pour un état gauche Wy, et un état droit Wz donnés, on construit une
solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire W,.. Chaque onde k=1,2

est associée a un champ VNL donc elle est soit une k-détente soit un k-choc, comme dans la figure ci-

dessous :
1-onde
CouD t
W,
2-onde
Wy CouD
Wg
X

11y a quatre possibles structures de la solution :

1. Wy, 1-choc, Wy, 2-choc, Wg;

2. Wy, 1-choc, W,, 2-détente, Wg;

3. Wy, 1-détente, W,, 2-choc, Wg;

4. Wi, 1-détente, W,, 2-détente, Wg.
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1.2. Etude du Probléme de Riemann

Pour expliciter cette solution on doit définir :

h
¢ ]’état constant intermédiaire W, = ( * ;
VU«

e les vitesses des chocs 01 (W, W) et 62(W,,Wg);

les vitesses des détentes Af(WL,W*), AL (W, W,) et A (W, Wp), /1§ (W.,Wg);

les états dans les détentes : Wi _get (£, X) €t Wo_get (£, X).

1.2.1. Etude des détentes.

On cherche les états gauche Wﬁ = (hﬁ, vﬁ) qui peuvent étre reliés a un état droit W, = (hy, v;) par une onde de

détente avec

kﬁd

*

21 % | R

o Dans une k-détente I'invariant de Riemann Jj est conservé :
JeW,) =Tk Wicdet) = Tx(Wa).
o La k-détente est comprise entre la droite x = 1 (Wﬁ) t etla droite x = A (Wy) £ :

X
A(W,) < ris Ak (Wi det) < A (W),

Plus précisément, la vitesse caractéristique vérifie x' (1) = 1 (Wi_ger). De méme, les inégalités s'écrivent

/lk(Wﬁ) < X'(1) = AWy get) < A (Wy). Comme A;(W) ne dépend pas explicitement de ¢ on a tout

simplement x = 1 (Wy_get) £

1. 1-champ: on cherche les états W.. = (h., v.) qui peuvent étre reliés a un état gauche W = (hz, vr)

(connu) par une 1-onde de détente.

¢ Dans une détente les invariants de Riemann sont conservés. Ici k = 1, alors

J1 (W) =T (W,) ~ vp+2y/8hr=v.+24/gh.

dott hy — v.(h) = v+ 28 v/ - V),
e Lacondition 1;(Wy) < 1, (W) seréécrit vy —/ghr < v« — v/ gh« donc

v*>vL+\/§(\/h_*—\/h_L).

Les deux conditions donnent

?L+2\/§(\/h_L_\/h_*),> vL+\/§(\/h_*—\/h_L) > 3\/§\/h_L>3\/§\/h_*.

Vs

(© G. FACCANONI Derniére mise a jour : Vendredi 17 octobre 2025
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1. Le systéme de SAINT-VENANT

On conclut que les états W, = (h,, v.) qui peuvent étre reliés a un état gauche Wy = (hy, v;) donné par

une 1-onde de détente vérifient

h. < hy, Vi > UL et Vi (hy) = UL+2\/§(\/h_L— \/h_*)

On a donc les graphes suivants : '

v

t
S, W
< 2-onde
Vs W.. \\/i ,%
<z (lp * /{
<
1-détente \ Wy
hs h X

Pour calculer la solution en un point (%, ) a I'intérieure de la 1-onde de détente, on considere la

caractéristique qui relie ce point a I'origine de ’'onde (0, 0).

o Lavitesse de la 1-onde de détente vérifie
X
7 =1 (W)

c’est-a-dire
Zﬂl(W) = U—\/gh.

¢ Dans une détente les invariants de Riemann sont conservés. Ici k = 1, alors

~>| =

31(‘NL)=31(VV) ~ U+2\/gh=UL+2 ghL.
Ainsi
X L1
v=vr+2y/8hr—-2\/gh=vp+2 ghL—Z(U—?) ~ v(t,x):g(vL+2 ghL+27)
et )
(v-4) A :
h= P ~ h(t,fc)z—(vL+2 ghL—T)

2. 2-champ : on cherche les états W, = (h., v,) qui peuvent étre reliés a un état droit Wg = (hg, vg) (connu)
par une 2-onde de détente.

¢ Dans une détente les invariants de Riemann sont conservés. Ici k = 2 alors

J2(W,) =T2(Wg) ~ Vi —21/8h« =VvRr—21/8hg

1. De plus, pour h« < hy,

/ 1 8 " 1 8
() (hs) =— h_* <0, ()" (hs) = 5 (h*)?’ > 0.
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1.2. Etude du Probléme de Riemann

dott 2, — v, (ha) = vg + 28 (Ve = /g
o Lacondition 1,(W,) < A2 (Wg) se réécrit v, +/gh. < vg++/ghr donc

v*<vR+\/§(\/h_R—\/h_*).

On conclut que les états les états W, = (h., V) qui peuvent étre reliés a un état droit Wg = (hg, vg)
donné par une 2-onde de détente vérifient

h. < hg, Vs < UR et Vs (hy) = vR+2\/§(\/h_*— VA hR).

On a donc les graphes suivants : >

v

1-onde t
2-dét _ -
gronte W, %
Vs * Q) @‘1‘
Wy 7y ©
7
4
Wr
Ny h

Pour calculer la solution en un point (%, ) a I'intérieure de la 2-onde de détente, on considere la
caractéristique qui relie ce point a I'origine de ’'onde (0, 0).

o Lavitesse caractéristique de I’'onde est

=A2(W)

~>| S

c’est-a-dire

~| %

¢ Dans une détente les invariants de Riemann sont conservés. Ici k = 2, alors

jz(VV):jz(WR) ~ v—2\/gh: VR—2 ghR.

Ainsi

~

) — _
v=vg—2\/ghr+2:/gh=vr -2 ghR+2(i;—u) . u(t,fc)=§(uR—2 ghR+2f)

et

2. De plus, pour hy < hp,

_ /& " 1 8
) () = /5= >0, ) "(he) = =54 [ <0,

© G. FACCANONI Derniére mise a jour : Vendredi 17 octobre 2025 13



1. Le systéme de SAINT-VENANT

1.2.2. Etude des chocs.

Passons maintenant a la description des courbes de choc. Une k-onde de choc est une solution discon-
tinue, constante par morceaux, satisfaisant la condition d’entropie, qui se propage a une vitesse 7 dé-
pendant des états existant de part et d’autre du saut. Les variables conservatives doivent respecter les
conditions de saut de Rankine-Hugoniot. La courbe x = g(t) est la trajectoire du choc et ¢ est la vitesse du

choc.

On a vu que, pour les courbes de raréfaction, si la valeur propre ne dépend pas explicitement du temps, dans
le plan (¢, x) on a des droites de pente la valeur propre. De maniere analogue, si o ne dépend pas de ¢, on a

des droites de pente .

Les relations de Rankine-Hugoniot pour un choc de vitesse ¢ entre un état gauche Wﬁ = (hg, vﬁ) et un état

droit Wy = (hy, v,) s'écrivent [hv] = [hlo et [hv? + %hz]] = [hv]dy, soit encore

. Hhv]] hgvﬁ—hdvd
O‘k: = ,
[A] hﬁ—hd
B [[hl)2+§h2]] B h8v§+§h§—hdvz—§hi

Tk = [hv] a hgvg—hdvd

’

qu’on peut réécrire comme
hyv,—0rhy = hﬁvg—akhﬁ,
. _ . — 8(1,2 _ 1,2
(Vs =0 havy = (vg = oK) vy = 5 (h = hy),

ou encore
k€ ha(ve=061) = hy(v, =6,

Jrwa=vy) =5 (h2—h).

On en déduit que

De plus, en éliminant 6 dans les relations de Rankine-Hugoniot on trouve :

2., 81,2 2_ 81,2
hﬁvg_hdvd 3 hﬁyﬁ"‘ihg_hdl}d_ihd

hg— hi hgl}ﬁ— hdl}d

_ 2 2, 8(12 42
= hyv? —hyvd + = (h2 = k)
soit encore

)+ (hyva)? = 2Ry huvgve = Uy = hyhav? = by hav? + (hyv)? + g (12 = B2 (hy = ).
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1.2. Etude du Probléme de Riemann

On simplifie

oQ

~2hyhavyvi = =hghavf = hyhav? + (12 = B2 (hy = )

et on réarrange les termes
yhs (2 + 02 ~20,0.) = & (1, = ) (g + )

pour obtenir
2 hg + hd

("8_ V‘*)z - % (hﬁ_ h‘*) hohy

De plus, la condition d’admissibilité de Lax pour le k-choc s’écrit

Ae-1(Wy) <0k Ae(Wy) <0g < Ar(W,) Ok < Arr1(Wy)

Ainsi on a les deux cas

k=1,4=L da=% ~ AMW,) <01 <A1 (Wp) 01 <2A2(W,)
k=2,4=%,4=R ~ A W)<02 A20Wg)<02<A2(W,)

1. 1-champ : on cherche a déterminer les états droits W.. = (%, v.) qui peuvent étre reliés a un état gauche

W, = (hz, vr) par une discontinuité (entropique) de vitesse 6. Dans nos formulesona+ = * et4= L. La

condition d’entropie (Lax) pour k = 1 demande a ce que la vitesse ¢, du 1-choc vérifie

A (W) <01 <A1 (W),
01 <A2(W,),

c’est-a-dire

Vi —+/8h« <0,

g=L J1<hs«y\/ghs G
. d=x* . h* > hLy ]I_Z(V*—UL)
01<Vs++/ghye, = \j1>-he/g8he, = = V. <V

1>0,

o1<vr—+/ght, J1>hi\/ght,

et on conclut que

‘h*>hL et V*<VL.‘

En éliminant ¢, dans les relations de Rankine-Hugoniot on trouve

ghL+h*
h**_’ % h* = h _h* -
Vs (hs) = v+ (AL ) > il

pour h, > hp

et la vitesse du 1-choc est

g hL + N,
2 hph.

0'1=1)L—h*

L

© G. FACCANONI Derniére mise a jour : Vendredi 17 octobre 2025
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1. Le systéme de SAINT-VENANT

On a donc les graphes suivants : *

v xX=01t t
l-é\hoc
\ "
Vs W, 2-onde
\\/3
Wp
h, h X

2. 2-champ : on cherche a déterminer les états gauche W,. = (h,, v,) qui peuvent étre reliés a un état droit
Wr = (hg, vg) par une discontinuité (entropique) de vitesse d. Dans nos formuleson a4 = R et 4 = *.

La condition d’entropie (Lax) pour k = 2 demande a ce que la vitesse ¢, du 2-choc vérifie

A2(WR) <02 < A2(W,),
M (W,) <0,

c’est-a-dire

UR+\/ghR<dg

g=x | J2<—hrvVghr  gh2-n2)
. d=R . hR < h*y J2= 2g=ve)
2> Vs —y/8hs, = 4 j2<h.\/ghs, =9 =  Up< U
. . JZ <0)
02 <Us++/8h, jo > —hiy/ghs,
et on conclut que
‘h*>hR et v*>vR.‘

En éliminant ¢, dans les relations de Rankine-Hugoniot on trouve

gh*+hR
hp—|vi(h)=vRp+ (he—h
R Vi (hy) = vp+( R)ﬂz I
et la vitesse du 2-choc est
3 gh*+hR
=Vp+ h.
T2Z VRTINS Thohg

pour h, > hg

On a donc les graphes suivants : *

3. De plus, pour ks« > hy,

hyhs +2(h*)2+h2
(V*) (h«) = \/7

\ (h)3hyp(hp + by )

4. De plus, pour hy > hp,

g huhp+h% +2(hs )2
(V*) (hs) = \/>

\/ ()3 hp(hy +hR)

16 Derniére mise a jour :

,/ 1 5hy +3hL)
()" (hs) = \/ >0.

h3(hy +h*)3

13 (5h+ +3hpR)
W=/ 2= Y2 = <o

32 J(ha)5 (e + hp)3
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1.2. Etude du Probléme de Riemann

v 1-onde t

X=0yt

Vs W,
/ w;

,
2<choc

N h X
Remarque. 1l est intéressant de noter que lorsque h. — hy (résp. h. — hg), on trouve que 7 — A;(Wp) (résp.

02 — 12(Wg)). En d’autres termes, la vitesse des discontinuités infinitésimales est la méme qu’'une vitesse

caractéristique.
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1. Le systéme de SAINT-VENANT

1.2.3. Solution compléte

Pour un état gauche Wy, et un état droit Wy donnés, on construit une solution composée d’'une 1-onde et
d’'une 2-onde séparant un état intermédiaire W... La 1-onde peut étre soit un choc soit une détente et de
méme la 2-onde :

1-onde
CouD t
W,
2-onde
Wi CouD
Wg
X

11y a quatre possibles combinaisons de la solution :

Cas 1. si h, > max{hy, hg} la solution est composée
1-hoc d’un 1-choc et d'un 2-choc,
2-détente- - . . L
- Cas 2. si hy < h, < hg la solution est composée d'un

Vs * 1-choc et d'un 2-détente,
2:¢hoc ] Cas 3. si hp < h, < hy la solution est composée d'un
, -détente . ,
AN 1-détente et d'un 2-choc,
h. h Cas 4. si h. <min{hy, hg} la solution est composée

d’'un 1-détente et d'un 2-détente.

Pour expliciter cette solution on doit définir :
 l'état constant intermédiaire W, = ( *);
Vs

« les vitesses des chocs ¢ et ¢, et des détentes (A5, A7), (15, A%);

o les états dans les détentes : Wy _qet (£, X) et Wo_get (£, X).

18 Derniére mise a jour : Vendredi 17 octobre 2025 (© G. FACCANONI



1.2. Etude du Probléme de Riemann

Etape | : calcul de I'état intermédiaire W, = (h,., v.)

La méthode de résolution du probleme de Riemann repose sur le calcul d'un état intermédiaire W.. = (h., v.).
On a vu que cet état peut étre relié a I'état de gauche (hz, vr) par une 1-onde :

e — 2B By
b = L) vr, = (hy hL)\/h_Lﬂ/E si h. < hy, (1-détente)

v — (he — hy) %hg:h}zl si hy > hy (1-choc)

et al’état de droite (hg, vg) par une 2-onde :

+(he —hp)—2Y8 _  ih, < hg (2-détent
o= phpyed T T i i S = e ACeRE

vr+ (he —hp)\/ 5 h ”;R si hyx > hg (2-choc)

o Pour calculer . on doit donc résoudre I'équation

FEhy) = R (R,

soit encore chercher k., le zéro de la fonction
Q= f@) = fH@) - FR@).
* v, est ensuite déduit de k. tout simplement par
ve=fEh) ou v =fR(h).

Remarque 2 (Creation d'une zone séche) Notons que, dans le cas de la 1-détente suivie d'une 2-détente, on

cherche h, solution de
vp—vr _ (h«—hy) (hs — hg)

28 hi+vh ity
_UL—UR \/h_L"‘\/h_R
Vhi = iz TR

Par conséquent, si vg— vy >2,/g(y/ hp++/hg),iln’y a pas de solution. On peut cependant définir une solution
en introduisant un état sec et la solution consiste en deux ondes de raréfaction séparées par une zone seche

ol h =0 et ol1 les autres variables dépendantes sont laissées indéfinies (classiquement on pose v = 0).

© G. FACCANONI Derniére mise a jour : Vendredi 17 octobre 2025 19



1. Le systéme de SAINT-VENANT

Etape Il : définition des vitesses des ondes et de la solution dans les détentes

e Lesvitesses des ondes de choc

o Lesvitesses des ondes de détente

A€y —\/ghy, A%y, —/gh., A€, +4/gh., AZ € vr ++/ghg.

¢ La solution dans une onde de détente

1

1
o= (v 2ygh -3 o (Vs 2v/Eh+ 3)

Wi_ge(£, 0] 78 , Wy ger (1,0
3 (vp+2\/ghy+2%)

o Pour définir la solution en cas de zones séches, on introduit de plus

def ~R def
jfZeUL+2 ghL, J§=e VR

20 Derniére mise a jour : Vendredi 17 octobre 2025
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1.2. Etude du Probléme de Riemann

Etape Ill : solution compléte

On peut avoir quatre structures différentes de la solution :

Cas 1) sih, >max{hy, hg} la solution est composée d'un 1-choc et d'un 2-choc et s’écrit

W;, six<ot,
W(5,x)=4W,, sigit<x<0st,

Wg, six>oof,

x=01(WL, W)t ¢ X=02(W,,Wg)t
v
W,
v W,
Vs w,
\\% W
L R VR R
X /73 hL h*
Test : 1-choc, 2-choc, t=1
he=1, hs=1.34178, hs =1 vi=1 vs=—9.9920le—-16,vg= —1
144 1.00
L] 0751
1.3 1 0.50 4
0.25 4
1.2

0.00 1
114 0251
—0.50 1
1.0 | COm—— I 075 4
—1.00 o

0.9 T T T T T T T T T T T T T T T T T T

-10.0 -7.5 -5.0 -25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 -10.0 -7.5 -5.0 -25 0.0 25 5.0 7.5 10.0

© G. FACCANONI Derniére mise a jour : Vendredi 17 octobre 2025
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1. Le systéme de SAINT-VENANT

Cas 2) sihy < h. < hglasolution est composée d'un 1-choc et d'une 2-détente et s’écrit

Wi, six<oit,
W., sioit<x<Ajt,
W(z, x) = 1
Wo_det(1,%), sidjr<x<Afy,
Wg, six > AR,
v
W, KN
é* @\ vy, WL
VR WR
DS
v
o) //}J * *
W, * Wr
X hy hy hr h
Test : 1-choc, 2-détente, t=1
hy=1, hs=1.45384, hg =2 vi=1,vs==0.305834,vg=1
2.0 1.0 1 Com——
0.8
1.8
0.6
1.6
0.4
1.4 024
1.2 0.0
0.2 1
1.0 ¢
. . . . . . . : : ~0.4 -+ : : . : . : . :
-100 -7.5 -50 -25 00 25 50 75 10.0 -100 -75 -50 -25 00 25 50 75 100

Remarque : si hy = 0, il est naturel de considérer v; = 0 et il n'y a qu'une 2-détente (la

1-onde de choc n’est pas définie). Dans ce cas la solution d’écrit

(0,0), six<Jf,
W(t,%) ={ We(£,x), sidfr<x<Afs,

Wg, Six> /15 t,

22 Derniére mise a jour : Vendredi 17 octobre 2025 © G. FACCANONI



1.2. Etude du Probléme de Riemann

v
VR WR
Ure
l; L hR h
X
Test : zone séche, 2-détente, t=1
h=0,hs=0,hg=1 vi=0,vs=0,vg=1
1.0 1.0
0.8 1 0.8 1
0.6 1 0.6 1
0.4 1 0.4 4
0.2 1 0.2
0.0 1 0.0 1 ﬁ
-100 -7.5 -5.0 -25 00 25 50 75 10.0 -10.0 -7.5 =50 -25 00 25 50 75 10.0
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1. Le systéme de SAINT-VENANT

Cas 3) si kg < h. < hy lasolution est composée d'une 1-détente et d'un 2-choc et s’écrit

W;, six< Af t,
Wi_det(t,%), sidkr<x<Ait,
W(z,x) =<
W,, sidjt<x<02t,
Wrg, six>o»t,
¢ x=02(W,,Wg)t
v
W.
N
I\
Z N\ 2
. Vs W,
)
< & , 4
R R
W, Wr i w,
X hr hye hp h
Test : 1-détente, 2-choc, t=1
hy=2, hs=1.45384, hg =1 vi=1,vs:=2.30583, vg=1
2.4
2.0 4 p
2.2
1.8 2.0
1.6 181
1.6 -
1.4
1.4 -
1.2
1.2 1
1.0 1.0 1 C—
1100 7.5 5.0 -25 00 25 50 75 100 2100 75 50 -25 00 25 50 75 100

Remarque : si hg = 0, il est naturel de considérer vg = 0 etil n'y a qu'une 1-détente (la

2-onde de choc n’est pas définie). Dans ce cas la solution s’écrit

w,, six<Abg,
W(t,%) ={ Waer(£,x), siAkt<x<Tle,

0,0), six >k,
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1.2. Etude du Probléme de Riemann

v
I'ZR I”LL
0 UR ¢ ? Y
X UL W,
Test : 1-détente, zone séche, t=1
hi=1,hs=0,hg=0 vi=1vs=0,vg=0
1.0 1.0 _1
0.8 1 0.8 1
0.6 1 0.6 1
0.4 1 0.4 4
0.2 1 0.2
0.0 1 0.0 —
-100 -7.5 -5.0 -25 00 25 50 75 10.0 -10.0 -7.5 =50 -25 00 25 50 75 10.0
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1. Le systéme de SAINT-VENANT

Cas4) sih, <min{hy, hg} la solution est composée d'une 1-détente et d'une 2-détente et il faut considérer

deux sous-cas :

e sivg—vr <2,/g(y/hr++/hy) alors h, >0 etla solution s’écrit

Wi, six<Abr,
Wi_get(t,x), siAlr<x<Afr,
W(t,x) =4 W,, sidjt<x<Ajt,

Wo_get(£,%), sidjr<x<Afy,

Wg, six>A§t
t
v
W,

A\ @S' X,
Yy ?;% \ $ UR .
B\ Sy Ve :

<) & $4

Col

W; Wk VL W
X hye h;y hr h

Test : 1-détente, 2-détente, t=1
hi=1, hs =0.706209, hg=1
11

vp=—1,vs= —2.22045e—16,vg=1

1.00

0.75 4
1.0

0.50 4

091 0.25 4
0.00 4

0.8 1 —0.25
—0.50

0.7 075 1
-1.00 1

T T T T T T T T T T T T T
-10.0 -7.5 -5.0 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 -10.0 =7.5 -5.0 -2.5

T T T
5.0 7.5 100

e Remarque :si vg — vy =2,/g(y/hg ++/hyp), il faut introduire une zone “seche” :

Wi, six <Al
Wi_det(t, %), siAbr<x<Tls
W(z,x) =4 (0,0), sidlt<x <3l

Wo_get(1,%), sidRr<x<Aly,

Wg, six>/1§t

26 Derniére mise a jour : Vendredi 17 octobre 2025
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1.2. Etude du Probléme de Riemann

© G. FACCANONI

t
0
v
W= N
N 0 @ 9 UR Wr
2 S
2\ 2 NV AN (
<, é‘ /
NS 4 WY hy
< & 7
./! hR
wg Wpr
X 148 \ WL
Test : 1-détente, zone séche, 2-détente, t=1
h=0.1,hs=0,hg=0.1 vi=-3,vs=0,vp=3

0.20 37

0.15 1 24

0.10 A 14

0.05 - 0+

0.00 -1
—0.05 =21
-0.10 T ; -3 ; T i

T T T T T
-10.0 =75 =50 -25 00 2.5 5.0

Derniére mise a jour :

T T T T T
75 100 -10.0 =75 =50 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
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1. Le systéme de SAINT-VENANT

1.2.4. Annexe : entropie.

L'énergie totale E et le flux d’énergie G sont respectivement

2 2 3
E:M, G:h_v+gh2v
2 2
On peut calculer
OE (% +gh oG _((4 +2gh)
OE _[F+g 9G _((z gh)(v+ mi)
oW hv | ow Shv?+gh? ,

-1
ainsi ng, (gTV,) gTI;, = gT(/\;/' Celasignifie que I’énergie totale est une entropiepour le systeme (1.1).

Pour établir la convexité de I'énergie, on calcule la matrice Hessienne :

0 ( OE ) T g v
OW | OW B v h '
Cette matrice est définie strictement positive (et donc I’entropie est strictement convexe) si et seulement si

v’ < gh.

Soit (hﬁ, vy) et (hy, v,) deux états et notons [x] & %, — *, le saut. Puisqu'un choc entropique se propage en véri-

fiantla condition de Rankine-Hugoniot: [hv] = [h] 5 et |[h v+ ghz]] = [hv]dy,ils’en suit que

1oy 2, _ 1 2, 8.2, 82
LE) = S Uhv” + gh }]—zﬂhv +>h ﬂ+4[[h 1
1 . . & 1 2 8
= SUw1o+ (et b)) = Uk (65 + 5 (ha + hy)
Pour un 1-choc, la condition d’admissibilité de Lax demande a ce que [k] > 0 (i.e. h. > hr), ce qui implique
[E] > 0. Dans ce cas, les vitesses du flux relatives au choc sont

hp+h, hy

. . hip+h. h
vp—01=4/875 h_L>0’ Vi —01=1/875 h_i>0'

Des deux cotés, la vitesse du flux relative au choc est positive, ainsi 'énergie totale E décroit du pre-choc

(I'état gauche) vers le post-choc (état intermédiaire).

De la méme maniére, pour un 2-chocon a [h] <0 (i.e. h. > hg) donc [E] < 0 et les vitesses du flux relatives au

choc sont

hR+I’l* hR

. hr+h. hy

>0, VR—02=— g ) h_R<0'

=

*

Des deux cotés, la vitesse du flux relative au choc est négative, ainsil'énergie totale E croit du pre-choc (I'état

intermédiaire) vers le post-choc (état droit).
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Un systéme hyperbolique avec des
champs linéairement dégénérés

Soit a > 0 une constante fixée et considérons le systeme

0;0+0,u=0,
{ t0 xU @2.1)

0,u+a?dp=0.

55 Exercice 2.1
1. Trouver les vecteurs W: Rt x R — R? et F: R — R? tels que le systéeme s’écrit 0;W + 0, F(W) = 0.

2. Pour des solutions régulieres, le systeme se réécrit sous la forme quasilinéaire 9, W + A(W)3,W = 0.
Montrer que la matrice A(W) ne dépend pas de W et s’écrit

0 1
A% )

3. Calculer les deux valeurs propres (qui ne dépendent pas de W) 1; et A,. Afin de fixer les notations
on ordonne les deux valeurs propres selon 1; < 1,. Proposer une base associée de vecteurs propres
a droiter; etry de la matrice A. En déduire que le systeme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les deux champs sont linéairement dégénérés. (Par conséquent, les ondes associées a
chaque champ sont des discontinuités de contact.)

5. Proposer un choix pour J; 'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique, k = 1,2.

6. Etude des discontinuités de contact.

6.1. Soit une onde de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (o, #r) a un état droit
W.. = (0, Ux). Calculer ¢, sa vitesse de propagation.

6.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.

7. Alaide du dessin d’'onde dans le plan (g, u) résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche
(oL, ur) etun état droit (og, #g) on construira une solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde
séparant un état intermédiaire (p«, u.). On précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que
les vitesses des ondes.

Correction
1. a étant une constante, on a directement

() ()
u asp

2. Sion pose W =V (autrement dit, si on choisit comme vecteur pour I'écriture non conservative le méme

29



2. Un systéme hyperbolique avec des champs linéairement dégénérés

30

vecteur des variables de I'écriture conservative), le systeme quasilinéaire s’écrit

o)+ (e ofor(E)- ()

. On cherche les 2 solutions 1} de I'’équation det(A — AId) =0, i.e. de 'équation

0% -da?=o0.
On obtient
Al =-a, Az =d.

Puisque par hypothése a > 0, les valeurs propres sont réelles et distinctes donc le systéme est stricte-
ment hyperbolique.

On peut prendre

. Pour déterminer la nature des deux champs on calculs (VA;)T -r; pour k = 1,2. Comme les valeurs

propres ne dépendent pas de W, leurs gradients sont nuls et les champs caractéristiques sont donc
linéairement dégénérés

. Cherchons les invariants de Riemann. Comme p = 2 on doit trouver p — 1 =1 invariant de Riemann

pour chaque champ caractéristique.

Pour cela il faut tout d’abord trouver un vecteur (W) pour lequel le systeme est diagonal, autrement-dit
on cherche un vecteur (W) tel que

8,1+Dd,1=0, [|J>=(’11 0).

0 A

Ensuite on notera Jy I'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Dans le champ k =1 c’estla
composante [, qui est un invariant et dans le champ k = 2 c’est la composante [; qui est un invariant
ainsi on notera

J1(W) =1, Jo(W) =1y

avec (VI (W) T -1 (W) = 0 pour k = 1,2.

METHODE 1: pour des champs VNL, la k-ieme valeur propre est un k-invariant de Riemann, donc
d’habitude on pose directement J;, (W) = 1, et J,(W) = 1,. Cependant, dans cet exemple
particulier, les valeurs propres sont constantes, ce qui ne nous donne aucun information
utile.

METHODE 2 : Les relations définissant les invariants de Riemann J;(W) sont (VI (W) -1 (W) =0
pourk=1,2:
07, 07,

x(-1)+——xa

VI W) T r (W) =
ou

=
3 o
(VJZ(W))T-rz(vwzﬁx J2
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METHODE 3 :

METHODE 4 :

autrement dit

07 ~
{a—‘?l—dm:o, le(“f):u+a9,

7. 07 ~

—602+a—auz:0, ~ J1(W) = u—ap.

on cherche une combinaison linéaire “astucieuse” des équations pour obtenir cette
forme diagonale.

{0[Q+6xu=0,

Ly—Ly,—alL
Leyvaly [0/(u—ap)-adcu-ag)=0, (u—ae
0,u+a’dp =0,

0/(u+ap)+ady(u+ap)=0, \u+ap

si on note

P(W) = [r; (W)|r2(W)]

la matrice de changement de base (qui transforme le systeme en W en le systeme diago-
nale), alors

ol ol
uﬂ>‘1(v\f)=v‘,vu:(gn92 gﬂg).
%0 ou
Ici
_ 1 (—
[P>=( 1 1)’ []:D_lz—( a 1).
a a 2a\l a 1
On a alors
ol 1 1 1
_— =, [| = —_— —+ =——p0+
90 5 1 (W) f zdp fw 50 fw
1 an , 1 1 u-—ap
—_— = = — I] = —— —Uu=
- 2a Ou fa - fa 2au > hiw) 29+2au 2a
al, 1 1 1
_—= -, |] f— —_ + = -0+
90~ 2 ~ (W) fzdp fw 5@ fw
1 al, 1 1 1 u+ap
—_— — = = — |] = — —Uu=
- 2a Ou fw - fw 2au ~ W 29+2au 2a

ce qui donne par exemple le vecteur

Mm:(”_“‘?).

u+ap

Bien noter que | dépend de W.

6. Etude des discontinuités de contact.

6.1. Considérons le 1-champ.

C’est un champ linéairement dégénéré, donc on a une discontinuité de contact se déplacant a la
vitesse 61 = A1 (W) =A1;(W,) = —a.

Pour trouver une relation entre un état gauche Wy et un état droit W, on peut utiliser

« soit les relations de Rankine-Hugoniot :

Us—UT
—vL
o5 e,
ap-—apL
Uy—UL

~ —alPx — L) = Us —ur

—a:d'l:
—61=(5'1=

¢ soit la conservation de l'invariant de Riemann J; (W) a la traversée de la discontinuité :

(© G. FACCANONI

TJ1(W1) =T1(W,) ~ lo(W) =la (W) ~> up + apr = U, + aps,
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2. Un systéme hyperbolique avec des champs linéairement dégénérés

On obtient
U (0+) = ur+alpr, —0+)

6.2. Considérons le 2-champ.

C’est aussi un champ linéairement dégénéré, donc on a une discontinuité de contact se déplacant
alavitesse g2 = 12 (W,) = 12 (Wg) = a.

Pour trouver une relation entre un état gauche W, et un état droit Wg, on peut utiliser

« soit les relations de Rankine-Hugoniot :

. UR—Us
{a=02=9§q ~ alor = 0x) = UR — U
. a’or—a’p.
a=0)= —uR—u*

¢ soit la conservation de I'invariant de Riemann J, (W) a la traversée de la discontinuité :
To(W,) =T2(WR) ~ 11 (W) =11 (WR) ~ Uy — apx = UR — apg-.

On obtient
U (0+) = UR — a(QR — Ox)

7. Solution du probléeme de Riemann. Soit un probléme de Riemann avec les deux états donnés suivants :

_|eL _ @R
e (UL)’ bl (UR)'

Pour un état gauche Wy, et un état droit W donnés, on construit une solution composée de deux ondes
séparant trois états constant : Wy, W, et W. Les deux ondes sont des discontinuités de contact.

1-onde
DDC t
W,
2-onde
" DDC
Wgr

Pour expliciter cette solution on doit définir :

e les vitesses des discontinuités de contact o; et 0o,

e ]'état constant intermédiaire W, = (9*)
%
Etape | : calcul de I'état intermédiaire W, = (., 1)

o Létat intermédiaire (o, u.) peut étre relié a I'état de gauche (pr, ur) par une 1-DDC et 'on a
Us =up+alpr— ),
e ce méme état peut étre relié a I'état de droite (pg, ug) par une 2-DDCetl'ona v, = ugp—alpr—0+)-

Pour calculer p. on doit donc résoudre uy, + a(pr — p«) = ur — a(pr — @+) ce qui donne

_ur—ur+alpr+Pr) _ PR+Q0L UR—UL
2a 2 2a

O«
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Ensuite u, est déduit de p., par exemple par u. = uy + alpr — @+), ce qui donne

_ur+ur alpr—gQr)
2 2

Usx

Etape Il : calcul des vitesses des ondes 111y a que des discontinuités de contact. Leurs vitesses
sont

. def . def
1< —a, 7= a.

Etape Il : solution compléte. Lasolution est composée d’'une 1-ddc et d'une 2-ddc et s'écrit

W;, six<oit,
W(x, 1) =< W,, sigit<x<oyt,
Wg, six>oof,

x=01(Wr,W,)t ¢ Xx=02(W,,Wg)t
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Deuxiéme partie

PROJETS
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Liste des projets

Devoir maison : choisir un sujet parmi ceux proposés. Pour vous aider dans le choix, je classe la difficulté de
chaque étude selon le type d’ondes impliquées :

® [ tous les champs sont LD

@ @3 un champs LD, un champ VNL

® @3 deux champs VNL

@ @3 deux champs VNL, un champ LD (éventuellement associé a une valeur propre double)

® @) systeme non autonome (ondes non affines)

+

Nous avons illustré la résolution du probléme de Riemann pour deux systémes de p = 2 équations:

Exemple 1. @3 |e systeme de SAINT-VENANT associé a 2 champs caractéristiques vraiment non-linéaires

0:h+0x(hv) =0,
0;(hv) +0x (hv* + §h?) =0,

(les ondes associées a chacun de ces 2 champs ne peuvent étre que des ondes de choc ou de
détente);

Exemple 2. [ un systeme hyperbolique associé a 2 champs caractéristiques linéairement dégénérés

00+0,u=0,
0u+a?dp =0.

(les ondes associées a chacun de ces 2 champs ne peuvent étre que des discontinuités de contact).

<+

Pourle 19 décembre 2025 : déposer sur Moodle un rapport pdf et un fichier py ou ipynb.

» Rapport: détailler la solution exacte des problemes de Riemann associés au systeme hyperbolique
donné (suivre le canevas utilisé pour les deux systemes d’exemple).

» Code source : écrire un programme qui implémente un schéma d’approximation VF et le valider a
l'aide de la solution exacte pour un probleme de Riemann calculée au point précédent.

Projet 3. [ systeme de Saint-Venant par relaxation

0th+0y(hu) =0,
0,(hu) +0,(hu?+m) =0,
0;(hm) +0x(hum + c*u) = ph(§ h* - 7),
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Liste des projets

Projet 4. @) modele de Ripa
0th+0y(hu) =0,
0:(hu) + 0, (hu? + $1%0) =0,
0:(h6) + dx(hub) = 0.

Projet 5. [ modele de Ripa par relaxation

0th+0(hu) =0,
0¢(huw) + 0y (hu? +76) =0,
0;(h0)+0d,(hud) =0,

0;(hm) + 0, (hum + c*u) :uh(ghz—n),

Projet 6. [ systeme de SAINT-VENANT avec une loi de frottement de type Mohr-Coulomb

0:h+0,(hu)=0,
0;(hu) + 0y (hu? + $h*) = mh.

<+

Projet 7. @) p-systéme isotherme

0tp+0x(pu) =0, 2
p(p) =a’p.

8, (ow) + 0, (pu® + p(p)) =0,

Projet 8. [ p-systeme isotherme, relaxation en pression

010+ 0x(pu) =0,
0:(pu) +6x(gu2 +m) =0,
0¢(pm) +0x(pru+ ccu) = no(p(p) —m).

Projet 9. M systeme de I’acoustique fortement non linéaire

0:0+04(pu) =0,
d,(ow) + 0, (pu? + p(p)) =0, plo) = a’p.
0:(pv) +0x(pouv) =0,

Projet 10. @5 p-systeme isotherme en coordonnées Lagrangiennes

0;71—0,u=0,
{tT Xt p)=1/71.

0:u+0,p(1)=0,

Projet 11. [ p-systéme isotherme en coordonnées Lagrangiennes, relaxation en pression :

0,T—0,u=0,
Otu+6xn =0,
0.7 +0x(c*u) = p(p(t) — 7).
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Projet 12. @ systeme de 1'acoustique fortement non linéaire en coordonnées Lagrangiennes

atT _axu = 0,
0:u+0,p(T)=0, ]9(‘17)2612/‘[.
6[1/ =0,
Projet 13. @) modeéle Tuvn :
0;T—0,v=0,

0;u+0,m=0,
0,v+40xm=0
0:t+abdyv=0.

Projet 14. @ p-systeme isotherme avec friction

al’9+ax(9u)=0) 2
) p(o) = a’p.
0:(ou) +0x(ou” + p(p)) = mp,
4}
Projet 15. W p-systéeme isentrope

0:0+04(pu) =0, y
2 pl)=p".

0¢(pu) +0x(pu” + p(p)) =0,

Projet 16. [ p-systéeme isentrope, relaxation en volume

010 +0x(pu) =0, 1
0;(puw) + 0. (pu* +7(p, V) =0, n(p, V)= p(—) —a? (_ - V)
0:(pV) +0.(puV) = ,ug(é — V),

Projet 17. @ mélange diphasique isentrope

0.0+ 0x(pu) =0,
d:(ou) +dx(ou? + p(p, ) =0, p(p,c) = (cp)* + (1 -c)p)>.
0¢(pc) +0x(puc) =0,

Projet 18. @3 p-systeme isentrope en coordonnées Lagrangiennes

0;T—0,u=0,
{ tT xU p(‘[):‘[_y,

0iu+0,p(t)=0,

Projet 19. [ p-systéeme isentrope en coordonnées Lagrangiennes, relaxation en volume

0;T—0,u=0,
Oru+0,m(T,V)=0,
0V=p-V),

© G. FACCANONI Derniére mise a jour : Vendredi 17 octobre 2025
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Liste des projets

Projet 20.

Projet 21.

Projet 22.

Projet 23.

Projet 24.

Projet 25.

Projet 26.

Projet 27.

40

@3 mélange diphasique isentrope en coordonnées Lagrangiennes
0;u+0,p(t,c)=0, p(T,c):(—) +[— .
T T
6[6 =0,
&
[ p-systeme isentrope avec la loi d’état de Chaplygin
0:0+0x(ou) =0, A
) pE) =—-——.
0¢(puw) +0x(ou”+ p(p)) =0, o

W p-systeme isentrope avec une loi d’état logarithmique

0:0+0y =0,
{ 0 (ou) p(o) = Alnp).

0 (o) +0x(pu? + p(p)) =0,

<+

® modélisation des écoulements sanguins

6;A+ axQ =0,
0,Q+0y (% + eA3/2) =0.

<+

3 systeme de Aw et RASCLE en p-w

0:0+0x(wp— wz) =0,
0+ (wp) +0x(w?p — wp?) =0.

) systeme de AW et RASCLE

010 +0x(pu) =0,
{ar(é’(w P(Q))) +6x(9u(u+ P(Q))) =0,

&

3 systeme uv .
Oru+0y(-——=] =0,
aty+ax(ub+”v):o,

3 systeme uv bis
Oru+0y((W?+v*)u) =0,

0:v+0y ((u?+vHv) =0,
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Etude du systéme de Saint-Venant par
relaxation

On se propose de remplacer le systeme de Saint-Venant par un systeme approché, dit systeme de relaxation,
qui s’écrit
0:h+0x(hu) =0,
0;(hu) +0x(hu* +m) =0, (3.1)
0;(hm) + 0y (hum + c®u) = uh (§h2 -n),
avec u > 0 un parametre constant, n(x,t) > 0 une nouvelle variable dite “de relaxation” et ¢ > 0 une
constante.

Partie ® Montrer formellement que, lorsque le parametre p tend vers +oo, on retrouve le systeme de
Saint-Venant classique a partir du systéme (3.1).

Partie @ Désormais et pour tout ce qui suit on ne s’'intéresse qu’a la structure différentielle de (3.1),
c’est-a-dire qu’'on ne tient pas compte du terme source (i.e. on pose p = 0).

1. Trouver les vecteurs U: R* x R — R3 et H: R3 — R3 tels que le systéme (3.1) s’écrit ;U + 0,H(U) = 0.

2. En se placant dans les variables Y = (h, u, ), montrer que le systeme se réécrit, pour des solutions
régulieres, sous la forme quasi-linéaire

0, Y+B(Y)0,Y=0, BY) = (3.2)

o o <
e =
S S~ o

3. Calculer les valeurs propres 1;(Y), 12(Y) et A3(Y) de la matrice B(Y). Afin de fixer les notations on
ordonne les valeurs propres selon 1;(Y) < 12(Y) < A3(Y). Proposer une base associée de vecteurs
propres a droite r; (Y), r2(Y) et r3(Y). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les trois champs caractéristiques sont linéairement dégénérés. (Par conséquent, les ondes
associées a chaque champ sont des discontinuités de contact).

5. Pour chaque champ k =1,2,3, on a deux invariants de Riemann qu’on notera Jj et J;. Montrer qu'un
choix possible est
e pourle 1-champ : J,(Y) = u-— %, JIY)=nm+ C—;,
e pour le 2-champ : J,(Y) = u, J»(Y) = 7,
e pourle3-champ: J3(Y) = u+ 7, J3(Y) =7+ c—;
6. Etude des discontinuités de contact.

Pour chaque k-onde, calculer ¢ la vitesse de propagation de la k-onde.
En utilisant les invariants de Riemann et les relations de Rankine-Hugoniot,

e montrer que u et 7 sont constants dans une 2-onde,
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3. Etude du systéme de Saint-Venant par relaxation

 trouver une relation entre un état gauche Yy et un état droit Y. séparés par la 1-onde,
« trouver une relation entre un état gauche Yo et un état droit Yp séparés par la 3-onde.

7. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche Y; et un état droit Yy on construira une
solution composée d'une 1-onde, d’'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états intermédiaires Y;
et Y2. On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que les vitesses des ondes.
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Etude du systéme de Ripa

Les équations des eaux peu profondes sont utilisées pour simuler un grand nombre de phénomeénes phy-
siques, tels que les courants dans les estuaires, la propagation des forages et les vagues d'inondation dans les
déferlements et les tsunamis. Le modele de Ripa contient les équations des eaux peu profondes et des termes
qui rendent compte des gradients de température horizontaux.

Le systeme de Ripa unidimensionnel avec une topographie de fond plat a la forme suivante

6th+6x(hu) = 0,
0;(hu) + 0, (hu? + $1%6) =0, (4.1)
0:(h6) +0x(hub) =0,

avec h(x, t) > 0 la hauteur de I'eau, u(x, t) € R la vitesse horizontale, 8(x, t) > 0 la température et g > 0 est
I'accélération due a la gravité.

1. Trouver les vecteurs V: R* x R — R3 et F: R® — R3 tels que le systéme s’écrit 6,V + 6,F(V) = 0.

2. Ense plagant dans les variables W = (h, u, ), montrer que le systeme (4.1) se réécrit, pour des solutions
régulieres, sous la forme quasi-linéaire ,W + A(W)d,W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

u h 0
AW =|g0 u $n|.
0 0 u

3. Calculer les valeurs propres 11 (W), 1, (W) et 13(W). Afin de fixer les notations on ordonne les trois
valeurs propres selon 11 (W) < 1,(W) < 13(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite
r; (W), r,(W) et r3(W) de la matrice A(W). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les champs 1 et 3 sont vraiment non linéaires tandis que le champ 2 est linéairement
dégénéré.

5. Pour chaque champ k on a deux invariants de Riemann qu’on notera J; (W) et J;(W). Montrer qu'un
choix possible est :

e pourle 1-champ:J;(W)=60etJ;(W)=u+2a(h,0);
o pourle 2-champ : J,(W) = u et J,(W) = §h29;
e pour le 3-champ : J3(W) =0 et J3(W) = u—2a(h,0),

oa(h,0 1
ayant noté a(h,0) d=ef\/ght9. Remarquons que alh,0) _ V80 7
2

_\V/gho a(h,0)

h 2h

oh
6. Etude des détentes.
6.1. Soit une détente de la premiere famille reliant un état gauche Wy, = (hy, ur,0;) a un état droit
W, = (h,, u.,0.). Montrer que 0, =0, u, > uy, h. < hy. Exprimer u, en fonction de h;, u; et h.
et tracer son graphe dans le plan (%, u). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la troisieme famille reliant un état gauche Wo = (ho, ug, 89) a un état
droit Wg = (hg, ug,0R).
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4. Etude du systéme de Ripa

44

7. Etude des chocs.

7.1. Soit un choc de la premieére famille reliant un état gauche Wy = (hr, ur,0;) a un état droit W =
(hs, us,0,). Montrer que 0, =0y, u. < ug, h, > hy. Exprimer u, en fonction de h;, u; et h, et
tracer son graphe dans le plan (&, u).

7.2. Reprendre la question pour la troisieme famille reliant un état gauche Wo = (ho, ug, o) a un état
droit Wg = (hg, Ug,0R).

8. Etude de la discontinuité de contact.

Soit une onde de la deuxieme famille reliant un état gauche W,. = (h., u,,0,) a un état droit Wo =
(ho, uy,8v). Montrer que Uy = u, et hégqy = h20.. Quelle est la vitesse de déplacement ¢ de cette
discontinuité?

9. Résoudre le probléeme de Riemann : pour un état gauche (hy, u,6r) et un état droit (hg, ug,0g) on
construira une solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états
intermédiaires (h., u.,0.) et (hy, uy,8v). On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que
les vitesses des ondes et la solution dans les ondes.
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Etude du systéme de Ripa par relaxation

Le systeme de Ripa unidimensionnel avec une topographie de fond plat ala forme suivante

0:h+0y(hu) =0,
0;(hu) + 0y (hu? + $1%6) =0, (5.1)
0:(h0) + 0 (hud) =0,

avec h(x, t) > 0 la hauteur de l'eau, u(x, t) € R la vitesse horizontale, 8(x, t) > 0 la température et g > 0 est
I'accélération due a la gravité.

Le caractere vraiment non linéaire des champs caractéristiques peut rendre la resolution du probleme de
Riemann assez compliquée. On se propose alors de le remplacer par un systéme approché, dit systeme de
relaxation, qui s’écrit

d,h+0y(hu) =0,

0;(hu) + 0y (hu? +76) =0,

0¢(h0) +0x(hub) =0,

0;(hm) + 0y (hum + c®u) = uh (%hz -n),

(5.2)

avec u > 0 un parametre constant, ¢ > 0 une nouvelle constante et 7 (x, ) > 0 une nouvelle variable dite “de
relaxation”.

Partie ©® Montrer formellement que, lorsque le parametre i tend vers +oo, on retrouve le systeme de Ripa
classique (5.1).

Partie @ Désormais et pour tout ce qui suit on ne s'intéresse qu’a la structure différentielle de (5.2),
c’est-a-dire qu’'on ne tient pas compte du terme source (i.e. on pose p = 0).

1. Trouver les vecteurs V: Rt x R — R?* et F: R* — R* tels que le systéme s’écrit 6,V + 0,F(V) = 0.

2. En se placant dans les variables W = (h, u,0, ), montrer que le systéme (5.2) se réécrit, pour des
solutions régulieres, sous la forme quasi-linéaire ;W + A(W)d, W = 0. Montrer que la matrice A(W)
s’écrit

o oo ¢
Mo & =
o TN O
T oo

3. Calculer les valeurs propres A; (W), A, (W) (double) et A3(W). Afin de fixer les notations on ordonne les
trois valeurs propres selon A; (W) < 1, (W) < A13(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a
droite r; (W), r2,(W), 1, (W) et r3(W) de la matrice A(W). En déduire que le systeme est hyperbolique.

4. Vérifier que les trois champs sont linéairement dégénérés.
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5. Etude du systéme de Ripa par relaxation

5. Pour les champs k =1 et k = 3 on a trois invariants de Riemann qu’on notera J; (W) Jx (W) et K (W).
Pour le champ k = 2 on a deux invariants de Riemann qu’on notera J, (W) et J,(W). Montrer qu'un
choix possible est :

e pourle 1-champ: J;(W) =6, Jl(W):u—a(h,G),ﬁl(W):n+c—;;
e pour le 2-champ : J,(W) = u et Jo (W) =In(0) +In(r); ,
o pourle 3-champ : J3(W) =0, J3(W) = u+a(h,0), R3(W) =+ %;

ayant noté a(h t9)difﬁ Remarquons que 9ah,6) _ (cv) __an9)
¥ T uonsque = =T T T

6. Etude des discontinuités de contact.
Pour chaque k-onde, calculer o les vitesses de propagation de la k-onde.
En utilisant les invariants de Riemann et les relations de Rankine-Hugoniot,
 trouver une relation entre un état gauche Wy et un état droit W, séparés par la 1-onde,
 trouver une relation entre un état gauche W, et un état droit Wo séparés par la 2-onde,
 trouver une relation entre un état gauche Wo et un état droit Wy séparés par la 3-onde.
7. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche (hy, ur,0;, 1) et un état droit (hg, ug,0r, 7g)
on construira une solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états

intermédiaires (h., u.,0+,7.) et (hy, uy,By, ). On précisera les valeurs de ces états intermédiaires
ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les ondes.
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Etude du systéme de Saint-Venant avec

une loi de frottement de type
Mohr-Coulomb

On modifie les équations de Saint-Venant pour prendre en compte une loi de frottement de type Mohr-
Coulomb. Les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement peuvent étre écrites
comimne suit

{Oth+ax(hu) =0,
avec xR, t>0. (6.1)

0;(hu) + 0y (hu? + §h*) = mh,

Les inconnues sont h(x, t) = 0, la profondeur de I'’écoulement mesurée perpendiculairement au plan,
et u(x,t) € R, la vitesse moyenne de I'écoulement en profondeur; g > 0 est I'accélération gravitation-
nelle et m 'accélération constante résultant de la somme des forces dues a la gravité et au frottement.
Si m=0etu=0,le systeme peut représenter par exemple un écoulement granulaire sur un plan incliné
recouvert ou non d'une couche de matériau constituée du méme matériau que la masse granulaire qui
s’écoule.

Partie ©® Montrer que (h, u) est une solution réguliére du systéme autonome non homogene (6.1) ssi (k, v)
est solution du systeme non-autonome homogene suivant :

{6,h+ax(h(v+mt)) =0, (6.2)

0;(hv) +0x (hv(v+mt) + §h?) =0,

ayant noté v(x, t) u(x, r) — mt.

Partie @ Désormais et pour tout ce qui suit on ne s'intéresse qu’au systeme (6.2) en variable & et v.

1. Trouver les vecteurs V: R* x R — R? et F: R?> x R™ — R? tels que le systéme s'écrit 8,V+,F(V, ) =0. On
remarquera que le flux dépend explicitement du temps : on dit que le systéme n’est pas autonome.

2. En se placant dans les variables W = (h, v), montrer que le systeme (6.2) se réécrit, pour des solutions
régulieres, sous la forme quasi-linéaire 6, W+ A(W, £)0,W = 0. Montrer que la matrice A(W, £) s’écrit

v+ mt h

AW, 1) = .
g v+mt

On remarquera que la matrice dépend explicitement du temps.

3. Calculer les valeurs propres 11 (W, t) et A,(W, ). Afin de fixer les notations on ordonne les valeurs
propres selon 1, (W, £) < A,(W, £). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite r; (W) et
r(W) de la matrice A(W, t). En déduire que le systeme est strictement hyperbolique.
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6. Etude du systéme de SAINT-VENANT avec une loi de frottement de type Mohr-Coulomb

On remarquera que les valeurs propres dépendent explicitement du temps, mais pas les vecteurs
propres.

4. Vérifier que les champs sont vraiment non linéaires.

5. Pour chaque champ k on a un invariant de Riemann qu’on notera J; (W) (indépendant de t). Montrer
qu'un choix possible est :

e pourle 1-champ: J;(W) = v+2a(h);
e pour le 2-champ : J,(W) = v —-2a(h)

ayant noté a(h) dof vV gh.

On remarquera que les invariants de Riemann ne dépendent pas explicitement du temps.
6. Etude des détentes.

On cherche les états gauche Wﬁ = (hg, vﬁ) qui peuvent étre reliés a un état droit Wy = (hy, v,) par une
onde de détente. La k-détente est comprise entre la courbe dont la vitesse est x'(£) = Aj (Wg, f)etla
courbe dont la vitesse est x'(¢) = A (W, £). Puisque les valeurs propres dépendent explicitement du
temps, les courbes de détente ne sont plus des droites de pente la valeur propre mais des paraboles (il
faut intégrer I'équation différentielle pour obtenir ¢ — x(?)).

6.1. Soit une détente de la premiére famille reliant un état gauche Wy = (hr, vr) a un état droit W, =
(h«,v+). Montrer que vy > vy, h. < hy. Exprimer v, en fonction de iy, vy et h, et tracer son
graphe dans le plan (h, v). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la deuxieme famille reliant un état gauche W.. = (h,, v.) a un état
droit Wg = (hg, VR).

7. Etude des chocs.

On cherche les états gauche W?J = (hg, 1/%) qui peuvent étre reliés a un état droit Wy = (hy, v,) par une
onde de choc. La vitesse du choc vérifie x'(t) = ¢ kW, Wgro, ). Puisque elle dépende explicitement
du temps, les courbes de choc ne sont plus des droites mais des paraboles (il faut intégrer I'équation
différentielle pour obtenir t — x(?)).

7.1. Soit un choc de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (hr, vy) a un état droit W = (h,, v..).
Montrer que v, < vy, hy > hy. Exprimer v, en fonction de hy, v} et h. et tracer son graphe dans
le plan (h, v).

7.2. Reprendre la question pour la deuxieme famille reliant un état gauche W.. = (h,, v.) a un état
droit Wg = (hg, VR).

8. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche (hz, vy) et un état droit (hg, vg) on construira
une solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire (h., v.). On
précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les
ondes.

On observe que, sous l'influence d'une force externe constante, les courbes caractéristiques, les raréfac-
tions et les ondes de choc prennent des formes paraboliques. De plus, lorsque la force externe constante
disparait, les solutions convergent vers les solutions correspondantes du systéme de Saint-Venant clas-
sique.
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Etude du p-systéme isotherme

On note p(x, t) > 0 la densité et u(x, ) la vitesse du fluide. Soit p(p) > 0 la pression du gaz. Sila température
est constante, la loi des gaz parfaits se réduit a

plo) =a’p
oll a > 0 est une constante (c’est la vitesse du son et 'on a a? = RT).

En dimension un d’espace, on modélise ce type d’écoulements par le p-systeme :

{0t9+ax(pu) =0, o

0, (ou) +0(ou® + p(p)) = 0.

1. Trouver les vecteurs V: R* x R — R? et F(V): R? — R? tels que le systéme s’écrit 0;V+90,F(V) =0.

2. En se placant dans les variables W = (p, u), le systéme se réécrit, pour des solutions réguliéres, sous la
forme quasilinéaire ;W + A(W)d,W = 0.
a_Z .
o U

3. Calculer les deux valeurs propres 1; (W) et A, (W). Afin de fixer les notations on ordonne les deux valeurs
propres selon A; (W) < 1, (W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite r; (W) et ra (W)
de la matrice A(W). En déduire que le systeme est strictement hyperbolique.

Montrer que la matrice A(W) s’écrit

4. Vérifier que les deux champs sont vraiment non linéaires.

5. On notera Jj 'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est
J1 =u+aln(p) et J» = u—aln(p).

6. FEtude des détentes.
6.1. Soit une détente de la premiére famille reliant un état gauche Wy = (pr,#;) a un état droit

W.. = (0, u«). Montrer que u. > uy et o, < or. Exprimer u. en fonction de gy, u; et p. et tracer
son graphe dans le plan (g, u). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.
7. Etude des choc.

7.1. Soit un choc de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (o, u1) a un état droit W, =
(0«, U+). Montrer que u. < uy, et g, > pr. Exprimer u. en fonction de gy, uy et g et tracer son
graphe dans le plan (g, u).
7.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.
8. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche (gy, ur) et un état droit (pg, ug) on construira
une solution composée d’'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire (g, #.). On

précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les
ondes de détente.
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Etude du p-systéme isotherme par
relaxation en pression

On consideére le systeme de la dynamique des gaz isotherme en une dimension d’espace

(8.1

{0t9+0x(gu) =0,
8, (ouw) +0x(pu? + p(p)) =0,

avec une loi d’état p(p). On note p(x, f) > 0 la densité et u(x, t) € R la vitesse du fluide. Lorsque le fluide
n’est pas un gaz parfait, le caractére vraiment non linéaire des champs caractéristiques rend la résolution
du probléeme de Riemann assez compliquée. C’est pourquoi il a été proposé de le remplacer par un systeme
approché, dit systeme de relaxation, qui s’écrit

0:0+0,(ou) =0,
0¢(ou) +0x(pu* + 1) =0, (8.2)
0 (om) +0x(omu+ c*u) = pp (p(p) - ),

avec y > 0 un parametre constant, 7 (x, t) > 0 une nouvelle variable dite pression de relaxation et c > 0 une
nouvelle constante.

Partie ® Montrer formellement que, lorsque le parameétre p tend vers +oo, alors on retrouve le systeme (8.1)
a partir du systeme (8.2) (et on aura 7 = p(p)).

Partie @ Désormais et pour tout ce qui suit on ne s’'intéresse qu’a la structure différentielle de (8.2),
c’est-a-dire qu’'on ne tient pas compte du terme source (i.e. on pose = 0).

1. Trouver les vecteurs U: R* x R — R3 et H: R3 — R3 tels que le systéme (8.2) s’écrit ,U + 4, H(U) = 0.

2. En se placant dans les variables Y = (p, u, 7), montrer que le systeme (8.2) se réécrit, pour des solutions
régulieres, sous la forme quasi-linéaire

u p 0
Y +BY)OY=0, BY=|0 u 5. (8.3)
0 £ u
e

3. Calculer les valeurs propres 11 (Y), 12(Y) et 13(Y) de la matrice B(Y). Afin de fixer les notations on
ordonne les valeurs propres selon 1;(Y) < 12(Y) < A3(Y). Proposer une base associée de vecteurs
propres a droite r; (Y), r2(Y) et r3(Y). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les trois champs caractéristiques sont linéairement dégénérés. (Par conséquent, les ondes
associées a chaque champ sont des discontinuités de contact).
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8. Etude du p-systéme isotherme par relaxation en pression
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5. Pour chaque champ k =1,2,3, on a deux invariants de Riemann qu’on notera Ji et J;. Montrer qu'un
choix possible est

2

c
J.(Y) =7+ cu, J1(Y)=7T+E,
jZ(Y):u; JZ(Y):T[;
2
. c
J3(Y) =7 —cu, J3(Y)=n+5.

6. Etude des discontinuités de contact.
Pour chaqua k-onde, calculer d les vitesses de propagation de la k-onde.
En utilisant les invariants de Riemann et les relations de Rankine-Hugoniot,
e montrer que u et 7 sont constants dans une 2-onde,
« trouver une relation entre un état gauche Yy et un état droit Y. séparés par la 1-onde,
 trouver une relation entre un état gauche Yo et un état droit Yg séparés par la 3-onde.

7. Résoudre le probléeme de Riemann : pour un état gauche Y; et un état droit Yy on construira une

solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états intermédiaires Y;
et Y2. On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que les vitesses des ondes.
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Etude du systéme de |'acoustique
fortement non linéaire

On se donne une constante a > 0 strictement positive. Le systeme de 'acoustique non linéaire s’écrit

00+ 0x(pu) =0,
0,(ou) + 0, (ou? + a’p) = 0, (9.1)
0:(pv) +0x(puv) =0.

d’inconnues p(x, t) > 0 la densité, u(x, t) lavitesse normale et v(x, ¢) la vitesse tangentielle.

1. Trouver les vecteurs V: R™ x R — R3 et F: R® — R3 tels que le systéme s’écrit 3,V +0,F(V) = 0.

2. En se placant dans les variables W = (p, u, v), le systéme se réécrit, pour des solutions régulieres, sous la
forma quasilinéaire ;W + A(W)d,W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

SEEES
SIS
S O O

3. Calculer les valeurs propres 11 (W), 12 (W) et 13(W). Afin de fixer les notations on ordonne les trois
valeurs propres selon 1; (W) < 1,(W) < 13(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite
r; (W), r,(W) et r3(W) de la matrice A(W). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les champs 1 et 3 sont vraiment non linéaires tandis que le champ 2 est linéairement
dégénéré.

5. Pour chaque champ k on a deux invariants de Riemann qu’on notera J; (W) et J;(W). Montrer qu'un
choix possible est :

e pourle 1-champ:J;(W) =v et J;(W) = u+aln(g);

e pourle 2-champ : J,(W) = u et Jo(W) = g;

e pourle 3-champ : J3(W) = v et J3(W) = u—aln(p).
6. Etude des détentes.

6.1. Soit une détente de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (g, ur, vr) a un état droit
W.. = (0x, Ux, Vx). Montrer que v, = vg, Ux > Ug, 0« < Pr. Exprimer u, en fonction de g, uy et .
Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la troisieme famille reliant un état gauche Wo = (po, uo, vo) a un état
droit Wg = (@R, Ur, VR).

7. Etude des chocs.

7.1. Soit un choc de la premiére famille reliant un état gauche Wy = (g, ur, vr) a un état droit W =
(0, Ux, V+). Montrer que v, = vy, U, < Uf, O« > P EXprimer u, en fonction de gy, uy et g..

7.2. Reprendre la question pour la troisieme famille reliant un état gauche Wo = (po, uo, vo) a un état
droit Wg = (@R, Ur, VR).
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9. Etude du systéme de |'acoustique fortement non linéaire

8. Etude de la discontinuité de contact.

Soit une onde de la deuxieme famille reliant un état gauche W, = (g, u«, v4) a un état droit Wo =
(oo, Uy, voy). Montrer que ug = U, et po = p«. Quelle est la vitesse de déplacement 6, de cette disconti-
nuité?

9. Résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche (g, 1y, v7) et un état droit (g, ug, Vr) on
construira une solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états
intermédiaires (0, U«, V«) et (P, Uy, Vo). On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que
les vitesses des ondes et la solution dans les ondes.
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10.

Etude du p-systéme isotherme en
coordonnées Lagrangiennes

On consideére le systeme des équations d'Euler en régime isotherme en coordonnées Lagrangiennes

0;T—0,u=0, 1
avec p(1) = ; (10.1)

0:u+0,(p(1)) =0,
ol on a noté 7(t, x) > 0 le volume spécifique et u(t, x) € R est la vitesse du fluide.

1. Trouver les vecteurs W: R* x R — R? et F: R?> — R? tels que le systéme s'écrit d,W + 4, F(W) = 0.

2. Pour des solutions régulieres, le systeme se réécrit sous la forma quasilinéaire 6, W+ A(W)3,W = 0.
Montrer que la matrice A(W) s’écrit
2 )
_# 0l

3. Calculer les deux valeurs propres A; (W) et 1, (W). Afin de fixer les notations on ordonne les deux valeurs
propres selon 1; (W) < 1,(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite {r; (W),r2(W)} de
la matrice A(W). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les deux champs sont vraiment non linéaires.

5. On note J; I'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est
Ji=u-In() etJs = u+In(r).

6. Etude des détentes.

6.1. Soit une détente de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (r, ur) a un état droit W, =
(T«, Ux). Montrer que u. > uy et 7, > tr. Exprimer u, en fonction de 7z, uy et 7. et tracer son
graphe dans le plan (7, u). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.
7. FEtude des choc.

7.1. Soitun choc dela premiére famille reliant un état gauche Wy = (t, uz) a un état droit W, = (7., u.).
Montrer que u, < uy et 7, < 7. Exprimer u, en fonction de 7y, uy et 7 et tracer son graphe dans
le plan (7, u).

7.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.

8. Alaide du dessin d’'onde dans le plan (7, u) résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche
(tr,ur) et un état droit (tg, ug) on construira une solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde
séparant un état intermédiaire (7., u.). On précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les
vitesses des ondes et la solution dans les ondes de détente.
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11.

Etude du p-systéme isotherme en
coordonnées Lagrangiennes par
relaxation en pression

On considere le systeme de la dynamique des gaz isotherme en une dimension d’espace en coordonnées
Lagrangiennes

8,7 —0,1u=0,
{IT U (11.1)

0ru+0x(p(1)) =0,
avec une loi d’état p(7). On note 7(x, t) > 0 le volume et u(x, t) € R la vitesse du fluide. Lorsque le fluide
n’est pas un gaz parfait, le caractére vraiment non linéaire des champs caractéristiques rend la résolution

du probléme de Riemann assez compliquée. C’est pourquoi il a été proposé de le remplacer par un systeme
approché, dit systeme de relaxation, qui s’écrit

6{[ —axu = 0»
0tu+0,m=0, (11.2)
0,7 +0,(c®u) = p(p(r) —m)

avec (> 0 un parametre constant, 7(x, f) > 0 une nouvelle variable dite pression de relaxation et ¢ > 0 une
nouvelle constante.

Partie ® Montrer formellement que, lorsque le parameétre y tend vers +oo, alors on retrouve le sys-
teme (11.1) a partir du systeme (11.2) (et on aura 7 = p(1)).

Partie ® Désormais et pour tout ce qui suit on ne s’intéresse qu’'a la structure différentielle de (11.2),
c’est-a-dire qu’'on ne tient pas compte du terme source (i.e. on pose = 0).
1. Trouver les vecteurs U: Rt xR — R3 et H: R? — R3 tels que le systeme (11.2) s’écrit 0,U + 6,H(U) = 0.

2. En se placant dans les variables Y = (p, u, w), montrer que le systéme (11.2) se réécrit, pour des solutions
régulieres, sous la forme quasi-linéaire

0 -1
0;Y+RB(Y)0,Y=0, BY)=[0 O
0 ¢

(11.3)

)
(=I )

3. Calculer les valeurs propres 11(Y), 12(Y) et 13(Y) de la matrice B(Y). Afin de fixer les notations on
ordonne les valeurs propres selon 1;(Y) < 1,2(Y) < A3(Y). Proposer une base associée de vecteurs
propres a droite r; (Y), r2(Y) et r3(Y). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les trois champs caractéristiques sont linéairement dégénérés. (Par conséquent, les ondes
associées a chaque champ sont des discontinuités de contact).
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11. Etude du p-systéme isotherme en coordonnées Lagrangiennes par relaxation en pression

5. Pour chaque champ k =1,2,3, on a deux invariants de Riemann qu’on notera Ji et J;. Montrer qu'un
choix possible est

J1Y)=m+cu, J10Y) =+ c?1,
Jo(Y) =u, Jo(Y) =m,
J3(Y)=m—cu, Jg(Y)=7l’+CZT.

6. Etude des discontinuités de contact.
Pour chaque k-onde, calculer o les vitesses de propagation de la k-onde.
En utilisant les invariants de Riemann et les relations de Rankine-Hugoniot,
« trouver une relation entre un état gauche Y; et un état droit Y. séparés par la 1-onde,
e montrer que u et 7 sont constants dans une 2-onde,
 trouver une relation entre un état gauche Yo et un état droit Yg séparés par la 3-onde.
7. Résoudre le probléeme de Riemann : pour un état gauche Y; et un état droit Yy on construira une

solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états intermédiaires Y;
et Y2. On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que les vitesses des ondes.
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12.

Etude du systeme de |'acoustique
fortement non linéaire en coordonnées
Lagrangiennes

On se donne une constante a > 0 strictement positive. Le systeme de I’acoustique non linéaire en coordonnées
Lagrangiennes s’écrit

0;T—0,u=0,
0:u+0,p(t)=0, (12.1)
6;1/ =0,

d’'inconnues 7(x, t) > 0le volume, u(x, t) la vitesse normale et v(x, f) la vitesse tangentielle.
On prendra p(7) = a?/t avec a une constante positive.

1. Trouver les vecteurs V: R™ x R — R3 et F: R® — R tels que le systéme s’écrit 8,V + 0, F(V) = 0.

2. En se placant dans les variables W = (7, u, v), le systéme se réécrit, pour des solutions régulieres, sous la
forma quasilinéaire ;W + A(W)d,W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

0 -1 0
p'xy 0 0f.
0 0 O

3. Calculer les valeurs propres A1 (W), A1, (W) et 13(W). Afin de fixer les notations on ordonne les trois
valeurs propres selon 11 (W) < 1,(W) < 13(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite
r; (W), r,(W) et r3(W) de la matrice A(W). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les champs 1 et 3 sont vraiment non linéaires tandis que le champ 2 est linéairement
dégénéré.

5. Pour chaque champ k on a deux invariants de Riemann qu’on notera J; (W) et J;(W). Montrer qu'un
choix possible est :

e pourle 1-champ:J;(W) =vetJ;(W) = u—aln(r);

e pourle 2-champ: J,(W) = u et Jo(W) =7;

e pour le 3-champ : J3(W) = v et J3(W) = u+ aln(r).
6. Etude des détentes.

6.1. Soit une détente de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (t, ur, vr) a un état droit
W.. = (T, Us, Vy). Montrer que v, = vy, U, > Uy, T, > 7. EXprimer u, en fonctionde 7z, uy et 7..
Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la troisieme famille reliant un état gauche Wo = (7o, uo, vo) a un état
droit Wg = (TR, Ug, UR).

7. Etude des chocs.
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12. Etude du systéme de I'acoustique fortement non linéaire en coordonnées Lagrangiennes
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7.1. Soit un choc de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (tr, uz, vz) a un état droit W =
(T, U, Vy). Montrer que vy = vy, Ux < Ur, T, < Tr. Exprimer u, en fonctionde 7y, uy et 7..
7.2. Reprendre la question pour la troisieme famille reliant un état gauche Wo = (1o, uo, vo) a un état
droit Wg = (TR, Ug, UR).
8. Etude de la discontinuité de contact.
Soit une onde de la deuxieme famille reliant un état gauche W, = (7., u«, vx) a un état droit Wo =
(to, Uy, Vo). Montrer que uy = u, et 7o = 7. Quelle est la vitesse de déplacement ¢, de cette disconti-
nuité?
9. Résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche (7, ur, vr) et un état droit (tg, ug, Vr) on
construira une solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états

intermédiaires (7, U, Vx) et (To, Uy, Vy). On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que
les vitesses des ondes et la solution dans les ondes.
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Etude du modéle Tuvn

Le systéme Tuvm ala forme suivante

0,71 —0xv =0,

o;,u+0,m=0,

e (13.1)

0rv+0xm=0

0:t+abdyv=0.
avec 7(x,t) >0, u(x,t) € R, v(x,t) € R et n(x,t) € R les quatre fonctions inconnues et a > b > 0 deux
constantes.

1. Trouver les vecteurs V: R™ x R — R* et F: R* — R* tels que le systeme s’écrit 0,V + 0,F(V) = 0.

2. En se placant dans les variables W = (7, u, v, 1), le systéme se réécrit, pour des solutions régulieres, sous
la forma quasilinéaire ;W + A(W)3, W = 0.

3. Montrer que, pour des solutions réguliéres, le systéme se réécrit sous la forme quasi-linéaire 6,W +
A(W)0,W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

00 -1 0
00 0 1
00 0 ¢
0 0 ab 0

4. Calculer les valeurs propres A (W), A, (W) (double) et A3(W). Afin de fixer les notations on ordonne les
trois valeurs propres selon A1; (W) < 12(W) < A3(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a
droite r; (W), ra5(W), ra; (W) et r3(W) de la matrice A(W). En déduire que le systeme est hyperbolique
(mais non strictement hyperbolique).

5. Vérifier que les trois champs sont linéairement dégénérés.

6. Pour les champs k =1 et k = 3 on a trois invariants de Riemann qu’on notera J; (W) J; (W) et K (W).
Pour le champ k =2 on deux invariants de Riemann qu’on notera J, (W) et J»(W). Montrer qu'un choix
possible est :

e pourle 1-champ: J;(W) =7+ bv, J1(W) =+ au, By (W) =7+ abt;
e pourle 2-champ : J,(W) = et Jo(W) = v;
e pour le 3-champ : J3(W) =7 — bv, J3(W) =71 — au, R3(W) = 7+ abr;
7. Etude des discontinuités de contact.

Pour chaque k-onde, calculer ¢ les vitesses de propagation de la k-onde.

En utilisant les invariants de Riemann et les relations de Rankine-Hugoniot,
 trouver une relation entre un état gauche Wy, et un état droit W, séparés par la 1-onde,
 trouver une relation entre un état gauche W, et un état droit Wo séparés par la 2-onde,
« trouver une relation entre un état gauche Wo et un état droit Wy séparés par la 3-onde.

8. Résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche (7, ur, vy, 1) et un état droit (tg, Ug, Vg, TR)
on construira une solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états
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13. Etude du modéle Tuvn

intermédiaires (7, U, Vs, T«) €t (To, Uy, Vo, Tw). On précisera les valeurs de ces états intermédiaires
ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les ondes.
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14.

Etude du p-systéme isotherme avec
friction

On modifie le p-systeme isotherme pour prendre en compte une loi de frottement. Les équations de conser-
vation peuvent étre écrite comme suit :

6t9+ax(0u) = 0»
d,(ou) + 0, (o + p(@)) = mp.

Les inconnues sont p(x, t) > 0 la densité et u(x, t) la vitesse du fluide. La constante m représente une force
externe spécifique, telle que la gravité, les forces de Coriolis et les forces électromagnétiques. Si la température
du gaz est constante et si on considere une loi des gaz parfaits, la pression s’écrit

plo) = a’p

ol1 a > 0 est une constante (c’est la vitesse du son et 'on a a? = RT).

Partie © Montrer que (p, 1) est une solution réguliére du systéme autonome non homogene précédent ssi
(o, ) est solution du systeme non-autonome homogene suivant :

{a@+aﬂpw+nnD=0, (14.1)

0:(pv) +dx(pv(v+ mt) + p(p)) =0,

ayant noté v(x, t) € u(x, t) — mt.

Partie @ Désormais et pour tout ce qui suit on ne s’intéresse qu’au systéme non-autonome homogene en
variable p et v.

1. Trouver les vecteurs V: R* x R — R2 et F(V, 1) : R?> — R? tels que le systéme s’écrit 0;V+ 0,F(V, 1) =0. On
remarquera que le flux dépend explicitement du temps : on dit que le systéme n’est pas autonome.

2. En se placant dans les variables W = (p, v), le systeme se réécrit, pour des solutions réguliéres, sous la
forme quasilinéaire 9, W+ A(W, )0, W = 0.

Montrer que la matrice A(W, #) s’écrit

v+mt 0
@ v+mt|’
0

On remarquera que la matrice dépend explicitement du temps.
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14. Etude du p-systéme isotherme avec friction

3. Calculer les deux valeurs propres 1, (W, 1) et 12 (W, t). Afin de fixer les notations on ordonne les deux

valeurs propres selon A1; (W, £) < 1,(W, t). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite r (W)
et r,(W) de la matrice A(W, £). En déduire que le systeme est strictement hyperbolique.

On remarquera que les valeurs propres dépendent explicitement du temps, mais pas les vecteurs
propres.

4. Vérifier que les deux champs sont vraiment non linéaires.
. Pour chaque champ k on a un invariant de Riemann qu’on notera J; (W). Montrer qu'un choix possible

est:

e pourle 1-champ:J; = v+ aln(p);
 pourle 2-champ : J, = v — aln(p).

6. Etude des détentes.
. Etude des détentes.

On cherche les états gauche Wﬁ = (Q%, vg) qui peuvent étre reliés a un état droit Wy = (g4, v4) par une
onde de détente. La k-détente est comprise entre la courbe dont la vitesse est x'(f) = Ay (Wg, tetla
courbe dont la vitesse est x'(f) = A (W,, £). Puisque les valeurs propres dépendent explicitement du
temps, les courbes de détente ne sont plus des droites de pente la valeur propre mais des paraboles (il
faut intégrer I'équation différentielle pour obtenir t — x(?)).

7.1. Soit une détente de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (g1, v1) a un état droit W, =
(0«,V«). Montrer que v, > vy et o, < pr. Exprimer v, en fonction de gy, uy et p. et tracer son
graphe dans le plan (p, v). Calculer enfin W dans la 1-détente.

7.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille reliant un état gauche Wy = (g1, v1) a un état droit
Wg = (0x, Vs).

. Etude des choc.

On cherche les états gauche Wﬁ = (Qﬁ, vg) qui peuvent étre reliés a un état droit Wy = (g4, v4) par une
onde de choc. Le k-choc a pour équation x = x(f) qui vérifie x'(f) = ¢ k(Wg,Wd ro, t). Puisque ¢ dépend
explicitement du temps, les courbes de choc ne sont plus des droites mais des paraboles (il faut intégrer
I'équation différentielle pour obtenir ¢ — x(1)).

8.1. Soitun chocdela premiére famille reliant un état gauche Wy = (g, vr) a un état droit W, = (Q«, V).
Montrer que v, < vy et o, < pr. Exprimer v, en fonction de gy, vy et p. et tracer son graphe dans
le plan (p, v).

8.2. Reprendre la question pour la deuxieme famille reliant un état gauche W, = (p«, v.) a un état
droit Wg = (OR, VR).

. AT’aide du dessin d’onde dans le plan (g, v) résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche

(oL, vr) et un état droit (pg, vg) on construira une solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde
séparant un état intermédiaire (g, v.). On précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les
vitesses des ondes et la solution dans les ondes de détente.

On observe que, sous I'influence d'une force externe constante, les courbes caractéristiques, les raréfactions et
les ondes de choc prennent des formes paraboliques. De plus, lorsque la force externe constante disparait, les
solutions convergent vers les solutions correspondantes du p-systeme classique.
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Etude du p-systéme isentrope

On note p(x,t) > 0 la densité et u(x, t) la vitesse du fluide. En dimension un d’espace, on modélise un
écoulement isentrope par le p-systéme :

(15.1)

00+ 04(pu) =0,
0:(ou) + 0, (pu? + p(p)) =0,

ol p(p) > 0 est la pression du gaz. Si I'’entropie du systéme est constante, la loi des gaz parfaits se réduit

a

p) =p"

ol1 y > 1 est une constante.' Pour simplifier les notations on introduit la fonction p — c(p) > 0 tel que

2

1
2

w

[S2T

p'(o) = )/QY‘I. Notons que c est une fonction strictement croissante.

. Trouver les vecteurs V: R* x R — R? et F(V): R? — R? tels que le systéme s’écrit 0;V+90,F(V) =0.

. En se placant dans les variables W = (p, u), le systéme se réécrit, pour des solutions réguliéeres, sous la
forme quasilinéaire ;W + A(W)3,W = 0.
C_Z .
o u

. Calculer les deux valeurs propres A; (W) et 1, (W). Afin de fixer les notations on ordonne les deux valeurs
propres selon A; (W) < 1,(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite r; (W) et ra (W)
de la matrice A(W). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

Montrer que la matrice A(W) s’écrit

. Vérifier que les deux champs sont vraiment non linéaires.

. On notera J; I'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est

~ 2¢(p) ~ 2¢(p)
J1:u+y—fi) etJ2=u—Y—_Ql).

. Etude des détentes.

6.1. Soit une détente de la premiére famille reliant un état gauche Wy = (pr, #;) a un état droit
W.. = (0«, Ux). Montrer que u, > uy et p. < pr. Exprimer u, en fonction de gy, uy et g« et tracer
son graphe dans le plan (g, u). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.
. Etude des choc.

7.1. Soit un choc de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (o, u;) a un état droit W, =
(o«, u«). Montrer que u, < uy, et p. < pr. Exprimer u. en fonction de gy, uy et p. et tracer son
graphe dans le plan (g, u).

7.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.

1.

Par exemple, pour un gaz monoatomique y = 5/3, pour un gaz diatomique y = 7/5
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15. Etude du p-systéme isentrope

8. Alaide du dessin d’'onde dans le plan (g, u) résoudre le probléeme de Riemann : pour un état gauche
(o1, ur) et un état droit (gr, ug) on construira une solution composée d’'une 1-onde et d'une 2-onde

séparant un état intermédiaire (p., ). On précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les
vitesses des ondes et la solution dans les ondes de détente.
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16.

Etude du p-systéme isentrope par
relaxation en volume

On consideére le systeme de la dynamique des gaz isentropique en une dimension d’espace

8,0+ 0,(ou) =0,
{w+ (ou) (16.1)

8,(ou) +0x(ou® +p) =0,

avec une loi d’état p(p). On note p(x, f) > 0 la densité et u(x,t) € R la vitesse du fluide. Lorsque le fluide
n’est pas un gaz parfait, le caractére vraiment non linéaire des champs caractéristiques rend la résolution
du probléme de Riemann assez compliquée. C’est pourquoi il a été proposé de le remplacer par un systeme
approché, dit systeme de relaxation, qui s’écrit

0:0+04(pu) =0,
0,(ou) +0x(pu® +m) =0, (16.2)
0,(pV) +0x(ouV) = pp (L - V),

avec p > 0 un parametre constant, V(x, ) > 0 une nouvelle variable dite volume de relaxation et m = n(p, V)
une nouvelle loi d’état

1) (1
wer-s{3)-e(3

ol a > 0 est une nouvelle constante et p(1/V) est la «vraie» loi d’état du fluide (sur laquelle on ne fait aucune
hypothese).

Partie ® Montrer formellement que, lorsque le parametre y tend vers +oo, alors on retrouve le sys-
téme (16.1) a partir du systéme (16.2) (eton aura V =1/p).

Partie @ Désormais et pour tout ce qui suit on ne s’intéresse qu’'a la structure différentielle de (16.2),
c’est-a-dire qu’'on ne tient pas compte du terme source (i.e. on pose p = 0).

1. Trouver les vecteurs U: R* x R — R3 et H: R® — R3 tels que le systéme (16.2) s'écrit 0,U + 8, H(U) = 0.
2. Ense placant dans les variables Y = (g, u, V), montrer que le systeme (16.2) se réécrit, pour des solutions
régulieres, sous la forme quasi-linéaire

u o 0

3.Y - . 191
Y+ B(Y)0,Y=0, BY)=|pg U 5ov 0 (16.3)

0 O u

3. Calculer les valeurs propres 11 (Y), 12(Y) et 13(Y) de la matrice B(Y). Afin de fixer les notations on
ordonne les valeurs propres selon 1;(Y) < 1,2(Y) < A3(Y). Proposer une base associée de vecteurs
propres a droite r; (Y), r2(Y) et r3(Y). En déduire que le systéeme est strictement hyperbolique.
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68

4. Vérifier que les trois champs caractéristiques sont linéairement dégénérés. (Par conséquent, les ondes

associées a chaque champ sont des discontinuités de contact).

. Pour chaque champ k =1,2,3, on a deux invariants de Riemann qu’on notera J et J;. Montrer qu'un

choix possible est

a
jl(Y):V) JI(Y)=u_E)
Jo(Y)=u, Jo(Y) =n(p, V),

a
J3(Y) =V, Jg(Y)=u+E.

. Etude des discontinuités de contact.

Calculer ¢ les vitesses de propagation de la k-onde.
En utilisant les invariants de Riemann et les relations de Rankine-Hugoniot, montrer que

» uetn(p,V)sont constants dans une 2-onde,

¢ les courbes de 1-onde et de 3-onde sont des droites dans le plan (u, 7).

7. Al'aide du dessin d’ondes dans le plan (u, ) résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche Y,

et un état droit Yg on construira une solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde
séparant deux états intermédiaires Y; et Yo. On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi
que les vitesses des ondes.
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Etude d'un mélange diphasique
Isentrope

On considére un mélange homogene et isentrope de deux fluides compressibles. En dimension un d’espace,
on modélise ce type d’écoulements bi-fluide par le systéme suivant

0:0+0x(pu) =0,
8:(ou) +dx(pu? + p(p, ) =0, (17.1)
0t(pc) +0x(puc) =0.

ol p(x, t) > 0 est la densité du mélange, u(x, t) la vitesse du mélange, c(x, t) € [0;1] la concentration mas-
sique du premier fluide et p(p, ¢) > 0 la pression du mélange qu’on supposera vérifier les deux conditions
suivantes

0pp(p,c) >0, 20,p(0,0) + paf,gp(p, c)>0,
Pour simplifier les notation on introduit la fonction a(p, ¢) > 0 (vitesse du son du mélange) telle que

a*(p,¢) = 0,p(p, ©).

1. Trouver les vecteurs V: R™ x R — R3 et F: R® — R tels que le systéme s’écrit 8,V +0,F(V) = 0.

2. En se placant dans les variables W = (g, u, ¢), le systeme se réécrit, pour des solutions régulieres, sous la
forma quasilinéaire ;W + A(W)d,W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

u p 0
@ 10p
o Y e dc|p
0 0 u

3. Calculer les valeurs propres 11 (W), 12(W) et 13(W). Afin de fixer les notations on ordonne les trois
valeurs propres selon 1; (W) < 1,(W) < 13(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite
r; (W), r,(W) et r3(W) de la matrice A(W). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les champs 1 et 3 sont vraiment non linéaires tandis que le champ 2 est linéairement
dégénéré.

&

Dans la suite on prendra

plo,0) = (co)* + (01— c)g)2 = (*+(1-0?)p* = (2c¢* —2c+1)p?
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17. Etude d'un mélange diphasique isentrope

ainsi

dpp(e,0)=2(c+(1-0)?)p=2(2c" —2c+1)0 >0, 5,p(p,0)=2(c*+(1-0)*)=2(2¢°-2¢c+1)>0

dcplp,c) =2(2c—1) %,

et

( ] 2(c2+(1-0)?)
a(p,¢)=4/2(c?+(1-¢)?)y/p>0, dpalp,c) = > 0.
¢ 2,0

5. Pour chaque champ k on a deux invariants de Riemann qu’on notera J; (W) et J;(W). Montrer qu'un
choix possible est :

e pourle 1-champ:J;(W)=cetJ; (W) = u+f9@ dr=u+2alp,c).;
e pourle 2-champ : J,(W) = u et Jo(W) = p(p,¢);

. — _ 0 a(rc) _
e pourle 3-champ : J3(W) = cet J3(W) = u— ¥ T2= dr = u—2al(p, ¢)..

6. Etude des détentes.

6.1. Soit une détente de la premiére famille reliant un état gauche Wy = (g, ur, cz) a un état droit
W.. = (0, Us, ). Montrer que ¢, = cr, U > Ur, 0« < @L- Exprimer u. en fonction de gy, uy et g«
et tracer son graphe dans le plan (g, ). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la troisieme famille reliant un état gauche Wo = (po, uo, co) a un état
droit WR = (QR) UR, CR)-

7. Etude des chocs.

7.1. Soit un choc de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (g, uz, cr) a un état droit W =
(0+, U, Cx). Montrer que ¢, = cr, U < U, O« > P Exprimer u, en fonction de gy, uy et g et
tracer son graphe dans le plan (g, u).

7.2. Reprendre la question pour la troisieme famille reliant un état gauche Wo = (po, uo, co) a un état
droit WR = (QR) UR, CR)-

8. Etude de la discontinuité de contact.

Soit une onde de la deuxieme famille reliant un état gauche W.. = (g, u«, c«) a un état droit Wo =

(P, Uy, cy). Montrer que ug = U, et p(po, cv) = p(P«,c«). Quelle est la vitesse de déplacement ¢, de

cette discontinuité?

9. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche (g, ur, cr) et un état droit (g, ug, cr) on
construira une solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états
intermédiaires (g, U«, c+) et (0o, Uy, cv). On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que
les vitesses des ondes et la solution dans les ondes.
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18.

Etude du p-systéme isentrope en
coordonnées Lagrangiennes

On veut étudier un modele qui décrit la dynamique d'un gaz isentropique en coordonnées lagrangiennes. On
note 7(x, t) > 0le volume spécifique du fluide, u(x, t) € Rsavitesse et p(t) > 0 sa pression.

En dimension un d’espace, on modélise ce type d’écoulements par le systeme

0;T—0,u=0,
avecxeR, t>0. (18.1)

0;u+0xp(1) =0,

Dans tout I’exercice on considére un gaz parfait. La loi de pression se réduit alors a p(r) =77 avec y > 1 une
constante ' ainsi

pm=17>0, p'm=-yr77! <0, Pl =yy+DT >0

C’est une fonction positive, décroissante et convexe. Pour simplifier les notations, on introduit la fonction
T+— c(1) >0 telle que
cm=-p@m=yr 7L

¢ est une fonction positive et décroissante car ¢/ (1) = —pc(—(:)) <0.

1. Trouver les vecteurs W: R* x R — R? et F: R?> — R? tels que le systéme s’écrit 0;W + 0, F(W) = 0.

2. Pour des solutions réguliéres, le systeme se réécrit sous la forme quasi-linéaire 6, W + A(W)0,W = 0.
Montrer que la matrice A(W) s’écrit
0 -1
(—02(7) 0 ) '

3. Calculer les deux valeurs propres 1, (W) et 1, (W) de la matrice A(W). Afin de fixer les notations on
ordonne les deux valeurs propres selon 1; (W) < A, (W). Proposer une base associée de vecteurs propres
a droite r; (W) et ro(W). En déduire que le systeme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les deux champs sont vraiment non linéaires.
5. On note Ji (W) I'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est

2 T
1TC(T), Jo = u+f c(r)dr=u-

lrc(r).

T
Ji1 = u—f c(r)dr=u+

6. Etude des détentes.

6.1. Considérons le 1-champ. Pour un état gauche Wy = (71, u;) donné on cherche les états W, =
(T4, ux) qui peuvent étre relié a Wy par une onde de détente. Montrer que u, > uy et 7, > 7.
Exprimer u. en fonctionde 7, uy et 7. et tracer son graphe dans le plan (7, u). Calculer enfin W
dans la 1-détente.

1. Par exemple, pour un gaz monoatomique, y = 5/3, pour un gaz diatomique y = 7/5.
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18. Etude du p-systéme isentrope en coordonnées Lagrangiennes

6.2. Reprendre la question pour le 2-champ.
7. Etude des chocs.

7.1. Considérons le 1-champ. Pour un état gauche Wy = (71, u;) donné on cherche les états W, =
(T+, Ux) qui peuvent étre relié a Wy par une onde de choc. Montrer que u. < uy et T, < 7. Exprimer
u. en fonction de 7y, uy et 7. et tracer son graphe dans le plan (7, u).

7.2. Reprendre la question pour le 2-champ.

8. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche Wy et un état droit W on construira une
solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire W*. On précisera
les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les ondes de
détente.
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19.

Etude du p-systéeme isentrope en
coordonnées Lagrangiennes par
relaxation en volume

On considere le systeme de la dynamique des gaz isentropique en coordonnées Lagrangiennes et une
dimension d’espace

(19.1)

0;T—0,u=0,
0;u+0,p(1)=0,

ol 7 > 0 est le volume spécifique, u € R la vitesse du fluide et p la pression donnée par une loi d’état telle que
p(T) >0, p'(1) <0.

Lorsque le fluide n’est pas un gaz parfait, le caractére vraiment non linéaire des champs caractéristiques rend
la résolution du probléme de Riemann assez compliquée. C’est pourquoi il a été proposé de le remplacer par
un systéme approché, dit systéme de relaxation, qui s’écrit

0;T—0,u=0,
0;u+0,m(t,V)=0, (19.2)
0IV = I’t(T - V))

avec u > 0 un parametre constant, V > 0 une nouvelle variable dite volume de relaxation et = une nouvelle loi
d’état

@, V)=p(V)+a*(V-1)
ol a > 0 est une nouvelle constante et p(V) est la «vraie» loi d’état du fluide (sur laquelle on ne fait aucune

hypothese). On a
0,m(t,V)=-a?, Oyn(r,V)=p'(V)+d°

Partie ©® Montrer formellement que, lorsque le parametre u tend vers +oo, on retrouve le systeme (19.1) a
partir du systeme (19.2) (eton aura V =1).

Partie @ Désormais et pour tout ce qui suit on ne s’intéresse qu’a la structure différentielle de (19.2),
c’'est-a-dire qu’on ne tient pas compte du terme source (i.e. on pose y = 0). On suppose aussi que T et V sont
strictement positifs.

1. Trouver les vecteurs W: R* x R — R3 et H: R® — R3 tels que le systéme s’écrit d,W + 0, H(W) = 0.

2. Montrer que, pour des solutions réguliéres, le systeme se réécrit sous la forme quasi-linéaire 6,Y +
B(Y)0,Y =0 avec

0 -1 0
BY)=|-a*> 0 a*+p' (V)
0 0 0
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19. Etude du p-systéme isentrope en coordonnées Lagrangiennes par relaxation en volume

74

. Calculer les valeurs propres 1;(Y), 12(Y) et A3(Y) de la matrice B(Y). Afin de fixer les notations on

ordonne les valeurs propres selon A;(Y) < 1,(Y) < A3(Y). Proposer une base associée de vecteurs
propres a droite r; (Y), r2(Y) et r3(Y). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

. Vérifier que les trois champs caractéristiques sont linéairement dégénérés. (Par conséquent, les ondes

associées a chaque champ sont des discontinuités de contact).

. Pour chaque champ k =1,2,3, on a deux invariants de Riemann qu’on notera Jj et J;. Montrer qu'un

choix possible est

Jm=v, JiY) =au+n(r,V),
jZ(Y):u) JZ(Y):”(T)V)»
JsM) =V, Js(Y) =au—-n(,V).

. Etude des discontinuités de contact.

Pour chaque k-onde, calculer ¢ les vitesses de propagation de la k-onde.

En utilisant les invariants de Riemann et les relations de Rankine-Hugoniot,
 trouver une relation entre un état gauche Wy et un état droit W, séparés par la 1-onde,
e montrer que u et 7 sont constants dans une 2-onde,
* trouver une relation entre un état gauche W et un état droit Wy séparés par la 3-onde.

. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche Yy et un état droit Yz on construira une

solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états intermédiaires Y;
et Y2. On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que les vitesses des ondes.
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20.

Etude d'un mélange diphasique
Isentrope en coordonnées Lagrangiennes

On considére un mélange homogeéne et isentrope de deux fluides compressibles. En dimension un d’espace,
on modeélise ce type d’écoulements bi-fluide par le systéme suivant

0;T—0,u=0,
0:u+04p(t,c)=0, (20.1)
Otc =0,

ou 7(x, t) > 0 est la densité du mélange, u(x, t) la vitesse du mélange, c(x, t) € [0; 1] la concentration massique
du premier fluide et p(7, ¢) > 0la pression du mélange qu’on supposera vérifier la condition

0:p(t,0) <0,
Pour simplifier les notation on introduit la fonction a(r, ¢) > 0 (vitesse du son du mélange) telle que
a? (1,¢) = —0:p(1,0).

1. Trouver les vecteurs V: R™ x R — R3 et F: R3 — R3 tels que le systéme s'écrit 3,V +0,F(V) = 0.

2. En se placant dans les variables W = (1, i, ¢), le systeme se réécrit, pour des solutions régulieres, sous la
forma quasilinéaire ;W + A(W)d, W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

0 -1 0
o.p 0 Od:p]|.
0 0 0

3. Calculer les valeurs propres A1 (W), 12 (W) et 13(W). Afin de fixer les notations on ordonne les trois
valeurs propres selon 11 (W) < 1,(W) < 13(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite
r; (W), r,(W) et r3(W) de la matrice A(W). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les champs 1 et 3 sont vraiment non linéaires tandis que le champ 2 est linéairement
dégénéré.

AL/

Dans la suite on prendra

.0 (C)2+(1—6)2 +1-0? 2¢2-2c+1
7,0) =|— = =

p T 72 72
ainsi

2¢¢+2(c-1*  2p(1,0)
73 T

6(2¢2-2c+1) 22c-1)

) a%-[p(ry C) = ) acp(T, C) = TZ

0;p(T,0) =~ o
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20. Etude d'un mélange diphasique isentrope en coordonnées Lagrangiennes
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et

V2c2+2(c-1)? -3 0:p(T,¢)
a(tr,c) =/ —0:p(t,c) = N >0, O0ra(r,c)= Ea(r, ¢)>0, O0.a(r,c)= Tat.o

. Pour chaque champ k on a deux invariants de Riemann qu’on notera J; (W) et J;(W). Montrer quun

choix possible est :

e pourle 1-champ:J;(W) =cet J;(W) =u+2ta(r,c).;
e pourle 2-champ : J,(W) = u et Jo(W) = p(t,¢c);
e pour le 3-champ : J3(W) = cet J3(W) = u—2ta(r,c).

. Etude des détentes.

6.1. Soit une détente de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (t, uz, c) a un état droit
W, = (T4, Uy, ). Montrer que ¢, = cr, Uy > Ug, T, > T1. Exprimer u, en fonctionde 7y, uy et 7, et
tracer son graphe dans le plan (7, u). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la troisiéme famille reliant un état gauche Wy = (1o, uo, cp) a un état
droit Wg = (TR, Ug, CR).

. Etude des chocs.

7.1. Soit un choc de la premiere famille reliant un état gauche Wy, = (7, uz,cr) a un état droit W =
(T«, Ux, C). Montrer que ¢, = cr, U« < Ur, T« < Tr. Exprimer u. enfonctionde 7, u;y et 7, et tracer
son graphe dans le plan (7, u).

7.2. Reprendre la question pour la troisiéme famille reliant un état gauche Wo = (1o, Uy, co) a un état
droit Wy = (T g, Ug, cg).

. Etude de la discontinuité de contact.

Soit une onde de la deuxieme famille reliant un état gauche W.. = (7., u«, ¢«) a un état droit Wo =
(To, Uy, cv). Montrer que uy = U, et p(to, co) = p(t«,cx). Quelle est la vitesse de déplacement ¢, de
cette discontinuité?

. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche (7, ur, cy) et un état droit (rg, ug, cg) on

construira une solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états
intermédiaires (7 «, U+, Cx) €t (To, Uy, cy). On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que
les vitesses des ondes et la solution dans les ondes.
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Etude du modeéle de gaz de Chaplygin

21.

Onnote p(x, t) > 0la densité et u(x, t) la vitesse du gaz. En dimension un d’espace, on modélise un écoulement

isentrope par le p-systéme :
0:0+04(pu) =0,
0:(ow) +0x(ou” + p(0) =0,

ol p(p) estla pression du gaz. L'équation d’état d'un gaz isentrope de Chaplygin s’écrit

(0 4 <0
plo)=—-——
e

ol1 A > 0 est une constante. ' Notons que

A p(o)

!
p)=—=—-——->0.
e 4

def

(21.1)

Pour simplifier les notations on introduit la fonction p — c(g) > 0 tel que 2 ©=p (o) = Q—‘%. Alors on a

plo) = —962 (o) etclp) = ‘/?Z > 0 et ¢ est une fonction strictement décroissante.

1. Trouver les vecteurs V: R* x R — R? et F(V): R? — R? tels que le systéme s’écrit 0;V+0,F(V) =0.

2. En se placant dans les variables W = (g, u), le systeme se réécrit, pour des solutions réguliéres, sous la

forme quasilinéaire ;W + A(W)3,W = 0.

Montrer que la matrice A(W) s’écrit

¢ .
E u

3. Calculer les deux valeurs propres A1; (W) et A, (W). Afin de fixer les notations on ordonne les deux valeurs
propres selon 1; (W) < A, (W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite r; (W) et ry (W)

de la matrice A(W). En déduire que le systeme est strictement hyperbolique.
4. Vérifier que les deux champs sont linéairement dégénérés.

5. On notera J; I'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est

J1=u—-c(p) ety =u+c(p).

6. Etude des discontinuités de contact.

¢ Soit une onde de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (g1, u7) a un état droit W, =

(0+, Ux). Quelle est la vitesse de déplacement ¢, de cette discontinuité?
» Reprendre la question pour la deuxieme famille.

1. Cette loi d’état a été introduit par Chaplygin pour calculer la force de portance sur l'aile d'un avion en aérodynamique.
Récemment, le gaz de Chaplygin a été proposé comme un modele possible pour décrire la matiere noire et I'énergie noire représentées
par un seul fluide et la cosmologie de Chaplygin offre une possibilité intéressante de rendre compte des observations actuelles sur

I'expansion de l'univers.

7



21. Etude du modéle de gaz de Chaplygin

7. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche (g, ur) et un état droit (pg, ug) on construira
une solution composée d’'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire (g, u«). On
précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes. On montrera notamment
que les deux ondes s’intersectent ssi

ugr+clpr) > ur +clor).
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22.

Etude du p-systéme isentrope avec une
loi d’état logarithmique

On note p(x,t) > 0 la densité et u(x, t) la vitesse du fluide. En dimension un d’espace, on modélise un
écoulement isentrope par le p-systéme :

8,0+0.(ou) =0,
{“H (ou) (22.1)

0:(ow) +0x (ot + p(0) =0,
ol p est la pression du gaz définie par une loi d’état logarithmique :
p(p) = Aln(p)

ol A > 0 est une constante. Cette loi d’état a été introduite pour étudier 1'évolution dynamique de I'uni-
vers. Comparé aux diverses généralisations du modele de gaz de Chaplygin, le modeéle logotropique avec
I'équation d’état logarithmique dépend du seul parameétre A et conduit a des comportements cosmologiques
intéressants. Il est remarquable de constater que la pression est positive lorsque p > 1 et négative pour
0 < p < 1.1l peut donc étre considéré comme une transition entre les gaz polytropiques et les gaz de Chaplygin
(généralisés). En conséquence, il a été présenté comme un candidat naturel et robuste pour une nouvelle
unification de la matiére noire et de I'énergie noire.

Pour simplifier les notations on introduit la fonction p — c(p) > 0 tel que 2 () e p'(p) = g. Notons que c est
une fonction positive, strictement décroissante, convexe :

_ A R ()] n - 3¢(@)
c(p)—\/g>0, c(o)= 20 <0, c (Q)——492 > 0.

1. Trouver les vecteurs V: R™ x R — R? et F(V): R? — R? tels que le systéme s'écrit 9,V +0,F(V) = 0.
2. En se placant dans les variables W = (g, u), le systeme se réécrit, pour des solutions réguliéres, sous la
forme quasilinéaire ;W + A(W)3,W = 0.
( ? Q)
c*(p) .
0 u

3. Calculer les deux valeurs propres 1; (W) et A, (W). Afin de fixer les notations on ordonne les deux valeurs
propres selon 1; (W) < A, (W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite r; (W) et rp (W)
de la matrice A(W). En déduire que le systeme est strictement hyperbolique.

Montrer que la matrice A(W) s’écrit

4. Vérifier que les deux champs sont vraiment non linéaires.

5. On notera Jj 'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est
J1=u—-2c(p) etTo =u+2c(p).

6. Etude des détentes.
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22. Etude du p-systéme isentrope avec une loi d'état logarithmique

6.1. Soit une détente de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (pr, #r) a un état droit
W.. = (0, ). Montrer que u. > uy et o, > or. Exprimer u. en fonction de gy, u;, et . et tracer
son graphe dans le plan (p, u). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.
7. Etude des choc.

7.1. Soit un choc de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (o, u1) a un état droit W, =
(0«, U+). Montrer que u. < uy et g, < pr. Exprimer u. en fonction de gy, uy et g et tracer son
graphe dans le plan (g, u).

7.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.

8. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche (g, ur) et un état droit (pg, ug) on construira
une solution composée d’'une 1-onde et d’'une 2-onde séparant un état intermédiaire (g, t«). On
précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les
ondes de détente.
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23.

Etude d'un modeéele d’'écoulement
sanguin

Un modele monodimensionnel d’écoulement sanguin est obtenu par intégration des équations de Navier-
Stokes sur chaque section transverse d’une artere. Pour une artére donnée, on obtient alors le systeme
d’équations aux dérivées partielles suivant :

6tA+(3xQ = 0,
2 3
0:Q+0. (G +La")=-K .

ol A(t, x) est 'aire de la section de I'artére considérée et Q(t, x) le débit sanguin. Les coefficients K et
apparaissant dans le modele sont liés respectivement a la viscosité sanguine et aux propriétés élastiques
de la paroi artérielle. En particulier, § peut étre interprété comme un coefficient de rigidité de I'artére,
proportionnel au module de Young.

Désormais et pour tout ce qui suit on ne s’intéresse qu’a la structure différentielle du modele, c’est-a-dire
qu’on ne tient pas compte du terme source en posant K = 0.

1. Trouver les vecteurs V: R™ x R — R? et F(V): R? — R? tels que le systéme s'écrit 0,V + 0, F(V) = 0.
2. Notons ud:ef%. En se placant dans les variables W = (A4, u), le systeme se réécrit, pour des solutions
régulieres, sous la forme quasilinéaire 9,W + A(W)d,W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

A
ul

u
eZ
VA

4 2 def B
ayant noté e > 0 la constante telle que e~ = %"

3. Calculer les deux valeurs propres 1; (W) et A, (W). Afin de fixer les notations on ordonne les deux valeurs
propres selon 1; (W) < A,(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite r; (W) et ra (W)
de la matrice A(W). En déduire que le systeme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les deux champs sont vraiment non linéaires.
5. On notera Ji I'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est
J,=4evVA+uetd, =devVA-u.
6. Etude des détentes.
6.1. Soit une détente de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (Ar, ur) a un état droit
W, = (A, u,). Montrer que u. > uy et A, < Ar. Exprimer u, en fonction de Ay, uy et A, et tracer
son graphe dans le plan (A4, u). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.
7. Etude des choc.

7.1. Soit un choc de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (Ar, #r) a un état droit W, =
(A, us). Montrer que u, < uy et A, < Ar. Exprimer u, en fonction de Ay, uy et A, et tracer son
graphe dans le plan (A4, u).
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23. Etude d'un modéle d'écoulement sanguin

7.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.

8. Résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche (Ay, u;) et un état droit (Ag, ug) on construira
une solution composée d’'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire (A,, u.). On
précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les
ondes de détente.
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24 .

Etude du systéme de Aw Rascle en p-w

On considere le systéme :

0,0+0 - =0,
@ X(Q(w Q)) avecxeR, t>0, (24.1)
0 (pw) +6x(9w(w—g)) =0,

ol p(t,x) >0 et w(t, x) € R sont les inconnues. !

1. Trouver les vecteurs U: R* x R — R? et F: R? — R? tels que le systéme s'écrit d,U + 8, F(U) = 0.

2. Soit W = (p, w), alors le systeme se réécrit, pour des solutions régulieres, sous la forme quasi-linéaire
0:W + A(W)0,W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

w-—2p [9)
0 w-p)

3. Calculer les deux valeurs propres 1, (W) et 1, (W) de la matrice A(W). Afin de fixer les notations on
ordonne les deux valeurs propres selon A1; (W) < 1, (W). Proposer une base associée de vecteurs propres
a droite qu’'on notera r; (W) et ro(W). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que le champs 1 est vraiment non linéaire tandis que le champ 2 est linéairement dégénéré.
Quelle est la nature de ces deux champs? Autrement dit, il s’agit de chocs, de détentes ou de disconti-
nuités de contact?

5. On note Ji I'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est
Ji=wetJy=A,.

6. Etude du1-champ.

e Pour un état gauche Wy = (g1, wy) donné on cherche les états droit W, = (g, w.) qui peuvent
étre relié a Wy par une 1-onde de détente. Montrer que w. = wy et g, < pr. Calculer enfin W dans
la 1-détente.

e Pour un état gauche Wy = (g1, wy) donné on cherche les états droit W, = (9., w.) qui peuvent
étre relié a W par une 1-onde de choc de vitesse ¢,. Montrer que w. = wy et g« > Q1.

7. Etude du2-champ.

Quelle est la vitesse ¢ de cette discontinuité ? Expliciter les états W, = (0., w») qui peuvent étre relié a
un état droit Wy par une discontinuité de vitesse 7.

8. Résoudre le probleme de RIEMANN : pour un état gauche Wy et un état droit Wg on construira une
solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire W... On précisera
les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les ondes de
détente.

1. Il s’agit du systeme de Aw et RASCLE pour la modélisation macroscopique du trafic routiero o1 g est la densité des véhicules et
w = u+ g est leur vitesse moyenne u augmentée d'un facteur d’anticipation p(p) = p.
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25.

Etude du systéeme de Aw et Rascle

On considere le systeme de Aw et RASCLE pour la modélisation macroscopique du trafic routier :

0:0+0,(ou) =0,
{ 10T Oxl0 avec xeR, t>0, (25.1)

at(p(u+ p(p))) +0x(0Lt(u+ p(p))) =0,

ol p > 0 est la densité des véhicules, u leur vitesse moyenne et p joue le rdle d'un facteur d’anticipation qu'on
supposera vérifier les deux conditions suivantes

p(e)>0 p' (o) >0, p’ () =0.

Par exemple on pourra prendre p(p) = .

1. Trouver les vecteurs U: R* x R — R? et F: R? — R? tels que le systéme s’écrit ;U + 6,F(U) = 0.

2. Soit W = (g, u), alors le systeme se réécrit, pour des solutions régulieres, sous la forme quasi-linéaire
0:W + A(W)0,W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

(5 verio)
0 u-pp'E)

3. Calculer les deux valeurs propres 1, (W) et 1, (W) de la matrice A(W). Afin de fixer les notations on
ordonne les deux valeurs propres selon A1 (W) < 1, (W). Proposer une base associée de vecteurs propres
a droite qu’on notera r; (W) et ro(W). En déduire que le systeme est strictement hyperbolique. (Que se
passe-t-ilquand p — 0?)

4. Vérifier que le champs 1 est vraiment non linéaire tandis que le champ 2 est linéairement dégénéré.
Quelle est la nature de ces deux champs? Autrement dit, il s’agit de chocs, de détentes ou de disconti-
nuités de contact?

5. On note Ji l'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est
J1=u+pp) etTo = Ao.
6. Etude du 1-champ.
o Pour un état gauche Wy, = (p1, #r) donné on cherche les états droit W, = (g, 1) qui peuvent étre
relié a Wy par une 1-onde de détente. Montrer que u, > uy et p. < or. Exprimer u. en fonction de

oL, ur et p.. Plus précisément, écrire la fonction g, — u.(Q«,0r, Ur) et tracer son graphe dans le
plan (g, u). Calculer enfin W dans la 1-détente.

o Pour un état gauche Wy = (g1, ur) donné on cherche les états droit W, = (9, u,) qui peuvent étre
relié a Wy par une 1-onde de choc de vitesse ;. Montrer que les relations de RANKINE-HUGONIOT
peuvent s’écrire sous la forme

J1=20+(ux—01)=pr(ur—01),
(Us + p(E:)) 0+ (Ux —01) = (ur + plor))or(ur — o1).
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25. Etude du systéme de AW et RASCLE

86

Montrer que u, < uy, et p« > pr. Exprimer u. en fonction de gy, uy et g.. Plus précisément, écrire
la fonction p. — u.(Q«,0r, U1) et tracer son graphe dans le plan (g, u).
7. Etude du 2-champ.

Quelle est la vitesse 6, de cette discontinuité ? Expliciter les états W, = (g, ) qui peuvent étre relié a
un état droit Wy par une discontinuité de vitesse 0.

8. Résoudre le probléeme de RIEMANN : pour un état gauche Wy et un état droit Wg on construira une

solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire W... On précisera
les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les ondes de
détente.
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Etude du systéeme uv

On considere le systeme hyperbolique suivant

(26.1)

bv
0, v+ 6x ( ) =0,
u+v
ou 0 < a < bsont des constantes données et u(x, t) > 0 et v(x, t) > 0les deux fonctions inconnues.

1. En se placant dans les variables W = (i, v) € ([Rii)z, trouver le vecteur F: R? — R? tel que le systéeme
s’écrit 0;W+ 0,F(W) = 0.

2. Pour des solutions réguliéres, le systeme est équivalent a ;W + A(W)3,W = 0. Expliciter la matrice
A(W).

3. Calculer les valeurs propres 1; (W) et 12(W) de la matrice A(W). Afin de fixer les notations on ordonne
les deux valeurs propres selon 1; (W) < 1,(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite
r; (W) et rp(W). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que le 1-champ est linéairement dégénéré et que le 2-champ est vraiment non linéaire.

5. On note Ji I'invariant de Riemann du k-éme champ caractéristique. Montrer qu’'un choix possible est
J1=In(w) -In(v) et Jp = % + %.

6. Etude du 1-champ.
Expliciter les états W, = (g, w«) qui peuvent étre relié a un état gauche Wy, par une discontinuité de
vitesse 7. Quelle est la vitesse 1 de cette discontinuité?

7. Etude du 2-champ.

e Pour un état gauche W, donné on cherche les états droit Wg qui peuvent étre relié a W,. par une
2-onde de détente. Exprimer v, en fonction de ug, vg et u.. Plus précisément, écrire la fonction
U — Uy (U, ur, vr) et tracer son graphe dans le plan (¢, v). Calculer enfin W dans la 2-détente.

 Pour un état gauche W, donné on cherche les états droit Wg qui peuvent étre relié a W, par une
2-onde de choc de vitesse ¢». Exprimer v, en fonction de ug, vg et u.. Plus précisément, écrire la
fonction u, — v.(u., ur, vy) et tracer son graphe dans le plan (u, v).

8. Résoudre le probleme de RIEMANN : pour un état gauche W et un état droit Wg on construira une
solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire W... On précisera les
valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes.
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Etude du systéeme uv bis

On considere le systeme hyperbolique suivant

0ru+0x((W?+v*)u) =0,
(27.1)
0rv+0y ((U?+vHv) =0,

ou u(x,t) >0et v(x,t) > 0sontles deux fonctions inconnues.

1. En se placant dans les variables W = (1, v) € (R*)?, trouver le vecteur F: R?> — R? tel que le systeme
s’écrit ;W + 0,,F(W) = 0.

2. Pour des solutions régulieres, le systéme est équivalent a ;W + A(W)3,W = 0. Expliciter la matrice
AW).

3. Calculer les valeurs propres 1; (W) et 1,(W) de la matrice A(W). Afin de fixer les notations on ordonne
les deux valeurs propres selon 1; (W) < 1,(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite
r; (W) et rp (W). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que le 1-champ est linéairement dégénéré et que le 2-champ est vraiment non linéaire.

5. On note Ji I'invariant de Riemann du k-eme champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est
3, =u?+ v etJ, =In(w) - In(v).

6. Etude du 1-champ.
Expliciter les états W, = (0, w.) qui peuvent étre relié a un état gauche Wy par une discontinuité de
vitesse 0. Quelle est la vitesse ¢ de cette discontinuité?

7. Etude du2-champ.

 Pour un état gauche W, donné on cherche les états droit Wg qui peuvent étre relié a W, par une
2-onde de détente. Exprimer v, en fonction de ug, vy et u.. Plus précisément, écrire la fonction
u. — v« (U, ur, vy) et tracer son graphe dans le plan (u, v). Calculer enfin W dans la 2-détente.

o Pour un état gauche W, donné on cherche les états droit Wg qui peuvent étre relié a W, par une
2-onde de choc de vitesse ¢». Exprimer v, en fonction de ug, vg et u.. Plus précisément, écrire la
fonction u. — v.(u., ur, vy) et tracer son graphe dans le plan (u, v).

8. Résoudre le probléeme de RIEMANN : pour un état gauche Wy et un état droit Wg on construira une
solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire W,.. On précisera les
valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes.
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