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Liste des projets

Nous avons illustré la résolution du probléme de Riemann pour deux systémes de p = 2 équations:
@ le systeme de Saint-Venant
0/h+04(hv)=0,
0:(hv)+0y (hv* + §h?) =0,
associé a 2 champs caractéristiques vraiment non-linéaires (les ondes associées a chacun de ces 2
champs ne peuvent étre que des ondes de choc ou de détente);

@ le systeme
0tp+0,u=0,
0,u+a’dp =0.

associé a 2 champs caractéristiques linéairement dégénérés (les ondes associées a chacun de ces 2
champs ne peuvent étre que des discontinuités de contact).

B

Devoir maison : choisir un sujet parmi ceux proposés.

Pour le 11 novembre 2023 : déposer sur Moodle un rapport pdf et un fichier py (ou un autre langage de
programmation).

» Rapport : il s’agit de détailler la solution exacte des problemes de Riemann associés au systéme
hyperbolique donné (on pourra suivre le canevas utilisé pour le systéme de Saint-Venant).

» Code source : écrire un programme qui implémente un schéma d’approximation VF et le valider a
'aide de la solution exacte pour un probleme de Riemann calculée au point précédent.

&

Projet 1. systeme de Saint-Venant par relaxation

0:h+0y(hu) =0,
0;(hu)+0,(hu?>+m) =0,
0;(hm) +0x(hum + c*u) = ph(§ h? - n),

Projet 2. modéle de Ripa
0th+0x(hu) =0,
0 (hu) + 0y (hu? + §h20) =0,
0¢(hB) + 0, (hub) =0.



Liste des projets

Projet 3. modele de Ripa par relaxation

0:h+0x(hu) =0,
0¢(hu) + 0y (hu? +6) =0,
0,(h0) + 8, (hub) =0,

0;(hm) +0x(hum + c*u) = ph(§ h? - ),

Projet 4. systeme de Saint-Venant avec frottement

0:h+0x(hw) =0,
0¢(hu) + 0y (hu? + $h*) = mh.

+

Projet 5. p-systeme isotherme

0:0+0,(ou) =0, 9
plp) =a’p.

8 (ou) +0x(pu? + p(p)) =0,

Projet 6. p-systéme isotherme, relaxation en pression

0.0+ 0x(pu) =0,
0,(ou) + 0 (ou? +m) =0,
0,(om) + 0 (omu+ cu) = pp(p(p) — ).

Projet 7. systéme de I'acoustique fortement non linéaire

0:0+04(pu) =0,
0:(ow) +0x(0u* + p(0)) =0, plo) = a*p.
0:(pv) + 0y (puv) =0,

Projet 8. p-systeme isotherme en coordonnées Lagrangiennes

0,T—-0,u=0,
{[T U p)=1/71.

0;u+0yp(t)=0,
Projet 9. p-systéme isotherme en coordonnées Lagrangiennes, relaxation en pression :

0;T—0,u=0,
o;u+0,m=0,
0,7+ 0x(c?u) = u(p(r) - m).

Projet 10. systéme de I’acoustique fortement non linéaire en coordonnées Lagrangiennes

0;T—0,u=0,
d,u+0,p(T) =0, p() = a*/t.
6;1/ =0,

Projet 11. p-systéme isotherme avec frottement

0:0+0x(pu) =0,
t0+0x(0 ) p(Q)zazg.
0:(ow) +0x(pu” + p(p)) = mp,
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Projet 12. p-systéme isentrope

00+ 0y ( =0,
{ t0 ou) po) =0,

8:(ou) + 0y (pu? + p(p)) =0,

Projet 13. p-systeme isentrope, relaxation en volume

6IQ+ax(Qu):0; 1 1
0:(ou) +6,C(Qu2 +7(p,V)) =0, n(p, V)= p(v) -a? (5 - V)
0:(eV) +0x(puV) = ,ug(é - V),

Projet 14. mélange diphasique isentrope

0:0+04(pu) =0,
8,(ouw) +0x(pu? + p(p,c)) =0, plo,c) = (cp)* + (1 - c)p)>.
0:(pc) +0x(puc) =0,

Projet 15. p-systéeme isentrope en coordonnées Lagrangiennes

0;T—0,u=0,
{ tT xU p(‘[):‘[_y,

0:u+0,p(t)=0,

Projet 16. p-systeme isentrope en coordonnées Lagrangiennes, relaxation en volume

0;T—0,u=0,
oru+0,m(r,V)=0,
0V=pc-V),

Projet 17. mélange diphasique isentrope en coordonnées Lagrangiennes

0;T—0,u=0, )
o;u+0,p(r,c)=0 (r c)—(£)2+ 2

t xp y -y, P ) - T T .
atCZO,

<+

Projet 18. p-systeme isentrope avec la loi d’état de Chaplygin

{Gtg +0,(pu) =0,

A
(@) =——.
0/ (ou) + 0, (ou + p(p)) =0, pe Y

Projet 19. p-systeme isentrope avec une loi d’état logarithmique

00+ 0y =0,
{ Y (ou) p(o) = Aln(g).

8:(ouw) + 0, (pu? + p(p)) =0,

<+

Projet 20. modélisation des écoulements sanguins

OtA+6xQ = 0,
0,Q+ 0y (%2 + eA%) - 0.
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Liste des projets

Projet 21.

Projet 22.

Projet 23.

Projet 24.

Projet 25.

systeme de Aw et RASCLE en p-w

00+ 0y (wp— w?) =0,
0:(wp) +6x(w29— wpz) =0.

systeme de Aw et RASCLE

{0t9+(3x(9u) =0,

0r(9(u+ p(e))) +0x(@u(u + p(p))) =0,

e
systeme uv
au
6;u+6x( ):o,
u+v
bv
atv+6x ):0,
u+v

systeme uv bis
Oru+0y((W?+v*)u) =0,

0:v+0x ((W?+vHv) =0,

modele Tuvm :
0;T—0,u=0,
0iu+0,m=0,
0v+0xm=0
0:t+abdyv=0.
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Etude du systéeme de Saint-Venant par
relaxation

On se propose de remplacer le systeme de Saint-Venant par un systeme approché, dit systeme de relaxation,
qui s’écrit
0th+0y(hu) =0,
0¢(hu) +0x(hu? +m) =0, (1.1)
0;(hm) +0x(hum + c*u) = ph(§ h* - ),
avec ¢ > 0 un parametre constant, m(x, ) > 0 une nouvelle variable dite “de relaxation” et ¢ > 0 une
constante.

Partie ©® Montrer formellement que, lorsque le parametre u tend vers +oo, on retrouve le systeme de
Saint-Venant classique a partir du systeme (1.1).

Partie @ Désormais et pour tout ce qui suit on ne s’'intéresse qu’a la structure différentielle de (1.1),
c’est-a-dire qu’'on ne tient pas compte du terme source (i.e. on pose p = 0).

1. Trouver les vecteurs U: R* x R — R3 et H: R? — R3 tels que le systéme (1.1) s’écrit ,U + 4, H(U) = 0.

2. En se plagant dans les variables Y = (h, u, ), montrer que le systéme se réécrit, pour des solutions
régulieres, sous la forme quasi-linéaire

0, Y+B(Y)0,Y=0, BY) = (1.2)

o O <
Sve =
N ()

3. Calculer les valeurs propres 11(Y), A2(Y) et 13(Y) de la matrice B(Y). Afin de fixer les notations on
ordonne les valeurs propres selon 1;(Y) < 1,2(Y) < A3(Y). Proposer une base associée de vecteurs
propres a droite r; (Y), r2(Y) et r3(Y). En déduire que le systéeme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les trois champs caractéristiques sont linéairement dégénérés. (Par conséquent, les ondes
associées a chaque champ sont des discontinuités de contact).

5. Pour chaque champ k =1,2,3, on a deux invariants de Riemann qu’on notera Jj et J;. Montrer qu'un
choix possible est

. pourlel-champ:ﬁl(Y):u—%,Jl(Y)=n+c—hz,
e pourle 2-champ : J>(Y) = u, J,(Y) = 7,
. pourle?)-champ:Jg(Y)=u+%,J3(Y)=7t+C—;.

6. Etude des discontinuités de contact.
Pour chaque k-onde, calculer ¢ la vitesse de propagation de la k-onde.
En utilisant les invariants de Riemann et les relations de Rankine-Hugoniot,



1 Etude du systéme de Saint-Venant par relaxation

e montrer que u et 7 sont constants dans une 2-onde,
 trouver une relation entre un état gauche Y; et un état droit Y. séparés par la 1-onde,
 trouver une relation entre un état gauche Yo et un état droit Yg séparés par la 3-onde.

7. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche Y; et un état droit Yz on construira une
solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états intermédiaires Y;
et Y». On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que les vitesses des ondes.
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Etude du systéme de Ripa

Les équations des eaux peu profondes sont utilisées pour simuler un grand nombre de phénomenes phy-
siques, tels que les courants dans les estuaires, la propagation des forages et les vagues d’inondation dans les
déferlements et les tsunamis. Le modele de Ripa contient les équations des eaux peu profondes et des termes
qui rendent compte des gradients de température horizontaux.

Le systeme de Ripa unidimensionnel avec une topographie de fond plat ala forme suivante

0:h+0y(hu) =0,
0;(hu) + 0y (hu? + $1%0) =0, 2.1)
0:(h0) +0x(hud) =0,

avec h(x, t) > 0 la hauteur de l'eau, u(x, t) € R la vitesse horizontale, (x, t) > 0 la température et g > 0 est
I'accélération due a la gravité.

1. Trouver les vecteurs V: R™ x R — R3 et F: R — R3 tels que le systéme s’écrit 3,V +0,F(V) = 0.

2. En se placant dans les variables W = (h, u, 8), montrer que le systeme (2.1) se réécrit, pour des solutions
régulieres, sous la forme quasi-linéaire ,W + A(W)d,W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

u h 0
AW =|g0 u Sn|.
0 0 u

3. Calculer les valeurs propres A1 (W), 12 (W) et 13(W). Afin de fixer les notations on ordonne les trois
valeurs propres selon 1; (W) < 1, (W) < A3(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite
r; (W), r,(W) et r3(W) de la matrice A(W). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les champs 1 et 3 sont vraiment non linéaires tandis que le champ 2 est linéairement
dégénéré.
5. Pour chaque champ k on a deux invariants de Riemann qu’on notera J; (W) et J;(W). Montrer qu'un
choix possible est :
e pourle 1-champ : J; (W) =0 et J;(W) = u+2a(h,0);
e pour le 2-champ : J,(W) = u et Jo(W) = §h29;
e pour le 3-champ : J3(W) =0 et Js(W) = u—2a(h,0),
da(h,0) 3 v/ gho _a(h,0)

1
ayant noté a(h,0) Cl=ef\/ght9. Remarquons que h = \/gez\/ﬁ = oh

6. Etude des détentes.

6.1. Soit une détente de la premiére famille reliant un état gauche Wy = (hy, ur,60;) a un état droit
W, = (h,, u«,0.). Montrer que 0, =0y, u, > uy, h. < hy. Exprimer u, en fonction de hy, uy et h.
et tracer son graphe dans le plan (#, u). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la troisieme famille reliant un état gauche Wo = (ho, ug, 89) a un état
droit Wg = (hg, ug,0R).



2 Etude du systéeme de Ripa

7. Etude des chocs.

7.1. Soit un choc de la premieére famille reliant un état gauche Wy = (hr, ur,0;) a un état droit W =
(hs, us,0,). Montrer que 0, =0y, u. < ug, h, > hy. Exprimer u, en fonction de h;, u; et h, et
tracer son graphe dans le plan (&, u).

7.2. Reprendre la question pour la troisieme famille reliant un état gauche Wo = (ho, ug, o) a un état
droit Wg = (hg, Ug,0R).

8. Etude de la discontinuité de contact.
Soit une onde de la deuxieme famille reliant un état gauche W,. = (h., u,,0,) a un état droit Wo =
(ho, uy,B8v). Montrer que Uy = u, et hégqy = h20.. Quelle est la vitesse de déplacement ¢ de cette
discontinuité?

9. Résoudre le probléeme de Riemann : pour un état gauche (hy, u,6;) et un état droit (hg, ug,0g) on
construira une solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états
intermédiaires (h., u.,0.) et (hy, uy,8v). On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que
les vitesses des ondes et la solution dans les ondes.
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Etude du systéme de Ripa par relaxation

Le systéme de Ripa unidimensionnel avec une topographie de fond plat ala forme suivante

0:h+0x(hu) =0,
0;(hu) + 0, (hu? + $1%6) =0, (3.1)
0:(h0) + 0 (hud) =0,

avec h(x, t) > 0 la hauteur de I'eau, u(x, t) € R la vitesse horizontale, 8(x, t) > 0 la température et g > 0 est
I'accélération due a la gravité.

Le caractére vraiment non linéaire des champs caractéristiques peut rendre la resolution du probléme de
Riemann assez compliquée. On se propose alors de le remplacer par un systéme approché, dit systeme de
relaxation, qui s’écrit

0/h+0x(hu) =0,

0¢(hu) + 0y (hu? +6) =0,

0¢(hB) + 0, (hub) =0,

0;(hm) +0x(hum + c*u) = ph(§h* - ),

(3.2)

avec u > 0 un parametre constant, ¢ > 0 une nouvelle constante et 7 (x, ) > 0 une nouvelle variable dite “de
relaxation”.

Partie © Montrer formellement que, lorsque le parameétre i tend vers +oo, on retrouve le systéme de Ripa
classique (3.1).

Partie @ Désormais et pour tout ce qui suit on ne s’'intéresse qu’a la structure différentielle de (3.2),
c’est-a-dire qu’'on ne tient pas compte du terme source (i.e. on pose p = 0).

1. Trouver les vecteurs V: R™ x R — R* et F: R* — R* tels que le systéme s'écrit 3,V +0,F(V) = 0.

2. En se placant dans les variables W = (h, u,0, ), montrer que le systéme (3.2) se réécrit, pour des
solutions régulieres, sous la forme quasi-linéaire ;W + A(W)0,W = 0. Montrer que la matrice A(W)
s’ écrit

o oo ¢
Mo & =
o =N O
T oo

3. Calculer les valeurs propres A1 (W), A, (W) (double) et A3(W). Afin de fixer les notations on ordonne les
trois valeurs propres selon A1; (W) < 1,(W) < A3(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a
droite r; (W), r2,(W), 1, (W) et r3(W) de la matrice A(W). En déduire que le systeme est hyperbolique.

4. Vérifier que les trois champs sont linéairement dégénérés.

11



3 Etude du systéeme de Ripa par relaxation

12

5. Pour les champs k =1 et k = 3 on a trois invariants de Riemann qu’on notera J; (W) Jx (W) et K (W).

Pour le champ k = 2 on a deux invariants de Riemann qu’on notera J, (W) et J,(W). Montrer qu'un
choix possible est :

e pourle l-champ:J,(W)=6,Ji(W)=u-a(h,0), &R (W) =n+ C—;;

o pour le 2-champ : J,(W) = u et J,(W) =In(0) + In(x);

e pour le 3-champ : J3(W) =6, Js(W) = u+ a(h,8), Rs(W) = + c—;;

ayant noté a(h,0) w V0 Remarquons que da(h,0) _ (cV0) __alh,0)
y B —=. quons que — = = — 5= = ———.

. Etude des discontinuités de contact.

Pour chaque k-onde, calculer ¢ les vitesses de propagation de la k-onde.
En utilisant les invariants de Riemann et les relations de Rankine-Hugoniot,

 trouver une relation entre un état gauche Wy et un état droit W, séparés par la 1-onde,
 trouver une relation entre un état gauche W, et un état droit W séparés par la 2-onde,

« trouver une relation entre un état gauche Wo et un état droit Wy séparés par la 3-onde.

. Résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche (hy, u,6r, 1) et un état droit (hg, ug,0g, 7g)

on construira une solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états
intermédiaires (h., u«,0+,7.) et (ho, uy,0¢, ). On précisera les valeurs de ces états intermédiaires
ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les ondes.
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Etude du systéeme de Saint-Venant avec

une loi de frottement de type
Mohr-Coulomb

On modifie les équations de Saint-Venant pour prendre en compte une loi de frottement de type Mohr-
Coulomb. Les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement peuvent étre écrites
comme suit

0:h+0,(hu) =0,
avec xeR, t>0. (4.1)

0;(hu) + 0 (hu? + §h?) = mh,
Les inconnues sont h(x, t) = 0, la profondeur de I'’écoulement mesurée perpendiculairement au plan,
et u(x,t) € R, la vitesse moyenne de I'écoulement en profondeur; g > 0 est I'accélération gravitation-
nelle et m 'accélération constante résultant de la somme des forces dues a la gravité et au frottement.
Si m=0etu=0,le systeme peut représenter par exemple un écoulement granulaire sur un plan incliné
recouvert ou non d'une couche de matériau constituée du méme matériau que la masse granulaire qui
s’écoule.

Partie ©® Montrer que (%, u) est une solution réguliére du systéme autonome non homogene (4.1) ssi (k, v)
est solution du systeme non-autonome homogene suivant :

{a,h+0x(h(v+mt)) =0, 4.2)

0;(hv) + 0y (hv(v+ mt) + %hz) =0,

ayant noté v(x, f) d:Efu(x, t) — mt.

Partie @ Désormais et pour tout ce qui suit on ne s'intéresse qu’au systéme (4.2) en variable h et v.

1. Trouver les vecteurs V: R* x R — R? et F: R?> x R™ — R? tels que le systéme s'écrit 8,V+8,F(V, ) = 0. On
remarquera que le flux dépend explicitement du temps : on dit que le systéme n’est pas autonome.

2. En se placant dans les variables W = (h, v), montrer que le systéme (4.2) se réécrit, pour des solutions
régulieres, sous la forme quasi-linéaire 6, W+ A(W, £)0,W = 0. Montrer que la matrice A(W, #) s’écrit

v+ mt h

AW, 1) = v+mt)’

On remarquera que la matrice dépend explicitement du temps.

3. Calculer les valeurs propres A1 (W, t) et 12(W, f). Afin de fixer les notations on ordonne les valeurs
propres selon 1, (W, £) < A,(W, £). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite r; (W) et
r(W) de la matrice A(W, t). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

On remarquera que les valeurs propres dépendent explicitement du temps, mais pas les vecteurs
propres.

13



4 Etude du systéme de SAINT-VENANT avec une loi de frottement de type Mohr-Coulomb

4. Vérifier que les champs sont vraiment non linéaires.

5. Pour chaque champ k on a un invariant de Riemann qu’on notera J; (W). Montrer qu'un choix possible
est:
e pourle 1-champ : J;(W) = v+2a(h);
o pour le 2-champ : J,(W) = v —2a(h)
ayant noté a(h) < /gh.
On remarquera que les invariants de Riemann ne dépendent pas explicitement du temps.

6. Etude des détentes.
On cherche les états gauche W8 = (hg, vﬁ) qui peuvent étre reliés a un état droit Wy = (hy, v,) par une
onde de détente. La k-détente est comprise entre la courbe dont la vitesse est x'(f) = Ay (Wg, t)etla
courbe dont la vitesse est x'(f) = A (W, £). Puisque les valeurs propres dépendent explicitement du
temps, les courbes de détente ne sont plus des droites de pente la valeur propre mais des paraboles (il
faut intégrer 'équation différentielle pour obtenir ¢ — x(¢)).

6.1. Soit une détente de la premiére famille reliant un état gauche Wy = (hy, vr) a un état droit W, =
(h«, v+). Montrer que v, > vy, h. < hr. Exprimer v, en fonction de hy, vy et h, et tracer son
graphe dans le plan (h, v). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la deuxieme famille reliant un état gauche W.. = (h,, v.) a un état
droit Wg = (hg, VR).

7. Etude des chocs.
On cherche les états gauche W8 = (hﬁ, vﬁ) qui peuvent étre reliés a un état droit Wy = (hy, v,) par une
onde de choc. La vitesse du choc vérifie x'(7) = 0k (W, Waro, 1). Puisque elle dépende explicitement
du temps, les courbes de choc ne sont plus des droites mais des paraboles (il faut intégrer I'équation
différentielle pour obtenir t — x(?)).

7.1. Soitun choc de la premiére famille reliant un état gauche Wy, = (hy, v;) a un état droit W = (h., v.).
Montrer que v, < vy, h. > hy. Exprimer v, en fonction de hy, vy et h, et tracer son graphe dans
le plan (h, v).

7.2. Reprendre la question pour la deuxieme famille reliant un état gauche W, = (h., v.) a un état
droit Wg = (g, Vg).

8. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche (hy, vy) et un état droit (hg, vg) on construira
une solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire (h., v.). On
précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les
ondes.

On observe que, sous I'influence d'une force externe constante, les courbes caractéristiques, les raréfac-
tions et les ondes de choc prennent des formes paraboliques. De plus, lorsque la force externe constante
disparait, les solutions convergent vers les solutions correspondantes du systéme de Saint-Venant clas-
sique.
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Etude du p-systéme isotherme

On note p(x, t) > 0 la densité et u(x, t) la vitesse du fluide. Soit p(p) > 0 la pression du gaz. Si la température
est constante, la loi des gaz parfaits se réduit a

plo) = d’p
oll a > 0 est une constante (c’est la vitesse du son et 'on a a? = RT).

En dimension un d’espace, on modélise ce type d’écoulements par le p-systeme :

{6t9+0x(0u)=0, (5.1)

8, (ou) + 0 (ou? + p(p)) = 0.

1. Trouver les vecteurs V: R™ x R — R? et F(V): R?> — R? tels que le systéme s’écrit 3,V +d,F(V) = 0.

2. En se placant dans les variables W = (g, u), le systéme se réécrit, pour des solutions réguliéres, sous la
forme quasilinéaire ;W + A(W)3,W = 0.
( : Q)
& .
o U

Montrer que la matrice A(W) s’écrit

3. Calculer les deux valeurs propres 1; (W) et A, (W). Afin de fixer les notations on ordonne les deux valeurs
propres selon A} (W) < 1,(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite r; (W) et ra (W)
de la matrice A(W). En déduire que le systeme est strictement hyperbolique.

)

4. Vérifier que les deux champs sont vraiment non linéaires.

5. On notera Jj 'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est

J1=u+aln(p) et J» = u—aln(p).

6. Etude des détentes.

6.1. Soit une détente de la premiére famille reliant un état gauche Wy = (pr, u;) a un état droit
W.. = (0«, Ux). Montrer que u, > uy et p. < or. Exprimer u, en fonction de gy, uy et g« et tracer
son graphe dans le plan (g, u). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.

7. Etude des choc.

7.1. Soit un choc de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (o, u1) a un état droit W, =
(o«, u«). Montrer que u, < uy, et p. < pr. Exprimer u. en fonction de gy, uy et p. et tracer son
graphe dans le plan (g, u).

7.2. Reprendre la question pour la deuxieme famille.

8. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche (g;, ur) et un état droit (pg, ug) on construira
une solution composée d’'une 1-onde et d’'une 2-onde séparant un état intermédiaire (9., u#.). On

précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les
ondes de détente.

15






Etude du p-systéme isotherme par
relaxation en pression

On consideére le systeme de la dynamique des gaz isotherme en une dimension d’espace

{m9+ax@u):a 61

8:(ou) +0x(pu? + p(p)) =0,

avec une loi d’état p(p). On note p(x, f) > 0 la densité et u(x, t) € R la vitesse du fluide. Lorsque le fluide
n’est pas un gaz parfait, le caractére vraiment non linéaire des champs caractéristiques rend la résolution
du probleme de Riemann assez compliquée. C’est pourquoi il a été proposé de le remplacer par un systeme
approché, dit systeme de relaxation, qui s’écrit

0:0+0,(pu) =0,
0 (ou) +0x(pu® + 1) =0, (6.2)
0¢(om) +0x(omu+ c*u) = pp (p(p) - ),

avec p > 0 un parametre constant, 7 (x, t) > 0 une nouvelle variable dite pression de relaxation et c > 0 une
nouvelle constante.

Partie ® Montrer formellement que, lorsque le parameétre u tend vers +oo, alors on retrouve le systeme (6.1)
a partir du systeme (6.2) (et on aura 7 = p(p)).

Partie @ Désormais et pour tout ce qui suit on ne s'intéresse qu’a la structure différentielle de (6.2),
c’est-a-dire qu’'on ne tient pas compte du terme source (i.e. on pose = 0).

1. Trouver les vecteurs U: R* x R — R3 et H: R® — RS tels que le systéme (6.2) s’écrit ,U + 4, H(U) = 0.

2. En se placant dans les variables Y = (p, u, ), montrer que le systeme (6.2) se réécrit, pour des solutions
régulieres, sous la forme quasi-linéaire

u o 0
3 Y+BMA,Y=0, BW=[0 u 5. 6.3)
0 Lo u
4

3. Calculer les valeurs propres 1;(Y), 12(Y) et A3(Y) de la matrice B(Y). Afin de fixer les notations on
ordonne les valeurs propres selon A;(Y) < 1,(Y) < A3(Y). Proposer une base associée de vecteurs
propres a droite r; (Y), r2(Y) et r3(Y). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les trois champs caractéristiques sont linéairement dégénérés. (Par conséquent, les ondes
associées a chaque champ sont des discontinuités de contact).

17



6 Etude du p-systéme isotherme par relaxation en pression

18

5. Pour chaque champ k =1,2,3, on a deux invariants de Riemann qu’on notera Ji et J;. Montrer qu'un
choix possible est

2

c
J.(Y) =7+ cu, J1(Y)=7T+E,
jZ(Y):u; JZ(Y):T[;

2
. c
J3(Y) =7 —cu, J3(Y)=n+5.

6. Etude des discontinuités de contact.
Pour chaqua k-onde, calculer d les vitesses de propagation de la k-onde.
En utilisant les invariants de Riemann et les relations de Rankine-Hugoniot,

e montrer que u et 7 sont constants dans une 2-onde,
« trouver une relation entre un état gauche Yy et un état droit Y. séparés par la 1-onde,
 trouver une relation entre un état gauche Yo et un état droit Yg séparés par la 3-onde.

7. Résoudre le probléeme de Riemann : pour un état gauche Y; et un état droit Yy on construira une
solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états intermédiaires Y;
et Y2. On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que les vitesses des ondes.

Derniére mise a jour : Vendredi 6 octobre 2023 © G. FACCANONI



Etude du systéme de |'acoustique
fortement non linéaire

On se donne une constante a > 0 strictement positive. Le systeme de 'acoustique non linéaire s’écrit

0:0+0x(pu) =0,
0:(ou) +0x(ou? + a*p) =0, (7.1)
0:(pv) + 0y (puv) =0.

d’inconnues p(x, t) > 0la densité, u(x, t) lavitesse normale et v(x, £) la vitesse tangentielle.

1. Trouver les vecteurs V: R™ x R — R3 et F: R® — R tels que le systéme s’écrit 8,V + 0, F(V) = 0.

2. En se placant dans les variables W = (p, u, v), le systeme se réécrit, pour des solutions régulieres, sous la
forma quasilinéaire ;W + A(W)3d, W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

oy
o T
S o o

3. Calculer les valeurs propres A1 (W), 1, (W) et 13(W). Afin de fixer les notations on ordonne les trois
valeurs propres selon 1; (W) < 1,(W) < A3(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite
r; (W), r2 (W) et r3(W) de la matrice A(W). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.
4. Vérifier que les champs 1 et 3 sont vraiment non linéaires tandis que le champ 2 est linéairement
dégénéré.
5. Pour chaque champ k on a deux invariants de Riemann qu’on notera J; (W) et J;(W). Montrer qu'un
choix possible est :
e pourle 1-champ:J;(W) =vetJ;(W)=u+aln(p);
e pour le 2-champ : J,(W) = u et Jo(W) = g;
e pour le 3-champ : J3(W) = v et J3(W) = u—aln(p).
6. FEtude des détentes.

6.1. Soit une détente de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (g1, ur, vr) a un état droit
W.. = (0x, Ux, Vx). Montrer que v, = Vg, U > Ug, 0« < Pr. Exprimer u, en fonction de pr, uy et g«.
Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la troisieme famille reliant un état gauche Wo = (po, uo, vo) a un état
droit Wg = (Qr, Ug, UR).

7. Etude des chocs.

7.1. Soit un choc de la premiére famille reliant un état gauche Wy = (g, ur, vr) a un état droit W =
(0« U, Vx). Montrer que vy = vy, Us < U, 0« > 0r. Exprimer u, en fonction de gy, uy et ..

7.2. Reprendre la question pour la troisieme famille reliant un état gauche Wo = (po, uo, vo) a un état
droit Wg = (Qg, URr, VR).
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7 Etude du systéme de I'acoustique fortement non linéaire

8. Etude de la discontinuité de contact.

Soit une onde de la deuxieme famille reliant un état gauche W, = (g, u«, v4) a un état droit Wo =
(oo, Uy, voy). Montrer que ug = U, et po = p«. Quelle est la vitesse de déplacement 6, de cette disconti-
nuité?

9. Résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche (g, 1y, v7) et un état droit (g, g, Vr) on
construira une solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états
intermédiaires (g, U«, V«) et (P, Uy, Vo). On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que
les vitesses des ondes et la solution dans les ondes.
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Etude du p-systéme isotherme en
coordonnées Lagrangiennes

On consideére le systeme des équations d'Euler en régime isotherme en coordonnées Lagrangiennes

0;T—0,u=0, 1
avec p(1) = - (8.1)

0:u+0,(p(1)) =0,
ol on a noté 7(t, x) > 0 le volume spécifique et u(t, x) € R est la vitesse du fluide.

1. Trouver les vecteurs W: R* x R — R? et F: R?> — R? tels que le systéme s'écrit d,W + 4, F(W) = 0.

2. Pour des solutions régulieres, le systeme se réécrit sous la forma quasilinéaire 6, W+ A(W)3,W = 0.
Montrer que la matrice A(W) s’écrit
2 )
_# 0/

3. Calculer les deux valeurs propres A; (W) et 1, (W). Afin de fixer les notations on ordonne les deux valeurs
propres selon 1; (W) < A2 (W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite {r; (W), r» (W)} de
la matrice A(W). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les deux champs sont vraiment non linéaires.

5. On note J; 'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est
Ji=u-In() etJs = u+In(r).
6. Etude des détentes.

6.1. Soit une détente de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (r, ur) a un état droit W,, =
(T«, Ux). Montrer que u. > uy et 7, > ty. Exprimer u, en fonction de 7z, uy et 7. et tracer son
graphe dans le plan (7, ©). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.
7. FEtude des choc.

7.1. Soitun choc dela premiére famille reliant un état gauche Wy = (t, uz) a un état droit W, = (7., u.).
Montrer que u, < uy et 7, > 7. Exprimer u, en fonction de 7, uy et 7 et tracer son graphe dans
le plan (7, u).

7.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.

8. Alaide du dessin d’'onde dans le plan (7, u) résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche
(tr,ur) et un état droit (tg, ug) on construira une solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde
séparant un état intermédiaire (7., u.). On précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les
vitesses des ondes et la solution dans les ondes de détente.
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Etude du p-systéme isotherme en
coordonnées Lagrangiennes par
relaxation en pression

On considere le systeme de la dynamique des gaz isotherme en une dimension d’espace en coordonnées
Lagrangiennes

9.1

0,T—0,u=0,
Otu+0x(p(1)) =0,

avec une loi d’état p(7). On note 7(x, t) > 0 le volume et u(x, t) € R la vitesse du fluide. Lorsque le fluide
n’est pas un gaz parfait, le caractére vraiment non linéaire des champs caractéristiques rend la résolution
du probléme de Riemann assez compliquée. C’est pourquoi il a été proposé de le remplacer par un systeme
approché, dit systeme de relaxation, qui s’écrit

0;T—0,u=0,
0;u+0,m=0, (9.2)
0,7 +0x(c?u) = pu(p(r) —m)

avec u > 0 un parametre constant, 7 (x, t) > 0 une nouvelle variable dite pression de relaxation et ¢ > 0 une
nouvelle constante.

Partie ® Montrer formellement que, lorsque le parameétre u tend vers +oo, alors on retrouve le systeme (9.1)
a partir du systeme (9.2) (et on aura 7 = p(1)).

Partie @ Désormais et pour tout ce qui suit on ne s’'intéresse qu’a la structure différentielle de (9.2),
c’est-a-dire qu’'on ne tient pas compte du terme source (i.e. on pose p = 0).

1. Trouver les vecteurs U: R* x R — R3 et H: R3 — R3 tels que le systéme (9.2) s’écrit 8,U + 4, H(U) = 0.

2. En se placant dans les variables Y = (p, u, ), montrer que le systeme (9.2) se réécrit, pour des solutions
régulieres, sous la forme quasi-linéaire

0 -1 0
0,Y+BY)0,Y=0, BY=|0 0 1]. 9.3)
0 0

62

3. Calculer les valeurs propres 1;(Y), 12(Y) et A3(Y) de la matrice B(Y). Afin de fixer les notations on
ordonne les valeurs propres selon 1;(Y) < 12(Y) < A3(Y). Proposer une base associée de vecteurs
propres a droite r; (Y), r2(Y) et r3(Y). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les trois champs caractéristiques sont linéairement dégénérés. (Par conséquent, les ondes
associées a chaque champ sont des discontinuités de contact).
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9 Etude du p-systéme isotherme en coordonnées Lagrangiennes par relaxation en pression

5. Pour chaque champ k =1,2,3, on a deux invariants de Riemann qu’on notera Ji et J;. Montrer qu'un
choix possible est

J1Y)=m+cu, J10Y) =+ c?1,
Jo(Y) =u, Jo(Y) =m,
J3(Y)=m—cu, Jg(Y)=7l’+CZT.

6. Etude des discontinuités de contact.
Pour chaque k-onde, calculer o les vitesses de propagation de la k-onde.
En utilisant les invariants de Riemann et les relations de Rankine-Hugoniot,

« trouver une relation entre un état gauche Y; et un état droit Y. séparés par la 1-onde,
e montrer que u et 7 sont constants dans une 2-onde,
 trouver une relation entre un état gauche Yo et un état droit Yg séparés par la 3-onde.

7. Résoudre le probléeme de Riemann : pour un état gauche Y; et un état droit Yy on construira une
solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états intermédiaires Y;
et Y2. On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que les vitesses des ondes.
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10

Etude du systeme de |'acoustique
fortement non linéaire en coordonnées
Lagrangiennes

On se donne une constante a > 0 strictement positive. Le systéme de I'acoustique non linéaire en coordonnées
Lagrangiennes s’écrit

0;T—0,u=0,
0:u+0,p(t)=0, (10.1)
0;1} =0,

d’'inconnues 7 (x, t) > 0le volume, u(x, t) la vitesse normale et v(x, f) la vitesse tangentielle.

On prendra p(t) = a?/7 avec a une constante positive.

1. Trouver les vecteurs V: R™ x R — R3 et F: R — R3 tels que le systéme s'écrit 3,V +0,F(V) = 0.

2. En se placant dans les variables W = (7, u, v), le systéme se réécrit, pour des solutions régulieres, sous la
forma quasilinéaire 0,W + A(W)0,W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

0 -1 0
p't)y 0 o0f.
0 0 0

3. Calculer les valeurs propres A1 (W), 12 (W) et 13(W). Afin de fixer les notations on ordonne les trois
valeurs propres selon 1; (W) < 1, (W) < A3(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite
r; (W), r,(W) et r3(W) de la matrice A(W). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les champs 1 et 3 sont vraiment non linéaires tandis que le champ 2 est linéairement
dégénéré.
5. Pour chaque champ k on a deux invariants de Riemann qu’on notera J; (W) et J;(W). Montrer qu'un
choix possible est :
e pourle 1-champ:J;(W)=vetJ,(W)=u-aln(r);
e pourle 2-champ: J,(W) = u et Jo(W) =7;
e pour le 3-champ : J3(W) = v et J3(W) = u+ aln(z).

6. Etude des détentes.

6.1. Soit une détente de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (1, uz, v1) a un état droit
W.. = (T, Us, Vy). Montrer que v, = vy, U, > Uy, T, > 7. EXprimer u, en fonctionde 7z, uy et 7..
Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la troisieme famille reliant un état gauche Wo = (7o, uy, vy) a un état
droit Wg = (TR, Ug, UR).

7. Etude des chocs.
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10 Etude du systéeme de I'acoustique fortement non linéaire en coordonnées Lagrangiennes

7.1. Soit un choc de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (tr, uz, vz) a un état droit W =
(T, U, Vy). Montrer que vy = vy, Ux < Ur, T, < Tr. Exprimer u, en fonctionde 7y, uy et 7..
7.2. Reprendre la question pour la troisieme famille reliant un état gauche Wo = (1o, Uy, vo) a un état
droit Wg = (TR, Ug, UR).
8. Etude de la discontinuité de contact.
Soit une onde de la deuxieme famille reliant un état gauche W, = (7., U, vx) a un état droit Wo =
(to, Uy, Vo). Montrer que uy = u, et 7o = 7. Quelle est la vitesse de déplacement ¢, de cette disconti-
nuité?
9. Résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche (7, ur, vr) et un état droit (tg, ug, Vr) on
construira une solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états

intermédiaires (7, U, Vx) et (To, Uy, Vy). On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que
les vitesses des ondes et la solution dans les ondes.
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Etude du modéle Tuvn

Le systeme Tuvn a la forme suivante
0;T—0,u=0,
0;u+0,m=0,
0iv+40xm=0
0:t+abdyv=0.

(11.1)

avec 7(x,t) >0, u(x,t) € R, v(x,t) € R et n(x,t) € R les quatre fonctions inconnues et a > b > 0 deux
constantes.

1. Trouver les vecteurs V: R™ x R — R* et F: R* — R* tels que le systeme s’écrit 0;V+ 0,F(V) =0.

2. En se placant dans les variables W = (7, u, v, 1), le systéme se réécrit, pour des solutions régulieres, sous
la forma quasilinéaire 0, W+ A(W)9,, W = 0.

3. Montrer que, pour des solutions régulieres, le systéme se réécrit sous la forme quasi-linéaire 6,W +
A(W)d,W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

00 -10
00 0 1
00 0 &
0 0 ab 0

4. Calculer les valeurs propres A; (W), 12(W) (double) et 13(W). Afin de fixer les notations on ordonne les
trois valeurs propres selon A; (W) < 1,(W) < A3(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a
droite r; (W), r2,(W), ra5(W) et r3(W) de la matrice A(W). En déduire que le systeme est hyperbolique
(mais non strictement hyperbolique).

5. Vérifier que les trois champs sont linéairement dégénérés.

6. Pour les champs k =1 et k = 3 on a trois invariants de Riemann qu’on notera J; (W) J (W) et K (W).
Pour le champ k = 2 on deux invariants de Riemann qu’on notera J, (W) et J»(W). Montrer qu'un choix
possible est :
e pourle 1-champ : J;(W) = 7+ bv, J1(W) = 7 + au, (W) =1 + abt;
e pourle 2-champ : J,(W) = et Jo,(W) = v;
o pour le 3-champ : J3(W) =7 — bv, Js(W) =7 — au, R3(W) = + abr;
7. Etude des discontinuités de contact.

Pour chaque k-onde, calculer ¢ les vitesses de propagation de la k-onde.

En utilisant les invariants de Riemann et les relations de Rankine-Hugoniot,
 trouver une relation entre un état gauche Wy et un état droit W, séparés par la 1-onde,
 trouver une relation entre un état gauche W, et un état droit Wo séparés par la 2-onde,
« trouver une relation entre un état gauche Wy et un état droit Wy séparés par la 3-onde.

8. Résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche (7, ur, vy, mr) et un état droit (tg, Ug, Vg, 7R)
on construira une solution composée d’'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états
intermédiaires (7, U, Vs, T«) €t (To, Uy, Vo, Tw). On précisera les valeurs de ces états intermédiaires
ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les ondes.
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12

Etude du p-systéme isotherme avec
friction

On modifie le p-systeme isotherme pour prendre en compte une loi de frottement. Les équations de conser-
vation peuvent étre écrite comme suit :

0:0+0x(pu) =0,
0/ (ou) +0x(ou? + p(p)) = mo.
Les inconnues sont p(x, t) > 0 la densité et u(x, t) la vitesse du fluide. La constante m représente une force

externe spécifique, telle que la gravité, les forces de Coriolis et les forces électromagnétiques. Sila température
du gaz est constante et si on considéere une loi des gaz parfaits, la pression s’écrit

plp) = a’p

ol1 a > 0 est une constante (c’est la vitesse du son et 'on a a? = RT).

Partie ©® Montrer que (p, u) est une solution réguliére du systéme autonome non homogene précédent ssi
(o, ) est solution du systeme non-autonome homogene suivant :

{at9+6x(9(v+mt)) =0, (12.1)

0¢(p(v+ mt)) +dx(pv(v+ mt) + p(p)) =0,

ayant noté v(x, £) & u(x, t) — mt.

Partie @ Désormais et pour tout ce qui suit on ne s'intéresse qu’au systéme non-autonome homogeéne en
variable p et v.

1. Trouver les vecteurs V: R* x R — R? et F(V, 1) : R> — R? tels que le systéme s’écrit 8,V +d,F(V, 1) = 0. On
remarquera que le flux dépend explicitement du temps : on dit que le systéme n’est pas autonome.

2. En se plagant dans les variables W = (p, v), le systéme se réécrit, pour des solutions régulieres, sous la
forme quasilinéaire 9, W+ A(W, )0, W = 0.
Montrer que la matrice A(W, ) s’écrit
(1/ +mt  p )
a’ .
4 v+mt

0
On remarquera que la matrice dépend explicitement du temps.

3. Calculer les deux valeurs propres A1 (W, t) et A2 (W, £). Afin de fixer les notations on ordonne les deux
valeurs propres selon 11 (W, £) < 1,(W, t). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite r; (W)
et r,(W) de la matrice A(W, £). En déduire que le systeme est strictement hyperbolique.

On remarquera que les valeurs propres dépendent explicitement du temps, mais pas les vecteurs
propres.
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12 Etude du p-systéme isotherme avec friction

=~

. Vérifier que les deux champs sont vraiment non linéaires.
Pour chaque champ k on a un invariant de Riemann qu’on notera J(W). Montrer qu'un choix possible
est:

e pourle 1-champ:J; = v+ aln(p);

e pourle 2-champ : J, = v —aln(p).

Etude des détentes.

7. Etude des détentes.

9.

On cherche les états gauche Wﬁ = (Qﬁ, vg) qui peuvent étre reliés a un état droit Wy = (g4, v,4) par une
onde de détente. La k-détente est comprise entre la courbe dont la vitesse est x'(f) = Ay (Wﬁ, t) etla
courbe dont la vitesse est x'(f) = A (W, £). Puisque les valeurs propres dépendent explicitement du
temps, les courbes de détente ne sont plus des droites de pente la valeur propre mais des paraboles (il
faut intégrer I'équation différentielle pour obtenir t — x(?)).

7.1. Soit une détente de la premieére famille reliant un état gauche Wy = (g1, v1) a un état droit W, =
(0«,V«). Montrer que v, > vy et o, < pr. Exprimer v, en fonction de gy, u; et p. et tracer son
graphe dans le plan (p, v). Calculer enfin W dans la 1-détente.

7.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille reliant un état gauche Wy = (g1, v1) a un état droit
WR = (Q* , Us).

. Etude des choc.
On cherche les états gauche Wﬁ = (Qﬁ, vg) qui peuvent étre reliés a un état droit Wy = (g4, v,4) par une
onde de choc. Le k-choc a pour équation x = x(¢) qui vérifie x'(¢) = (j'k(Wﬁ,Wd ro, t). Puisque ¢ dépend
explicitement du temps, les courbes de choc ne sont plus des droites mais des paraboles (il faut intégrer
I'équation différentielle pour obtenir ¢ — x(1)).

8.1. Soitun choc dela premiére famille reliant un état gauche Wy = (g, vz) a un état droit W, = (Q«, V).
Montrer que v, < vy et p. < or. Exprimer v, en fonction de gz, v et g et tracer son graphe dans
le plan (p, v).

8.2. Reprendre la question pour la deuxieme famille reliant un état gauche W, = (p«, V) a un état
droit Wg = (@R, VR).

ATaide du dessin d’onde dans le plan (g, v) résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche
(oL, V1) et un état droit (pgr, vr) on construira une solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde
séparant un état intermédiaire (p., v.). On précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les
vitesses des ondes et la solution dans les ondes de détente.

On observe que, sous I'influence d'une force externe constante, les courbes caractéristiques, les raréfactions et
les ondes de choc prennent des formes paraboliques. De plus, lorsque la force externe constante disparait, les
solutions convergent vers les solutions correspondantes du p-systeme classique.
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Etude du p-systéme isentrope

On note p(x,t) > 0 la densité et u(x, t) la vitesse du fluide. En dimension un d’espace, on modélise un
écoulement isentrope par le p-systéme :

8,0+0 =0,
{t9+ x(ou) (13.1)

0:(ou) + 0, (pu? + p(p)) =0,

ol p(p) > 0 est la pression du gaz. Si 'entropie du systéme est constante, la loi des gaz parfaits se réduit

a

pl) =p"

ol1 ¥ > 1 est une constante.' Pour simplifier les notations on introduit la fonction p — c(p) > 0 tel que

2

1
2

w

(S

p'(p) = }/QY‘l. Notons que c est une fonction strictement croissante.

. Trouver les vecteurs V: R* x R — R? et F(V): R? — R? tels que le systéme s'écrit 3,V +8,F(V) = 0.

. En se placant dans les variables W = (p, u), le systéme se réécrit, pour des solutions réguliéeres, sous la
forme quasilinéaire 0,W + A(W)d,W = 0.
C_Z .
o U

Montrer que la matrice A(W) s’écrit

. Calculer les deux valeurs propres 1; (W) et A, (W). Afin de fixer les notations on ordonne les deux valeurs
propres selon 1; (W) < A,(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite r; (W) et ry (W)
de la matrice A(W). En déduire que le systeme est strictement hyperbolique.

. Vérifier que les deux champs sont vraiment non linéaires.

. On notera Jy I'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est

~ 2¢(p) ~ 2c(p)
Ji=u+ Y_“*i)ethzu— y_‘i).

. Etude des dérentes.
6.1. Soit une détente de la premiére famille reliant un état gauche Wy = (pr, 1) a un état droit
W.. = (0, Ux). Montrer que u, > uy et p. < or. Exprimer u, en fonction de gy, uy et g et tracer
son graphe dans le plan (g, u). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.

. Etude des choc.

7.1. Soit un choc de la premiére famille reliant un état gauche Wy = (o, u1) a un état droit W, =
(0«, U+). Montrer que u. < uy et g < pr. Exprimer u. en fonction de gy, uy et g et tracer son
graphe dans le plan (g, u).

7.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.

. AT’aide du dessin d’onde dans le plan (p, 1) résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche
(o1, ur) et un état droit (pg, ugr) on construira une solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde
séparant un état intermédiaire (p., u.). On précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les
vitesses des ondes et la solution dans les ondes de détente.

1.

Par exemple, pour un gaz monoatomique y = 5/3, pour un gaz diatomique y = 7/5
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Etude du p-systéme isentrope par
relaxation en volume

On consideére le systeme de la dynamique des gaz isentropique en une dimension d’espace

{at0+ax(9u):07 (141)

8,(ou) +0,(ou® +p) =0,

avec une loi d’état p(p). On note p(x, f) > 0 la densité et u(x,t) € R la vitesse du fluide. Lorsque le fluide
n’est pas un gaz parfait, le caractére vraiment non linéaire des champs caractéristiques rend la résolution
du probleme de Riemann assez compliquée. C’est pourquoi il a été proposé de le remplacer par un systéme
approché, dit systeme de relaxation, qui s’écrit

0:0+04(pu) =0,
8¢ (ou) +0x(pu* +m) =0, (14.2)
0:(eV)+0x(puV) =pp (é - V),

avec p > 0 un parametre constant, V(x, ) > 0 une nouvelle variable dite volume de relaxation et m = n(p, V)
une nouvelle loi d’état ) )
n,V)=p|=|-ad®|--V
en=ply)-a(5-Y)
ol a > 0 est une nouvelle constante et p(1/V) est la «vraie» loi d’état du fluide (sur laquelle on ne fait aucune
hypothese).

Partie ® Montrer formellement que, lorsque le parametre p tend vers +oo, alors on retrouve le sys-
téme (14.1) a partir du systéme (14.2) (eton aura V =1/p).

Partie @ Désormais et pour tout ce qui suit on ne s’intéresse qu’'a la structure différentielle de (14.2),
c’est-a-dire qu’on ne tient pas compte du terme source (i.e. on pose y = 0).

1. Trouver les vecteurs U: R* x R — R3 et H: R® — R3 tels que le systéme (14.2) s'écrit 0,U + 0, H(U) = 0.

2. Ense placant dans les variables Y = (g, u, V), montrer que le systeme (14.2) se réécrit, pour des solutions
régulieres, sous la forme quasi-linéaire

u o 0

3.Y - _|£ 1 on
Y+B(Y)0,Y=0, BY) =1z U o5v 0 (14.3)

0 0 u

3. Calculer les valeurs propres 11 (Y), 12(Y) et 13(Y) de la matrice B(Y). Afin de fixer les notations on
ordonne les valeurs propres selon 1;(Y) < 1,2(Y) < A3(Y). Proposer une base associée de vecteurs
propres a droite r; (Y), r2(Y) et r3(Y). En déduire que le systéeme est strictement hyperbolique.
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14 Etude du p-systéme isentrope par relaxation en volume
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4. Vérifier que les trois champs caractéristiques sont linéairement dégénérés. (Par conséquent, les ondes

associées a chaque champ sont des discontinuités de contact).

. Pour chaque champ k =1,2,3, on a deux invariants de Riemann qu’on notera J et J. Montrer qu'un

choix possible est

a
jl(Y):V) JI(Y)=u_E)
Jo(Y)=u, Jo(Y) =n(p,V),

a
J3(Y) =V, Jg(Y)=u+E.

. Etude des discontinuités de contact.

Calculer ¢ les vitesses de propagation de la k-onde.
En utilisant les invariants de Riemann et les relations de Rankine-Hugoniot, montrer que

» uetn(p,V)sont constants dans une 2-onde,

¢ les courbes de 1-onde et de 3-onde sont des droites dans le plan (u, 7).

7. Al'aide du dessin d’ondes dans le plan (u, ) résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche Y,

et un état droit Yg on construira une solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde
séparant deux états intermédiaires Y; et Yo. On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi
que les vitesses des ondes.
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Etude d'un mélange diphasique
Isentrope

On considére un mélange homogene et isentrope de deux fluides compressibles. En dimension un d’espace,
on modeélise ce type d’écoulements bi-fluide par le systéme suivant
010 +0x(pu) =0,
0:(ou) +0x(ou* + p(p,¢) =0, (15.1)
0:(pc) +0x(puc) =0.

ou p(x, t) > 0 est la densité du mélange, u(x, t) la vitesse du mélange, c(x, t) € [0;1] la concentration mas-
sique du premier fluide et p(g, ¢) > 0 la pression du mélange qu’on supposera vérifier les deux conditions
suivantes

0op(p,c) >0, 20,p(0,0) + paf,gp(g, c)>0,
Pour simplifier les notation on introduit la fonction a(p, ¢) > 0 (vitesse du son du mélange) telle que
a*(p,¢) = 8,p(p, ©).

1. Trouver les vecteurs V: R™ x R — R3 et F: R® — R tels que le systéme s’écrit 8,V + 0, F(V) = 0.

2. En se placant dans les variables W = (g, u, ¢), le systéme se réécrit, pour des solutions régulieres, sous la
forma quasilinéaire 0,W + A(W)0,W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

u p 0
@ 10p
o Y e dcip
0 0 u

3. Calculer les valeurs propres A1 (W), 1, (W) et 13(W). Afin de fixer les notations on ordonne les trois
valeurs propres selon 1; (W) < 1»(W) < A3(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite
r; (W), r2 (W) et r3(W) de la matrice A(W). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les champs 1 et 3 sont vraiment non linéaires tandis que le champ 2 est linéairement
dégénéré.

o2
Dans la suite on prendra
p(,¢) = (c@)* + (1 -0)p)* = (® + (1 - 0)?) 0% = (2¢* +2c+1)
ainsi
dop(0,0)=2(c*+(1-c)?)p, 0o,p(0,0) =2(c*+(1-0)?) d:plp,0) =2(2c—1) %
et
2(c?+(1-0)?)

— 2 —_ )2 =
a(p,¢)=1/2(c2+(1-0)?)yp>0, dpalp,c) NG >0.
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15 Etude d'un mélange diphasique isentrope
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. Pour chaque champ k on a deux invariants de Riemann qu’on notera J; (W) et J;(W). Montrer qu'un

choix possible est :
e pourle 1-champ: J; (W) =cetJ;(W) = u+f9@ dr =u+2a(p,c).;
* pourle 2-champ : Jo(W) = u et Jo(W) = p(p, ¢);
e pour le 3-champ : J3(W) = c et J3(W) = u—f9@ dr=u-2a(p,c)..

. Etude des détentes.

6.1. Soit une détente de la premieére famille reliant un état gauche Wy = (g1, ur, cr) a un état droit
W.. = (0«, Us, ). Montrer que ¢, = cr, Ux > U, 0« < @r. Exprimer u. en fonction de gy, uy et g«
et tracer son graphe dans le plan (p, u). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la troisieme famille reliant un état gauche Wo = (po, uo, co) a un état
droit Wy = (Qr, Ug, Cr).

. Etude des chocs.

7.1. Soit un choc de la premiére famille reliant un état gauche Wy = (g1, uz, cr) a un état droit W =
(0, Ux, Cy). Montrer que ¢, = cr, U < U, P« > L. Exprimer u, en fonction de gy, uy et p. et
tracer son graphe dans le plan (g, u).

7.2. Reprendre la question pour la troisieme famille reliant un état gauche Wo = (po, uo, co) a un état
droit WR = (QR) UR, CR)~

. Etude de la discontinuité de contact.

Soit une onde de la deuxieme famille reliant un état gauche W.. = (p., U+, ) a un état droit Wo =
(P, Uy, cv). Montrer que ug = u. et p(po, cv) = p(P«, c«). Quelle est la vitesse de déplacement ¢, de
cette discontinuité?

. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche (py, ur, cr) et un état droit (g, ug, cr) on

construira une solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états
intermédiaires (0«, U«, C+) et (0o, Uy, cv). On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que
les vitesses des ondes et la solution dans les ondes.
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Etude du p-systéme isentrope en
coordonnées Lagrangiennes

On veut étudier un modele qui décrit la dynamique d'un gaz isentropique en coordonnées lagrangiennes. On
note 7(x, t) > 0le volume spécifique du fluide, u(x, t) € R sa vitesse et p(r) > 0 sa pression.

En dimension un d’espace, on modélise ce type d’écoulements par le systeme

0;T—0,u=0,
avec xeR, t>0. (16.1)

0;u+0xp(1) =0,

Dans tout I’exercice on considére un gaz parfait. La loi de pression se réduit alors a p(r) =7~ avec y > 1 une
constante ' ainsi

pm=17">0, p'm)=—yr77! <0, P =yy+Dr 7?0

C’est une fonction positive, décroissante et convexe. Pour simplifier les notations, on introduit la fonction
T— c(1) > 0 telle que
cm=-pm=yr 7L

"
¢ est une fonction positive et décroissante car (1) = —pc(—g) <0.

1. Trouver les vecteurs W: R* x R — R? et F: R? — R? tels que le systéme s’écrit 0;W + 0, F(W) = 0.

2. Pour des solutions régulieres, le systéme se réécrit sous la forme quasi-linéaire ;W + A(W)d,W = 0.
Montrer que la matrice A(W) s’écrit
0 -1
(—cz () 0 ) ‘

3. Calculer les deux valeurs propres 1, (W) et 1, (W) de la matrice A(W). Afin de fixer les notations on
ordonne les deux valeurs propres selon A; (W) < 1, (W). Proposer une base associée de vecteurs propres
a droite r1 (W) et ro(W). En déduire que le systeme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les deux champs sont vraiment non linéaires.

5. On note J; (W) I'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est

T 2 T
Ji1 = u—f c(rydr=u+ 1Tc(T), Jo = u+f c(rydr=u- lrc(r).

6. Etude des détentes.

6.1. Considérons le 1-champ. Pour un état gauche Wy = (71, u;) donné on cherche les états W, =
(T4, Us) qui peuvent étre relié a Wy par une onde de détente. Montrer que u, > uy et 7, > 7.
Exprimer u. en fonction de 7, uy et 7. et tracer son graphe dans le plan (z, u). Calculer enfin W
dans la 1-détente.

1. Par exemple, pour un gaz monoatomique, y = 5/3, pour un gaz diatomique y = 7/5.
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16 Etude du p-systéme isentrope en coordonnées Lagrangiennes

6.2. Reprendre la question pour le 2-champ.
7. Etude des chocs.

7.1. Considérons le 1-champ. Pour un état gauche Wy = (71, u;) donné on cherche les états W, =
(T+, Ux) qui peuvent étre relié a Wy par une onde de choc. Montrer que u. < uy et T, < 7. Exprimer
u. en fonction de 7y, uy et 7. et tracer son graphe dans le plan (7, u).

7.2. Reprendre la question pour le 2-champ.

8. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche Wy et un état droit W on construira une
solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire W*. On précisera
les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les ondes de
détente.
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Etude du p-systéeme isentrope en
coordonnées Lagrangiennes par
relaxation en volume

On consideére le systeme de la dynamique des gaz isentropique en coordonnées Lagrangiennes et une
dimension d’espace

0,7 —0,u=0,
{tT ot (17.1)

atu +6XP(T) = 0)
ol 7 > 0 est le volume spécifique, u € R la vitesse du fluide et p la pression donnée par une loi d’état telle que

p() >0, p'(r)<0.

Lorsque le fluide n'est pas un gaz parfait, le caractere vraiment non linéaire des champs caractéristiques rend
la résolution du probléme de Riemann assez compliquée. C’est pourquoi il a été proposé de le remplacer par
un systeme approché, dit systeme de relaxation, qui s’écrit

0;T1—0,u=0,
0iu+0,m(r,V)=0, (17.2)
0, V=pui-V),

avec u > 0 un parametre constant, V > 0 une nouvelle variable dite volume de relaxation et = une nouvelle loi
d’état

T, V)=p(V)+a*(V-1)
ol a > 0 est une nouvelle constante et p(V) est la «vraie» loi d’état du fluide (sur laquelle on ne fait aucune

hypothese). On a
0,m(t,V)=-a?, Oyn(r,V)=p'(V)+d°

Partie ©® Montrer formellement que, lorsque le parametre u tend vers +oo, on retrouve le systeme (17.1) a
partir du systeme (17.2) (eton aura V =1).

Partie @ Désormais et pour tout ce qui suit on ne s’intéresse qu’a la structure différentielle de (17.2),
c’'est-a-dire qu’on ne tient pas compte du terme source (i.e. on pose y = 0). On suppose aussi que T et V sont
strictement positifs.

1. Trouver les vecteurs W: R* x R — R3 et H: R® — R3 tels que le systéme s’écrit 8, W + 0, H(W) = 0.

2. Montrer que, pour des solutions réguliéres, le systeme se réécrit sous la forme quasi-linéaire 6,Y +
B(Y)0,Y =0 avec

0 -1 0
BY) =|-a*> 0 a*+p' (V)
0 0 0
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17 Etude du p-systéme isentrope en coordonnées Lagrangiennes par relaxation en volume

40

. Calculer les valeurs propres 1;(Y), 12(Y) et A3(Y) de la matrice B(Y). Afin de fixer les notations on

ordonne les valeurs propres selon 1;(Y) < 12(Y) < A3(Y). Proposer une base associée de vecteurs
propres a droite r; (Y), r2(Y) et r3(Y). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

. Vérifier que les trois champs caractéristiques sont linéairement dégénérés. (Par conséquent, les ondes

associées a chaque champ sont des discontinuités de contact).

. Pour chaque champ k =1, 2,3, on a deux invariants de Riemann qu’on notera J et J;. Montrer qu'un

choix possible est

Jm=v, JiY) =au+n(z,V),
JoY) =u, JoY) =n(z,V),
Js(V) =V, Js(Y) =au—-n(t,V).

. Etude des discontinuités de contact.

Pour chaque k-onde, calculer ¢ les vitesses de propagation de la k-onde.
En utilisant les invariants de Riemann et les relations de Rankine-Hugoniot,

 trouver une relation entre un état gauche Wy et un état droit W, séparés par la 1-onde,
e montrer que u et 7 sont constants dans une 2-onde,

« trouver une relation entre un état gauche W et un état droit Wy séparés par la 3-onde.

. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche Yy, et un état droit Yz on construira une

solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états intermédiaires Y;
et Y». On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que les vitesses des ondes.
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Etude d'un mélange diphasique

Isentrope en coordonnées Lagrangiennes

On considére un mélange homogene et isentrope de deux fluides compressibles. En dimension un d’espace,
on modeélise ce type d’écoulements bi-fluide par le systéme suivant

0,T—0,u=0,
0:u+0,p(t,c)=0, (18.1)
atC =0,

ou 7(x, t) > 0 est la densité du mélange, u(x, t) la vitesse du mélange, c(x, t) € [0; 1] la concentration massique
du premier fluide et p(7, ¢) > 0la pression du mélange qu’on supposera vérifier la condition

0:p(t,0) <0,
Pour simplifier les notation on introduit la fonction a(t, ¢) > 0 (vitesse du son du mélange) telle que
a® (1,¢) ==0;p(1,0).

1. Trouver les vecteurs V: R™ x R — R3 et F: R — R3 tels que le systéme s'écrit 3,V +0,F(V) = 0.

2. En se placant dans les variables W = (1, i, ¢), le systeme se réécrit, pour des solutions régulieres, sous la
forma quasilinéaire 0,W + A(W)d, W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

0 -1 0
o.p 0 Od.p].
0 0 0

3. Calculer les valeurs propres A1 (W), 1, (W) et 13(W). Afin de fixer les notations on ordonne les trois
valeurs propres selon 1; (W) < 1,(W) < A3(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite
r; (W), r,(W) et r3(W) de la matrice A(W). En déduire que le systéme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les champs 1 et 3 sont vraiment non linéaires tandis que le champ 2 est linéairement
dégénéré.

&

Dans la suite on prendra

c\2 (1-¢\? cZ+01-02 2¢%2-2¢c+1
p(‘[,c):(—) +( ) = =

T 72 72

ainsi
2¢2+2(c-1?%  2p(r,0) , 6(2¢2-2c+1) 2(2c-1)
Orp(1,0)=— 3 =- y o 0np, 0= —————, 0cpT,0)=——H—

T T T
et

V2c2+2(c-1)2 -3 Ocp(T,0)
a(r,c) =/ —0:p(t,c) = 73 >0, O0ra(r,c)= Ea(r, c)>0, OJ.a(r,c)= %.
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18 Etude d'un mélange diphasique isentrope en coordonnées Lagrangiennes

42

. Pour chaque champ k on a deux invariants de Riemann qu’on notera J; (W) et J;(W). Montrer qu'un

choix possible est :
e pourle 1-champ:J;(W) =cet J;(W) = u+2ta(r,c).;
* pourle 2-champ : Jo(W) = u et Jo(W) = p(7,0);
e pourle 3-champ : J3(W) = c et J3(W) = u—27af(r, ).

. Etude des détentes.

6.1. Soit une détente de la premiére famille reliant un état gauche Wy = (7, ur, cr) a un état droit
W, = (T, Uy, ). Montrer que ¢, = cr, Uy > Ur, T« > Tr. Exprimer u, en fonctionde 7, uy et 7, et
tracer son graphe dans le plan (7, u). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la troisiéme famille reliant un état gauche Wo = (1o, Uy, co) a un état
droit Wg = (TR, Ug, CR).

. Etude des chocs.

7.1. Soit un choc de la premiére famille reliant un état gauche Wy = (1, uz, cr) a un état droit W =
(T«, Us, Cx). Montrer que ¢, = ¢y, Us < Uf, T+« < Tr. Exprimer u, en fonctionde 7, uy et 7. et tracer
son graphe dans le plan (7, u).

7.2. Reprendre la question pour la troisiéme famille reliant un état gauche Wo = (7o, Uy, cp) a un état
droit Wg = (TR, UR, CR).

. Etude de la discontinuité de contact.

Soit une onde de la deuxiéme famille reliant un état gauche W,. = (7, U, ¢x) a un état droit Wo =
(To, U, cv). Montrer que uy = U, et p(to, co) = p(14, ). Quelle est la vitesse de déplacement g, de
cette discontinuité?

. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche (7, uy, cr) et un état droit (rg, ug, cr) on

construira une solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux états
intermédiaires (7., U+, c+) et (To, Uy, cy). On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que
les vitesses des ondes et la solution dans les ondes.
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Etude du modeéle de gaz de Chaplygin

19

Onnote p(x, t) > 0la densité et u(x, t) la vitesse du gaz. En dimension un d’espace, on modélise un écoulement

isentrope par le p-systeme :
00+ 0+(pu) =0,
0:(ow) +0x (ot + p(0) =0,

ol p(p) estla pression du gaz. Léquation d’état d'un gaz isentrope de Chaplygin s’écrit
(©) 4 <0
pl)=——
e
ol1 A> 0 est une constante. ' Notons que

A
PI(Q):_ZZ_%>O'

i)

def

(19.1)

Pour simplifier les notations on introduit la fonction p — c(p) > 0 tel que c?(0) <€ p'(p) = %. Alors on a

plE) = —ch (o) etclp) = ‘/?Z > 0 et ¢ est une fonction strictement décroissante.

1. Trouver les vecteurs V: R* x R — R? et F(V): R? — R? tels que le systéme s’écrit 0;V+0,F(V) =0.

2. En se placant dans les variables W = (g, u), le systeme se réécrit, pour des solutions réguliéres, sous la

forme quasilinéaire ;W + A(W)3,W = 0.

Montrer que la matrice A(W) s’écrit

c? .
3 u

3. Calculer les deux valeurs propres A; (W) et 1, (W). Afin de fixer les notations on ordonne les deux valeurs
propres selon A; (W) < 1,(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite r; (W) et ra (W)

de la matrice A(W). En déduire que le systeme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les deux champs sont vraiment non linéaires.

5. On notera Jy I'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est

J1=u—-c(p)etTy =u+c(p).

6. Etude des discontinuités de contact.

¢ Soit une onde de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (g1, #;) a un état droit W, =

(0« Ux). Quelle est la vitesse de déplacement ¢; de cette discontinuité?

» Reprendre la question pour la deuxieme famille.

1. Cette loi d’état a été introduit par Chaplygin pour calculer la force de portance sur l'aile d'un avion en aérodynamique.
Récemment, le gaz de Chaplygin a été proposé comme un modele possible pour décrire la matiere noire et I'énergie noire représentées
par un seul fluide et la cosmologie de Chaplygin offre une possibilité intéressante de rendre compte des observations actuelles sur

I'expansion de l'univers.
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19 Etude du modeéle de gaz de Chaplygin

7. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche (g, ur) et un état droit (pg, ug) on construira
une solution composée d’'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire (g, u«). On
précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes. On montrera notamment
que les deux ondes s’intersectent ssi

ugr+clpr) > ur +clor).
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Etude du p-systéme isentrope avec une
loi d’état logarithmique

On note p(x,t) > 0 la densité et u(x, t) la vitesse du fluide. En dimension un d’espace, on modélise un
écoulement isentrope par le p-systéme :

8,0+0,(ou) =0,
{t9+ (ou) (20.1)

0:(ow) + 0 (ou* + p() =0,
ol p est la pression du gaz définie par une loi d’état logarithmique :
p(p) = Aln(p)

ou A > 0 est une constante. Cette loi d’état a été introduite pour étudier 1'évolution dynamique de I'uni-
vers. Comparé aux diverses généralisations du modele de gaz de Chaplygin, le modeéle logotropique avec
I'équation d’état logarithmique dépend du seul parameétre A et conduit a des comportements cosmologiques
intéressants. Il est remarquable de constater que la pression est positive lorsque p > 1 et négative pour
0 < p < 1.1l peut donc étre considéré comme une transition entre les gaz polytropiques et les gaz de Chaplygin
(généralisés). En conséquence, il a été présenté comme un candidat naturel et robuste pour une nouvelle
unification de la matiére noire et de I'énergie noire.

Pour simplifier les notations on introduit la fonction p — c¢(p) > 0 tel que c*(0) & p'(p) = g. Notons que c est

une fonction positive, strictement décroissante, convexe :

= é / __@ ey _ 3c(o)
C(Q)—\/;>0» c(p)= 20 <0, ¢ (Q)——492 > 0.

1. Trouver les vecteurs V: Rt x R — R? et F(V): R — R? tels que le systéme s’écrit 6,V+ 0, F(V) = 0.

2. En se placant dans les variables W = (g, u), le systéme se réécrit, pour des solutions réguliéres, sous la
forme quasilinéaire 0,W + A(W)d,W = 0.
( ; Q)
(o) .
U

Montrer que la matrice A(W) s’écrit

3. Calculer les deux valeurs propres A1; (W) et A, (W). Afin de fixer les notations on ordonne les deux valeurs
propres selon 1, (W) < A, (W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite r; (W) et ry (W)
de la matrice A(W). En déduire que le systeme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les deux champs sont vraiment non linéaires.

5. On notera Jj 'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est
J1=u—-2c(p) etTo, =u+2c(p).

6. Etude des détentes.
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20 Etude du p-systéme isentrope avec une loi d'état logarithmique

6.1. Soit une détente de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (pr, #r) a un état droit
W.. = (0, U.). Montrer que u. > uy et o, < or. Exprimer u. en fonction de gy, u; et p. et tracer
son graphe dans le plan (p, u). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.
7. Etude des choc.

7.1. Soit un choc de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (o, u1) a un état droit W, =
(0«, U+). Montrer que u. < uy et g, < pr. Exprimer u. en fonction de gy, uy et g et tracer son
graphe dans le plan (g, u).

7.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.

8. Résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche (gy, ur) et un état droit (pg, ug) on construira
une solution composée d’'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire (g, t«). On
précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les
ondes de détente.
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Etude d'un modeéele d’'écoulement
sanguin

Un modele monodimensionnel d’écoulement sanguin est obtenu par intégration des équations de Navier-
Stokes sur chaque section transverse d’une artere. Pour une artére donnée, on obtient alors le systeme
d’équations aux dérivées partielles suivant :

{OtA+0xQ =0,

2 3
0:Q+0: (G + L A" =-K .

ol A(t, x) est l'aire de la section de I'artére considérée et Q(t, x) le débit sanguin. Les coefficients K et
apparaissant dans le modele sont liés respectivement a la viscosité sanguine et aux propriétés élastiques

de la paroi artérielle. En particulier,  peut étre interprété comme un coefficient de rigidité de I'artere,
proportionnel au module de Young.

Désormais et pour tout ce qui suit on ne s’intéresse qu’a la structure différentielle du modele, c’est-a-dire
qu’on ne tient pas compte du terme source en posant K, = 0.

1. Trouver les vecteurs V: R™ x R — R? et F(V): R? — R? tels que le systéme s'écrit 9,V + 0, F(V) = 0.
2. Notons ud:*’f% En se placant dans les variables W = (A, u), le systéme se réécrit, pour des solutions
régulieres, sous la forme quasilinéaire 9,W + A(W)d,W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

A
w1

u
62
VA
ayant noté e > 0 la constante telle que e? d:efzﬁ.

3. Calculer les deux valeurs propres A; (W) et A, (W). Afin de fixer les notations on ordonne les deux valeurs
propres selon 1; (W) < A,(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite r; (W) et ry (W)
de la matrice A(W). En déduire que le systeme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les deux champs sont vraiment non linéaires.
5. On notera Ji 'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est

J,=4evVA+uetd, =4evA-u.

6. Etude des détentes.

6.1. Soit une détente de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (A, ur) a un état droit
W, = (A, u,). Montrer que u. > uy et A, < Ar. Exprimer u, en fonction de Ay, uy et A, et tracer
son graphe dans le plan (4, u). Calculer enfin W dans la 1-détente.

6.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.

7. Etude des choc.

7.1. Soit un choc de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (Ar, #r) a un état droit W, =
(A, us). Montrer que u, < uy et A, < Ar. Exprimer u, en fonction de Ay, uy et A, et tracer son
graphe dans le plan (A4, u).
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21 Etude d'un modéle d’'écoulement sanguin

7.2. Reprendre la question pour la deuxiéme famille.

8. Résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche (Ay, u;) et un état droit (Ag, ug) on construira
une solution composée d’'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire (A,, u.). On
précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les
ondes de détente.
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22

Etude du systéme de Aw Rascle en p-w

On considere le systéme :

0,0+0 - =0,
@ X(Q(w Q)) avecxeR, t>0, (22.1)
0 (pw) +6x(9w(w—g)) =0,

ol p(t,x) >0 et w(t, x) € R sont les inconnues. !

1. Trouver les vecteurs U: R* x R — R? et F: R? — R? tels que le systéme s'écrit d,U + 8, F(U) = 0.

2. Soit W = (p, w), alors le systeme se réécrit, pour des solutions régulieres, sous la forme quasi-linéaire
0:W + A(W)0,W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

w-—2p [9)
0 w-p)°

3. Calculer les deux valeurs propres 1, (W) et 1, (W) de la matrice A(W). Afin de fixer les notations on
ordonne les deux valeurs propres selon A1; (W) < 1, (W). Proposer une base associée de vecteurs propres
a droite qu’on notera r; (W) et r,(W). En déduire que le systéeme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que le champs 1 est vraiment non linéaire tandis que le champ 2 est linéairement dégénéré.
Quelle est la nature de ces deux champs? Autrement dit, il s’agit de chocs, de détentes ou de disconti-
nuités de contact?

5. On note Ji I'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est
Ji=wetJy=A,.
6. Etude du 1-champ.

e Pour un état gauche Wy = (g1, wy) donné on cherche les états droit W, = (g, w.) qui peuvent
étre relié a Wy par une 1-onde de détente. Montrer que w. = wy et g, < pr. Calculer enfin W dans
la 1-détente.

e Pour un état gauche Wy = (g1, wy) donné on cherche les états droit W, = (g, w.) qui peuvent
étre relié a W par une 1-onde de choc de vitesse ¢,. Montrer que w. = wy et g« > Q1.

7. Etude du2-champ.
Quelle est la vitesse ¢ de cette discontinuité ? Expliciter les états W, = (0., w») qui peuvent étre relié a
un état droit Wy par une discontinuité de vitesse d.

8. Résoudre le probleme de RIEMANN : pour un état gauche W et un état droit Wg on construira une
solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire W... On précisera
les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les ondes de
détente.

1. Il s’agit du systeme de Aw et RASCLE pour la modélisation macroscopique du trafic routiero o1 g est la densité des véhicules et
w = u+ g est leur vitesse moyenne u augmentée d'un facteur d’anticipation p(p) = p.
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Etude du systéeme de Aw et Rascle

On considere le systeme de Aw et RASCLE pour la modélisation macroscopique du trafic routier :

0,0 +0.(ou) =0,
{ 0T 00 avec x€R, >0, 23.1)

Ot(p(u+ p(g))) +0x(pu(u+ p(g))) =0,

ol p > 0 est la densité des véhicules, u leur vitesse moyenne et p joue le role d'un facteur d’anticipation qu'on
supposera vérifier les deux conditions suivantes

p(e)>0 p'(e) >0, p’ () =0.

Par exemple on pourra prendre p(p) = g.

1. Trouver les vecteurs U: R™ x R — R? et F: R? — R? tels que le systéme s'écrit 8,U + 4, F(U) = 0.

2. Soit W = (p, u), alors le systeme se réécrit, pour des solutions régulieres, sous la forme quasi-linéaire
0:W + A(W)0,W = 0. Montrer que la matrice A(W) s’écrit

o w-or0)

0 u-pp'(@)

3. Calculer les deux valeurs propres 1, (W) et 1, (W) de la matrice A(W). Afin de fixer les notations on
ordonne les deux valeurs propres selon 1; (W) < A, (W). Proposer une base associée de vecteurs propres
a droite qu’'on notera r; (W) et ro(W). En déduire que le systeme est strictement hyperbolique. (Que se
passe-t-ilquand p — 07?)

4. Vérifier que le champs 1 est vraiment non linéaire tandis que le champ 2 est linéairement dégénéré.
Quelle est la nature de ces deux champs? Autrement dit, il s’agit de chocs, de détentes ou de disconti-
nuités de contact?

5. On note Jj l'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est
J1=u+pp) etTo = Ao.
6. Etude du 1-champ.

o Pour un état gauche Wy = (g1, ur) donné on cherche les états droit W, = (9, u,) qui peuvent étre
relié a Wy, par une 1-onde de détente. Montrer que u, > uy et p. < or. Exprimer u, en fonction de
oL, ur, et p.. Plus précisément, écrire la fonction g, — u.(0«,pr, Ur) et tracer son graphe dans le
plan (g, u). Calculer enfin W dans la 1-détente.

o Pour un état gauche Wy = (g1, ur) donné on cherche les états droit W, = (9, u,) qui peuvent étre
relié a Wy par une 1-onde de choc de vitesse ;. Montrer que les relations de RANKINE-HUGONIOT
peuvent s’écrire sous la forme

J1=0«(u.—01)=pr(ur—01),
(Us + p(E:)) o+ (Us —01) = (ur + plor))or(ur —o1).

Montrer que u, < uy, et o« > pr. Exprimer u. en fonction de gy, uy et p.. Plus précisément, écrire
la fonction p. — u.(g«, 0L, Ur) et tracer son graphe dans le plan (g, u).
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23 Etude du systéme de AW et RASCLE
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7. Etude du 2-champ.
Quelle est la vitesse g, de cette discontinuité ? Expliciter les états W, = (0., u.) qui peuvent étre relié a
un état droit Wy par une discontinuité de vitesse .

8. Résoudre le probléeme de RIEMANN : pour un état gauche Wy et un état droit Wg on construira une
solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire W... On précisera
les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes et la solution dans les ondes de
détente.

Derniére mise a jour : Vendredi 6 octobre 2023 © G. FACCANONI



Etude du systéeme uv

On considere le systeme hyperbolique suivant

(24.1)

bv
0, v+ 6x ( ) =0,
u+v
ou 0 < a < bsont des constantes données et u(x, t) > 0 et v(x, t) > 0les deux fonctions inconnues.

1. En se placant dans les variables W = (i, v) € ([Rii)z, trouver le vecteur F: R? — R? tel que le systéeme
s’écrit 0;W+ 0,F(W) = 0.
2. Pour des solutions réguliéres, le systeme est équivalent a ;W + A(W)3,W = 0. Expliciter la matrice

AW).

3. Calculer les valeurs propres 1; (W) et 12(W) de la matrice A(W). Afin de fixer les notations on ordonne
les deux valeurs propres selon 1; (W) < 1,(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite
r; (W) et rp(W). En déduire que le systéeme (22) est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que le 1-champ est linéairement dégénéré et que le 2-champ est vraiment non linéaire.
5. On note Ji I'invariant de Riemann du k-éme champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est
J1=In(w) -In(v) et Jp = % + %.

6. Etude du 1-champ.
Expliciter les états W, = (p«, w«) qui peuvent étre relié a un état gauche Wy, par une discontinuité de
vitesse 7. Quelle est la vitesse ¢ de cette discontinuité?

7. Etude du 2-champ.

» Pour un état gauche W, donné on cherche les états droit Wg qui peuvent étre relié a W, par une
2-onde de détente. Exprimer v, en fonction de ug, vg et u.. Plus précisément, écrire la fonction
Uy — Uy (Us, ur, vr) et tracer son graphe dans le plan (¢, v). Calculer enfin W dans la 2-détente.

 Pour un état gauche W, donné on cherche les états droit Wx qui peuvent étre relié a W, par une
2-onde de choc de vitesse ¢». Exprimer v, en fonction de ug, vg et u.. Plus précisément, écrire la
fonction u, — v.(u., ur, vy) et tracer son graphe dans le plan (u, v).

8. Résoudre le probleme de RIEMANN : pour un état gauche W et un état droit Wg on construira une
solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire W... On précisera les
valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes.
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Etude du systéeme uv bis

On considere le systeme hyperbolique suivant

0ru+0x((W?+v*)u) =0,
(25.1)
0rv+0y ((U?+vHv) =0,

ou u(x,t) >0et v(x,t) > 0sontles deux fonctions inconnues.

1. En se placant dans les variables W = (1, v) € (R*)?, trouver le vecteur F: R?> — R? tel que le systeme
s’écrit ;W + 0,,F(W) = 0.

2. Pour des solutions régulieres, le systéme est équivalent a ;W + A(W)3,W = 0. Expliciter la matrice
AW).

3. Calculer les valeurs propres 1; (W) et 1,(W) de la matrice A(W). Afin de fixer les notations on ordonne

les deux valeurs propres selon 1; (W) < 1,(W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite
r; (W) et rp (W). En déduire que le systeme (22) est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que le 1-champ est linéairement dégénéré et que le 2-champ est vraiment non linéaire.
5. On note Ji I'invariant de Riemann du k-eme champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible est
3, =u?+ ¥ etJ, =In(w) - In(v).

6. Etude du 1-champ.
Expliciter les états W, = (0, w.) qui peuvent étre relié a un état gauche Wy par une discontinuité de
vitesse 0. Quelle est la vitesse ¢ de cette discontinuité?

7. Etude du2-champ.

 Pour un état gauche W, donné on cherche les états droit Wg qui peuvent étre relié a W, par une
2-onde de détente. Exprimer v, en fonction de ug, vy et u.. Plus précisément, écrire la fonction
u. — v« (U, ur, vy) et tracer son graphe dans le plan (u, v). Calculer enfin W dans la 2-détente.

o Pour un état gauche W, donné on cherche les états droit Wg qui peuvent étre relié a W, par une
2-onde de choc de vitesse ¢». Exprimer v, en fonction de ug, vg et u.. Plus précisément, écrire la
fonction u. — v.(u., ur, vy) et tracer son graphe dans le plan (u, v).

8. Résoudre le probléeme de RIEMANN : pour un état gauche Wy et un état droit Wg on construira une
solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire W,.. On précisera les
valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes.
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