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Partie A : Introduction 
 

I. Généralités 
 
1) Sommes de Riemann 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Soit f, une fonction définie sur un intervalle [a,b]. On divise l’intervalle [a,b] en n sous 
 

intervalles de même longueur h, on a alors : h = 
𝒃 𝒂

𝒏
 

 
On note [x0,x1] ; [x1,x2] ; [x2,x3] ; [x3,x4] ; … ;[xi,xi+1] ;… ;[xn-1,xn] , ces n intervalles, on a 
alors : 
 
x0 = a ;  x1 = a+h ; x2 = a+2h ; ... ; xi = a+ih ;…xn-1 = a+(n-1)h ; xn = a+nh 
 
h.f(xi) est  l’aire algébrique du rectangle hachuré. 

Donc 





1n

0i
in )x(f.hS  est l’aire algébrique de tous les rectangles. 

Si n, le nombre de sous-intervalle tend vers l’infini, alors h tend vers 0. 
On dit que la fonction f est intégrable sur [a,b] lorsque n

n
Slim


 existe et est finie, on note 

                                               alors : n
n

b

a

Slimdt)t(f


 . 

............

..     
............
..     

 
f(xn-1) 
f(b) 
 
 
 
 
f(xi) 
 
 
 
f(x1) 
 
 
 
f(x2) 
 
f(x3) 
f(x0) 

a = x0       x1          x2           x3           x4     ..............    xi            xi+1    .............   xn-1xn = b  
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- Conséquence : La valeur de n
n

b

a

Slimdt)t(f


  est donc l’aire algébrique du 

domaine délimité par l’axe des abscisses, la courbe Cf et les droites d’équation  
x=a et x=b . 

- Théorème : Toute fonction continue sur [a,b] est intégrable sur [a,b] 
 

 
2) Exemple 
 

a) Pré-requis 1 : Somme des n+1 premiers termes d'une suite géométrique de raison q≠1. 
 

1 + q + q + ⋯ + q =
1 − 𝑞

1 − 𝑞
 

 

b) Pré-requis 2 : Limite à connaître : lim
→

= 1  

c) A l’aide de la définition de l’intégrale ci-dessus, calculer I = ∫ e dx 
 

a = 0 ; b = 1 ; h = 1/n ; f(x) =  ex ; x0 = 0 ; x1 = 1/n ; x2 = 2/n ; … ; xi = i/n ; …. ; xn = 1.  
 

Aire algébrique de tous les rectangles : 


























1n

0i

i

n

11n

0i

n

i1n

0i
in e.

n

1
e.

n

1
)x(f.hS  

Il s’agit de la somme des n premiers termes de la suite géométrique de raison q = n

1

e , on 
applique donc la formule du a)  

1 + q + q + ⋯ + q = , et on obtient : 
n

1

n

1

n

n

1

1n

0i

i

n

1

n

e1

e1
.

n

1

e1

e1

.
n

1
e.

n

1
S




































 





 

Calculons alors 






















n

1n
n

n

e1

e1
.

n

1
limSlim , ce qui donne la forme indéterminée « 0× ∞ ». 

Pour lever cette indéterminée, on pose le changement de variable X = , et on utilise le b). 

  









































 X0XX0X
n

1n
n

n e1

X
lim.e1

e1

e1
.Xlim

e1

e1
.

n

1
limSlim  

Comme lim
→

= 1 , alors 1

X

e1
lim

1

e1

X
lim

X

0X

X0X











 













, 

 

Ainsi,   1e
e1

X
lim.e1Slim

X0X
n

n













, il s’agit donc d’une limite finie.  

La fonction exponentielle est donc intégrable sur [0 ;1], et : 1eSlimdte n
n

1

0

t 
 . 
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3) Remarques :  
 

 Notation de l'intégrale : Il ne faut pas oublier dx !!!  
 
 

 

 
 
dx est une variation infinitésimale de x. 
f(x)dx est donc l'aire algébrique infinitésimale du 
rectangle de côtés f(x) et dx. 

∫ f(x)dx est la somme continue des aires 
algébriques de ces rectangles lorsque x parcourt 
l'intervalle [a,b] 

∫ 𝐟(𝐱)𝐝𝐱
𝐛

𝐚
 est donc l'aire algébrique du domaine 

compris entre l'axe des abscisses, la courbe Cf et 
les droites d'équation x=a et x=b. 
 

 

 Calcul d'une l'intégrale : Soit f, une fonction continue sur [a,b]. Calculer l'intégrale ∫ f(x)dx  à l'aide de 
la définition page 3 est trop long et fastidieux, recherchons une autre méthode.  
Notons A(x) l'aire algébrique du domaine délimité par la courbe Cf, l'axe des abscisses et les droites 

verticales passant par a et x. A(a) = 0 et A(b) = ∫ f(x)dx 
Supposons que x augmente de h, l'aire du domaine devient alors A(x+h). 
Lorsque h est suffisamment petit, alors l'aire A(x+h) - A(x) est approximativement égale à l'aire du 
rectangle de côtés h et f(x) : 𝐴(𝑥 + ℎ) − 𝐴(𝑥) ≈ ℎ. 𝑓(𝑥) 

En divisant par h, on obtient : 
( ) ( )

≈ 𝑓(𝑥) 

 

Ainsi : lim
→

𝐴(𝑥+ℎ)−𝐴(𝑥)

ℎ
= 𝑓(𝑥).  

On reconnaît la définition de la dérivée de A en x, d'où l'égalité : 𝐴 (𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 
4) Fonctions primitives 
 
Théorème Soit f, une fonction intégrable sur [a,b]. On appelle fonction primitive de f sur [a,b] toute 

fonction notée F, définie par : F’(x) = f(x)  b,ax . 

 

Remarque Si G(x)=F(x)+Cte, alors G’(x) = F’(x) = f(x)  b,ax . G est donc aussi une primitive de f sur 

[a,b]. 
Reprenons notre calcul d'intégrale : Puisque A (x) = f(x), alors A est une primitive de f et A(x) = F(x) + Cte. 
Comme A(a) = F(a) + Cte = 0, alors Cte = A(a) - F(a). 

D'où le résultat suivant : A(b) = F(b) - F(a). Nous venons de montrer que ∫ 𝐟(𝐱)𝐝𝐱
𝐛

𝐚
= 𝐅(𝐛) − 𝐅(𝐚).
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Partie B : Définitions et propriétés 
 

I. Fonctions primitives 
 

Théorème/définition Soit f, une fonction continue sur [a,b]. On appelle fonction 
primitive de f sur [a,b] toute fonction notée F, définie par : F’(x) = f(x)  b,ax . 
 

Remarque Si G(x) = F(x) + Cte, alors G’(x) = F’(x) = f(x)  b,ax . G est donc aussi une 
primitive de f sur [a,b].  
. 
 

Notation On notera :  dx)x(f toutes les fonctions primitives de f, on a donc :  

                                                         cte)x(Fdx)x(f   

 
Exemples  
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 

 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 

 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
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…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 

 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 

 
Remarque Il ne faut pas oublier dx !!  
 
 
  I(x) = ∫ x  dx = …………………………………………………. 

 
 
I(t) = ∫ x  dt = ……………………………………………………………………………………………………. 
 
 

Tableau des Primitives 
 

cte
1

x
dx.x

1







  ; 1  cte
1

U
dxU'.U

1







  ; 1  

ctexdx
x2

1
  cteUdx

U2

'U
  

cteedx.e xx   cteedx.e'.U UU   
cte)xln(dx

x

1
  cte)Uln(dx

U

'U
  

∫ dx = - + cte ∫ dx = - + cte 

cte)xsin(dx).xcos(   cte)Usin(dx).Ucos('.U   

cte)xcos(dx).xsin(   cte)Ucos(dx).Usin('.U   

cte)xtan(dx.
)x(cos

1
2

  cte)Utan(dx.
)U(cos

'U
2

  

cte)xtan(dx)).x(tan1( 2   cte)Utan(dx)).U(tan1'.(U 2   

cte)xarctan(dx.
x1

1
2


  cte)Uarctan(dx.

U1

'U
2
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Exemples : Compléter en s’aidant du tableau des primitives :  
 
 

 dx xx)x(I 3 ……………………………………………………………………………….......................... 

 
 
....................................................................................................................................................... ............................. 
 
 
 

  dx )1x3cos(.3)x(J ………………………………………………………………………......................... 

 
 
....................................................................................................................................................... ............................. 
 
 
 
K(x) = ∫ 2. (2x + 5) dx ………………………………………………………………………................................ 
 
 
..................................................................................................................................................... ............................... 
 
 

Q(x) = ∫ dx ………………………………………………………………………........................................ 

 

 


 dx
10xx

1x3
)x(L

3

2

………………………………………………………………………........................... 

 
....................................................................................................................................................... ............................. 
 
 

M(x) = ∫ 5. e dx ……………………………………………………………………………................................ 
 
 
..................................................................................................................................................... ............................... 
 
 

N(x) = ∫
√

dx ……………………………………………………………………………................................ 

 
 
..................................................................................................................................................... ............................... 
 
 

P(x) = ∫
( )

dx ……………………………………………………………………………................................ 

 
 
..................................................................................................................................................... ............................... 
 
 
 
P(x) = ∫(1 + 𝑡𝑎𝑛 (3𝑥))dx …………………………………………………………………………….................... 
 
 
 
..................................................................................................................................................... ............................... 
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II. Calcul intégral 
 
 
Théorème / définition : Soit f, une fonction continue sur [a,b], soit F, une fonction 
primitive de f. On appelle intégrale de la fonction f sur l’intervalle [a,b], le nombre noté 

∫ 𝐟(𝐱)𝐝𝐱
𝐛

𝐚
 et tel que :  

 

𝐟(𝐱)𝐝𝐱 = [𝐅(𝐱)]𝐚
𝐛 = 𝐅(𝐛) − 𝐅(𝐚)

𝐛

𝐚

 

 

Interprétation graphique : ∫ 𝐟(𝐱)𝐝𝐱
𝐛

𝐚
  est l’aire algébrique du domaine compris entre la 

courbe représentant f, l’axe des abscisses et les droites d’équation x = a et x = b. 
 
 
Remarque Il ne faut pas oublier dx !! 

 
 

 

 
 
dx est une variation infinitésimale de x. 
f(x)dx est donc l'aire algébrique infinitésimale du 
rectangle de côtés f(x) et dx. 

∫ f(x)dx est la somme continue des aires 
algébriques de ces rectangles lorsque x parcourt 
l'intervalle [a,b] 

∫ 𝐟(𝐱)𝐝𝐱
𝐛

𝐚
 est donc l'aire algébrique du domaine 

compris entre l'axe des abscisses, la courbe Cf et 
les droites d'équation x=a et x=b. 
 

 
 
 
Exemples et applications  
 
 Compléter : 

 


1

0

tdteI =………………………………………………………………………………………. 

 
…………………………………………………………………………………………………... 
 
 

J = ∫ dx =…………………………………………………………………....................... 

 
 
…………………………………………………………………………………………………... 
 
 
…………………………………………………………………………………………………... 
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III. Propriétés 
 
1) Linéarité 
 
 Soit f, g deux fonctions continues sur [a,b]. Soit   et   deux nombres réels. On a alors :                               

   
b

a

b

a

b

a

dt)t(gdt)t(fdt)t(g)t(f  

 
Exemples et applications 
 

  



1

1

67 dx1x2x3I =………………………………………………………………………........... 

 
……………………………………………………………………………………………………........................... 
 
 
……………………………………………………………………………………………………........................... 
 
 

 


1

0

dx
x1

x
J =…………………………………………………………………………….…............................... 

 
…………………………………………………………………………………………………..…........................... 
 
 
……………………………………………………………………………………………………........................... 
 
 
 

  dx)9e)x2cos(.5()x(L x5 ………………………………………………………………………....... 

 
…………………………………………………………………………………………………..…........................... 
 
 
…………………………………………………………………………………………………..…........................... 
 
 
……………………………………………………………………………………………………........................... 
 
 
…………………………………………………………………………………………………..…........................... 
 
 
…………………………………………………………………………………………………..…........................... 
 
 
……………………………………………………………………………………………………........................... 
 
 
…………………………………………………………………………………………………..…........................... 
 
 
…………………………………………………………………………………………………..…........................... 
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2) Relation de Chasles 
 
Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé I. Soit a, b, c trois réels de I. On a 

alors :                                       
b

c

c

a

b

a

dt)t(fdt)t(fdt)t(f  

 
 

Exemple Signal défini par morceaux : 𝑓(𝑥) =
𝑥 𝑠𝑖 0 ≤ 𝑥 < 1

−𝑥 + 4  𝑠𝑖  1 ≤ 𝑥 ≤ 2
 

 


2

0

dx)x(f ……………………………………................... 

 
………………………………………………......................... 
 
………………………………………………........................ 
 
………………………………………………........................ 
 
………………………………………………........................ 
 
………………………………………………........................ 
 
………………………………………………........................ 
 
………………………………………………........................ 
 
………………………………………………........................ 
 
………………………………………………........................ 
 
………………………………………………........................ 
 
………………………………………………........................ 
 
 

 
 

 

Cas particulier  
a

b

b

a

dt)t(fdt)t(f ……….…………........................................ ...................................... 

Donc :  
b

a

a

b

dt)t(fdt)t(f  

 
 

…………………………………………………………………………………………………..…........................... 
 
 
……………………………………………………………………………………………………........................... 
 
 
…………………………………………………………………………………………………..…........................... 
 
 
…………………………………………………………………………………………………..…...........................
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Partie C : Calcul de valeurs moyenne et efficace 
 
 

I. Valeur moyenne d’un signal périodique 
 

 

La valeur moyenne d'un signal f, T-périodique est égale à : 𝐦 =
𝟏

𝐓
. ∫ 𝐟(𝐱)𝐝𝐱

𝐓

𝟎
 

 
 
 
Exemple : Calculer la valeur moyenne d'un courant alternatif de la forme : i(t) = sin (ωt) 
 
…………………………………………………………………………………………………................................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………................................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………................................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………................................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………................................. 
 
 
 
Etait-ce prévisible ? 
 

1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1

1

 
 
 

II. Valeur efficace d’un signal périodique 
 
 

 

La valeur efficace d'un signal f, T-périodique est égale à : 𝐔𝐞𝐟𝐟
𝟐 =

𝟏

𝐓
. ∫ 𝐟𝟐(𝐱)𝐝𝐱

𝐓

𝟎
 

 
 
Exemple : Déterminer la valeur efficace d'une tension sinusoïdale u, définie par : 
 u = U . sin (ωt + φ) 
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…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 

 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 

 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 

 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 

 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………............................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………...........................
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Partie D : Intégrale de fonctions paires/impaires et/ou périodiques. 
 
 

I. Intégrale de fonctions paires / impaires 
 
1) Intégrale d'une fonction paire sur un intervalle centré en 0 
 
Rappel : Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de RI  centré en 0, est dite paire 
lorsque :  ∀x ∈ D  f(−x) = f(x).  
Sa représentation graphique est alors symétrique par rapport à l'axe des ordonnées. 
 

 
 

…………………………………………………………………………………………………... 
 

 
 

Soit f, une fonction paire et continue sur [-a,a]. On a alors :  


a

0

a

a

dx)x(f.2dx)x(f  

 
 

Exemple  ∫ 𝑐𝑜𝑠(3 𝑡). 𝑠𝑖𝑛 (3 𝑡)𝑑𝑡 =………………………………………………………………….......... 

 
 
…………………………………………………………………………………………………................................. 
 
 
 
…………………………………………………………………………………………………................................ 
 
 
 
2) Intégrale d'une fonction impaire sur un intervalle centré en 0 
 
Rappel : Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de RI  centré en 0, est dite impaire 
lorsque : ∀x ∈ D  f(−x) = −f(x).  
Sa représentation graphique est alors symétrique par rapport à l'origine du repère. 
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…………………………………………………………………………………………………... 
 
 

 

Soit f, une fonction impaire et continue sur [-a,a]. On a alors : 0dx)x(f
a

a




 

 
 
 

Exemple 





2

2

4 dt)t(sin).tcos(.t =…………………………………………………………………...................... 

 
…………………………………………………………………………………………………................................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………................................ 
 
 
…………………………………………………………………………………………………................................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………................................ 
 
 
 
 

II Intégrale d'une fonction périodique sur un période 
 
 
Rappel : Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de RI   est dite périodique lorsqu'il 
existe un réel T>0, le plus petit possible tel que : ∀x ∈ D  f(x + T) = f(x). Sa représentation 
graphique est obtenue par translation on étudie f sur un intervalle de longueur T. 
 



Chapitre 4 : Les bases du calcul intégral pour le GEII – D. Intégrale de fonctions paires/impaires et/ou périod. 
 

IUT de Toulon – Département GEII – Première année  18 
  

 
 
 
…………………………………………………………………………………………………................................. 
 
 
…………………………………………………………………………………………………................................ 
 
 
 

 
Soit f, une fonction T-périodique, continue sur tout intervalle [a ; a+T]. On a alors : 

 
 T

0

Ta

a

dt)t(fdt)t(f  

 
 

Exemple 
2

0

32 dt)t(sin).t(cos =…………………………………………………………………......................... 

 
………………………………………………………………………………………………….......................... 
 
………………………………………………………………………………………………….......................... 
 
………………………………………………………………………………………………….......................... 
 
………………………………………………………………………………………………….......................... 
 
………………………………………………………………………………………………….......................... 
 
………………………………………………………………………………………………….......................... 
 
………………………………………………………………………………………………….......................... 
 
………………………………………………………………………………………………….......................... 
 
………………………………………………………………………………………………….......................... 
 
………………………………………………………………………………………………….......................... 
 
………………………………………………………………………………………………….......................... 
 
………………………………………………………………………………………………….......................... 
 
………………………………………………………………………………………………….......................... 
 
………………………………………………………………………………………………….......................... 
 
…………………………………………………………………………………………………..........................
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Partie E : Exercices 
 
Exercice 1   Déterminer les primitives des fonctions suivantes (on précisera les ensembles de 
définition) :  

f(x) = 5x − 5 ;  g(x) = sin(2x − 3) +   ;  h(x) = 2𝑒 + 3𝑥 − 2 ;  

m(t) = 2 cos(t) − 8sin (t) ;  n(t) = 3𝑡 − 5𝑡 + 2 ;  p(t) =  ;   

q(r) = 𝑒 + 8𝑟 ;  r(𝑦) = 2𝑦 − 1 ;  h(θ) = 3cos (−2θ + 5) 
 
Exercice 2 
 

I= ∫ (4x − 3)dx ; J = ∫ sin (2t)dt ; K = ∫ (2e − 3x)dx ; L = ∫ (5t − 4)dt 
 

M = ∫ 𝜃 dx ; N = ∫ 3cos (5θ)dθ ; P = ∫ 2sin (314θ)dθ
,

 ; Q = ∫ 𝑑𝑟  

 
Exercice 3 
 

 


 dx
x

2xx2x
)x(I

2

23

 ;   



2

1
2

dx
3x4x

2x
J  ; 

e

1

4

dt
t

)t(ln
K  ;  


1x2

dx
)x(L  ;

 


1

0
2 5x4x

dx
P  ; 






3

6

dx.xtanQ  ; Y = ∫
√

 ; 

N = ∫ cos ( x) sin ( 5x). dx
π

π
 ; R = ∫

√
dx ; S(x) = ∫(1 + tan ( x)). tan ( x). dx ; 

 

T(x) = ∫ . e . dx  ; U = ∫  ; V = ∫ dx ; W = ∫ cos( x). sin ( x). dx
π

 ;  

 
Exercice 4 Un circuit comprend un générateur de force contre électromotrice E (en Volt), une 
bobine de résistance R (en Ohm) et d’inductance L (en Henry). L’intensité du courant i(t) (en 

Ampères) à l’instant t (en secondes) est donnée par la relation : 𝑖(𝑡) = 1 − 𝑒 . Calculer 

la quantité d’électricité Q, en Coulombs, mise en jeu entre les temps 0 et 0,1 secondes. On 

rappelle que Q = ∫ i(t)dt
,

  
 
Exercice 5 Déterminer les valeurs moyenne et efficace du signal 0,5-périodique représenté ci-
dessous : 
 

 



Chapitre 4 : Les bases du calcul intégral pour le GEII – F. Exercices d’entraînement pour les poursuites d’ét. 
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Partie F : Exercices d’entraînement pour les poursuites d’études 
 

 
Exercice 1 : Calculer les intégrales suivantes :  

 
1

0

52 dx)1x(xI  ; 



2

2

dx.2xJ  ;  


1

0
2

dx
1x2x

1
K  ; 







4

4

2 dx.xtanL  ; 





2

3

2

3

3 dx)x(shargM  ; 



2

0

dx)qxcos()pxcos(N  où p et q sont des entiers relatifs. 

 
Exercice 2 : Calculer les intégrales suivantes à l’aide d’une (ou plusieurs) intégration par  
 
Parties : 

 






0

dx).xsin(.xI  où 0  ; 
2

2

0

dx.xarcsinJ  ;  
e

1

2 dx.xlnK  ;  

 dx.xln.x)x(L n  où n est un entier relatif ;   dx).xcos1ln(.xcos)x(M  ; 

 dx.xtan.x)x(N 2  ; 


 dx.
x1

xarcsin.x
)x(P

2
 ;   dx.xarcsin)x(Q 2  ; 

 dx.)x.(arctanx)x(R 2  ;  dx).bxcos(e)x(S ax  où a et b sont des réels non nuls ; 

 dx).xsin(ln)x(T  ;   dx.x1)x(U 2  ;   dx.x1)x(V 2  ; 

 
 dx.

)x1(

x
)x(W
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