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Chapitre 1.

Equations Différentielles Ordinaires (EDO)

Les équations différentielles décrivent I'évolution de divers phénoménes dans de nombreux domaines. Elles expriment des
relations impliquant une ou plusieurs dérivées d'une fonction inconnue. Lorsque ces dérivées sont toutes prises par rapport
a une seule variable, on parle d’équation différentielle ordinaire (EDO), tandis que celles impliquant des dérivées partielles
sont qualifiées d’équations aux dérivées partielles (EDP).

Dans ce chapitre

1.1 EDOAOrdre P . . . o v ittt i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 3
1.2 EDO d’ordre supérieur a 1 ~» systtme d’EDOsd’ordre 1 . . . ... ... ... ... ..., 5
1.3 Conditionsinitiales . . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e e 6
1.4 Probleme de Cauchy : Existence, unicité, intervalle de validité et solution maximale . . . . . ... ... .... 8
1.5 Exercices: étude qualitative d'un problemede Cauchy . .. .. ... ... ... . .. ... 10

1.1. EDO d’ordre p

Une EDO se présente sous la forme générale :
Fy(),y'0,y"@),....y'"' () = g (0.

* Les inconnues sont une fonction y: I < R — R et son intervalle de définition 1.
* Elle combine la fonction inconnue y et ses dérivées y', y", ...,y'”) (ol p est'ordre de I'équation).
Si la fonction g, appelée «<second membre» de I'équation, est nulle, I'équation est dite homogene.

“® EXEMPLE (MODELES DE CROISSANCE)

Nous présentons des modeles basés sur des équations différentielles qui décrivent I’évolution temporelle des populations,
mettant en lumiere les mécanismes régissant leur croissance et leur décroissance. Ces modéles représentent des exemples
concrets illustrant 'application des équations différentielles dans des situations réelles. Les trois principales hypotheéses —
Malthusienne, de Verhulst et de Gompertz - offrent différentes perspectives sur la croissance et la régulation des populations.

Hypothése Malthusienne. La croissance de la population est proportionnelle a son effectif & chaque instant :
q'(0)=aq).

La désintégration atomique suit une décroissance régie par la méme équation, mais avec a < 0. C’est une EDO d’ordre
1.

Hypothése de Verhulst. La croissance de la population a chaque instant est «proportionnelle» a son effectif, mais freinée
par des ressources limitées :
q'(0) = aqt)(m-q(1).

Le point d’équilibre m est atteint lorsque la dérivée de g est nulle, soit lorsque g = m. C’est une EDO d’ordre 1.

Hypothése de Gompertz. La croissance de la population a chaque instant est «proportionnelle» a son effectif, mais
restreinte par des ressources limitées :
q' (1) = aq()(In(k) - In(q(1).

Le point d’équilibre k est atteint lorsque la dérivée de g est nulle, soit lorsque g = k. C’est une EDO d’ordre 1.
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FIGURE 1.1. - Circuits électriques

“® ExEMPLE (EVOLUTION D’UNE POPULATION DE SAUMONS — 1)

Soit N(#) le nombre d’individu d'une population a I'instant . La population N a un taux de naissance saisonnier; le taux de
déces est proportionnel au nombre d’individu au carré (par surpopulation, dus par exemple au manque de nourriture). On
considere enfin un terme indépendant de la taille et du temps (par exemple, si cette EDO modélise Iélevage de saumons, ce
terme représente les saumons péchés). On a alors I'équation différentielle

N'(£) = 2 —cos()N(1) - %Nz(t) -1

On aura donc deux types de questions :
1. trouver toutes les solutions de 'EDO;

2. trouver la ou les solutions qui vérifient une condition supplémentaire comme par exemple le nombre d’individu a
I'instant initial.

“® EXEMPLE (SYSTEME DE LOTKA-VOLTERRA — 1)
Considérons une population de bactéries dans un environnement confiné dans lequel pas plus de B individus ne peuvent
coexister. On suppose qu’au temps initial le nombre d’individus est égal a yy < B et que le taux de croissance des bactéries
est une constante positive C. Alors, la vitesse de croissance de la population est proportionnelle au nombre de bactéries,
sous la contrainte que ce nombre ne peut dépasser B. Ceci se traduit par I'équation différentielle suivante
y()
y'(t):Cy(t)(l—— (1.1
B

dont la solution y = y(f) représente le nombre de bactéries au temps t. Supposons que deux populations y; et y, soient en
compétition. L'équation précédente est alors remplacée par

Y1) =Ciy1(0) (1= by () — daya (1)),
Vo (t) = =Coya(8) (1= bay2 (1) — d y1 (1)),

ol C; et C, représentent les taux de croissance des deux populations. Les coefficients d; et d, commandent le type
d’interaction entre les deux populations, tandis que b; et b, sont reliés a la quantité de nutriments disponibles. Ce systeme
de 2 EDO d’ordre 1 est appelé systeme de Lotka-Volterra et sert de base a divers modeles.

® EXEMPLE (CIRCUITS ELECTRIQUES)

Considérons le circuit électrique de la Figure 1.1. On veut calculer la fonction v(#) représentant la chute de potentiel aux
bornes du condensateur C sachant que I'interrupteur I a été fermé a ¢ = 0. On suppose que 'inductance L s’exprime comme
une fonction explicite de I'intensité du courant i, c’est-a-dire L = L(i). La loi d’Ohm donne

e~ (i (DL (D) = i1 (DR +v(D)
ol R est une résistance. En supposant que le courant est dirigé comme indiqué sur la Figure 1.1, on trouve, en dérivant par

rapport a t la loi de Kirchhoff i = i + i3 et en remarquant que i3 = Cv'(¢) et ip = v(t)/ Ry, 'équation supplémentaire

i =cv'®+ Rizz/(t).

On a donc trouvé un systeme de 2 EDO, la premiére d’ordre 1, la deuxiéme d’ordre 2, dont la résolution permet de décrire le
comportement en temps des deux inconnues i; et v.

4 (© 2023-2024 G. FACCANONI
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Résoudre une équation différentielle consiste a trouver toutes les fonctions définies sur un intervalle I < R qui vérifient
cette équation (on dit aussi intégrer I'équation différentielle). '

Définition 1.1.1 (Solution générale, solution particuliére)

Par le terme solution générale dune EDO on désigne un représentant qui englobe I'’ensemble des solutions possibles.
Lune des solutions de 'EDO sera appelée solution particuliere. On appelle courbes intégrales d'une EDO les courbes
représentatives des solutions de I'équation.

“® EXEMPLE
La résolution de I'équation différentielle y'(¢) = — y(f) consiste a trouver toutes les fonctions

y:IcR—-R

telles que f'(f) = —f(¢) pour tout € I. On peut vérifier que y(t) = ce™! pour tout ¢ € R (ol ¢ est une constante réelle
arbitraire) est une solution de 'EDO. En particulier, pour ¢ = 0, on obtient la solution nulle.

1.2. EDO d’ordre supérieur a 1 ~~ systeme d’EDOs d’ordre 1

Une EDO d’ordre p est dite normalisée lorsqu’elle est exprimée sous la forme
Y0 = fgm,y®,y' @,y ®,...yP" V@) (1.2)

Toute EDO normalisée d’ordre p peut étre transformée en un systéme de p EDO d’ordre 1 de la maniére suivante : en
désignant z; comme la fonction y et z; comme la i-eme dérivée y') pour i =2, ..., p, résoudre 'EDO normalisée d’ordre p
(1.2) équivaut a résoudre le systéme de p EDO d’ordre 1 :

24 (1) = z2(1),

2z, (1) =zp(1),
z, (1) = f(g(1), z1(0), 22(D), ..., 2p-1 (D).

“® EXEMPLE
Considérons I'équation différentielle d’ordre 2 suivante :

V') +ay' () +by()+c=0

ol t— y(1) estl'inconnue.
Introduisons les deux fonctions ¢ — z1 (£) = y(£) et t — z5(£) = y'(£). Ainsi, 2] (£) = y'(1) = z2() et 2, (1) = Y (1) = —ay' (1) -
by(t) —c=—azy(t) — bz; (t) — c. Cela donne le systeme de 2 équations différentielles d’ordre 1 :

24 (1) = z2(1),
zy(t) = —azy(t) — bz (1) —c.

“® EXEMPLE (LOI DE HOOKE — OSCILLATIONS D’UN SYSTEME MASSE-RESSORT — 1)

Quand on écarte de leur position d’équilibre certaines systemes mécaniques, ils se mettent a vibrer. C’est le cas, par exemple,
d’une corde de guitare quand elle est pincée, d'une corde de piano sous I'effet du marteau, ... Un exemple simple d'un tel
systeme est celui d'un bloc suspendu a un ressort.

Au repos, le ressort a une longueur /... Celle-ci est augmentée de ¢( quand on y accroche un bloc et qu’on laisse le systeme
atteindre I'état d’équilibre. Si on tire sur le bloc d’'une longueur yy et qu’on le lache, il se met a osciller.

Selon la loi de HOOKE (confirmée par des expériences avec des masses suffisamment petites pour ne pas déformer le
ressort), la force f requise pour allonger un ressort de £ metres au-dela de sa longueur naturelle est proportionnelle a
I'élongation : f(¢) = x¢ otk € R} estle coefficient d’élasticité du ressort. La force de rappel vaut alors xk¢. Comme le systéme

1. Résoudre une équation revient a trouver toutes les valeurs de I'inconnue qui satisfont I’égalité. Jusqu'a présent, les inconnues étaient des nombres
dans les équations rencontrées. Par exemple, résoudre I'équation 2x + 4 = 10 signifie trouver toutes les valeurs de x € R telles que 2x +4 = 10. Dans les
équations différentielles, les inconnues sont des fonctions.

(© 2023-2024 G. FACCANONI 5
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est en équilibre, cette force est égale au poids mg du bloc (m est la masse du bloc suspendu au ressort et g la constante de
gravitation), d'ou mg = x¢. Dans ce modele on considere la masse du ressort comme négligeable.
Si la position du bloc suspendu au ressort est repéré sur un axe vertical orienté positivement vers le bas dont I'origine
correspond a la position d’équilibre, le mouvement de celui-ci en fonction du temps ¢, apres avoir été tiré vers le bas puis
relaché, est donné par la fonction ¢ — y(#) solution de 'EDO
Y0+ =y =0. (1.3)
m

Il s’agit d'une EDO d’ordre 2.
Lapplication

K
cteER— —r|eR
7] cos(\/m )

est une solution particuliere de 'EDO (1.3) car
(t)—cos(\/ﬁt)
(p - m )
, . ' ( . )
@' () =—y/—sin|y/ —1],
V m V m
”(t)——icos(,lﬁt)
L m )
Iz K K K K K
@ () +—@(t)=——cos|y/ —t|+—cos|{/—1]|=0.
m m m m m

Cette EDO d’ordre 2 (1.3) peut étre écrite sous forme normalisée
V(1) = == y(n)
m

donc

et est équivalente au systeme de deux EDO d’ordre 1 suivant :

{4m=@m,

zy(t) = —-21(0),

avec z) (1) = y(1) et z (1) = y'(1).
Les applications

[k [ x
(pA,B:teR»—»Acos( —t)+Bsin( —t)e[l"\P
m m

sont aussi des solutions de 'EDO (1.3) car

K . K
(PA,B(I)=ACOS(‘/—I)+BSIH(\/—t),
m m
! (t)——A\/£ in(\/ﬁt)+B‘/£ in(
P ppll) = mS p ms
" (t)__AKCOS( ﬁt)—Bﬁc()S( ﬁl’)
Papll)= - \/m p ,/m )

" K K K K K K
Pap)+—@apt)=—A—cos|/—t|-B—cos|\/—1|+Acos|y/—t
’ m m m m m m

1.3. Conditions initiales

)

3=

donc

. [k
+Bsm( —t)=0.
m

Les EDO ont généralement une infinité de solutions. Pour déterminer la solution appropriée qui représente le probleme
physique, il est nécessaire de prendre en compte des données supplémentaires liées a la nature spécifique du probleme.
Ces données peuvent inclure les valeurs prises par la solution et/ou ses dérivées a un ou plusieurs points de I'intervalle sur
lequel elle est définie.

6 (© 2023-2024 G. FACCANONI
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‘® EXEMPLE (DYNAMIQUE DES POPULATIONS — 2)
L'équation (1.1) admet la famille de solutions
Cr+K

Y0 =B —g

K étant une constante arbitraire. Si on impose la condition y(0) = 1, on sélectionne 'unique solution correspondant a la
valeur K = —In(B - 1).

@ Définition 1.3.1 (Condition initiale)
Soit une EDO d’ordre p. Une condition initiale (CI) est un ensemble de relations du type y(f) = yo, ¥'(£0) = ¥{» - - » y PV (19) =

y((]p_l) qui imposent en £, les valeurs yo, y;, ..., y(()p_l)

respectivement de la fonction inconnue et de ses dérivées jusqu’a
lordre p —1.

<8 EXEMPLE (LOI DE HOOKE — OSCILLATIONS D'UN SYSTEME MASSE-RESSORT — 2)
Sil’on impose qu’al'instant initial # = 0 le ressort est tiré de 20 cm vers le bas puis relaché avec une vitesse ascensionnelle de

2ms~!, on a alors les conditions initiales y(0) = 20 et y'(0) = —2 et on peut vérifier qu’il n’existe qu'une seule solution de
I’EDO (1.3) qui satisfait ces deux conditions. Il s’agit de la fonction

1 K i K
@:teR— —cos|y/—1t|-2sin|y/ —1t|€R.
5 m m

En pratique, se donner une CI revient a se donner le point (#y, yo) par lequel doit passer le graphe de la fonction solution et
la valeur de ses dérivées en ce méme point.

o Remarque (Représentation graphique)
On va expliquer comment tracer I'allure des solutions d'une EDO normalisée d’ordre 1, i.e. une EDO du type

y' =o@(t, y(1).

Soit y = f(#) la fonction inconnue solution de cette EDO. Si (t, y) est un point du graphe de f, cette égalité dit que la tangente
au graphe de f au point (¢, y) a pour pente ¢(t, y).

On représente en général un champ de vecteurs en des points régulierement espacés de I x R et en normalisant les vecteurs.
Dessinons alors, en (presque) chaque point (7, y) du plan un vecteur V;,, de pente ¢(f, y) : le graphe de f est tangent en
chaque point (z, y) au vecteur V¢ ;. Remarquer qu’'on n’a pas besoin d’avoir résolu I'équation (analytiquement) pour
pouvoir dessiner le champ de tangentes, et ceci permet parfois d’avoir une idée du comportement des solutions.

@ EXEMPLE

En figure le champ de tangentes des EDO y'(£) = —y(1), y'(£) = —ty (1) et y' () = cos? (y(1)) et deux solutions particulieres :
I'une qui correspond ala CI y(0) = 1 et 'autre a CI y(0) = 2.

Champ de tangentes pour 3 (£) = cos>(y)
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“® EXEMPLE (EVOLUTION D’'UNE POPULATION DE SAUMONS — 2)

Considérons a nouveau I'exemple de I’évolution d'une population et tragons I'allure des solutions. Si on démarre |'élevage
avec 6 saumons, on voit qu'une et une seule courbe passe par le point (0, 6) et si on suit cette solution on peut prédire par
exemple le nombre d’'individu de la population dans dix ans : la courbe tracée en jaune donne N(10) = 5.5.

(© 2023-2024 G. FACCANONI 7
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1.4. Probleme de Cauchy : Existence, unicité, intervalle de validité et solution
maximale

Le probleme associé a une équation différentielle ordinaire (EDO) avec une condition initiale est connu sous le nom de
probleme de CAUCHY ou de probleme aux valeurs initiales :

Définition 1.4.1 (Probléme de CAUCHY)
Considérons un intervalle I <R, un point f dans I, une fonction ¢: I x R — R continue par rapport aux deux variables et y’
la dérivée de y par rapport a ¢. Le probléme de CAUCHY est défini comme suit :

Trouver une fonction réelle y € €' (I) telle que

/ —
{y (D=t y1), Vtel, (1.4)

y(%) = yo,
avec yp une valeur donnée appelée condition initiale.

Si ¢ ne dépend pas explicitement de ¢, i.e. si @(t, y(£)) = @ (y(1)), 'EDO est dite autonome.
Nous concentrerons notre analyse principalement sur le cas oi1 une seule EDO est présente, c’est-a-dire le cas scalaire.
Résoudre un probléme de CAUCHY, c’est rechercher toutes les fonctions, définies sur un intervalle I c R, qui satisfont
I'équation différentielletout en vérifiant la condition initiale. Cela souléve des questions naturelles telles que :

e trouver toutes les fonctions solutions de 'EDO,

* parmi ces fonctions, choisir celles qui respectent la CI (existence? unicité ?),

¢ étudier le domaine de validité (pour chaque fonction trouvée, déterminer le plus grand intervalle contenant fy).

“® EXEMPLE (EXISTENCE ET UNICITE SUR R)
On se donne (¢, y(#)) =3t —-3y(?) et yp = @ (un nombre quelconque). On cherche une fonction y: t e R — y(¢) € R qui
satisfait

{ y'(t)=3t-3y(1), VieR,

y(0) = a.

Sa solution, définie sur R, est donnée par y(¢) = (@ + 1/3)e 3! + t—1/3. En effet on a bien
y(0)=(@+1/3)e+0-1/3 = a, y'(6)=-3(a+1/3)e 3 +1=-3(@+1/3)e 3" +1-3t+3t=-3y(t) +3t.

Dans cet exemple il existe une et une seule solution définie sur R. Les choses ne se passent pas toujours si bien. Les exemples
ci-dessous montrent que I'’étude mathématique de I'existence et de I'unicité des solutions d'un probléme de CAUCHY peut
étre une affaire délicate.

“® EXEMPLE (EXISTENCE ET UNICITE SUR I € R (MAIS NON EXISTENCE SUR R))
On se donne @(t, y(£)) = (y(1))® et yo = 1. On cherche une fonction y: € R™ — y(t) € R qui satisfait

y'(6) = (y(1)3, Vt>0,
y(0) = 1.

\/ﬁ qui n’'est définie que pour ¢ € [0;1/2]. Cet exemple montre qu’un

probléme de CAUCHY n'a pas toujours une solution pour tout t € [0; +oo[ puisqu’ici la solution explose lorsque ¢ tend vars la

On vérifie que la solution y est donnée par y(t) =

8 (© 2023-2024 G. FACCANONI



Mis & jour le Dimanche 21 janvier 2024 1.4. Probléeme de Cauchy : Existence, unicité, intervalle de validité et solution maximale

valeur 1/2 (en effet, nous avons . l(llrn/2 - (1) = +00) : le graphe de la solution a une asymptote verticale en ¢ = 1/2. On parle

d’explosion de la solution en temps fini ou encore de barriere.

Cet exemple illustre un phénomene général : pour une solution d'une EDO, 'unique maniere de ne pas étre définie sur
I’ensemble des réels R est de présenter une asymptote verticale.

<® EXEMPLE (NON UNICITE)
On se donne (¢, y(t)) = /(1) et yo = 0. On cherche une fonction y: r € R* — y(¢) € R qui satisfait

{y’(t): 3y, VYi>0,

y(0) =0.

On vérifie que les trois fonctions y; () = 0 et y,3(f) = £V8r3/27, pour tout ¢ = 0, sont solution du probléeme de CAUCHY
donné.

Cet exemple montre qu’un probléme de CAUCHY r'a pas nécessairement de solution unique, dans ce cas il y en a trois.

“® EXEMPLE (NON UNICITE)
On se donne ¢(t, y(1)) = |y(1)|* avec a €]0; 1] et yo = 0. On cherche une fonction y: r € R* — y(f) € R qui satisfait

Y =1y®|% Vt>0,
y(0) = 0.

On vérifie que, pour tout ¢ € R*, les fonctions

ye(t) =

1-a)/A-0(x—)l/0=a) i x>,
si0<x<c

sont solution du probleme de CAUCHY donné.
Notons que pour a = 1 le probleme de CAUCHY donné admet une et une seule solution, la fonction y(f) = 0 pour tout 7 € R*.

Cet exemple montre qu’ un probleme de CAUCHY peut méme admettre une infinité de solutions.

¢

En régle générale, lorsqu’une équation différentielle est munie d’'une condition initiale y(#y) = yp, nous recherchons un
intervalle I qui contient #y, sur lequel une solution existe, et qui soit «le plus grand possible» : il n’existe aucun intervalle plus
grand sur lequel I'équation différentielle aurait une solution. Ce domaine est appelé l'intervalle de validité de la solution.
Une solution définie sur cet intervalle le plus large possible est appelée solution maximale.

Dans ce cours, nous étudierons uniquement des problémes de CAUCHY ayant une unique solution sur I'intervalle indiqué.

(© 2023-2024 G. FACCANONI 9
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1.5. Exercices : étude qualitative d'un probleme de Cauchy

On considére |'équation différentielle

et

2+1

Y= y(1)

Sans résoudre I'équation différentielle, déterminer, parmi
les courbes tracées ci-contre, celles qui ne représentent
stirement pas une fonction solution de cette EDO et celles
qui sont susceptibles d’en représenter une.

# Exercice 1.5.1 (Etude qualitative d'un probléme de CAUCHY) y

t
ys(ng(t)

Ya(t)

y1(1)

Correction
On remarque que

t

7 >0 pour tout r€R.

Une solution y de I'EDO doit vérifier y'(r) = 0 si et seulement
si y(t) = 0:sila courbe coupe I'axe des abscisses, alors elle a
une tangente horizontale en ce point. Les courbes y, (orange)
et y3 (verte) ne coupent pas ’axe des abscisses. Les courbes
y1 (rouge), y4 (violette) et ys5 (bleu) sont les seules courbes
qui coupent I'axe des abscisses; les courbes y; (rouge) et ys5
(bleu) n'ayant pas de tangente horizontale en ce point, elles
ne conviennent pas.

L'équation impose aussi que y(f) et y'(r) sont de méme
signe :

Sens de variation

Parmi les courbes restantes, cette condition n’est pas satis-
faite par les courbes y3 (verte) et y, (violette).

La courbe y» (orange) est la seule susceptible de représenter une solution a 'EDO.

# Exercice 1.5.2

Pour t € R, on consideére les quatre équations différen-
tielles

@ y'@)=-ty@®

(b) y'(1) =ty

© y'(@®)=-y®

@ y0=-ryw

Les graphes de ces fonctions sont tracés sur le graphique a
coté. Sans résoudre d’équations différentielles, déterminer
pour chaque fonction laquelle des courbes suivantes la
représente.

144
y3(1) N

/J/3(t)t

-

Correction

Pour chaque EDO on décompose le plan cartésien en quatre partie et on trace le sens de variation de sa solution :

Sens de variation pour (a) Sens de variation pour (b) Sens de variation pour (c) Sens de variation pour (d)

y y
7 N N 7
t t
N 7 7 N

y y
N N 7 N
t t
7 7 N 7

La courbe y3 (rouge) est la seule ol la fonction et sa dérivée sont de signes contraires; elle ne peut correspondre qu’a la
fonction (c). La courbe y, (orange) correspond a une fonction ayant méme signe que sa dérivée pour ¢ > 0; il s’agit donc du
graphe de (b). Pour ¢ > 1, on a — 3 < —t, donc le graphe de I'équation (d) est en dessous du graphe de I'équation (a) pour
tout ¢ > 1; on en déduit que la courbe y; (bleue) représente la fonction (a) et que la courbe y4 (verte) représente la fonction

(d).

10
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Chapitre 2.

Solution approchée d'une EDO

On ne peut expliciter les solutions analytiques que pour des équations différentielles ordinaires trés particulieres.
Dans certains cas, on ne peut exprimer la solution que sous forme implicite. C’est le cas par exemple de 'EDO y'(¢) =
dont les solutions vérifient la relation implicite

y)-t
y(O+t

%ln(t2 +y% (1) + arctan(&tt)) -C,

ol C est une constante arbitraire.

Dans d’autres cas, on ne parvient méme pas a représenter la solution sous forme implicite. C’est le cas par exemple de
I'EDO y'(t) = e~" dontles solutions ne peuvent pas s’écrire comme composition de fonctions élémentaires.

Pour ces raisons, on cherche des méthodes numériques capables d’approcher la solution de toutes les équations différen-
tielles qui admettent une unique solution sur un intervalle donné.

Dans ce chapitre

2.1 Solutionapprochée . . . . . . . . . . e 11
2.2 Solution approchée avec MATLAB/OCtave . . . . . . .t o it it i e e e e e e e e e e e e e e e e 11
2.3 Champdevecteursetlignesdecourant . . . . . .. .. ... . e 13
24 EXEICICES . . o v v i it i e e e e e e e e e e e e e e 15

2.1. Solution approchée

Considérons le probléeme de CAUCHY (1.4) :

trouver une fonction y: I c R — R définie sur un intervalle I telle que

YO =@t y®), Yrel=lt,T],
y(tO) = J’O;

avec yp une valeur donnée et supposons que I'on ait montré I'existence et 'unicité d’'une solution y pour f € I.

Toute approximation se base sur le principe suivant :

* onsubdivise I'intervalle I = [#y; T, avec T < +oo, en N intervalles [¢,; t,+1] de largeur h = TI_VtO avec t, = ty + nh pour

n=0,...,N.Lalongueur h est appelé le pas de discrétisation;

e pour chaque nceud ¢, on note y, = y(f,) la valeur exacte et on cherche la valeur inconnue u,, qui approche la valeur
exacte y,; 'ensemble des valeurs { Yoo V1--or yN} représente la solution exacte discrete tandis que I’ensemble des
valeurs { ug = yo, u1,..., un } représente la solution numérique. Cette solution approchée sera obtenue en construisant
une suite définie par récurrence.

2.2. Solution approchée avec MATLAB/Octave

Matlab et Octave savent calculer cette approximation (ils choisissent automatiquement le schéma le plus adapté). La
fonction de référence est ode23. La documentation officielle se trouve ici

11



Chapitre 2. Solution approchée d’'une EDO Mis & jour le Dimanche 21 janvier 2024

https://fr.mathworks.com/help/matlab/ref/ode23.html

On pourra aussi consulter cette page qui donne un apercu des différentes fonctions qu’on peut utiliser pour approcher la
solution d'une EDO : https://fr.mathworks.com/help/matlab/ordinary-differential-equations.html

Dans les cours d’analyse numérique vous découvrirez ce qui se cache derriere ces fonctions (il s’agit d'un domaine de
recherche toujours trées actifs). Ici nous nous contentons d’apprendre a utiliser la fonction ode23. Voici des exemples
d’utilisation.

Cas scalaire On cherche a résoudre le probleme de Cauchy

Y@ =1-y®, tel0,3],
y(0) =2.

phi = @(t,y) 1-y ;

y_init = 2 ;

interval = [0 3] ;

[tt, uul = ode23 (phi, interval, y_init );
exacte = @(t) 1l+exp(-t) ;

yy = exacte(tt);

plot(tt, uu, ’*’, tt, yy, ’-’);

legend ([’ Approchee’; ’Exacte’])

* phi estla fonction mathématique ¢(t, y) dépendant des variables ¢ et y (nota bene : c’est une fonction de deux
variables, lorsqu’on écrit ¢(t, y(¢)) on obtient une fonction de la seule variable ¢ en composant avec la fonction
t—y=y();

e l'instruction [t,y] = ode23(phi, [t0 tf],yO0) intégre 'EDO de t0 a tf avec la condition initiale y0. Elle
renvoie

o les nceuds d’intégration [7y,..., fy] dans le vecteur tt,
o les valeurs approchées [u;,..., uy] dans le vecteur uu.

* Pour apprécier la précision de 'approximation on définie la solution exacte (que nous savons calculer dans ce
cas simple). Le vecteur yy contient les évaluations de la solution exacte sur les points de discrétisations issues de
la fonction ode23.

Cas systéme Considérons deux espéces : une proie (des lievres par exemple) et un prédateur (des lynx par exemple). Ces
deux populations sont représentées par et des fonctions continues du temps . Si on suppose qu’il n'y a aucune autre
intervention extérieur, une modélisation possible pour ce genre de systéme a été proposée indépendamment par
Alfred James Lotka en 1925 et Vito Volterra en 1926 :

{ yi () =y1(0)(a—by,(1) [dzéf(pl (£, y1(8),y2(1))] équation des proies
V5(8) = =y () (c = dy, (1)) [d:ef @2(t,y1(1), ¥2(8))] équation des prédateurs
On suppose qu’a ce jour il y a y; (0) = 2 unités de proies (une unités = 1000 animaux) et y,(0) = 1 unités de prédateurs

et on se demande comment vont évoluer les populations de ces deux especes. Pour les simulations on prendra a = 2,
b=1,c=1letd=0.3.

a = 2;

b=1;

c =1;

d =0.3;

phi = @(t,yy) [ yy(1).*x(a-bxyy(2)) , -yy(2).*(c-dxyy(1)) 1 ;

yy_init = [2,1];

[tt, sol]l = ode23 (phi, [0 20], yy_init );
subplot(1,3,1)

plot(tt, sol(:,1), *-);

subplot(1,3,2)

plot(tt, sol(:,2), ’*-’);

subplot(1,3,3)

plot(sol(:,1), sol(:,2), ’*-7);

* phi estla fonction mathématique ¢ (¢, y) dépendant des variables ¢ (scalaire) et y (un vecteur de deux compo-
santes) et qui renvoie un vecteur de deux composantes;
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2.3. Champ de vecteurs et lignes de courant

e l'instruction [t,sol] = ode23(phi, [t0 tf],yy_init) integre 'EDO de t0 a tf avec la condition initiale

yy_init (un vecteur de deux composantes). Elle renvoie

o les nceuds d’intégration [7y,..., ty] dans le vecteur tt,

o les valeurs approchées dans la matrice sol, la premiére colonne correspondant a la premiére fonction

inconnue, la deuxiéme a la seconde fonction inconnue.

Cas ordre 2 Considérons 'EDO y" (1) = —sin(y()) qui décrit le mouvement d'un pendule non amorti, équivalente au

systeme différentiel

y1(8) = ya(1),
¥5(£) = =sin(y1 (1)).

Considérons la CI y(0) =0 et y'(0) = 1.
phi = @(t,yy) [yy(2); -sin(yy(1))] ;

yy_init = [0; 1];
t_span = [0,10];
[tt, sol]l = ode23 (phi, t_span, yy_init);

subplot(1,3,1)

plot(tt, sol(:,1), ’*-’);
subplot(1,3,2)

plot(tt, sol(:,2), ’*-’);
subplot(1,3,3)

plot(sol(:,1), sol(:,2), ’*-’);
axis equal;

2.3. Champ de vecteurs et lignes de courant

Bien qu'’il soit tres rare que I'on puisse résoudre explicitement une équation différentielle donnée, comprendre I'allure des
solutions peut étre facilité en examinant le champ de vecteurs correspondant. Les graphes des solutions d'une équation
différentielle y' (1) = ¢(t, y(1)) sont, par définition, tangents a leur vecteur vitesse (1, ¥’ (¢)), donc au vecteur dérivé (1, ¢(t, y(1)).
Méme sans connaitre explicitement les solutions, connaitre la fonction en chaque point permet de représenter ces vecteurs
tangents. En tracant un grand nombre de ces vecteurs uniformément répartis dans le plan, on obtient le champ de vecteurs
associé al’équation différentielle. Cette représentation permet souvent de deviner les graphes des solutions, ces courbes

étant tangentes en tous leurs points aux vecteurs du champ.

Il est instructif de superposer la solution numérique obtenue avec ode23 a cette représentation. La fonction quiver trace
un champ de vecteurs. Utilisons ces outils pour visualiser les tracés associés a notre équation différentielle. La courbe rouge

représente la solution déterminée par ode23.

hold on o Champ de vecteurs
VEELEEIEELAE R AALI A
R T T T I T e S I T T S S S IS
ZRAAILSAL A Y
. T T T e e T S T e e e S S-S S
phi = Q(t,y) 3/2%y.*(1-y/6) ; A

ety 6

y_init = 2 ; o o e e o e
interval - [0 6) ; N
[tt, sol] = ode23 (phi, interval, y_init ); %5%;%5%%%55%5%%
plot(tt, sol, ’r’, ’LineWidth’, 2); St it i
A R A A A A A A A A
ER A A A A A A A A A A A A A A
A R A A A A A A A A A A A A A A
A P N A A A A A A A A A A A ik
A A A A A A A R A A A
W AL AL L s h s L L
A S S S A S S S S
set(gea, *XLin’, [0 6], *YLiw’, [0 8D); LGN
_ . . . . . . L o Do o o Lt oo ot o ot o o Lt o e Lt o
[T, Y] = meshgrld( 0:0.25:6 , 0:0.25:8 ), e
RHS = phi(T,Y); 0 4 N ¢ N M
i 2 3 4 5 6

dT = ones(size(RHS));
M = sqrt(dT.~2+RHS."2) ;
q = quiver(T,Y,dT./M,RHS./M,’b’);

xlabel(’t?);

ylabel(’y?);

title(’Champ de vecteurs’);
hold off

(© 2023-2024 G. FACCANONI
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Chapitre 2. Solution approchée d'une EDO Mis & jour le Dimanche 21 janvier 2024

FIGURE 2.1. — Calculateur analogique SEA OME P2, construit en France par la Société d’Electronique et d’Automatisme (SEA).
Le sigle OME signifie Opérateur Mathématique Electronique. Ce calculateur fut utilisé & 'Ecole d’'Ingénieurs
Electriciens de Grenoble dans les années 1960.
© Musée virtuel de I'informatique, http://aconit.inria.fr/omeka/items/show/550

@ Calculateurs analogiques Un calculateur analogique est une machine permettant d’effectuer des calculs mathématiques
en s’appuyant sur des phénomenes physiques — par exemple électriques, mécaniques ou hydrauliques — modélisés par le
truchement de mesures continues (voir la figure 2.1).

Jusqu'aux années 70, des circuits électriques étaient employés pour résoudre toutes sortes d’équations différentielles.
Le principe reposait sur le fait que la tension dans un circuit électrique satisfait a certaines relations mathématiques. Il
est important de noter ces calculateurs ne produisaient pas d’expressions mathématiques des fonctions solutions; ils
présentaient uniquement les trajectoires des variables d’état pour des valeurs données des parameétres et des conditions
initiales.

NV Par exemple, lorsqu'un condensateur chargé par une source
' R A/ de tension de E volts se décharge a travers une résistance en
o i [A] 1 série, le phénomene peut étre décrit par I'équation différen-
BNV —— C [F) .
) T~ tielle .
X cv’(t)+EV(t)=0,
i ol t est le temps écoulé depuis le début de 'expérience, C la

Lorsque le commutateur est en position 1, le condensateur ~ ¢apacité du condensateur en farads, R la résistance en ohms
se charge. En le déplacant en position 2, le condensateur se €t V() estla tension aux bornes du condensateur a I'instant
décharge. L.

La solution analytique de ce «circuit RC» est V (£) = Voe " EC, oi1 V) est la tension initiale. En appliquant une tension égale a
Vo dans un tel circuit, la variation du potentiel au fil du temps devrait correspondre a la solution de I’équation différentielle
précédente, avec condition initiale V. Des circuits électriques plus sophistiqués et une plus grande variété d’ opérateurs
permettent la simulation d’équations différentielles bien plus complexes. La solution se trouve en mesurant la différence de
potentiel du systéme. Ces machines étaient connues sous le nom de calculateurs analogiques électroniques, utilisant les
connaissances en matiere de réseaux électriques pour résoudre des problemes purement mathématiques.

Les calculateurs analogiques étaient largement utilisés a une certaine époque, entre autres parce qu’ils étaient plus rapides
que leurs homologues numériques basés sur une modélisation a ’aide de quantités numériques discrétes. Cependant, la
construction d'un réseau électrique modélisant une équation différentielle pouvait é&tre complexe et source d’erreurs. Avec
les avancées informatiques récentes, ce type de méthode est désormais obsolete.

Source :
http://accromath.ugam.ca/2015/03/confidences-darchimede-ou-le-maitre-geometre-divulgue-un-joli-truc-du-metier-de-son-cru/

A propos du calcul analogique, on pourra consulter le site https: //interstices.info/jcms/c_33558/1es-calculateurs-analogiques#1b
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2.4. Exercices

2.4. Exercices

Y Exercice 2.4.1
Equation de Matthieu amortie Simuler la solution de I'’équation de Matthieu amortie pour ¢ € [0, 107]

¥ () + by (t) + a(l +ecos(t) y(£) =0

aveca=1,b=0.1et e = 1. On prend comme conditions initiales y(0) = 1073 et y'(0) = 0.

Correction

En posant z; (£) = y(¢) et zo(t) = y'(¢) on se raméne a la forme canonique :

La séquence d’'instructions qui appelle le solveur sera par exemple :

a=1;
b=0.1;
epsilon = 1;

phi = @(t,z) [z(2); -b*xz(2)-a*x(l+epsilon*cos(t))*z(1)];

t_span = [0 10%*pi];
zz_init = [le-3, 0];

[t,zz] = 0de23( phi, t_span, zz_init);

y = zz(:,1);
dy = zz(:,2);

subplot (221)

plot(t,y) % t -> y(t)

subplot (222)

plot(t,dy) % t -> y’(t)

subplot (212)

plot(y,dy) % Plan de phase y(t) -> y’(t)

z,(t) = —bzy (1) — a(l + £ cos(1)) z1 (£)

Ce programme trace la figure suivante qui représente les grandeurs y(t) et y'(t) de 'équation originale en fonction du temps,
plus le plan de phase. Au passage, on retrouve bien I'instabilité des solutions de I'équation de Matthieu pour les valeurs des

parametres choisis.

(© 2023-2024 G. FACCANONI
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& Exercice 2.4.2 (Etude qualitative d’'une EDO)

On considére le probleme de Cauchy
Y@ =1-y(), teR
y(0) =2.

1. Montrer que la solution est minorée;

étudier la monotonie de la solution;

calculer la limite pour ¢ — +oo de la solution;
calculer y” en fonction de y;

calculer les changements de concavité de la solution;
tracer le graphe de la solution.

Calculer et afficher la solution approchée.

SRS

Supposons que le probleme admet une et une seule solution ¢ — y(f) continue et définie sur R.

Correction

1. y(t) =1 pour tout t € R est la seule solution constante de 'EDO mais n’est pas solution du probleme de Cauchy car
¥(0) # 1. On sait que la solution du probleme de Cauchy est unique, continue, définie sur R et passe par le point (0, 2),

par conséquent
y)>1 VieR.

2. Comme y(t) > 1 pour tout # € R, alors y'(¢) = 1—y(t) < 0 pour tout ¢ € R, ainsi y est monotone strictement décroissante.

3. Lasolution est décroissante et minorée donc les limites existent et lim;_.., y() = ¢ = 1. Cela signifie que la droite
d’équation y = ¢ est une asymptote horizontale pour le graphe de la solution du probléme de Cauchy.

Si ¢ >1alorslim; o y'(£) =lim;— 001 — y(£) = @ > 0, i.e. y a une asymptote oblique en +oo, ce qui n'est pas possible.

Par conséquent lim;_. ;o y(f) = 1.
4. Yy =0'®)=0-y@0) ==y )=y -1.
5. Comme y(f) > 1 pour tout t € R, alors y”(¢) > 0 pour tout ¢ € R : la solution est convexe.

6. Graphe de la solution:

7. phi = @(t,y) 1-y ;
[tt, yy]l = ode23 (phi, [0 3], [2] );
sol = @(t) 1+exp(-t);
plot(tt, yy, ’*’, tt, sol(tt) , ’-7);
legend ([’Approchee’ ; ’Exacte’]);

# Exercice 2.4.3 (Etude qualitative d’'une EDO)

On considere le probleme de CAUCHY
Y1) =4-y2(1),
y(0) =0.

Supposons que le probleme admet une et une seule solution ¢ — y(t) continue et définie sur R.

1. Montrer que la solution est bornée et calculer ces bornes;
étudier la monotonie de la solution;

calculer les limites pour ¢ — oo de la solution;

calculer y” en fonction de y;

calculer les changements de concavité de la solution;
tracer le graphe de la solution.

e o> 89
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Correction

1. LEDO se réécrit y'(1) = (2— y(1))(2 + y(1)), donc y;1 (t) =2 et y»(t) = —2 sont deux solutions constantes de 'EDO mais
ne sont pas solution du probléme de Cauchy car y; 2(0) # 0. On sait que la solution du probléme de Cauchy est unique,
elle est continue, définie sur R et passe par le point (0, 0), par conséquent

y()€l-2;2[ VieR.

2. Comme y(t) €] —2;2[ pour tout t € R, alors y'(¢) = 4 — yz(t) > 0 pour tout t € R, ainsi y est monotone strictement
croissante.

3. La solution est croissante et bornée donc les limites existent et lim;_. o, y(1) = € <2.Si £ <2 alors lim;_. ;0 y' (1) =
lim;_. ;004 — y%(t) =4—¢% >0, i.e. y a une asymptote oblique en +oo, ce qui n’est pas possible car y est bornée. Par
conséquent lim;_. ., y(#) = 2.

Avec le méme type de raisonnement on prouve que lim,_._, y(f) = —2.
4. y"(0 =/ (1) =@-y*0) = 2y)y' (1) = -2y 4~ y*(1)).

5. Comme y(t) €] — 2;2[ pour tout € R, alors y"' (1) =0 ssi y(t) =0 et y" () > 0ssi y() <0, y' (1) <0ssi y(r) >0. Comme
y(t) =0ssi t =0, la solution est convexe pour ¢ < 0 et concave pour ¢ > 0.

6. Graphe de la solution :

phi = @(t,y) 4-y~2 ;

[ttP, yyP] = ode23 (phi, [0 3], [0] );
[ttN, yyN] = ode23 (phi, [0 -3], [0] );
plot (ttP, yyP, ’#*-’,ttN, yyN, ’*-’);
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Chapitre 3.

Calcul analytique de la solution de quelques
EDOs d’ordre 1

Dans ce chapitre nous allons montrer comment calculer la solution générale de trois types d’EDO d’ordre 1 : les EDO a
variables séparables, les EDO linéaires et les EDO de Bernoulli.

Dans ce chapitre

3.1
3.2
3.3
3.4

EDO du premier ordre a variables séparables . . . . . . . . . .. . e e 19
EDO linéaires du premier ordre . . . . . . . ... .o i i e e e 20
EDOdeBernoulli . . . . . .. . e 22
EXEICICES . . . o ot i i e e e e e e e e e e e e e e 23

3.1. EDO du premier ordre a variables séparables

Lorsque I'équation est de la forme

Fy)y ) =gx

ol f et g sont des fonctions données dont on connait des primitives F et G, on a

donc

f Fyx)yY (x) dx = f g(x) dx

=ff(w) du=F(u) G(x)+C

Flyx))=Gx)+C ou CeR,

et, si F posséde une fonction réciproque F~!, on en déduit

y(x) = F1(G(x) +0),

relation qui donne toutes les solutions de I'équation. Cette solution générale dépend de la constante d’intégration C.

/ Astuce (Astuce mnémotechnique)
En pratique, étant donné que y'(x) = dy/ dx, on peut écrire 'équation f(y(x))y'(x) = g(x) sous la forme

fy) dy =g dx,

puis intégrer formellement les deux membres

ff(y) dy=fg(x) dx,

pour obtenir F(y) = G(x) + C et exprimer y en fonction de x.

19
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“® EXEMPLE
On veut résoudre I'équation différentielle y’(x) = xy(x) sur des intervalles a préciser. Il s’agit d'une EDO du premier ordre &
variables séparables :

* Recherche des solutions constantes. Si y(x) = A pour tout x alors y’(x) = 0 pour tout x et 'EDO devient 0 = xA pour
tout x. Par conséquent A =0 :1a fonction y(x) = 0 pour tout x est 'unique solution constante de 'EDO.

* Recherche des solutions non constantes. La fonction y(x) = 0 pour tout x étant solution, toute autre solution x — y(x)
sera donc non nulle. On peut alors diviser 'EDO par y et procéder formellement comme suit :

/ dy 2

- d 1
y(x):x = .y = Yiir = f—dyzfxdx = lnIyI=x—+CavecC€IR2.
y(x) y(x) y y 2

Ainsi, toute solution non nulle est de la forme

y(x) = De*’?  avec DeR*.

3.2. EDO linéaires du premier ordre

Elles sont de la forme
a@)y'(x) + b(x)y(x) = g(x)

ol a, b et g sont des fonctions données, continues sur un intervalle I c R. Pour la résolution, on se place sur un intervalle
J c I tel que la fonction a ne s’annule pas sur J.

Pour x € 2,NPDgN{x €D, alx) # 0}, toute solution y(x) de cette EDO peut étre écrite soit comme somme de deux fonctions
(ym et yp) soit comme produit de deux fonctions (u et v) :

y(x) — Ce—A(x) +B(x)e—A(x)
—_— —

YH(X) yp(x)

avec

L b(x)
¢ A(x) une primitive de —,
a(x)
¢ B(x) une primitive de @ A,
a(x)

PREUVE
Pour vérifier que c’est bien une solution il suffit de dériver :

y'(x) = CA (x)e AW — B(x) A’ (x)e AW + B/ (x)e AW
=-A'(x) (Ce W + B(x)e W) + B/ (x) e 4™
=-A'(x)yx) +Bx)e X

:_@y(x)_'_@eA(x)e—A(x) __bx) o489
a(x) a(x) a(x) a(x)

donc a(x)y'(x) = —b(x) y(x) + g(x).

L Remarque
On peut montrer que
* ypy est la solution générale de 'EDO homogene associée, c’est-a-dire de 'EDO a(x)y'(x) + b(x)y(x) = 0 (qui est &
variables séparables);
En effet, la fonction y(x) = 0 pour tout x étant solution, toute autre solution x — y(x) sera donc non nulle. On peut
alors diviser 'TEDO homogene associée par y et procéder formellement comme suit :

/
M:—M — [ldy:_f_@dx - ln'y':-f@dx
y(x) a(x) y a(x) a(x)

Ainsi, toute solution non nulle de I'’équation homogene associée est de la forme

Mdu

— Cpo~AX) > —
ya(x) =Ce ou A(x) —f ()
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avec C constante arbitraire.

* yp est une solution particuliere.
Cette solution particuliere peut étre une solution «évidente», par exemple une solution constante. Dans la quéte d'une
solution évidente (non constante) le principe de superposition peut étre utile : soient a et b deux réels et g1, 82,...,8n
n des applications continues sur un intervalle I de R. Si yj est une solution particuliere de 'EDO ay’(x) + by(x) = gx(x)
alors }./_, y est une solution particuliere de 'EDO a VY (x)+by(x) = Yo 8.
Si on ne trouve pas de solution particuliere on peut en chercher une parla méthode de LAGRANGE ou de variation de la
constante. Si y; (x) est une solution non nulle de 'EDO homogene, on introduit une fonction auxiliaire inconnue B(x)
telle que y(x) = B(x)y1 (x) soit solution de notre EDO. On calcule alors y’(x) et on reporte y'(x) et y(x) dans notre EDO.
On observe que K (x) disparait, ce qui fournit une auto-vérification. Il ne reste que B’(x), ce qui permet de calculer
B(x) etdonc yp(x).

“® EXEMPLE
Considérons 'EDO
¥ (x) - y(x) = x.

Ona
alx)=1, b(x)=-1, g(x) =x.

Pour xe Rona
e A(x)=[-1dx=-x,
e B(x)=[xe*dx=—-(1+x)e ¥,

donc
Yy =(C-1+xe*)e* =Ce" - (1+x).

“® EXEMPLE (LOI DE NEWTON s
Considérons une tasse de café a la température de 75°C dans une salle a 25°C. Apres 5 minutes le café est a 50°C. Si on
suppose que la vitesse de refroidissement du café est proportionnelle a la différence des températures (i.e. que la température
du café suit la loi de Newton), cela signifie qu’il existe une constante y < 0 telle que la température vérifie 'EDO du premier
ordre

T'(1) = y(T(1) - 25)

avecla CI
T(5) =50,

ayant convenu qu'une unité de temps correspond a une minute et la température est mesuré en degré Celsius.

1. On commence par calculer toutes les solutions de 'EDO. Etant une équation différentielle du premier ordre, la
famille de solutions dépendra d’'une constante qu’on fixera en utilisant la CI. Si on réécrit 'EDO sous la forme
T'(t) —yT(t) = =25y, on a une EDO linéaire d’ordre 1 avec a(t) = 1, b(t) = —y et g(t) = —25y. Donc

e A()=[—ydt=—yt,

e B(t)=[-25ye D dr=25[—ye 7' dt =25¢77".
Toutes les solutions de 'EDO sont les fonctions T(¢) = De¥’ + 25 pour D € R,
Notons que la seule solution constante est la fonction T'(¢) = 25 pour tout ¢ > 0.

2. Lavaleur numérique de la constante d’intégration D est obtenue grace ala CI :
75 = T(0) =25+ De"® — D=50 — T(f) = 25+50e"".

3. Il nereste qu’a établir la valeur numérique de la constante de refroidissement y grace a l'«indice» :

¢ In(2) _In@),
50 = T(5) = 25+ 50e" = y=-— = T(f)=25+50e 5

On peut donc conclure que la température du café évolue selon la fonction

@),
T(1)=25+50e 5 '
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3.3. EDO de Bernoulli

Elles sont du premier ordre et de la forme
Uy () +vx)y@) = w@) @)  aeR\{0;1}

ol u, v et w sont des fonctions données, continues sur un intervalle I ¢ R. Pour la résolution, on se place sur un intervalle
J < I tel que la fonction u ne s’annule pas sur J et on définit une nouvelle fonction x — z(x) = (y(x))!~®. LEDO initiale est
alors équivalente 2 'EDO linéaire du premier ordre suivante : !

uX)Z@+1-avx)zx)=1-a)wx).
—~— <

a(x) b(x) gx)

Par conséquent, pour xe 2, N9, Nn{x € D, | u(x) # 0}, toute solution y s’écrit comme y(x) = [z(x)] 1d-a) gyec

o z(x)=Ce AW 4 B(x)e 4™,
N—— N— ——

yux) yp(x)
v(x)
¢ A(x) une primitive de (1 - @) —— et
* B(x) une primitive de (1 — @) —— w(x) A,
u(x)

“® EXEMPLE
On se propose de résoudre 1'équation différentielle

W)+ S0 = 2=y ()
y 2)’ =5 y .

11 s’agit d'une équation différentielle de BERNOULLI. Comme u(x) = 1 pour tout x € R, on cherche sa solution générale sur R.
1/2
e Ax)=(1- a)f—dx——f dx =

e B(x)=(1- )f w(x) AW dx = 2[we_xdx:f(l—x)e_xdx:—(l—x)e_x—fe_xdx:xe_x,
o z(x) = (C+B(x) e‘A(X) =(C+xe ¥)e*=Ce* +x,

et on conclut que la solution générale de 'EDO de BERNOULLI assignée est

1
(X) = ——.
Y vVx+Ce*

Notons que y n’est définie que si x+ Ce* > 0.

—ll/

1. Formellement z = '~ implique d’une part y = zy% et d’autre part z’ = (1 - a)y etdoncy’ =(1-a)z'y%.
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3.4. Exercices

3.4.1. EDO d’ordre 1 a variables séparables

# Exercice 3.4.1
Résoudre le probleme de CAUCHY

y'(x) +2xy%(x) =0,
y(0) =2.

Correction
Il s’agit d'une EDO a variables séparables. La fonction y(x) = 0 pour tout x est solution de 'EDO mais elle ne vérifie pas la CI.
Toute autre solution de 'EDO sera non nulle et se trouve formellement comme suit :

y'(x)

= ceR.
Y2 (x)

y'(X) +2xy%(x) =0

-2 ~2d :—zf dx = ,
X = fy ly X =  y(x) PE

2

En imposant la CI on obtient 2 = 1/C d’ou I'unique solution du probleme de Cauchy : y(x) = 5757

phi = Q@(t,y) -2%txy~2 ;

[tt, yy] = ode23 (phi, [0 3], [2] );
sol = @(t) 2./(2xt.~2+1);

plot(tt, yy, ’*’, tt, sol(tt) , ’-’);
legend ([’ Approchee’; ’Exacte’]);

# Exercice 3.4.2
Résoudre le probleme de Cauchy

y'(x) —4xy*(x) =0,
) =2.

Correction
Il s’agit d'une EDO a variables séparables. La fonction y(x) = 0 pour tout x est solution de 'EDO mais elle ne vérifie pas la CI.
Toute autre solution de I'EDO est non nulle et se trouve formellement comme suit :

¥ (x) _
Y2 (x)

y'(x) —4xy*(x) =0 , cER.

1
4 “2dy=4 f dx =
x = fy y X =  y(x) ot e
En imposant la CI on obtient 2 = 1/C d’ou I'unique solution du probléme de Cauchy y(x) = ﬁ.

n'est définie que pour ¢ €] —0.5;0.5].

Bien noter que la solution

phi = @(t,y) 4*t*xy~2 ;

[tt, yyl = ode23 (phi, [0 0.45], [2] );
sol = @(t) 2./(1-4%t."2);

plot(tt, yy, ’*’, tt, sol(tt) , ’-?);
legend([’Approchee’; ’Exacte’]);

¢ Exercice 3.4.3

Résoudre le probleme de Cauchy
Y0 = ty* (o),
y(0) = yo,

en fonction de la donnée initiale y;.

Correction

Il s’agit d'un probleme de Cauchy avec une CI y(0) = yp et une EDO du premier ordre a variables séparable.

On cherche d’abord les solutions constantes, i.e. les fonctions y(x) = A € R qui vérifient 'EDO, c’est-a-dire qui vérifient
0 = tA? pour tout y € R; 'unique solution constante est donc la fonction y(x) = 0.
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Comme deux trajectoires ne s’'intersectent pas, toutes les autres solution ne s’annulent jamais. Soit donc y(x) # 0; on peut
alors écrire

2

(¢ 1 1 1 ¢
y()—t = ?dyztdt = fﬁdyzftdt = —;:E+C = yx)=-

y2(1)

2 , pour C € R.
Cette fonction n’est définie que si t2#-2C, donc

e si C > 0 alors y(t) est définie pour tout f € R,

* si C < 0alors y(t) est définie pour tout ¢ €] —oco; —v/—2C[ ou t €] — vV—2C;v/—=2C[ ou t €]vV/—2C; 0,

e si C =0 alors y(t) est définie pour tout ¢ €] —oo;0[ ou £ €]0; +00.
Comme yp = y(0) = —%, la solution du probléme de Cauchy est :

e lafonction y(f) =0 pour tout t € Rsi yp =0;
1

¢ lafonction y(#) = ——— pour t € Rsi yp <0;
D)
* la fonction y(1) = —— 1 — pour t € ]—, /%; \ /%[ si yo > 0 (c’est-a-dire I'intervalle plus large possible qui contient
7%
t=0).
# Exercice 3.4.4

Soit m € N*. Montrer que le probleme de CAUCHY

yl(t) — y2m/(2m+1)(t)y
{ y(0) =0,

admet une infinité de solutions de classe € (R). Pourquoi ne peut-on appliquer le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ?

Correction

La solution y(#) = 0 pour tout ¢ € R est une solution du probleme donnée.

Pour trouver une autre solution commencons par chercher toutes les autres solutions de 'EDO et on imposera ensuite la CI.
11 s’agit d'une EDO a variables séparables ainsi, si y(¢) # 0, on peut écrire formellement

fy—Zm/(2m+l)(t) dy:fl dr

d’ot1 la fonction

(t)_( f+c \@m+D
Y= 2m+
qui est solution de I'EDO y'(£) = y*™/ @™+ (4) pour tout ¢ € R. On vérifie alors aisément que, pour tout b € R*, les fonctions
@m+1)
t+b :
(2m+1) , sit<-b,
yu(1) =X 0, si—b<t<h,
_p \@m+D) )
(2m+1) , sit=b,

sont de classe €' (R) et sont solution du probléme de CAUCHY donné.
En effet, on ne peut pas appliquer le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ car la fonction ¢(t, y) = y>™/?m+1 p'est pas unifor-
mément lipschitzienne par rapport a y au voisinage de 0 car, pour tout y # 0 et pour tout L>0on a

2m/(2m+1)| — 2m/(2m+1) > L x |y|

lo(t,y)—@(t,0)| =y [yl

¢4 Exercice 3.4.5 (Datation au carbone 14)
Le carbone 14 est un isotope présent dans tout organisme vivant. Le nombre d’atomes de carbone 14 est constant tant
que l'organisme est en vie. A la mort de I'organisme, le nombre d’atomes décroit avec une vitesse proportionnelle au
nombre d’atomes. On note n(#) > 0 le nombre d’atomes au temps ¢, exprimé en années, apres la mort de 1'organisme.
Ce mécanisme se traduit par I'équation

n'(t) = —kn(t)

ol k est une constante positive.
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1. Trouver toutes les solutions de 'EDO.

2. Sachant qu'’il faut 5700 ans pour que la quantité de carbone 14 diminue de moitié dans un organisme mort,
calculer k.

3. Des ossements anciens récemment exhumés contiennent 9 fois moins de carbone 14 que des ossements
similaires d’aujourd’hui. Déterminer 1'age des ossements exhumés.

Correction
1. Il s’agit d’'une «<EDO du premier ordre a variables séparables». Si n(t) = c est solution alors 0 = —kc d’oti ¢ = 0 : I'unique
solution constante est la solution n(t) = 0 quelque soit t € R*.
Sin(t) #0, on peut écrire
n'( _
n(

d’ot1 la famille de solutions
n()=De ¥,  DeR".
On conclut que, quelque soit la condition initiale 7(0) = ng = 0, I'unique solution est n(¢) = noe”“ pour tout ¢ € R".
2. Puisque ny/2 = n(5700) = nge 2"’ k, on obtient k =1n2757%0 ~ 1.216 1074,

=kt on obtient = 5700122 ~ 18000 ans.

3. Puisque ny/9 = n(?) = nye In2

# Exercice 3.4.6
Deux produits chimiques présents dans une cuve avec une concentration de 1g/1 a I'instant ¢ = 0 interagissent et
produisent une substance dont la concentration est notée y(t) a I'instant £ = 0. On suppose que y(f) est régie par
I'équation différentielle
y'(t)=(1-y()*  pour tout £ =0.
1. Montrer que toute solution de 'EDO est une fonction croissante.
2. Chercher les solutions constantes de 'EDO.

3. Considérons la solution y telle que y(0) = 0. Montrer que 'on a 0 < y(#) < 1 pour tout ¢ > 0. (On admettra que les
graphes de deux solutions distinctes ne se coupent pas et on pourra s’aider d'un dessin.)

4. Considérons la solution y telle que y(0) = 0. Montrer que tliIP y(t) = ¢ existe. Puis, en admettant que tlilgl Y@=
— 400 —+00
0, déterminer #.

5. Calculerla solution lorsque y(0) = 0, lorsque y(0) = 1 etlorsque y(0) = 2. Dans chacun de ces cas établir I'intervalle
maximale d’existence.

Correction
1. Pour montrer qu'une fonction est croissante il suffit de montrer que sa dérivée est de signe positif. Si y est solution de

'EDOona
y'(t)=(1-y())*>=0  pourtoutt=0
car un carré est toujours positif. y est donc une fonction croissante.
2. On cherche les fonctions constantes solution de 'EDO. Si f(f) = ¢ est solution de 'EDO alors puisque f'(#) =0 on
obtient
0=(-0)?
soit ¢ = 1. La seule fonction constante solution de 'EDO est la fonction constante égale a 1.

3. Considéronsla solution y telle que y(0) = 0. Tout d’abord on a montré que la fonction y était croissante donc y(0) < y(¢)
pour tout ¢ = 0, par conséquent, puisque 0 < y(0), y(¢) = 0 pour tout ¢ = 0. Supposons qu'il existe un fy tel que y(fp) = 1,
alors le graphe de y qui relie continument les points (0, y(0)) et (fy, y(Z)) coupe nécessairement le graphe de f, i.e.
la droite d’équation y = 1. Ceci est impossible, car les graphes de deux solutions distinctes ne se coupent jamais. Il
n’existe donc pas de tj tel que y(#y) = 1, c’est-a-dire pour tout =0, y(#) < 1.

4. Considérons la solution y telle que y(0) = 0.
La fonction y est croissante et majorée par 1, elle admet donc une limite pour ¢ — +oo. On note tlir+n y()=¢.0n
—+00

suppose que tlir+n y'(t) = £. En passant a la limite dans 'EDO on obtient :
—+00

0=(1-20)>

soit £ =1.
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5. e Si y(0) =1 on sait que y(#) =1 pour tout ¢ > 0.
* Si y(0) = 0 on sait que la fonction y est croissante et rhIP ¥/ (1) = 1. En effet, il s’agit d’'une EDO a variables
—+00

séparables et on peut écrire
t+c—-1

r+c

jkl—yYQdyzt, ie. y()=

qui existe sur ] —oo; —c[ U ] — ¢; +oo[, d’ot1, en imposant y(0) = 0, la solution

r
H=—— Vt=0.
yo 1+¢

e Si y(0) = 2 on sait que la fonction y est croissante mais elle n’existe que pour 0 < <1 eton a

(1) = t—2
YW=
y

|
1)
2
1

— |

0 1 2 3 *

phi = @(t,y) (1-y)°2 ;
hold on;

yo = 1;

sol = @(t) t./t;

[tt, yyl = ode23 (phi, [0 4], [y0l );
plot(tt, yy, ’>*’,tt,sol(tt),’-’);

yoO = 0;

sol = @(t) t./(1+t);

[tt, yy]l = ode23 (phi, [0 4], [yOl );
plot(tt, yy, ’*’,tt,sol(tt),’-’);

yo = 2;

sol = @(t) (t-2)./(t-1);

[tt, yy]l = ode23 (phi, [0 0.75], [yO] );
plot(tt, yy, ’*’,tt,sol(tt),’-’);

hold off;

# Exercice 3.4.7 (Logistique)

Soit k et h deux constantes positives. Calculer p(t) pour ¢ > 0 solution du probléeme de Cauchy

p'(t) = kp(r) — hp? (1),
p(0) = po.

Ce modele, qui décrit I'évolution d’'une population de p individus a I'instant ¢, suppose que le taux de croissance du
nombre d’individus n’est pas constant mais diminue si la population augment (les ressources se réduisent).

Correction
On doit résoudre 'EDO a variables séparables

p'(0) = p(t)(k—hp(1)).

On cherche d’abord les solutions constantes, i.e. des fonctions p(#) = A:

k
0=A(k—hA) — A:OouA:E.
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On trouve ainsi deux solutions constantes :

k
p)=0 et p(t) = 5

Si on suppose que p(t) #0 et p(r) # %, I’EDO se réécrit comme

p'(0) .
pt)(k—hp()

dp /
— =] 1dt
fp(k—hp)

on doit alors calculer

ie.
T e
On obtient . o
Eln = hpl =(t+0C)
et en on déduit
Dekt
PO = ek

En imposant la condition initiale p(0) = pp on trouve la constante d’intégration D :

k—hpo £ _p
po

On conclut que toutes les solutions du probleme de Cauchy pour ¢ = 0 sont

0 si po =0,

k sk

pH)={ n SLPo = TR»
1 sinon.

1 _hlg-ktyh
(L-t)ekied

Remarquons que lim,_, o, p(f) = % : une population qui évolue a partir de py individus a I'instant initiale selon la loi
logistique tend a se stabiliser vers un nombre d’'individus d’environ k/h, ce qui représente la capacité de I'environnement.
D’autre part, déja en analysant 'EDO on aurait pu déduire que les solutions sont des fonctions strictement croissantes si

p(1) €]0, k/ h[, décroissantes si p(t) > k/h.

=

p(t) >

~

-'-'i:.:-.-----------
-

"

.

=~ I ==

O<po<z?t

=

o

# Exercice 3.4.8 («Urgence»)

On étudie la progression d'une maladie contagieuse dans une population donnée. On note x(#) la proportion des
personnes malades a I'instant # et y(¢) celle des personnes non atteintes. On a donc x(t) + y(¢) = 1 pour tout ¢ = 0. On
suppose que la vitesse de propagation de la maladie x(¢) est proportionnelle au produit x(#) y(¢) (ce qui signifie que la
maladie de propage par contact). Si on note I(¢) le nombre d’individus infectés a I'instant ¢ et I le nombre d’individus
total, il existe une constante k € R telle que I’ (¢) = kI(¢)(IT — I(¢)). Sila ville est isolée et compte 5000 individus dont
160 sont malades et 1200 le sont 7 jours apres, a partir de quel jour I'infection touchera 80% de la population? Et 100% ?

(© 2023-2024 G. FACCANONI

27



Chapitre 3. Calcul analytique de la solution de quelques EDOs d’ordre 1 Mis & jour le Dimanche 21 janvier 2024

Correction
On a le probleme de CAUCHY

I'(t) = kI(1)(5000—I(1)), (EDO)
1(0) = 160. (CDh
Vu la nature de la question on ne s’intéresse qu’aux solutions positive et que pour ¢ > 0.

1. Tout d’abord on observe qu’il y a deux solutions constantes de 'EDO : la fonction I(#) = 0 et la fonction () = 5000.

2. Pour chercher toutes les solutions non constantes on remarque qu'’il s’agit d'une EDO a variables séparables donc
formellement on a

I'(t
I'(1) = kI()(5000 — (1)) — S O N— —
1(1)(5000 — I(£))
dr 1
Y ra — f—d[zkfdt —
1(5000 — ) 1(5000 — )
f f ——dI=5000k f dr = In(I) +In(5000 — I) = 5000kt + ¢ —
5000 — I
I
—— =5000kt+ ¢ - E——— 5 PEO B
" 5000—1 5000 — I
o) = 5000 D 5000kt o — 5000
()= 1 1 Deb000ks = (0= De-5000k7 4 |

3. Lavaleur numérique de la constante d’intégration D est obtenue grace ala CI :

160 = 1(0) = —20 —  160= 2% —  p-_4 — (=220
T Ded+1 " 1+D T 121 441215000kt

4. Tlne reste qu’a établir la valeur numérique de la constante k grace a I'information sur le nombre d’individus infectés
apres 7 jours :

20000 1 363 20000
1200=1(7) = ——————— = k=——In— = ()= ————.
4+ 12135000k 35000 38 441216 2 In(5)

5. On cherche 7 tel que I(7) =80%I1 = % 4000 :

20000
4000 = ————
4+121e” 7 In(55)
douf= 5000 In(121) = 15 jours.
6. Avec ce modele t11r+n I(t) = 5000 mais I ne peut jamais atteindre exactement 100% de la population en un temps fini
—+00

(deux solution ne s’intersectent jamais).

I
5000
4000

1200 1

160
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19!

# Exercice 3.4.9
On note y(¢) le nombre de ménages vivant en France équipés d'un ordinateur (z est exprimé en années et y(f) en
millions de ménages). Le modele de VARHULST estime que sur la période 1980 — 2020, y(t) est solution de I'équation
différentielle

y' () =0,022y()(20 - y(1)).

1. Calculer toutes les solutions de I'équation différentielle.

28 (© 2023-2024 G. FACCANONI



Mis 3 jour le Dimanche 21 janvier 2024 3.4. Exercices

2. On pose t =0 en 1980 et on sait que y(0) = 0,01. Combien de ménages vivant en France seront équipés d'un
ordinateur en 20207

Correction
1. On doit résoudre 'EDO a variables séparables

¥ (£) =0,022y(£) (20 — y(1)).
On cherche d’abord les solutions constantes, i.e. des fonctions y(f) = A pour tout teR:
0=0,022A(20 - A) — A=0o0ouA=20.
On trouve ainsi deux solutions constantes :
y() =0 et y(1) = 20.

Si on suppose que y(t) #0 et y(t) # A, 'EDO se réécrit comme

!
y—(t) =0,022;
y(5) (20— y(1)

d
f—yzfo,ozzdt,
y(20-y)

on doit alors calculer

ie.
1 d 1
—(f—y—f—dy):fo,ozzdt.
20 v y—=20
On obtient »
In Y =0,44t+C pour tout C € R
ly —20]
et on en déduit 20
y) = pour tout D € R,.

1+20De~0441
2. Sit =0 correspond al’année 1980 et si y(0) = 0,01 alors

20

0,0l=—
1+20De~0:44x0

= D =1999

et la fonction qui estime le nombre de ménages en France équipés d'un ordinateur ¢ années apres 1980 est

20

f)=———.
yi) 1+1999e~0:44¢

Pour prévoir combien de ménages vivant en France seront équipés d'un ordinateur en 2020 il suffit de calculer y(40)

20

= 1519990 044x10 ~ 19-99-

y(40)

phi = @(t,y) 0.022*y*(20-y) ;

yO = 0.01;

sol = @(t) 20./(1+1999*exp(-0.44%t));
[tt, yyl = ode23 (phi, [0 401, [y0l );
plot(tt, yy, ’*’,tt,sol(tt),’-’);

501(40) % exacte en t=40
yy(end) 7 approchee en t=40

4 Exercice 3.4.10 (Modéle de GOMPERTZ)
Lorsqu'une nouvelle espéece s’'introduit dans un écosysteme, elle évolue d’abord lentement; son rythme de croissance
s’'accélere ensuite a mesure qu’elle s’adapte, puis ralentit quand la population devient trop importante compte tenu
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des ressources disponibles. Pour ce type d’évolution, on utilise le modele de GOMPERTZ suivant :
y'(t) = —y(O1In(y(1)).

Calculer toute les solutions de cette équation différentielle pour # > 0 (ne pas oublier les solutions constantes). La
population va-t-elle survivre ?

Correction
1. On doit résoudre I'EDO a variables séparables

y' (1) = —y(®) In(y(1)).
On cherche d’abord les solutions constantes, i.e. des fonctions y(#) = Apour tout reR:
0= Aln(A) — A=1.

On trouve ainsi une solution constante :

y()=1.
Si on suppose que y(t) # 1, 'EDO se réécrit comme
Y@ B
yOny@)

on doit alors calculer

f dy :f—ldt.
yIn(y)

In|In(y()|=-t+C pour tout C € R

On obtient?
et on en déduit »
y(t) = eP® pour tout D € R.

2. Si y(0) > 1 alors y'(£) < 0 (la population décroit); si 0 < y(0) < 1 alors y'(£) > 0 (la population croit) ; comme y(t) =1 est
solution et comme deux solutions ne peuvent pas se croiser, sans faire de calcul on voit que lorsque ¢ tend vers 'infini,
la population tend vers la valeur d’équilibre y(#) = 1 quelque soit le nombre d’individus a I'instant initial.

3.4.2. EDO d’ordre 1 linéaire
¢4 Exercice 3.4.11

Résoudre I'équation différentielle

(x+1)y' (x) + y(x) = (x+ 1) sin(x)

sur des intervalles a préciser.

Correction
L'équation différentielle est linéaire du premier ordre. On la résout sur un intervalle ot le coefficient de )’ (x) n’est pas nul,
soit sur I; =] —oo; —1[ ou sur I, =] — 1;+o0[. Sur chaque intervalle I; ou I», 'équation s’écrit

[(x+Dyw)] = (x+1)sin(x).

En intégrant par parties, on obtient (attention, la constante dépend de 'intervalle)
(x+Dyx) = f(x+ 1)sin(x) dx = —(x + 1) cos(x) + sin(x) + C.

La solution générale sur I;, ou sur I, est donc

y(x) = —cos(x) + % avec C e R.

2. fﬁ(x) dx:f%dz:ln|z|+c:ln|ln(x)|+C
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# Exercice 3.4.12
Résoudre le probleme de Cauchy

y(0)=1.

{ Y () + Bx% +1)y(x) = x?e™%,

Correction
Onaa(x)=1,b(x)=3x*+1et g(x) = x’¢™*, donc pour xe Ron a
_ o 3x°+1 g,
o A) = [EH dx=x3+1x,

3

© B(x) = [ £ AW dy = [ xZe® dy= 1/3x%e® de=1[e"@u/(x) dx= Lo = ¢,

Toutes les solutions de 'EDO sont donc les fonctions y(x) =

C+ %) e ¥ % pour CeR.
On cherche parmi ces solutions celle qui vérifie y(0) = 1; comme y(0) = C + %, I'unique solution du probleme de CAUCHY

)Ca K
donné est la fonction y(x) = (% + %) e,

¢ Exercice 3.4.13

Résoudre le probleme de Cauchy
¥y '(x) + (3x -Dyx) = x2e* ,
y(0) = -

Correction
Onaa(x) =1, b(x) =3x%>—1et g(x) = x*¢*, donc pour xe Ron a

. A(x):fg’XZT_ldxzxg—x,
. B(x)=f¢eA(’”dx:fx2ex3dx:%

Toutes les solutions de I'EDO sont donc les fonctions y(x) =

13
C+%) - ** pour CeR.

On cherche parmi ces solutions celle qui vérifie y(0) = —1; comme y(0) = C + g, I'unique solution du probleme de CAUCHY

3 3
donné est la fonction y(x) = (—% + %) e vty

¢ Exercice 3.4.14

Résoudre le probleme de Cauchy
/ 1 _ (x=2)?
{y O+ =y =5

y(0) =1.
Correction
Onaa(x)=1, b(x) = —yetglx) = (x 2) . b est défini pour x # 1 et comme on cherche un solution qui passe par le point
(0,1), nous allons chercher une solutlon que pour x<1.0na
¢ Ax) = [ dx=In(1-x),

_ 73
* B =f%e’*“” de= - [(r-2)? de = &2,
Toutes les solutions de I'EDO pour x < 1 s’écrivent y(x) = (C + (x;2)3) ﬁ pour C € R. On cherche parmi ces solutions

celle qui vérifie y(0) = 1; comme y(0) = -C+ g, I'unique solution du probléme de CAUCHY donné est la fonction y(x) =

5, x=2%)_1_
(3+ 3 )x—l'

¢ Exercice 3.4.15

Résoudre le probleme de Cauchy
Y (X) + @x3+5)y(x) = x3e7>%,
y(0) =1.
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Correction
Onaa(x)=1,b(x)=4x>+5et g(x) =x3¢7>*.Ona
4

o A(x)= [4x®+5dx=x*+5x,

e B(x) = [x3e¥eAW dx = —fxgex4 dx = %.
Toutes les solutions de 'EDO sont donc les fonctions y(x) = (C - %) g X' ~5x pour C € R.
On cherche parmi ces solutions celle qui vérifie y(0) = 1; comme y(0) = C+ i, I'unique solution du probleme de CAUCHY

. . ) el
donné est la fonction y(x) = % + "’T) e % 5%,

¢ Exercice 3.4.16

Déterminer la solution du probleme de Cauchy

¥ (x) —2xy(x) = 2x,
y)=0.

Correction
LEDO est linéaire mais aussi a variables séparables :
Linéaire : a(x) =1, b(x) =-2x, g(x) =2x,

o Ax) = 2D 4y = [—2xdx=—x2

a(x)

2 2
* B(x) =f%e’“x) de= [2xe™ dx=-e",
yx) = ce® —e e = e 1;

VS : y/'(x) =2x(1+ y(x)) donc soit y(x) = —1 pour tout x € R soit y(x) # —1 pour tout x € R et on peut calculer [ ﬁ dy =
J2x dx ce qui donne y(x) = ce —1.

Prise en compte de la condition initiale : 0 = y(1) = ce—1 ainsic=1/e et y(x) = el

¢4 Exercice 3.4.17

Etablir s'il existe des solutions de ¥ (x) = —2y(x) + e™2x qui ont dérivée nulle en x = 0.

Correction
Onaa(x)=1,b(x)=2etg(x)=e>*.Ona
e A(x)=f2dx=2x,
e B(x)=[e?*eAW dx= [1dx=x.
Toutes les solutions de 'EDO sont donc les fonctions y(x) = (C+ x)e™* pour C € R.
On cherche si parmi ces solutions il en existe qui vérifient y'(0) = 0; comme y'(x) = (1 -2C —2x)e >* et y'(0) = 1 - 2C,
l'unique solution de I'EDO qui a dérivée nulle en x = 0 est la fonction y(x) = (% +x)e 2%,

—2x

4 Exercice 3.4.18

Ftablir s'il existe des solutions de ¥ (x) = —2xy(x) + x.

Correction

Ona a(x) =1, b(x) =2x et g(x) = x. La solution de cette EDO est du type y(x) = yr(x) + yp(x) out yg(x) est la famille de
solutions de 'EDO homogene y'(x) = —2xy(x) et yp(x) est une solution particuliere de 'EDO compleéte y'(x) = =2xy(x) + x.
On a yy(x) = Ce~4™ et, par exemple, on cherche yp sous la forme yp(x) = K(x)e 4™ avec

o A(x) = [ 29 4y = [2xdx = x?,

a(x)

o B(x) = [8W AW dy = [xeAW dx = [ xe* dx = %exz,

a(x)

: y . -
donc toutes les solutions de 'EDO sont les fonctions y(x) = Ce™ + % pour C e R.
Notons qu'’il n'est méme pas nécessaire de calculer B(x); en effet, il suffit de trouver une solution particuliére évidente, par
exemple une solution constante. Si y(x) = a pour tout x est une solution de 'EDO compleéte, alors 0 = —2xa + x, i.e. a = 1/2.

On pose alors yp(x) =1/2etona y(x) = yg(x) + yp(x) = Ce ™ + %2.
Toutes les solutions de 'EDO sont donc les fonctions y(x) = Ce™ + % pour CeR.
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¢ Exercice 3.4.19

Dans un circuit électrique de type résistance-inductance, le courant I évolue avec le temps selon
I'n+ RI(t) Y
L L

ol R, L et V sont des constantes associées aux composantes électriques. Résolvez I'équation différentielle. La solution
I tend-elle vers une limite finie?

Correction
On a une EDO linéaire d’ordre 1 avec a(t) =1, b(t) = % etg() = % Donc

« A= [Rdr=1Ey
R R R
e B)=[FelVdr=Y fer'dr=YL [Rem1ldr=Fel!,

R
donc toutes les solutions de 'EDO sont les fonctions (1) = ae™ ¥ + B()e™ 4 =ae L'+ ¥ pour a € Ret I(1) — %
—+00

4 Exercice 3.4.20 («Les experts - Toulon»)

Le corps de la victime a été trouvé sur le lieu du crime a 2H20 de nuit. Aprés une demi-heure la température du corps
est de 15°C. Quand a eu lieu '’homicide si a I'heure de la découverte la température du corps est de 20°C et si la
température externe est de —5°C?

Correction
La loi de Newton affirme qu'il existe une constante y < 0 telle que la température du corps suit 'EDO

T'(1) = y(T (1) = Texy)-

On commence par calculer toutes les solutions de 'EDO. Etant une équation différentielle du premier ordre, la famille de
solutions dépendra d'une constante D qu’on fixera en utilisant la CI.
Si on réécrit 'EDO sous la forme T'(t) — yT(t) = —y Text, on @ une EDO linéaire d’ordre 1 avec a(t) = 1, b(t) = —y et
g(t) = —yText. Donc

e A(t) = [—ydt=—yt,

* B(1)= f_YTexteAm dr = Textf_ye_yt dr = Texte_yt;
donc toutes les solutions de 'EDO sont les fonctions T(t) = De?’ + Tey pour D € R.
La valeur numérique de la constante d’'intégration D est obtenue graceala Cl: Tp = T'(0) = Tex¢ + De?% donc D = Ty — Tex.
Ici Text = —5°C et Tp = 20°C donc la température du cadavre suit la loi

T(t) = —-5+25¢"".

On sait que 15 = T(30) = —5+25e3" d’'ot1 y = 111(34%' La température du corps suit donc la loi

In(4/5)

T(t)=—-5+25¢ 30 I,

Pour déterminer '’heure du meurtre il faut donc résoudre I'équation

In(4/5)

37=-5+25¢ % !

d’ott t =30 lrl‘r(ﬁig;—’) ~ —69,7 minutes, c’est-a-dire a 1H10 de la nuit.
. T (°C)
crime
K 0°€
— ol décquverte
\\ S du cadavre apres 30
B minutes
U C
— ’/\
160°€
19°€ -
10 30 ! (minutes)

-70 -30 -30 - 10
1H10 1H30 1H50 2H10 2H30 2H50
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# Exercice 3.4.21 («Un giteau presque parfait»)
Un gateau est sorti du four a 17H00 quand il est bralant (100°C). Aprés 10 minutes sa température est de 80°C et de
65°C a 17H20. Déterminer la température de la cuisine.

Correction
La loi de Newton affirme qu'il existe une constante y < 0 telle que la température du gateau suit 'EDO

T'(8) = Y(T(1) = Texy)-

On commence par calculer toutes les solutions de 'EDO. Etant une équation différentielle du premier ordre, la famille de
solutions dépendra d'une constante D qu’on fixera en utilisant la CI.
Si on réécrit I'EDO sous la forme T'(t) = yT(t) = —y Text, on a une EDO linéaire d’ordre 1 avec a(t) = 1, b(t) = —y et
g(1) = =y Text- On pose

e A(D) = [—ydr=—yt,

o B() = [~y Texte™ dt = Texe [—ye ™ dt = Texce™",
donc toutes les solutions de 'EDO sont les fonctions T(£) = De¥! + Tey pour D € R.
La valeur numérique de la constante d’intégration D est obtenue grace ala CI:

To=T(0) = Texc + De?® == D =Ty — Text - T (1) = Text + (To — Text)ew-
Ici I'inconnue est Tex. On sait que T(t = 0) = 100°C et T (°C) T(0) =100°C
T(t =10) =80°C et T(t = 20) = 65°C. Il s’agit donc de ré-
soudre le systeme de trois équations en les trois inconnues 100°€
Y! D’ Text :
100 = Tor b 90°6 L0y =80°C
80 = Tey +De'",
65 = Tex+De?. 80°C
La premieére équation se réécrit D = 100 — Tey, la seconde T(20) = 65°C
équation se réécrit el0K — % = 18000+TTK’ la troisieme 70°€
Q20K _ 65~ Tex _ 65-Tew oo . - \<
D 100— Tox
80 — Text 10K e’k 65— Text 60"€ \
—_— =" —
100 — Tyt el0K 80 — Texe N
50°€ \
d'olt (80 — Tex)” = (65 — Text) (100 — Tex), ainsi Texe =
85x100-80" — 20. La cuisine est donc a 20°C et, plus générale- 0e
ment, la température du gateau évolue selon la loi - 10 20 30 ! (minutes)

In(3/4)

T(t)=20+80e 10 I,

¢ Exercice 3.4.22
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On consideére un réservoir de capacité 5000 L rempli d'une solution

sel/eau parfaitement mélangée contenant 20 kg de sel. Un mélange qui f’; g §
contient 0.03 kg de sel par litre d’eau entre dans le réservoir aun débit | & il
de 25 Lmin"!. La solution est maintenue bien mélangés. Si y(t) désigne °§ § §
la quantité (en kilos) de sel dissoute dans le réservoir a 'instant ¢, y'(f) - Z g
représente le taux de variation de la quantité de sel, i.e. la différence s
entre le taux auquel le sel entre et le taux auquel il en sort. UE.

1. Apres avoir calculé les taux auxquels le sel entre et sort du réser-
voir, montrer que cette situation est décrite par le probleme de

|

Cauchy
Ieey — () Sel : y(1) kg, y(0) = 20kg
y(®)=0.75- 200’ Taux : y'(¢) kgmin~! Débit : 25 Lmin~!
y(O) =20. Capacité : 5000 L Concentration : %kgL’1

q . x(@® -1
Concentration : 5555 kgL 1

Taux :? kgmin~
2. Calculer 'unique solutions de ce probléeme.

3. Combien de sel reste dans le réservoir apres une demi-heure ?

Correction
1. Le taux auquel le sel entre est (0.03 kg) (25 Lmin1)=0.75 kgmin’l. Comme le réservoir contient constamment 5000 L
de liquide, la concentration est égale a y(#)/5000 (exprimée en kgL.™!). Le débit du mélange qui sort est alors de
25Lmin~!, donc le taux auquel le sel sort est (%kgL‘l) (25Lmin~1)= %kg min~L. L'équation différentielle qui décrit
cette variation s’écrit alors
y(@)

"(£) =0.75 - —
y 200

2. On aune EDO linéaire d’ordre 1 avec a(t) = 1, b(¢) = 1/200, g(¢) = 0.75. On pose

« A= 28 dr= [k de= 5k,

o B()=[£3e40 dr=0.75 [ €!'2% dr = 150e"/2,

donc toutes les solutions de 'EDO sont les fonctions y(#) = Ee~*?%° + 150 pour E € R.

La valeur numérique de la constante d’intégration E est obtenue grace ala CI: 20 = y(0) = E+ 150 donc E = —130 et
I'unique solution du probléme de CAUCHY est

y() = 150 — 130e 1200,

3. Reste a calculer la quantité de sel aprées 30 minutes : y(30) = 150 — 130e~3/? ~ 38.1kg.

# Exercice 3.4.23

Lair d’'un garage de 3m x 5m x 2m est initialement chargée de 0.001% de monoxyde de carbone (CO). A I'instant ¢ = 0,
on fait tourner un moteur et des fumées toxiques contenant 5% de CO se dégagent de la piece a raison de 3 litres par
minute. Heureusement, l'air de la piece est éliminée a la méme vitesse de 3 Lmin~!. On note v(#) le volume de CO
présent dans la piece au temps ¢.

1. En supposant que le mélange se fait instantanément, montrer que cette situation est décrite par le probleme de
Cauchy

V'(#) =0.15- {28
v(0) =0.3.

2. Déterminer le volume v(t) de CO présent dans la piece au temps ¢. Calculer vers quelle valeur limite v(¢) tend
lorsque ¢ tend vers l'infini.

3. Le seuil critique pour la santé est de 0.015% de CO. Aprés combien de temps ce taux est-il atteint?
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Débit : 3Lmin~!
. Concentration : 5%
) S qmpi*s Taux:? Lmin~! l
CO:v(A L, v(0) =t Débit : 3Lmin~!
Taux : v/(1) Lmin™! Concentration : v(e)
Capacité : 3m x5m x 2m = 30000L — " 30000
Concentration : 20 — Taux :? Lmin~!
30000
Correction
1. Le taux de CO produit par minute est 0.05 x 3Lmin~! = 0.15Lmin"'. Le débit de I'air qui sort est de 3 Lmin~!, donc le
taux auquel le CO sort est 338[0)0 x3Lmin~! = 135}20 Lmin~!. Léquation différentielle qui décrit cette variation s'écrit
alors
/ v(1)
v' () =0.15—- .
10000

Alinstant ¢ = 0 le volume de CO présent dans le garage est 0.001% x 30000L = 0.3 L.
2. Onaune EDO linéaire d’ordre 1 avec a(#) =1, b(t) =1/10000, g(#) = 0.15. On pose

b s 1 _ 1
* A0 = [ Gy At = [ 15555 9 = 15000 0>

e B(f) = I%emn dr = 0'15‘/‘6[/10000 dt = 1500e!/10000,

donc toutes les solutions de I'EDO sont les fonctions v(t) = Ee~ /10900 4 1500 pour E € R.

La valeur numérique de la constante d’intégration E est obtenue grace ala CI: 0.3 = v(0) = E+ 1500 donc E =
—(1500 - 0.3). Lunique solution du probleme de CAUCHY est donc

v(t) = 1500 — (1500 — 0.3) ¢~ 1/10000 —— 1500,

—+00

3. Reste a calculer aprés combien de minutes le taux de CO atteint 0.015% : 0.00015 = 1500 — (1500 — 0.3) e~ /10000 ggj

£=100001n (1233=32) =~ 28.04 min.

& Exercice 3.4.24 (Un escargot sur un élastique)

Un escargot avance d'un metre par jour sur un élastique d'un kilomeétre de long. Mais I’élastique s’étire d'un kilometre
par jour. L'escargot arrivera-t-elle au bout de I'élastique ?

Source : http://allken-bernard.org/pierre/weblog/?p=209

Correction
On note L(#) lalongueur de I'élastique a I'instant ¢ et £(¢) la distance parcourue par I'escargot a I'instant ¢. Pour les unités de
mesure, on convient qu'une unité de temps correspond a un jour et les longueurs sont mesurées en metres. On a L(0) = 1000,
£(0) =0 et il s’agit de voir si ¢(¢) = L(#) pour un certain .
Pour tout t =0,

L(¢) =1000¢+ 1000

et on peut définir y(¢) la fraction de I'élastique parcourue par I'escargot a I'instant ¢ :

(1)
y(t)=— Vt=0.
L(t)
La vitesse ¢’ de I'escargot par rapport a I'extrémité fixe de I'élastique est la somme de deux vitesses : la vitesse de 'escargot
sur I'élastique, soit 1 métre par jour, et la vitesse du point de 1'élastique ou se trouve I’escargot (on peut faire I’hypothése que
cette vitesse est proportionnelle a I’abscisse de I'escargot) :

O =1+yn)L'(®) VYr=0,
donc
RACK
LD

! / !
Lo _loyolm Lo _ 1y,

L L L(H L

y' (1) y(1)
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Puisque y(0) = 0, on en conclut que

0 ft 1 d L f[ ! d ! n(1 + 1))} L In(1+ 1)
= —dT = T = n T =—-InN
I= T T 1000)y 14707 1000 0~ 7000

1000¢ + 1000
() =yOL(t) = ————In(1+H)=10+0)In1+¢) Ve=0.
1000

Lescargot touchera I'extrémité mobile de I'élastique lorsque ¢ () = L(#), c’est-a-dire a I'instant tf= 21000 _ 1 ~1.97x10%3
jours = 5.397 x 103! années (ce qui correspond a = 3.9 x 10*?! fois I'age de 'univers).

En étudiant la fonction ¢ — d(t) = L(t) — £(1), on trouve que cette distance est maximale® a I'instant #y = €99 — 1; apres cet
instant I’escargot commence a se rapprocher de I'extrémité de I'élastique pour en arriver au but a I'instant ¢y = el%0_1 A
I'instant fy I'escargot se déplace a une vitesse de 1000 kilometre par jour et a parcouru y(fy) = 99.9% de I'élastique, elle a
parcouru 99.9% de I'élastique mais elle n’a jamais été aussi loin de son but!

et donc

¢ Exercice 3.4.25

Trouver la solution des problemes de CAUCHY suivants :

m | YO+ am =0 te]o] o | 7O+ =2c0s(0, re]oi
y == y=1%
Correction

(1) 1.1. Calculde la solution générale de 'EDO.

Considérons sur |0; 5 [ 'équation différentielle y' (1) + ()

tan(7)

=0. Il s’agit d'une EDO linéaire homogene avec a(t) =1

et b(t) = m Lapplication

b: ]O;%[—»R
1
t_)tan(t)

est continue et strictement positive sur |0; z [. On calcule donc A(7) = [ % di=f ﬁ de=J g?rf((tt)) df = In(sin(?)).
La solution générale de 'EDO est donc I'application

y: ]0;%[—%]2{

o K
o~ InGsin(0) _ avec k € R.

= yu(t)=x sin(?)

1.2. Calcul de la solution du probléme de CAUCHY.
Il'y a une unique solution qui prend la valeur 7/4 en 1. Il s’agit de I'application

/4
msin(1)
4sin(t)

(2) 2.1. Calculde la solution générale de 'EDO.
Nous avons déja calculé la solution générale de I'équation homogene associée. Par ailleurs, on vérifie aisément que

yp: ]O;%[—»[R
t— sin(?)

est une solution particuliere de 'EDO complete puisque

YACE: J;Pm —cos(n) + 20 _ 5 os(n), VIE]O;g[.

tan(t) tan(r)

3.d'(6)=999-In(1+1)
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Si on n’a pas trouvé directement une solution particuliere, on peut utiliser la méthode classique : on a g(t) =
2cos(t) et on calcule B(1) = [ &5 gm e dt = 2 [ cos (1)) dr = 2 [ cos(#) sin(#) dt = sin?(£) donc une solution
particuliere de 'EDO est

T
yp: ]O;E[—%R
t— B(H)e Y =sin(r)

On en déduit que la solution générale de 'EDO complete est 'application

y:]O;g[—»IR{

t—ya)+yp(t) = +sin(t) aveck € R.

K
sin(t)
2.2. Calcul de la solution du probléme de CAUCHY.
Il y a une unique solution qui prend la valeur /4 en 1. Il s’agit de 'application
/4

sin(1)
sin(7)

+sin(1).

- (%—sin(l))

# Exercice 3.4.26
Déterminer la solution générale de 'EDO 3y/(¢) + 12y(¢) = 4 apres avoir indiqué sur quelle intervalle la solution est
définie.

Correction
Léquation 3y'(t) + 12y(t) = 4 admet pour solution générale I'application

V:R—R

4 aveck €R.

1
[— —+Ke
3
En effet, il s’agit d'une EDO linéaire d’ordre 1 avec a(?) =3, b(t) =12, g(¢) =4. On pose

o A(f)= [ YD dr = [adr=a4t,

a(t)

t
« B(t)=[EBeM0 dr=[het dr= e,

donc toutes les solutions de 'EDO sont les fonctions y(#) = ke A0 + B(e AW =ge 4 4+ 1 e le™ pour K € R.

# Exercice 3.4.27
Déterminer la solution générale de 'EDO y' () + y(1) = e3! aprés avoir indiqué sur quelle intervalle la solution est
définie.

Correction
Léquation y'(£) + y(t) = €3’ admet pour solution générale I'application

y:R—R

t

L 3 -
t»—»Ze +xe avec x € R.

En effet, il s’agit d'une EDO linéaire d’ordre 1 avec a(t) =1, b(t) =1, g(¢) = e . On pose

o A(t):fZEg dt=f1dr=1t,

* B(t)= fig; A dr = [eSle' dr = [ dr = et

donc toutes les solutions de 'EDO sont les fonctions y(t) = ke A0 L B(e A =ge T+ 1 e‘”e‘t pour x € R.
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# Exercice 3.4.28
Déterminer la solution générale de 'EDO y' () + tan(#) y(¢) =
est définie.

Cosm apres avoir indiqué sur quelle intervalle la solution

Correction

L'équation y' (1) + tan(f) y(t) = admet pour solution générale I'application

cos(t)

T T
Vi |-z +xm—-—+xn| =R
2 2
t— sin(t) + Cx cos(1) avec Cy € R.
Cx désignant une constante réelle différente sur chacun des intervalles. En effet :
1. LEDO est déja écrite sous forme normalisée, i.e. a(t) = 1. Considérons les applications suivantes :

b:R—R g:R—R

t— tan(?) [ o

Elles ne sont définies que pour t # 4 +«7, k € Z et sont continues sur chacun des intervalles | -5 + ;5 + k7.

2. Calcul de la solution générale sur | -5 +xm; 5 +xn|.
On pose

o A(f) = [2D dqr = ftan(r) d = [ 38D dr = —In|cos(1)],

a(t) cos(1)

t
* B =[Eg5el? di= [ b de=tan(n),

donc toutes les solutions de 'EDO sont les fonctions
b4 b4
y: ]——+KTL’;—+K7‘[[ —R
2 2

t— CKefAm + B(t)efAm = Cy cos(t) +sin(t) avec Cy € R.

¢4 Exercice 3.4.29 "

t+
Déterminer la solution générale de 'EDO y'(t) + — y(t) ¢ — apres avoir indiqué sur quelle intervalle la solution est
définie.

Correction
I3
Léquation y' (1) + % y() = ‘;—2 admet pour solution générale I'application

y:R* >R
el et
ﬁ+Kl7 sit<0 avec k1 € R,
L= t —t
e e .
ﬁ+K27 sit>0 avec k2 € R.

k1,2 désignant une constante réelle différente sur chacun des deux intervalles. En effet :

1. LEDO est déja écrite sous forme normalisée. Considérons les applications suivantes :

b:R—R g:R—R
r+2 e’

f— — f— —

t 12

Elles ne sont définies que pour ¢ # 0 et sont continues sur chacun des intervalles ] —oo; 0] et ]0; +oo.

2. Calcul de la solution générale de l'équation homogeéne y' (1) + 2= ”2 y@) =
Formellement on peut écrire

Y@
(1)

2 1 2
=—1—; = [—dy:[—l—;dt = In|yl|=—-t-2In|t|+Cavec CeR.
y
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Ainsi, la solution générale de I'équation homogene est I'application

yu:R* =R
et
Kl? sitr<0 aveck] €R,
[ —
—t
e .
K27 sit>0 avec k2 € R.

3. Calcul d’'une solution particuliere de 'EDO y'(1) + tLtz y(1) = i—:

On vérifie aisément que la fonction
yp: R* - R
~t

t——

22
est une solution particuliere de 'EDO. Si cette solution ne vous parait pas évidente, il est bien entendu possible de
déterminer une solution particuliere en utilisant la méthode de la variation de la constante.

4 Exercice 3.4.30 N
Déterminer la solution générale de 'EDO y'(¢) + y(t) = eltet apres avoir indiqué sur quelle intervalle la solution est
el+e

définie.
Correction L
L'équation y'(1) + y(t) = ll_fe*t admet pour solution générale I'application

y:R—R
t—e 'lne’+e ") +xe !  aveckeR.

En effet:

1. Calcul de la solution générale de I'équation homogeéne y'(t) + y(t) = 0.
Toute solution non nulle est de la forme

yH:R—R
r—xe ! aveck€eR.
) . ETY , , _ 1-e2t
2. Calcul.d u.ne solution particuliere de 'EDO y'(¢) + y(¢#) = Tt
Lapplication
g:R—R
1—e72t
{— m = e_[tanh(t)

est continue sur R. En utilisant la méthode de variation de la constante, on cherche une solution particuliere sous la
forme yp(t) = K(t) yu(2) |1<:1 ol K: R — R est une application inconnue dérivable sur R. On a, pour tout ¢ € R,

yp(t)=K(ne™"
yp() =K' (e ' =K(t)e™"

Puisque yp est supposée étre une solution particuliere de 'EDO, on doit avoir pour tout ¢ € R,

12t
y}(t) +yp(t) = pramper
autrement dit la fonction K doit vérifier
f—et sinh(7)

K =2"C_ _tanh(s) =
el +et cosh(?)

ce qui impose K(#) = In(cosh(#)) + C =In(e’ + e ) —In(2) + C, C € R. Puisqu’on est intéressé par une seule solution
particuliere, on peut choisir C =In(2). On a alors

yp:R—R

t—e fne +e b
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# Exercice 3.4.31
Déterminer la solution générale de 'EDO ty' (1) + 3¢+ 1) y(2) = e 3t apres avoir indiqué sur quelle intervalle la solution
est définie.

Correction _3{
Ftudions d’abord 'EDO normalisée Y+ 3%“ y(t) = "T qui doit étre considérée sur ] —oo; 0[ et sur ]0; +ool.
1. Etude sur]—oo;0].
e Calcul de la solution générale de I’équation homogene y'(r) + @y(t) =0 pour t €] —o0;0][.
Lapplication
Ari]l—o00;0[— R
3t+1 1
r— =3+-
t t

est continue et strictement positive sur | —oo; 0[. Formellement on peut alors écrire

"(t 1 1 1
J/—()=—3+— = f—dyzf—3+—dt = In|y|=-3t+In(-1)+Cavec CeR.
y(1) t y t

La solution générale de I'équation homogeéne est donc 'application

yu:1-00,0[—R
K
[ _le—St

; avec k1 € R.

e Calcul d’une solution particuliere de 'EDO y'(¢) + %y(t) -t pour ¢ €] —o0;0[.

t
On vérifie aisément que
yp:]—00;0[— R
fs @3t

est une solution particuliere de 'EDO puisque

3t+1 1 1
yp(0) + yp(t) =-3e 3 + (3 + ;) e 3= ;e*“, V€] —o0;0[.

Si cette solution ne vous parait pas évidente, il est bien entendu possible de déterminer une solution particuliére
en utilisant la méthode de la variation de la constante.

e Conclusion sur | —oo;0][.
On en déduit que la solution générale de 'EDO sur | —oo; 0[ est 'application

yi]—00;0[—R

l‘*—’yH(t)+J/p(t)=(K—tl+l)e_3t avec k1 € R.

2. Etude sur ]0; +ool.

e Calcul de la solution générale de I’équation homogene y' (1) + 3l—:1 y(t) =0 pour ¢ €]0; +ool.
Lapplication
A ]0;+o00[— R
3t+1 1
r— =3+-
t t

est continue et strictement positive sur ]0; +oo[. Formellement on peut alors écrire

"(t 1 1 1
y_():_3+_ = f—dy:f—3+—dt = Inly|=-3t+In(t) + C avec CeR.
(1) t v t

La solution générale de I'équation homogene est donc I'application

yH:10;+oo[ — R

K2 _
—=e3  avecky eR.

[ —
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e Calcul d’'une solution particuliere de 'EDO y'(1) + %y(t) = L;[ pour ¢ €]0; +oo].

On vérifie aisément que
yp:10;+oo[ — R
o @31
est une solution particuliere de 'EDO puisque

+1
t

3t 1 1
V(1) + yp()=—-3e>" + (3 + ;) e 3 = ;e‘“,we]o; +ool.

Si cette solution ne vous parait pas évidente, il est bien entendu possible de déterminer une solution particuliere
en utilisant la méthode de la variation de la constante.

¢ Conclusion sur ]0; +ool.
On en déduit que la solution générale de 'EDO sur ]0; +oo[ est 'application
y:10;+oo[ — R

t’-’}’H(t)+yp(t)=(K—f+1)e_3’ avec k2 € R.

3. Etude surR.
La limite de la solution générale pour £ — 0™ n'est bornée que si x; = 0. De méme, la limite de la solution générale
pour t — 0" n’est bornée que si x» = 0. Par conséquente, si une solution générale de 'EDO existe pour tout € R, ce ne
peut étre que I'application
¢:R—R
t— e,
Cette application est continue et dérivable sur R et
lim (t¢'(£) + Bt + D) =lime 3" =1
t—0* —0

donc ¢ est bien solution de 'EDO sur R. C’est donc I'unique solution de 'EDO sur R.

# Exercice 3.4.32
Déterminer la solution générale de 'EDO 2¢(¢ + 1)y (£) + (¢ + 1) y(£) = 1 apres avoir indiqué sur quelle intervalle la
solution est définie.

Correction
Etudions d’abord 'EDO normalisée y' (1) + 5. y(1) = m qui doit étre considérée sur | —oo; —1[, sur ] — 1;0[ et sur ]0; +ool.

1. Etude sur]—oo;—1].

e Calcul de la solution générale de I’équation homogene y'(¢) + 2% y(t) =0 pour t €] —oo; —1[.
Lapplication

b1:]1—o00;—1[— R

t— —

2t

est continue et strictement négative sur | —oo; —1[. Formellement on peut alors écrire

y’(t)__l = fld —f—ldt — Inlyl=-In(vV-t)+CavecCeER
y( 2t y YT o = '
La solution générale de I'équation homogene est donc 'application

ya:]—oo—-1[—R

K1
[— — avec ki € R.
-t

e Calcul d’'une solution particuliere de 'EDO y' (1) + % y) = m pour t €] —oo; —1[.
LEDO ne semble pas posséder de solution évidente. On a donc recours a la méthode de la variation de la
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constante pour en déterminer une. On cherche une solution particuliere sous la forme yp () = K(#) yy(?) |K1:1
ol K: ] —oo; —1[— R est une application inconnue dérivable sur | —oco; —1[. On a, pour tout ¢ €] —oo; -1,

K(1) -1/2
)= ——==(-0"Y2K(¢
yp(n=—= =07 K0
K'(t)_ K(1)

!
y»p)=—"—=-—F
—t 2 (_ t)3
Puisque yp est supposée étre une solution particuliere de 'EDO, on doit avoir pour tout t €] —oo; —1],

ye() 1
2t 2t(t+1)

yp(0)+

autrement dit la fonction K doit vérifier
K'(t) K(1) N K@) 1
V-t 2y/(=p3 2tV-t 2t(t+1)°

On doit donc avoir, pour tout ¢ €] —oo; —1],

1
K'(t)=-——
2v—-t(t+1)
ce qui impose K () = %ln(gj
choisit généralement C = O. On a alors

) + C, C € R. Puisqu’on est intéressé par une seule solution particuliere, on

yp:l—oo—-1[—R

——

e Conclusion sur ] —oo; —1[.
On en déduit que la solution générale de 'EDO sur ] —oo; —1[ est 'application

y:l-o00—-1[—R

t—yg)+yp(t) =

KL 1 1n(\/—_t+1
V=t 2v-t \V=t-1

) avec k1 € R.

2. Ftude sur]—1;0].

e Calcul de la solution générale de I'équation homogene y' (1) + % y(t) =0pour €] - 1;0[.
Lapplication

by:1-1,0[—R
1

t— —

2t

est continue et strictement négative sur | — 1;0[. Formellement on peut alors écrire

y’(t) 1 /1 f 1
B yYT) T In|yl=-In(v- R.
y(0) 20 ydy 21 d = Inlyl n(v-t)+CavecCe

La solution générale de I'équation homogene est donc I'application
yu:1-LO[—R
t K2 eR
—_— avec k» € R.
V=t
e Calcul d’une solution particuliere de 'EDO y' (1) + 2%y(z‘) = m pour ¢ €] —1;0[.

On cherche une solution particuliere sous la forme yp (1) = K() yg (1) |1<2:1 ou K: ] —1;0[— R est une application
inconnue dérivable sur ] —1;0[. On a, pour tout t €] — 1;0],

K(t
yp(t) = KO _ Cprek

V=t
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K'@® K@
V=t 2\/(-13

Puisque yp est supposée étre une solution particuliere de 'EDO, on doit avoir pour tout ¢ €] — 1;0],

yp(t) =

(1) 1
" (t yP_:—
YOt = e
autrement dit la fonction K doit vérifier
K’(t)_ K(1) N K(1) B 1
V=t 2\/(=nd 2tv/=t 2t(t+1)

On doit donc avoir, pour tout ¢ €] — 1;0[,

1
K(t)=—-————
() 2v—t(t+1)
V=1+1

ce qui impose K(f) = %ln ( e 1) + C, C € R. Puisqu’on est intéressé par une seule solution particuliere, on
choisit généralement C = O. On a alors

yp:1-LO0[—R

t

~z=lizE)

¢ Conclusion sur]—1;0[.
On en déduit que la solution générale de 'EDO sur ] —1;0[ est 'application

y:1-10[—R

1

K2 1+v—t
+ In
V-t 2v-t

1-v—t

t—yu@)+yp(t) =

) avec k2 € R.
3. Etude sur ]0; +ool.

e Calcul de la solution générale de I’équation homogene y'(¢) + 2% y(t) =0 pour t €]0; +o0l.
Lapplication
b3:10;+c0[ — R
1

t——

2t
est continue et strictement positive sur ]0; +oo[. Formellement on peut alors écrire

yo o1

1 1
y(t)__ﬂ - f;dyzf—ﬂdt = 1n|y|=—1n(\/?)+CavecC€[R2.

La solution générale de I'équation homogene est donc 'application

VH:10;+00[ — R

K3
t— 7 avec k3 € R.
r

e Calcul d’'une solution particuliere de 'EDO y'(f) + % y() = m pour ¢ €]0; +ool.
On cherche une solution particuliére sous la forme yp (1) = K(t) yg () |1<3:1 ou K: ]0; +0o[— R est une application
inconnue dérivable sur ]0; +oo[. On a, pour tout ¢ €]0; +oo],

K(1) -1/2
)=——=(1 K(t
yp(1) NG (£) (2)
K'(t) 3 K(1)

yp)=—=

Vi 203
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Puisque yp est supposée étre une solution particuliere de 'EDO, on doit avoir pour tout ¢ €]0; +o0],

ye(@) _ 1

(t) 2t 2t(t+1)

autrement dit la fonction K doit vérifier

K'(y K K(t) 1
Vi 2\/_3 21:\/' 2t(t+1)°

On doit donc avoir, pour tout ¢ €]0; +o0],

1
K(f)=-———r
2VE(t+1)
ce qui impose K(f) = arctan(v1)+C, C e R. Puisqu’on est intéressé par une seule solution particuliére, on choisit
généralement C = O. On a alors
yp:10;+oo[ — R

, arctan(y/7)
Vi

¢ Conclusion sur ]0; +ool.
On en déduit que la solution générale de 'EDO sur ]0; +ool est I'application

y:10;+00[ — R
K3, arctan(y/7)
Vit Vi

t—ya(O)+yp(t) = avec k3 € R.

4. Ftude sur R.

L'EDO donnée et 'EDO normalisée ne sont pas équivalentes puisqu’elles n’'ont pas le méme domaine de validité. Une
solution de 'EDO donnée, si elle existe, sera solution de 'EDO normalisée sur les trois intervalles | —oo; —1[, ] — 1;0[ et
10; +oo[. On a déterminé les solutions de 'EDO normalisée sur ces trois intervalles. Se pose maintenant la question
de savoir si a partir des solutions de 'EDO normalisée sur les trois intervalles | —oo; —1[, ] — 1;0[ et ]0; +oo[ on peut
trouver (construire) une solution de 'EDO donnée sur R. Autrement dit : peut-on trouver une application ¢ définie
sur R, dérivable sur R telle que sa restriction sur chacun des trois intervalles est solution de 'EDO normalisée? Si une
telle solution existe, elle est nécessairement de la forme

X +—ln(‘m“) sit<-—1,

V-t 2v=t V=il
@) = \}%“L?ln(Hg) si—-1<t<0,
%+—amf};‘m sit>0,

ol K1, K2, k3 désignent trois constantes réelles. Pour que cette fonction soit solution, il faut qu’elle soit dérivable sur
R : il nous faut donc regarder si elle est prolongeable par continuité en —1 et en 0 et si le prolongement ainsi défini est
dérivable en —1 et en 0.

4.1. Ftude du raccord en —1.
La fonction ¢ ne peut pas étre prolongée par continuité en —1 car elle n’est pas bornée en —1 puisque

iy o0 = iy

(2]

Ve

4.2. Etude du raccord en 0.
La fonction ¢ peut étre prolongée par continuité en 0 si, et seulement si, k2 = x3 = 0. En effet,

. . K2 1 1++v- t) . K2
lim ¢(t) = lim + In lim — +1
i~0- ¥ =0~ /= 2v—=r \1-v/=t] 1=0"y/~=¢
et \/_
K arctan K
3 4 o lim —— +1.

li )= Ilim —+ —-—
tlr(?* ) ti%l* Vi Vi tir(l)lJf ay:
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Pour k3 = k3 =0, on pose ¢(0) = 1. Regardons a présent la dérivabilité en 0 :
ph) -1 1

.-
1 =1 __-
ot h Py T 3

4.3. Conclusion sur R.
L'EDO donnée admet des solutions sur chacun des intervalles | —oo; —1[, ] —1; 0[ et ]0; +oo[ qui sont respectivement
les applications

yi]l=o00;-1[—R
K1 1 (\/—_t+1
— + In
V=t 2v—t \V-t-1
y:1-10[—R
Ko 1 (1+\/—_t)
t— + In
V=t 2v-t \1-v-t
y:10;+o0o[ — R
kg arctan(yv1)

Vi Vi

t

—

avec Ky, K2, k2 €R.
Elle admet une unique solution sur I'intervalle | — 1; +oo[ qui est 'application

yil=1+oo[—R

zrl (lt\/\/::i) si—1<t<0,
M\%ﬁ) sit>0.

Elle n’admet pas de solution définie sur tout R.

# Exercice 3.4.33

1. Déterminer la solution générale de 'EDO x?y’'(x) — y(x) = x> — x + 1 aprés avoir indiqué sur quels intervalles elle
est définie.

2. Vérifier que les solutions ne sont pas prolongeables par continuité a gauche en 0.

3. Vérifier que les solutions sont prolongeables par continuité a droite en 0 et en étudier la dérivabilité a droite en
ce point.

4. Montrer que, quelque soit la constante d’intégration, le graphe de la solution admet une asymptote verticale
ainsi qu’'une asymptote parallele a la droite d’équation y = x.

Correction
I s’agit d’'une équation différentielle linéaire avec a(x) = x%, b(x)=—-1et gx) = X2 —x+1.
1. Comme a(x) = x2, on cherche sa solution générale sur I} =] —o00;0[ ou sur I =]0, +ool. Sur chacun de ces intervalles
séparément on a
b(x 1
Alx) = f L dx = dx =—
a(x) x’

B( )_fg(x) A(x)dx f +1 l/xdx f l/xdx f l/xdx+f l/xdx

(on pose t = % donc dx = —% dr)

1 1
:—f—ze”dt+f—etdt—fetdt
5 t

(IPP de la premiere intégrale avec u/(t) = t 2 et v(t) = e’ d'oti u(t) = —t ' et v'(t) = &)
1 1 1 1
) _(_"et_f"etdt)+f"et di—ef=—e'—e'=(x-De',
t t t t
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donc

y:R* >R
{yL(x) Cre V4 (x—Det e V*=Cle" 4+ x-1 six<0,

yr(x) = Cre V¥ + (x—De'*e V= Cre V" +x-1 six>0.

2. lim,_¢- y1(x) = signe(Cyr) x oo : la solution sur Iy n'est pas prolongeable par continuité en x = 0.

3. lim,_ o+ yr(x) = —1:la solution sur Iy est prolongeable par continuité en x = 0 et on posera yg(0) = —

- . . - . . —yr(0 . X 1 (- —1/x
Etudions maintenant la dérivabilité en ce point: y},(0) = lim,_q+ % =lim,_o+ M =lim, g+ CR&—+
1 =1:la solution sur Iy est dérivable a droite en x = 0 avec y}? 0)=1.

L . e . . . . 2 _x+1+ . 2 “lx
Venﬁons sila dérivée est continue en ce point : lim,_q+ yp(x) = lim,_q+ % =lim,_o+ % =lim,_o+ 1+

CR - ]- - J/R (0)
Conclusmn :1a solution yr est de classe €1 (R*).

4. x =0 est une asymptote verticale pour yy.

Yr(X) 1/x
X

Cre™
=+ 1

Pour yp on alimy— 00 =~— = limy— 400 - % =1etlimy . o0 yr(*) — X =limy_ ;oo Cre /*—1=Cgr—1:1a

droite d’équation y = x + Cg — 1 est une asymptote oblique pour yg.

EDO d’ordre 1 de BERNOULLI

# Exercice 3.4.34
Déterminer la solution générale des EDO suivantes apres avoir indiqué sur quelle intervalle la solution est définie :
L y(0—-1y@®) = (y®)*sin(®) 2. Y0 +1y@) = (y@)*
Correction

(a) LEDO y'(r) - 1y(l‘) = (y(t))3 sin(f) est une équation différentielle de BERNOULLI. Comme u(f) = 1 pour tout € R*, on
cherche sa solution générale sur | —oo; 0[ et sur ]0; +ool.

e A()=(1- a’)[Mdt—f dr =2In|1],

e B()=(1- a)f w(?) A0 dqr = — /tzsin(t) dr =2¢* cos(r) — 4t sin(t) — 4 cos(t),

—2In|t| _ C12+2t2cos(t) —4tsin(f)—4cos(f)
12 ’

* z(1)=(C12 + B(1)) e—A(” =(Cy2 +21? cos(t) —4tsin(f) —4cos(1)) e

° = -1/2 _ ;
Y = (e =

et on conclut que la solution générale de 'EDO de BERNOULLI assignée est

y:R* >R
t
V/C1+212 cos(1)—4tsin(t)—4cos(r)

L sit>0 avecC, eR™,
V/Ca+212 cos(1)—4tsin(t)—4cos()

sit<0 avecC; R,

t—

(b) LEDO (1) + ty(t) = t3(y(1))? est une équation différentielle de BERNOULLL. Comme u(f) = 1 pour tout ¢ € R, on cherche
sa solution générale sur R.

e Solution nulle :1a fonction y(t) = 0 pour tout ¢ € R est solution de 'EDO donnée. Toute autre solution ne s’annule
jamais. Supposons dans la suite que y(#) # 0 pour tout € R.

* Réduction a une EDO linéaire du premier ordre : sion pose z = 1/y, i.e. y = 1/ z, elle se réécrit
2t - tz(t) = -1

Notons que z = 1/y impose z(f) # 0 pour tout ¢ € R.

Onaa(t)=1,b(t)=—-tetg(t) = — 13, tous définis sur R. On pose

o A =[28 dr=[-rdt=—-r?/2,
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o B(t)=[EBeA0 dr= [~ "2 dt =2 [xe* dr=-2(x~1)e* = 2+ P)e 2.

La solution générale est donc

z:R—-R

2
t—Ce D 1Be P =Ce"?+1*+2 avecCeR

On conclut alors que la solution de 'EDO de Bernoulli donnée s’écrit

V:R—R
1

[ avec CeR
Cel" 2+ 12 +2

# Exercice 3.4.35
Calculer la solution générale de chaque EDO en utilisant le changement de variable indiqué (on se contentera de
calculs formels sans se préoccuper des ensembles de définition) :

L y'(x)=(x- y(x))2 +(x—y@)+letu=x-yx);
2. y(x) = (x+yx) +2)* et u(x) = x+ y(x) +2;

(x) X) (X)
Y=o (y ) et u(x) = ——
X X
Correction
1. y(x) = x— u(x) donc y'(x) = 1 — u/(x). En remplacant cela dans l’EDO donnée on trouve v/ (x) = —u?(x) — u(x) qui
est a variables séparables : [ u[ul+1) = [-1dx quonréécrit [ L - L. du= [-1dr ainsiln ui‘;ﬁl =—x+c¢ dou

e _ 1
oo™ = ol et on conclut y(x) =

u(x) = — ﬁ

2. y(x) = u(x) — x—2donc y'(x) = u/(x) — 1. En remplacant cela dans 'EDO donnée on trouve ©'(x) = 1 + u?(x) qui est a
variables séparables : f ﬁ du= fl dx ainsi u(x) = tan(x + ¢) et on conclut y(x) = —x—2 +tan(x + ¢).

3. y(x) = xu(x) donc y'(x) = u(x) + xu'(x). En remplacant cela dans 'EDO donnée on trouve u(x) + xu'(x) = u(x) +
cos?(u(x)) soit encore xu'(x) = cos?(u(x)) qui est a variables séparables : f du= f}—lc dx ainsi tan(u#(x)) =1n(x)
d’ol1 u(x) = arctan(In(x)) et finalement y(x) = arctan(In(x)) — x — 2.

1
cos?(u)

3.4.3. EDO de type Bernoulli

# Exercice 3.4.36
Déterminer la solution générale des EDO suivantes apres avoir indiqué sur quelle intervalle la solution est définie :
L Y=Yy = @) sin®) 2. Y@ +ty@) = y@)?
Correction

(@) LEDO y'(1) - %y(t) = (y(1))sin(¢) est une équation différentielle de BERNOULLI. Comme u(t) = 1 pour tout ¢ € R*, on
cherche sa solution générale sur ] —oo; 0[ et sur ]0; +oo].

o A(t)—(l—a)fﬂdt—fldt=21n|t|,

e B()=(1- a)fwm AD qr = ftzsin(t) dr =212 cos(#) — 4rsin(t) — 4 cos(p),

—2In|t] _ C12+2t2cos(t) —4tsin(f)—4cos()
2

e z(1) = (C12+B(1) e~ = (Cy 2 +21% cos(t) — 4tsin(t) —4cos(t)) e

)

o _ -1/2 _ _1
¥ =) = 7=
et on conclut que la solution générale de 'EDO de BERNOULLI assignée est

y:R*—R
L__ sitr<0  avecC;eR™,
fs V/C1+212 cos(1)—4tsin(t)—4cos(t)
—t sit>0 avecCyeR™,
V/Co+212 cos(1)—4tsin(t)—4cos(t)
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(b) LEDO y'(1) + ty(t) = t3(y(1))? est une équation différentielle de BERNOULLL. Comme (f) = 1 pour tout ¢ € R, on cherche
sa solution générale sur R.

 Solution nulle : 1a fonction y(t) = 0 pour tout ¢ € R est solution de 'EDO donnée. Toute autre solution ne s’annule
jamais. Supposons dans la suite que y(¢) # 0 pour tout ¢ € R.

_ v() o
A =0 a)fmdr_ ftdt_ =

B(r) = (1—a)f%e’“” dtz—ftge_tz/z dt=—2fxexdx=—2(x—1)ex= @+ 2)e 2,

e z()=ce’ 242+ 12,
« Yy =) =5
et on conclut que la solution générale de 'EDO de BERNOULLI assignée est
y:R—R
1

f'—>2— avec CeR
Cel"2+12+2

(© 2023-2024 G. FACCANONI 49






Chapitre 4.

Calcul analytique de la solution de quelques
EDOs linéaires d’ordre 2

Dans ce chapitre nous allons montrer comment calculer la solution d'une EDO homogene d’ordre 2 linéaire a coeffi-
cients constants. On verra comment chercher des solutions pour des formes particuliere du second membre d'EDO non
homogenes.

Dans ce chapitre

4.1 Résolution del'équation homogeneassociée . . . . .. ... ... .. . . e 51
4.2 Recherche d’'une solution particuliere . . . . . . . . . . . e e e e e 52
4.3 EXEICICES . . v o v v it i e e e e e e e e e e e e 56

Une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants est de la forme
ay" (x) + by (x) + cy(x) = g(x)

ol a, b et ¢ sont des constantes données (a # 0) et g est une application continue sur un intervalle 7 de R.
Toute solution y d'un EDO linéaire du second ordre a coefficients constants dépend de deux constantes arbitraires C; et C
et est de la forme

y(x) = yu(x) +yp(x)
ol yp est une solution particuliére de 'EDO et yy est la solution générale de 'équation homogene associée (c’est-a-dire de
I'EDO ay" (x) + by'(x) + cy(x) = 0).
On doit donc résoudre deux problémes : chercher d’abord la solution générale de I’équation homogene et ensuite une
solution particuliere de I'équation complete.

4.1. Résolution de I'’équation homogene associée

On introduit le polyndme caractéristique p(A) = al? + b+ c. Soit A = b? — 4ac, alors

e siA>0ona

-b—VA -b+ VA
v =CreM + Ge'?Y,  C,GeR, A= —‘/_, Ao = —‘/_;
2a 2a
e siA=0ona b
yu(x) = (C +Cx)e’,  C,CeR, A=—E;
e siA<Oona
ox , b [Al
v (x) = "7 (C;y cos(wx) + Cy sin(wx)), C1,CeR, o= et w= —a’

qu’en physique souvent on réécrit comme

G ) G
LA, ) = Ae®* -p), A=,/C*+C2, ==, =—.
vH(X, A, @) e cos(wx— ) 1 > cos(gp) " sin(¢p) "
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4.2. Recherche d’une solution particuliere

Pour trouver une solution particuliére, on peut soit la “deviner” directement car elle est évidente, soit 1'obtenir par superpo-
sition de solutions particulieres, soit la chercher sous une forme particuliére.

@ Cette solution particuliere peut étre une solution évidente.

® EXEMPLE
Soit 'EDO y” (x) —2y(x) = —e*. Une solution évidente est yp(x) = e*.

® Principe de superposition : soient a, b, et c trois réels et g1, g,..., g, 1 applications continues sur un intervalle [
de R. Si ypj est une solution particuliere de 'EDO ay”(x) + by'(x) + cy(x) = gi(x) alors Y.}_, ypk est une solution
particuliere de 'EDO ay” (x) + by’ (x) + cy(x) = X}_, 8k ().

“® EXEMPLE
Soit 'EDO ay” (x)+ by’ (x) + cy(x) = 6x+1+4e*+8e*. On cherchera yp sous la forme yp(x) = yp1(x) + yp2(x) + yp3(x)
avec

e yp1 une solution particuliere de 'EDO ay” (x) + by’ (x) + cy(x) = 6x + 1,
* yp2 une solution particuliere de 'EDO ay” (x) + by’ (x) + cy(x) = 4€%,

e yps3 une solution particuliere de 'EDO ay” (x) + by'(x) + cy(x) = 8¢~ *.

® Soit g(x) = pp(x)e* cos(fx) ou g(x) = p,(x)e!*sin(fx), alors on cherchera yp sous la forme :
yp(x) = X e (q1,n(x) co8(0%) + G2,n (%) sin(Ox))

ol py, q1,n €t gz,, sont des polyndmes de degré neton a
e siA>0et0=0etu=A;oup=Aralorsm=1;
e siA=0et0=0etu=Aalors m=2;
e siA<QOetO=wetu=calorsm=1;

e sinon m=0.

® EXEMPLE
Soit m un parametre qui dépend du polyndéme caractéristique.

e Si g(x) = cos(5x) ou g(x) = sin(5x) alors n =0, u =0 et 6 = 5 donc on cherchera yp sous la forme yp(x) =
x™(Acos(5x) + Bsin(5x)).

e Sigx)= e’*sin(5x) alors n = 0, 1 =2 et =5 donc on cherchera yp sous la forme yp(x) = x"e?*(Acos(5x) +
Bsin(5x)).

e Si g(x) = xcos(5x) ou g(x) = xsin(5x) alors n =1, u =0 et § =5 donc on cherchera yp sous la forme yp(x) =
x"™((Ax + B) cos(5x) + (Cx + D) sin(5x)).

e Sig(x)=xalorsn=1, u=0et0 =0donc on cherchera yp sous la forme yp(x) = x"(Ax + B).
° Sig(x)= xe3* alorsn=1, 1 =3etd=0donc on cherchera yp sous la forme yp(x) = x X (Ax + B).

* Si g(x) =e** alors n=0, u=2 et @ = 0 donc on cherchera yp sous la forme Ax™e?*.

“® EXEMPLE
On veut calculer toutes les solutions de 'EDO

¥ (x) + y(x) = 3cos(x).

Il s’agit d’'une EDO linéaire du second ordre a coefficients constants.

* Recherche de l'intégrale générale de I'équation homogene.

Léquation caractéristique A% +1 = 0 a discriminant A = —4. Ona o = 0 et w = 1. Donc I'intégrale générale de 1'équation
homogene est
v (X) = ¢1 cos(x) + ¢z sin(x), c1, 0 €ER.
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* Recherche d'un intégrale particulier de I'équation compleéte.
Puisque p = 0 =0, on cherche l'intégrale particulier sous la forme

yp(x) = x(acos(x) + Bsin(x)).
On a alors

y},(x) = (@ + fx)cos(x) + (B — ax)sin(x),
Vp(x) = (2 — ax) cos(x) — 2a + fx) sin(x).

On les remplace dans I'équation :
yg (x) + yp(x) =3 cos(x) = (28— ax)cos(x) — 2a + fx) sin(x) + x(a cos(x) + Bsin(x)) = 3cos(x)

d’oﬁazOet,Bz%.

Lintégrale générale de 'EDO assignée est donc

3
Y(x) =yu(x)+ yp(x) = c; cos(x) + ¢z sin(x) + Excos(x), c,c €R.

“® EXEMPLE (OSCILLATEUR HARMONIQUE AMORTI)
Les oscillateurs harmoniques décrivent des comportements oscillants qu’ils soient dus a une nature intrinsequement
oscillatoire (comme le mouvement d’'une masse reliée a un ressort) ou a un mouvement au voisinage d’'une position
d’équilibre (comme dans le modele d’'une liaison moléculaire). Dans les deux cas, on utilise le méme modele de I'oscillateur
harmonique. De plus, on s’intéresse ici au cas oi1 on a un frottement fluide proportionnel a la vitesse.
Eloigné d’une distance x de sa position de repos (x = 0), le mouvement en fonction du temps ¢ est décrit par I'équation
différentielle

mx" () = —kx(t) —yx'(1)

olt m est la masse de l'objet, k > 0 la constante élastique du ressort et y > 0 le coefficient de frottement. On cherche la
fonction ¢ — x solution de cette EDO.
On réécrit I'équation sous la forme

x5+ 26X (1) +n°x() =0

ol on a noté

k
5:—Y >0 et n*=—>0.
2m m

Le polyndme caractéristique associé a cette équation est
_92 2
pA)=A"+201+n
qui a discriminant
A =46% —4n?

etracines

_—26-VA _
= 5 =
Selon le signe de A on a trois comportements différentes :

_=26+VA

A >

—6—\/8%-n> et A -5 +1/6%-n?.

e Si A >0, c'est-a-dire si § >n alors 1 et A, sont réels et différents et la solution de 'EDO est de la forme
x(t) = CreM + Ce™!, €, CeR

Comme 11 < A» <0 (car /62 —n? < §), x tend vers 0 de fagcon exponentielle quand ¢ — +oo. Physiquement cela
signifie que si la constante de frottement est grande comparée a la constate d’élasticité du ressort alors la masse
n’oscille pas mais va étre tirée vers la position d’équilibre.

* SiA =0, c’est-a-dire si § =n alors 1; = 1, = =4 et la solution de 'EDO est de la forme
x(1)=(Ci+Can)eM,  C,CreR.

Dans ce cas aussi la solution x tend vers 0 de fagon exponentielle quand ¢ — +oco.

e Si A <0, c'est-a-dire si 6 <7 alors 1; et 1, sont deux nombres complexes conjugués et la solution de 'EDO est de la
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forme
x(t)=Cy e‘étcos(\/—At) + Cze_étsin(v —At), C1,CeR.

qui se réécrit x(¢) = re ot cos(V—At+) avecr =/ Cf + C%, ¢ = arctan(—C; /C»). Dans cette derniere expression on
voit le caractere oscillatoire du mouvement. Dans ce cas le frottement ne suffit pas pour empécher I'oscillation mais
son effet se traduit par une diminution exponentielle de 'ampleur de I'oscillation : le graphe de x(#) est compris entre
les courbes d’équation +re 0",

1,0

1,0 1

0,5 054

8 10 10
-0,5 -0,54
A=0 A<O
-1,04 -1,04
—x(0)=1x"'0)=1 ——x(0)=1x""(0)=-1] —x(0)=1x"'0)=]1 —x(0)=1x"'(0)=-] —x(0=1x"(0)=1 ——x(0)=1x""(0)=-
x(0)=1x"(0)=C ——x(0)=-1x""'(0)=1 x(0)=1x"'0)=C ——x(0)=-1x""(0)=] x(0)=1x"'0)=C ——x(0)=-1x"'(0)=
—x(0)=-1x""(0)=-1"—""x(0)=-1 x""(0)=( — x(0)=-1x""(0)=-1"—""x(0)=-1 x"'(0)=( — x(0)=-1x"'0)=-1""x(0)=-1 x"'(0)=

® EXEMPLE (OSCILLATEUR HARMONIQUE FORCE : CAS D’UNE EXCITATION SINUSOIDALE)

On s’intéresse a l'influence d’'une excitation harmonique sur un oscillateur. Outre le fait que ce type d’excitation est
important pour lui-méme (vibrations d'une machine tournante, mouvement d'un électron dans un champ magnétique.. .),
cette étude revét un intérét théorique capital. En effet, la fonction qui décrit cette force excitatrice peut s’écrire comme
une superposition de fonctions sinusoidales (discrete ou continue selon que la force est périodique ou non). Le fait que
I'équation différentielle soit linéaire, autrement dit que le principe de superposition puisse s’appliquer, permet d’écrire la
solution pour une force quelconque comme la somme des solutions obtenues pour chaque terme de la décomposition. Il
est alors nécessaire de déterminer la réponse a chaque terme de la décomposition, a savoir a une excitation sinusoidale.
Ceci donne une importance considérable a I'étude de I'excitation sinusoidale.

Etudions I'équation différentielle qui décrit le mouvement d'un corps de masse m > 0 qui se déplace horizontalement
assujetti a une force générée par un ressort de constante élastique k > 0 et une force externe d’intensité f () = Acos(¢t)
avec A et ¢ deux parametres réels (on a négligé le frottement).

La position x du corps en fonction du temps suit la loi

mx" (£) + kx(t) = Acos(pt).
On la réécrit sous la forme
x"(1) +n2x(t) = acos(pt)

ayant posén’> =k/m>0eta= A/m.
* Equation homogene : x” () +n? = 0. Le polynéme caractéristique est p(1) = A2 +n? et a les deux racines complexes
conjugués 1 = —in et A, = in. La solution est de la forme

x(t) = Cycos(nt) + Cysin(nt), C,CeR.

e Solution particuliére : il faut considérer les deux cas suivantes.

o Si¢ # n alors on cherche une solution particuliere du type
xp(t) = bcos(@t) + csin(pt).

On a x}, (1) = —besin(@t) + cpcos(pt) et x}’,(t) = —b(,o2 cos(pt) — C(,o2 sin(pt). En remplagant dans 'EDO on
obtient
—b@? cos(pt) — cp?sin(@t) + > beos(pt) +n°csin(@t) = acos(@),

ce qui implique
a

:nz_(pz’

o Si ¢ =n alors on cherche une solution particuliere du type

b et c=0.

xp(t) = btcos(pt) + ctsin(pt).
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Ona x, (1) = (b+cpt) cos(pt)+(c—bet)sin(pt) et x; (1) = (2c—bpt)pcos(pt)—(2b+cpt)psin(pt). Enremplacant
dans I'EDO on obtient

(2c—bptpcos(@t) — b+ cpt)psin(pt) + p*btcos(pt) + p>ctsin(pt) = acos(@t),
qui se réécrit
(=2= b+ (1 - 1c)psin(pt) + (b—a) +2c(1 + ) — btp?) cos(pt) = 0
ce qui implique
b=0, et c=—.
La solution compleéte est donc

o sig #mn, x(t) = Cycos(nt)+Cysin(n)+ anwZ cos(pt) avec C1,Cr €R;sionposer = \/Cf + Cg et = arctan(—-C;/C»)
on obtient

a
x(t) =rcos(nt+¢) + m cos(gpt)

qui est la superposition de deux mouvements oscillatoires avec deux amplitudes et deux périodes différents.

o sigp =1, x(t) = Crcos(p)+C, sin((pt)+ﬁ tsin(gt) avec Cy,C; € R;sionpose r = /CZ + C5 ety = arctan(—C, /Cy)
on obtient B
x(f) =rcos(pt+y) + e tsin(pt).
P

On remarque que toute sous-suite (,) divergent a +oco de la forme ¢, = fp + % pour fp #0on a |x(t,;)| — +oo:
les oscillations ont ampleur de plus en plus grande (c’est ce que I'on appelle la résonance).
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4.3. Exercices

4 Exercice 4.3.1

Calculer les solutions des EDO linéaires du second ordre a coefficients constants suivantes :

1. y'(x)-3y'(x)+2y(x)=0 3. Y'(0)-2y'(x)+2y(x)=0 5. y'(x)-y'(x)=e*
2. y"(x)—4y'(x) +4y(x) =0 4. y"(x) - y(x) = &*
Correction
1. Le polyndme caractéristique associé a 'EDO est A2 —31 +2 = 0 qui a discriminant A = 1 : on a deux solutions réelles
distinctes
Alzgzl et Azzﬂzz.
2 2

Toutes les solutions sont alors les fonctions y(x) = C1e* + C, e2* pour tout C1,Co € R.

2. Le polynome caractéristique associé a 'EDO est A% — 41 +4 = 0 qui a discriminant A = 0 : on a deux solutions réelles

coincidentes A
A=A ===2.
1 275

Toutes les solutions sont les fonctions y(x) = (C; + C2x) e2x pour tout Cy, Gy € R.

3. Le polynéme caractéristique associé a 'EDO est A2 —21 +2 = 0 qui a discriminant A = —4 : on a deux solutions
complexes conjuguées

2-2i 2+2i
A= et Ao = .
2 2
Comme R(1,) = 1 et I(A2) = 1, toutes les solutions sont les fonctions y(x) = e*(C; cos(x) + C, sin(x)) pour tout

Cl,Cg eR.

4. Comme I'EDO n’est pas homogeéne on cherche ses solutions sous la forme y(x) = yy(x) + yp(x) oules yy sont toutes
les solutions de 'EDO homogene associée et yp est une solution particuliere de 'EDO complete.
Le polyndme caractéristique associé a 'EDO est 1> — 1 = 0 qui a discriminant A = 1 : on a deux solutions réelles
distinctes
A =-1 et Ap=1.

Toutes les solutions de 'homogene sont les fonctions yp(x) = Cye* + Coe™* pour tout Cp, Co € R.
Comme le terme source est g(x) = e?*,onan=0,u=2etd=0;commeA>0,9=0maispu# A et u#Apalorsm=0:
la solution particuliere sera de la forme yp(x) = g;e**. Pour qu’elle soit une solution particuliére on doit imposer

qu’elle vérifie 'EDO complete; comme y),(x) = 2¢;e** et yj(x) = 44, €** il faut que

46]1 e2x -q er — er

qui donne q; = %
En conclusion toutes les solutions sont les fonctions y(x) = Ce* + Coe™ + %ezx pour tout C, Cr € R.

5. Toute solution est de la forme y(x) = yg(x)+ yp(x) ol yy représente toutes les solutions de I'équation y” (x) — y'(x) =0
tandis que yp est une solution particuliere de y"(x) — y'(x) = e*. Le polyndéme caractéristique est 24> —1 =0 qui a
comme racines les deuxréels 1; = 0 et 1, = 1. Par conséquent y(x) = C; + Coe*. En adoptant la notation du cours on a
n=0,u=1,9=0,A>0etu= A, =1 parconséquent m = 1 :la solution particuliere est alors de la forme yp(x) = Cxe*.
Pour déterminer C on impose a yp d’étre solution de 'EDO. Comme yé,(x) =C(l+x)e*et yg (x) =C(2+x)e*, il faut
que (C(2+x)e*) - (C(1+x)e*) = €%, ce qui donne C = 1. On conclut que toutes les solutions de 'EDO s’écrivent

y(x)=Ci + Cgex + xe~.

# Exercice 4.3.2
Résoudre le probleme de CAUCHY

¥'(x) =2y (x) +10y(x) =0,
y(0) =1,
Y(0) =2.
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Correction
L'équation différentielle est linéaire du second ordre, a coefficients constants, et sans second membre (i.e. elle est déja
homogene!). Léquation caractéristique 12 — 21 + 10 = 0 a discriminant A < 0. Comme o = 1 et w = 3, 'intégrale générale de
I’équation homogene est

yu(x) = e (c1 cos(3x) + c»sin(3x)), c1,c €R.

Puisque y(0) =1 alors ¢; = 1. Comme y’(()) =2et y’(x) =e*((c1 +3¢2) cos(3x) + (¢c1 —3¢o) sin(3x)) alors ¢, = 1/3. On conclut
que la solution du probleme de CAUCHY est

y(x) = e*|cos(3x) + %sin(Sx) .

# Exercice 4.3.3
Calculer toutes les solutions de 'EDO 2y" (x) — 5y’ (x) + 3y(x) = e*.

Correction
Toute solution est de la forme

y(x) =y (x) + yp(x)

ol yy représente toutes les solutions de I'équation 2y (x) — 5y’ (x) + 3y(x) = 0 tandis que yp est une solution particuliere de
2y"(x) =5y (x) +3y(x) = e*.

e | Calcul de yy. | Le polyndme caractéristique est 2A% — 51 +3 = 0 qui a comme racines les deux réels 1; = 1 et 1 = 3/2.

Par conséquent

yi(x) = Cre* + Cre®¥2.

e | Calcul de yp. |En adoptant la notation du coursonan=0,u=1,9=0,A>0et u=A1; =1 par conséquent m=1:1a

solution particuliere est alors de la forme yp(x) = Cxe*. Pour déterminer C on impose a yp d’étre solution de 'EDO.
Comme y},(x) = C(1+x)e* et yj(x) = C(2+ x)e*, il faut que

2(C2+x)e*)-5(CL+x)e") +3(Cxe*) = e,

ce quidonne C =1.

On conclut que toutes les solutions de 'EDO s’écrivent

y(x) = Cre* + Ce®'% + xe*.

# Exercice 4.3.4
Calculer toutes les solutions de 'EDO 2y" (x) — 7y’ (x) + 5y(x) = —3e*.

Correction
Toute solution est de la forme

y(x) =yux)+yp(x)

ol yy représente toutes les solutions de I'équation 2y (x) — 7y’ (x) + 5y(x) = 0 tandis que yp est une solution particuliere de
2y"(x) =7y (x) +5y(x) = —3e*.

e | Calcul de yy. | Le polyndme caractéristique est 2A% — 71 +5 = 0 qui a comme racines les deux réels 1; = 1 et 1 =5/2.

Par conséquent

yH(X) = Clex + CzeSX/z.

e |Calcul de yp. |En adoptant la notation du coursonan=0,u=1,9=0,A>0et u=A; =1 parconséquent m=1:1a
solution particuliere est alors de la forme yp(x) = Cxe*. Pour déterminer C on impose a yp d’étre solution de 'EDO.
Comme y},(x) = C(1+ x)e* et y}(x) = C(2+ x)e*, il faut que

2(C2+x)e*)-7(CL+x)e") +5(Cxe*) = -3e7,

ce quidonne C=1.

On conclut que toutes les solutions de 'EDO s’écrivent

y(x) = Cre* + Ce'% + xe*.
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¢ Exercice 4.3.5
Y'(x)=2y'(x) + y(x) = (x+ 1)e*,
y(0) =1,
y'(0)=2.
Correction

Comme 'EDO n’est pas homogeéne on cherche ses solutions sous la forme y(x) = yg(x) + yp(x) ot les yy sont toutes les
solutions de 'EDO homogene y” (x) —2)'(x) + y(x) = 0 (yg contient deux constantes d’intégration) et yp est une solution
particuliere de 'EDO compleéte y”' (x) — 2y (x) + y(x) = (x + 1)e*.

Le polyndme caractéristique associé a 'EDO est A2 —21 + 1 = 0 qui a discriminant A = 4 — 4 = 0, I'unique racine réelle est

Par conséquent, les solutions de 'EDO homogene sont les fonctions yy(x) = (Cy + C2x)e” pour tout Cy, Cy € R.

Comme le terme source est g(x) = (x+1)e*,onan=1,u=1etd =0; puisque A=0,9=0etpu=Aalors m=2:1la
solution particuliere sera de la forme yp(x) = x?e*(a + Bx) = (ax? + fx3)e*. Pour qu’elle soit une solution particuliére on
doit imposer qu’elle vérifie 'EDO complete; comme y},(x) = (2ax +3fx* + ax® + fx*)e* = Rax+ Bf +a)x* + fx’)e* et
Ypx) = Qa+ (6 +4a)x+ (66 + a)x? + px)e”, il faut

Qa+6p+4a)x+ (6 +a)x* + fxd)e’ —2Qax+ BB+ a)x® + fxd)e” + (ax® + fxd)e’ = (x+ De”

c'est-a-dire (2a) + (68 +4a —4a)x+ (6f+a -6 —2a+a)x*> + (B—2B+ B)x3 =1+ x, ce qui donne a = % etf= é.

En conclusion les solutions de 'EDO sont les fonctions y(x) = (C; + Cox + %xz + t—lsx3)ex pour tout Cy,C, € R.

On cherche parmi ces solutions celles qui vérifient y(0) = 1; comme y(0) = C; on obtient les fonctions y(x) = (1+ Cox +
%xz + %xg)ex pour tout C, € R. Parmi ces solutions, on cherche maintenant celle qui vérifie y'(0) = 2; comme y'(0) =1+ C,
on conclut que 'unique solution du probleme de CAUCHY donné est la fonction y(x) = (1 + x+ %xz + %x?’)ex .

¢4 Exercice 4.3.6
Y'(xX)+2y' (%) +y(x) =1A-xe ¥,
y0) =1,
y'(0) =2.
Correction

Comme 'EDO n’est pas homogene on cherche ses solutions sous la forme y(x) = yy(x) + yp(x) ol les yy sont toutes les
solutions de 'EDO homogene y” (x) +2y'(x) + y(x) = 0 (yg contient deux constantes d’intégration) et yp est une solution
particuliere de 'EDO complete y” (x) +2y'(x) + y(x) = (1 — x)e” ™.

Le polynéme caractéristique associé a 'EDO est A% +21 + 1 = 0 qui a discriminant A = 4 — 4 = 0, la solution réelle est

AM=Ay=-1

Par conséquent, les solutions de 'EDO homogene sont les fonctions yg(x) = (C; + Cox)e™* pour tout Cy, Cr € R.

Comme le terme source est g(x) = (1 — x)e™ ¥, selon la notation du polycopié onan=1,u=-1et9=0; comme A =0,
9 =0etu=Aalors m=2:lasolution particuliere sera de la forme yp(x) = x2e (a+ Bx) = (ax?+ ﬁxs)e’x. Pour qu’elle soit
une solution particuliére on doit imposer qu’elle vérifie 'EDO compléete; comme y},(x) = Qax+ (3 - a)x? - Bx3)e " et
ypx) = Ra+ (6 —4a)x— (6 — a)x* + fx)e™, il faut

Qa+6p—4a)x—(6f—a)x*+ fxdle * +22ax+ B —a)x’ — fxP)e + (ax’ + fxde = (1-x)e™*

C'est-a-dire 2a) + (6 —4a +4a)x+ (-6f+a +6f—2a+a)x* + (+f—2f+f)x*=1+x,cequidonne a = J et f = 1.

En conclusion les solutions de 'EDO sont les fonctions y(x) = (C; + Cox + %xz + éx3)e‘x pour tout C1,C, € R.

On cherche parmi ces solutions celles qui vérifient y(0) = 1; comme y(0) = C; on obtient les fonctions y(x) = (1+ Cox +
%xz + %xg)e‘x pour tout C, € R. Parmi ces solutions, on cherche maintenant celle qui vérifie y'(0) = 2; comme y'(0) =1+ C,
on conclut que 'unique solution du probleme de CAUCHY donné est la fonction y(x) = (1+ x+ %xz + éx3)e‘x.
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# Exercice 4.3.7
y"(x) =5y (x) +4y(x) = 2xe**,
y(0) =1,
y(0)=2.
Correction

Comme I'EDO n’est pas homogene on cherche ses solutions sous la forme y(x) = yg(x) + yp(x) ot les yy sont toutes les
solutions de 'EDO homogene y” (x) — 5y (x) + 4y(x) = 0 (yy contient deux constantes d’intégration) et yp est une solution
particuliere de 'EDO complete y” (x) -5y’ (x) + 4y(x) = 2xe**.

Le polynome caractéristique associé a 'EDO est A2 —51 +4 = 0 qui a discriminant A = 25— 16 = 9, les deux solutions réelles
sont A; =1 et A, = 4. Par conséquent, les solutions de 'EDO homogene sont les fonctions yg(x) = C1e* + C, e*r pour tout
C,CreR.

Comme le terme source est g(x) = 2xe**, selon la notation du polycopiéonan=1,u=4et9=0;commeA>0,9=0
et u = Ay alors m = 1 : la solution particuliére sera de la forme yp(x) = xe** (ax + B) = (ax?+ Bx) e**. Pour qu’elle soit
une solution particuliere on doit imposer qu’elle vérifie 'EDO compléte; comme y;,(x) = (B + 2a +48)x + 4ax?)e** et
yp(x) = (Ra+8p) + (16a +16f)x + 16ax*) e, il faut

(Qa+8P) + (16a +16B)x + 16ax?) e —5(B + 2a +4Pf) x + 4ax®)e*™ + 4(ax? + fx)e*™ = 2xe*™

c'est-a-dire 2a + 88 —5p) + (16a + 16— 10a — 208 + f)x + (16a — 20a + 4a) x> = 2x, ce qui donne a = % etf= —%.

En conclusion les solutions de 'EDO sont les fonctions y(x) = Cye* + (Cz - %x + %xz) et pour tout Cy, C» € R. On cherche
parmi ces solutions celles qui vérifient y(0) = 1; comme y(0) = C; +C, on obtient les fonctions y(x) = Ce*+(1 - C; — %x + %xz) e
pour tout C; € R. Parmi ces solutions, on cherche maintenant celle qui vérifie y'(0) = 2; comme y'(0) =4 — % —3Cj on conclut

que l'unique solution du probleme de CAUCHY donné est la fonction y(x) = % e+ (5 - %x + %xz) e,

4x

1
27

# Exercice 4.3.8
Résoudre le probleme de CAUCHY

7" (x) +9y(x) = 108x cos(3x),
y(0) =0,
¥'(0) =0.

Correction
Comme 'EDO n’est pas homogeéne on cherche ses solutions sous la forme y(x) = yy(x) + yp(x) ot les yy sont toutes les
solutions de 'EDO homogene y" (x)+9y(x) = 0 (y, contient deux constantes d’intégration) et yp est une solution particuliere
de 'EDO complete y” (x) +9y(x) = 108x cos(3x).
Le polyndme caractéristique associé a 'EDO est A? +9 = 0 qui a discriminant A = —9, les deux racines complexes conjuguées
sont

A =-31, A2 =3i.

Par conséquent, les solutions de 'EDO homogene sont les fonctions yg(x) = Cy cos(3x) + C, sin(3x) pour tout Cy, Cy € R.
Comme le terme source est g(x) = 108xcos(3x),onan=1,u=0etd=3; puisque A<0,9=w=3etu=0alorsm=1:1a
solution particuliére sera de la forme yp(x) = x((@x + ) cos(3x) + (yx + 8) sin(3x)) = (ax? + fx) cos(3x) + (yx* + 6 x) sin(3x).
Pour qu’elle soit une solution particuliére on doit imposer qu’elle vérifie 'EDO compléte; comme y}, (x) = Byx® + Ra+
36)x + f) cos(3x) + (—3ax? + (2y — 3f)x + 6) sin(3x) et yj(x) = (~9ax? + (12y —9P)x + 2a + 66) cos(3x) + (—9yx* + (—12a —
96)x +2y —6)sin(3x), il faut

(—9ax® + (12y-9B)x +2a + 60) cos(3x) + (—9}fx2 +(—12a-96)x + 2y —6) sin(3x)

+9((ax? + Bx) cos(3x) + (yx* + 5x) sin(3x) )

=108xcos(3x)

c’est-a-dire

(12yx+2a+60)cos(3x) + (—12ax + 2y — 6 ) sin(3x) = 108x cos(3x)
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ce qui donne
12y = 108,
2a+606 =0,
—12a =0,
2y—-6B8=0

= a=0=0,p=3,7y=9.

En conclusion les solutions de 'EDO sont les fonctions y(x) = (C; + 3x) cos(3x) + (C2 + 9x2)sin(3x) pour tout Cy,Cr €R.

On cherche parmi ces solutions celles qui vérifient y(0) = 0; comme y(0) = C; on obtient les fonctions y(x) = 3xcos(3x) +
(Co+ 9x2) sin(3x) pour tout C, € R. Parmi ces solutions, on cherche maintenant celle qui vérifie y'(0) = 0; comme y'(0) =
3+ 3C, on conclut que I'unique solution du probléme de CAUCHY donné est la fonction y(x) = 3xcos(3x) + (9x2 — 1) sin(3x).

4 Exercice 4.3.9

Trouver la solution des problémes de CAUCHY suivants :

y'(0)-2v2y' () +2y() =0 y'(6) -4y (1) +5y(t) =0 Y' (O +y (1) -12y(1) =0
(1) § y0)=2 (2) § y@/2)=1 3 § y0)=1
y'(0)=3 Y @/2)=1 y'(0)=4
Correction

(1) Léquation caractéristique 1> —2/21 +2 = 0 a discriminant A = 0 et 'unique racine double A = v/2. La solution générale
de 'EDO sur R est donc

y(t)=(At+B)e‘/§t, A, BeR.

Déterminons la valeur des constantes A et B correspondant a 'unique solution vérifiant y(0) =2 et y'(0) =3.On a
V(6 =[A+ (At + B)V2]eV?,
donc
y(0) =2, — B=2, — B=2,
y'(0)=3 A+V2B=3 A=3-2V2.
Lunique solution du probleme de CAuCHY donné est 'application

V:R—R
t—[3-2V2)t+2]eV?!

(2) Léquation caractéristique 1> — 41 +5 = 0 a discriminant A = —4 < 0 et deux racines complexes conjuguées de partie
réelle o = 2 et partie imaginaire 1 et —1. La solution générale de 'EDO sur R est donc

y() = (Acos(t)+Bsin(t))eZt, A,BeR.

Déterminons la valeur des constantes A et B correspondant a I'unique solution vérifiant y(n/2) =1 et y'(7/2) =1.On a

y’(t) =[(2A+ B)cos(t)+ (2B — A)sin(t)] e2t,

y(m/2)=1, Be™ =1, A=e™",
— —
Y (mi2) =1, (2B—-A)e" =1, B=e™".

Lunique solution du probleme de CAUCHY donné est I'application

donc

V:R—R

t— (cos(t) +sin(r)e?’ ™"

(3) Léquation caractéristique A% + A — 12 = 0 a discriminant A = 49 > 0 et admet deux racines réelles distinctes, 1 = —4 et
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A = 3. La solution générale de 'EDO sur R est donc
y()=Ae ' +Be’!, A BeR
Déterminons la valeur des constantes A et B correspondant a I'unique solution vérifiant y(0) =1 et y'(0) =4. On a

y'(t) = —4Ae 4 +3Be%,

donc

y(0) =1, A+B=1, A=-1/7,
— —
y'(0) =4, ~4A+3B =4, B=8/7.

Lunique solution du probleme de CAUCHY donné est I"application
V:R—R

t— —(—e ¥ +8e%
7

¢ Exercice 4.3.10

Calculer la solution générale des EDO d’ordre 2 linéaires a coefficients constants suivantes :

@ Y'@+3y' (0 +2y@) = (> + e, @) "0+ y(r) =sin(31),
@) Y1) -2y (1) -3y(r) = 4", (5) En déduire la solution générale de 'EDO
3) y'(®+ y(r) =sin(z), y"() + y(t) = sin ().

Correction

(1) Considérons 'EDO y”(£) +3y'(t) +2y(t) = (> + 1)e™".
1.1. Calcul de la solution générale yy de l'équation homogeéne y" (t) +3y'(t) +2y(t) = 0.

Elle admet pour équation caractéristique A2 + 31 +2 = 0 qui a discriminant A = 1 > 0 et admet deux racines réelles
distinctes, 11 = -2 et A, = —1. La solution générale de 'EDO homogene sur R est donc

t

yu(H)=Ae 2’ +Be™!,  ABEeR.

1.2. Calcul d’une solution particuliere yp de U'équation y" (t) +3y'(t) +2y(t) = (1> + 1)e™".

Puisque g(1) = (f*+1)e !, i.e.n=2, u=—1= A, et = 0, on cherchera yp sous la forme yp(t) = te ! (a+bt+ct?) =
(at+bt?+ct3)e t. On a alors

yp(t) = (at+bt* +ct)e™!,
yp()=(a+2b-a)t+@Bc—-b)t* —ctde ™,
yp(t) = (2b-2a) + (6c—4b+a)t+ (—6¢+ b)t* + ct)e ™,

d'oit
V(0 +3y5(0)+2yp(0) = ((a+2D) + (2b+6c) £+ (3¢) 2 + Je™ = (P + e

Par identification (deux polyndmes sont égaux s’ils ont mémes coefficients) il vient

a+2b=1 a=3
2b+6c=0 <—= < b=-1
3c=1 c=1/3

On en déduit qu’'une solution particuliere est donc

yp: R—R
t— @Bt—r*+1313)e".
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1.3. Solution générale de I'équation y" (t) +3y' () +2y(t) = (> + 1)e~".
La solution générale de 'EDO est donc

V:R—R
t— Ae ?'+Be '+ (3t—t?+13/3)e”!,  ABER.
(2) Considérons 'EDO y" (1) —2y'(t) = 3y(1) = 4e%’.

2.1. Calcul de la solution générale yy de l'équation homogeéne y" (t) —2y'(t) —3y(t) = 0.

Elle admet pour équation caractéristique A> — 21 —3 = 0 qui a discriminant A = 16 > 0 et admet deux racines réelles
distinctes, 1; = —1 et A, = 3. La solution générale de 'EDO homogene sur R est donc

yu(t) = Ae"'+Be’!,  ABeR.

2.2. Calcul d’une solution particuliére yp de I'équation y" (t) —2y'(t) —3y(t) = 4e3".
Puisque g(#) = 4e®,i.e.n=0, u=3= A, et @ = 0, on cherchera yp sous la forme yp(t) = Ate*’. On a alors

yp(0) = Are’,
yp(t) = A1 +31)e’,
yp(t) = A6+91)e’,

V() =2yL(6) =3yp(t) = 4Ae*" = 4"

Par identification (deux polynémes sont égaux s’ils ont mémes coefficients) il vient A = 1. On en déduit qu'une
solution particuliere est donc

yp:R—R

t— te,
2.3. Solution générale de I'équation y" (t) —2y'(t) = 3y(t) = 4>’
La solution générale de 'EDO est donc
y:R—R
t—Ae "+ (B+0e¥,  ABEeR.
(3) Considérons I'EDO y" () + y(t) = sin(z).

3.1. Calcul de la solution générale yy de l'équation homogene y" (t) + y(t) = 0.

Elle admet pour équation caractéristique A2 + 1 = 0 qui a discriminant A < 0 et admet deux racines complexes
conjuguées, 11 = —i et A = i. La solution générale de 'EDO homogene sur R est donc

yu(t) = (Acos(f) + Bsin(1)), A,BeR.

3.2. Calcul d'une solution particuliére yp de l'équation y" (t) + y(t) = sin(z).

Puisque g(#) =sin(#), i.,e. n =0, u=0et =1 = w avec A <0, on cherchera yp sous la forme yp(#) = t(Ccos(?) +
Dsin(#)). On a alors

yp(t) = t(Ccos() + Dsin(1)),
¥p (1) = t(=Csin(z) + Dcos(#)) + C cos(#) + Dsin(r),
Vp(8) = t(=Csin(r) — Dcos(1)) —2Csin() + 2D cos(t),

d’ ol
y}ﬁ(t) + yp (1) = 2(Dcos(f) — Csin(z)) = sin(1).

Par identification (deux polyndmes sont égaux s’ils ont mémes coefficients) il vient C = —1/2 et D = 0. On en déduit
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qu'une solution particuliere est donc
yp:R—R
t— —tcos(r)/2.

3.3. Solution générale de l'équation y" (t) + y(r) = sin(1).
La solution générale de 'EDO est donc

V:R—R
t— (Acos(t) + Bsin(t)) — tcos(t)/2, A, BeR.

(4) Considérons 'EDO y" (1) + y(t) = sin(31).
4.1. Calcul d’'une solution particuliére yp de l'équation y" () + y(t) = sin(31).
Puisque g(t) =sin(3¢), i.e. n =0, p=0et 0 =3 # w avec A <0, on cherchera yp sous la forme yp(f) = Ccos(31) +
Dsin(3¢). On a alors

yp(t) = Ccos(31) + Dsin(31),
¥p(8) = =3Csin(31) + 3D cos(31),
yp(1) ==9Ccos(3t) —9Dsin(31),

d’ou
y}',(t) + yp (1) = =8(Ccos(3¢) + Dsin(3¢1)) = sin(31).

Par identification (deux polyndmes sont égaux s’ils ont mémes coefficients) il vient C =0 et D = —1/8. On en déduit
qu'une solution particuliere est donc

yp: R—R
t— —sin(31)/8.

4.2. Solution générale de I'équation y" (1) + y(r) = sin(31).
La solution générale de 'EDO est donc

V:R—R
t— (Acos(3t) + Bsin(3t)) —sin(31)/8, A,BEeR.

(5) Considérons I'EDO y" (1) + y(t) = sin3(¢).
5.1. Calcul d’'une solution particuliere yp de I'équation y" (t) + y(t) = sin3(z).
Puisque g(t) = sin3(#) = —sin(31)/4 + 3sin(#)/4, d’apres le principe de superposition on en déduit qu'une solution
particuliere est donc

yp: R—R
t— —(—sin(3t)/8)/4+3(—tcos(t)/2)/4 =sin(3t)/32 — tcos(t)/8.

5.2. Solution générale de I'équation y" (t) + y(t) = sin3(¢).
La solution générale de 'EDO est donc

V:R—R
t— (Acos(3t) + Bsin(3t)) +sin(3t)/32 — tcos(t)/8, A,BeR.

# Exercice 4.3.11
1. Calculer la solution générale de 'EDO y"' (1) —9y(f) =0

Calculer une solution particuliere de 'EDO y" (¢) —9y(¢) = 18¢
Calculer une solution particuliere de 'EDO y" (£) - 9y(f) = 5€?
Calculer une solution particuliere de 'EDO " (1) —9y(t) = 12¢€3¢

oo BN

Calculer une solution particuliere de 'EDO y" (£) —9y(r) = —13sin(21)
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6. En utilisant le principe de superposition (sans faire de calculs), en déduire la solution générale de 'EDO y" () —
9y(t) = 18t + 5% + 123 — 13sin(21)

Correction
Les solutions de 'EDO y" () —9y(f) = 181 + 5e*! + 12¢3' — 13sin(2¢) s'écrivent

() =ya() +yp(t) = cre 3+ cpe — 21— *! + 213! +sin(21).

En effet, ,pus allons d’abord calculer la solution générale de 'EDO homogeéne, puis une solution particuliere de 'EDO
complete en utilisant le principe de superposition.
Solution générale de I'EDO homogeéne :
Léquation caractéristique A> —9 = 0 a discriminant A =9 > 0. On a A;» = +3. Lintégrale générale de I'équation
homogene est donc

3t
»

yH(t)che_St'FCge c1,c €R.

Recherche d’une solution particuliére :
Par le principe de superposition on cherchera yp sous la forme yp(t) = yp1(£) + yp2 () + yp3(£) + ypa(t) avec
1. yp1 une solution particuliere de 'EDO y"(f) —9y(r) = 18¢,
2. yp» une solution particuliere de 'EDO y” (£) —9y(f) = 5%,
3. yp3 une solution particuliere de 'EDO y" (¢) = 9y(1) = 12¢%,
4. yp4 une solution particuliere de 'EDO y" (1) —9y(r) = —13sin(21).

1. | Calcul de yp;.
Ona g;(#) =18¢, cequinousdonne n=1, u=0etf = 0. De plus, A >0 et u # A, 2, donc m = 0. On cherche alors
yp1 sous la forme yp; = At+B.Ona

yp1=At+B Yp1=A Y1 =0,

)

donc
181 = yp, (1) = 9yp1(f) =0—9(At +B)

douA=-2etB=0.

2. | Calcul de ypy.

Ona g (t) =5e*!, ce qui nous donne n =0, u =2 et 6 = 0. De plus, A > 0 et £ # A1 2, donc m = 0. On cherche alors
yp2 sous la forme ypy = Ae?!. Ona

yp2 = Ae®! Vp2 = 2Ae% Vp2 = 4Ae%,
donc
5€°" =y, (1) = 9ypa (1) = 4A—-9A)e™
dout A=-1.

3. |Calcul de yps3.

Ona gs3(1) = 1263t ce quinous donne n =0, p=3etf =0. De plus, A >0 et = 1y, donc m = 1. On cherche alors
yp3 sous la forme yp3 = Ate’. Ona

yp3 = Ate®! Vp3 = AL +30)e" Vs = A6+90€,

donc
12¢°" = yp3 (1) = 9ypa2(1) = AB+91 -9 €™

dou A=2.

4. | Calcul de yps.

On a gu(f) = —13sin(21), ce qui nous donne n =0, p =0 et 6 = 2. De plus, A > 0 et u # 112, donc m = 0. On
cherche alors yp, sous la forme yps = Acos(2¢) + Bsin(2t). On a

Ypa = Acos(2t) + Bsin(21) J’;’A =2Bcos(2t) —2Asin(21) yZA =—4Acos(2t) —4Bsin(21),

donc
—13sin(21) = ¥}, (1) = 9yp4(1) = (~4A—9A) cos(21) + (~4B — 9B) sin(21)

douA=0etB=1.
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On conclut qu'une solution particuliere de 'EDO y" () — 9y(f) = 181 + 5¢*" + 12¢3" — 13sin(2¢) est

yp(t) = yp1(6) + yp2 () + yp3(t) + ypa(t) = =2t — e*' + 2te>" +sin(21).

# Exercice 4.3.12
Calculer toutes les solutions de 'EDO y" () —4y'(£) +3y(#) = 6t +1+4e’ +8e™" (on utilisera le principe de superposition
pour calculer la solution particuliére).

Correction
Solution générale de 'EDO homogeéne :
Léquation caractéristique A2 — 41 +3 = 0 a discriminant A=16-12=4>0.0Ona A = 4*2/5 ainsi A; =1let A, =3.

L'intégrale générale de I'équation homogene est donc
yH(x)261€t+(,‘2€3[, c1,c €R.

Recherche d’une solution particuliére :
Par le principe de superposition on cherchera yp sous la forme yp(#) = yp1(¢) + yp2(t) + yp3(t) avec
1. yp1 une solution particuliere de 'EDO y" (1) —4y'(t) +3y(t) =61 +1,
2. yp2 une solution particuliere de 'EDO y" (£) — 4y’ (1) +3y(1) = 4€",
3. yp3 une solution particuliere de 'EDO y" (¢) — 4y’ (1) +3y(t) = 8e™".

1. | Calcul de yp;.

Onag(f)=6t+1,cequinousdonnen=1, u=0etd =0. De plus, A>0et u # Ay 2, donc m = 0. On cherche
alors yp; sousla forme yp; = At+B.Ona

yp1 = At+B Yp1=A Yp1=0,

donc
61+1=yp,(£) —4yp (1) +3yp1 (1) =0—4A+3(At + B)

douA=2etB=3.

2. | Calcul de yp».

Ona g»(t) =4e’, ce quinous donne n =0, u=1et 6 = 0. De plus, A >0 et u = A, donc m = 1. On cherche alors
yp2 sous la forme ypy, = Ate’. On a

yp2 = Ate' Vo = AL+ )e’ Vpo = AR+ 1)e’,

donc
4e’ = yp, (1) = 4yp, (1) +3yp2(1) = AR+ 1)e' —4A(1 + e’ +3Ate’ = —2Ae’

d'ott A=-2.

3. | Calcul de yp3.

On vérifie que la fonction e™! est solution particuliere de 'EDO. Si on n’a pas remarqué cela, on peut utiliser la
méthode classique : on a g3(r) = 8e~ !, ce quinous donne n=0, u=—1etd =0. De plus, A >0 et u # Ay, donc
m = 0. On cherche alors yp3 sous la forme yp3 = Ae”*.On a

-t / -1 /! -1
Yp3 = Ae Yp3=—4Ae Yps=4e

donc
8e™' = yps () —4yps (1) +3yp3(t) = Ae™' +4Ae” " +3Ae™ " =8Ae™’
douA=1.
On conclut qu’une solution particuliere de 'EDO y” (1) —4y' (1) + 3y(¢) =6t + 1 + 4e” + 8¢~ ! est

yp(0) = yp1(2) + ypa () + yp3(t) = (2t +3) — 2te’ + 7"

On conclut que les solutions de 'EDO y" (1) —4y'(£) +3y(t) =6t + 1+ 4e’ +8e~ ! s’écrivent

() = yu) + yp(t) = cre’ + cre’ + 2t +3—2tel + 7.
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4 Exercice 4.3.13
Considérons I’EDO linéaire
Y () + by () + cy(r) = g (D).

Siles fonctions y; () = £3, y2(£) = 2+ e~ ! et y3(t) = 1+ t> — 5¢~ ! sont solution de cette EDO, que valent-ils b, c et g()?

Correction

y2(0) —y1(1) = e~ T et y3(1) — y1(£) = 1 —5e~ " sont solutions de 'EDO homogene y” (1) + by' (1) + cy(t) = 0, donc 0 et —1 sont
racines du polyndme caractéristique A +bl+c=0,ie A2 +bl+c=A+DAdoub=1etc=0.

yi() = t3 est solution de 'EDO complete, donc 67+ 3 2= g(0).

# Exercice 4.3.14
On se propose de déterminer I'évolution au cours du temps de la charge g dans un circuit RLC soumis a une tension
sinusoidale. La charge est solution de I'équation différentielle

Lq"(t)+Rq'(t)+%q(t) = wvsin(wt) (4.1)

ol v est une constante réelle, L et w sont des constantes réelles positives et ol R et C sont des constantes strictement
positives.

1. Soit a € R* et § € R. Déterminer une primitive de la fonction
F:R—R
t— e% cos(Bt)

2. On suppose que L = 0. Calculer la solution de 'EDO (4.1) vérifiant g (0) = 0.
3. Onsuppose L >0 et R> —4L/C > 0. Déterminer la solution générale de 'EDO (4.1).

Correction
1. Soit f et g deux fonctions dérivables. Alors

ff(X)g’(x) dx:f(x)g(x)—ff'(x)g(X) dx.
On pose I(1) = [ e*' cos(f1) dt. En intégrant par parties (f(#) = cos(81) et g'(x) = e*') on trouve
I(1) :fe‘”cos(ﬁt) dr= %”cos(ﬁt) + gfe‘”sin(ﬁt) dr.
De la méme maniere, on pose J(t) = [ e*'sin(f1) dt. En intégrant par parties (f(¢) = sin(f1) et g'(x) = e*’) on trouve

_ [t _ _Efaz = ingn - P
](t)—fe sin(fBt) dt = " sin(f1) " e“"cos(Br) dt = " sin(ft) aI(t).

On en déduit

B eat ﬁ B eat ﬁ eat ) ﬂZ
I(t) = 7cos(,6t)+al(t)— 7cos(ﬁt)+5751n(ﬁt)—?l(t)
d’ou
o ar _acos(ft) + Bsin(ft) ,;
I(t)—fe cos(fBt) dt = 21 2 e
et
o oar B i’” . B _ asin(ft) - fcos(f1)
](t)—fe sin(ft) dt = = sin(ft) al(t)— 21 2 e

2. Dansle cas L=0I'EDO (4.1) devient )
Rq'(t)+ Eq(t) =wvsin(wt).

e Calcul de la solution générale de I'équation homogéne Rq' (1) + %q(t) =0.

- . R, . L G
L'application ¢ — 1/(RC) est continue et différente de zéro sur R. Formellement on peut donc écrire Z;’—Eti =-— R—lc,
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ce qui conduit a la solution générale sur R de I'’équation homogene

qgu:R—R

r—xe "EO  gveck eR.

e Calcul d’une solution particuliere de 'équation Rq' (1) + %q(t) =wvsin(wi).
Considérons une nouvelle fonction inconnue K(1) telle que gp(1) = K(t)e” /RS soit solution de Rq) (1) +
%qp (1) = wvsin(wt). On calcule q]’p(t) =K' (t)e " BO _K(r)e ' RO | (RC) et on le reporte dans 'EDO; on obtient
(en utilisant le résultat a la question 1)

a=1/(RC) cos(wt) .
= ===+ wsin(wt)
K'(0) = % (/%9 sin(wi) p=w K@) = ﬂ( RC . et/(RC))
T®oz T
et donc la fonction
qp: R—R
i ) —wRC r
f s (@VO) sin(wt) —wRC cos(wt) e”(RC))
1+ (wRC)?
est une solution particuliére sur R.
e Calcul de la solution générale de I'équation Rq' (1) + %q(t) =wvsin(wi).
On en déduit que la solution générale de 'EDO sur R est I'application
q:R—R
wvC
t— qu(t)+qp(t) =xe "BO 4 ——— _ (sin(wt) —wRCcos(wr)) ! RO
qu(t) +qp(0) 1+(wRC)2( (wh) -w (w1)
* Calcul de la solution vérifiant q(0) = 0.
w?VRC?

Lunique solution vérifiant ¢ (0) = 0 est obtenue pour K = ——— .
1+ (WRC)?

3. SiL>0,I'EDO (4.1) est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants.

e Calcul de la solution générale qy de 'équation homogene Lq" (1) + Rq'(t) + %q(t) =0.

Elle admet pour équation caractéristique LA? + RA + % = 0 qui a discriminant A = R? —4L/C. Sous I'hypothése

R%?—-4L/C > 0 elle admet deux racines réelles distinctes, 11 = RZZ’ L‘/Z ety = Rz; L‘/E. La solution générale de 'EDO

homogene sur R est donc

gu(t) = AeM' + B!, ABeR.

e Calcul d'une solution particuliere qp de l'équation Lq" (t) + Rq' (1) + %q(t) =wvsin(wt).

Puisque g(f) = wvsin(wt), i.e. n=0, u=0et O = w, on cherchera gp sous la forme gp(t) = acos(wt) + Bsin(w?).

On a alors
gp(t) = acos(wt) + Bsin(wi),
qp(t) = w( - asin(wt) + fcos(wr)),
qp(t) = wz(— acos(wt) - Bsin(wn)),
d’ou

Lgp(t)+ Rqp(0) + %qp(t) = (—LwZa +Rwp+ %) cos(wt) + (—szﬁ —Rwa + g sin(wt) = wvsin(wt)

Les réels a et § doivent donc étre solution de

_ w’VR
—Lo*a+Rof+E=0 (£ -Lo®)a=-Rop (&-Lw?)* +(Rw)?
2 b _ = 1 25 = wv(&-Lo?)
—Lo*f - Rwa+ & =wv (& - Lo*) B=wv—-Roa B= C

(%7Lw2)2+(Rw)2
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On en déduit qu'une solution particuliere est donc

quR—WR

w?*vR wv (& - Lo?)
tH—(l 2)2 Ry cos(wt) +
=—Lw*) + (Rw
C

sin(wt).

(& - La?)” + (Rw)?

e Solution générale de l'équation Lq" (t) + Rq' (1) + %q(t) =wvsin(wt).
La solution générale de 'EDO est donc

R2+VR2-4L/C , w?>VR (DV(% —L(Dz)
2L

- cos(wt) + 3
(& - Lw?)” + (Rw)?

t— Ae” 2L "+ Be - 5
(& —Lo?)” + (Rw)? o

sin(wt), A,BEeR.

# Exercice 4.3.15 (Oscillateur harmonique forcé : cas d’'une excitation sinusoidale)

On s’'intéresse a I'influence d'une excitation harmonique sur un oscillateur. Outre le fait que ce type d’excitation est
important pour lui-méme (vibrations d'une machine tournante, mouvement d’'un électron dans un champ magné-
tique...), cette étude revét un intérét théorique capital. En effet, la fonction qui décrit cette force excitatrice peut s’écrire
comme une superposition de fonctions sinusoidales (discréte ou continue selon que la force est périodique ou non).
Le fait que I'’équation différentielle soit linéaire, autrement dit que le principe de superposition puisse s’appliquer,
permet d’écrire la solution pour une force quelconque comme la somme des solutions obtenues pour chaque terme de
la décomposition. Il est alors nécessaire de déterminer la réponse a chaque terme de la décomposition, a savoir a une
excitation sinusoidale. Ceci donne une importance considérable a 1’étude de I'excitation sinusoidale.

Etudions I'équation différentielle qui décrit le mouvement d’un corps de masse m > 0 qui se déplace horizontalement
assujetti a une force générée par un ressort de constante élastique k > 0 et une force externe d’intensité f(#) = Acos(¢?)
avec A et ¢ deux parameétres réels (on a négligé le frottement).

Correction
La position x du corps en fonction du temps suit la loi

mx" (£) + kx(t) = Acos(pt).
On la réécrit sous la forme
x" () +n?x(t) = acos(pt)
ayant posén’> = k/m>0eta= Alm.

 Equation homogene : x” (1) +n* = 0. Le polynéme caractéristique est p(1) = A2 + n? et a les deux racines complexes
conjugués Ay = —in et A, = in. La solution est de la forme

x(t) = Cycos(nt) + Cysin(nt), C,CeR.

¢ Solution particuliere : il faut considérer les deux cas suivantes.

o Si ¢ # n alors on cherche une solution particuliere du type
xp(t) = bcos(pt) + csin(pt).

On a x},(f) = —bgsin(@t) + cpcos(pt) et xj(1) = —b? cos(pt) — cp?sin(pt). En remplacant dans I’'EDO on
obtient
—bg? cos(pt) — cp?sin(pt) + 1 beos(pt) +n°csin(@t) = acos(pt),

ce qui implique
a

:nz_(pz'

o Si g =n alors on cherche une solution particuliere du type

b et c=0.

xp(t) = btcos(pt) + ctsin(pt).

Ona x}, (1) = (b+cet) cos(pt)+(c—bet)sin(pt) et X (1) = (2c—bpt)p cos(pt)—(2b+cet)@sin(pt). En remplacant
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dans 'EDO on obtient
(2c—bptpcos(pt) — 2b+ copt)psin(pt) + p* bt cos(pt) + p*ctsin(pt) = acos(pt),
qui se réécrit
(=2= b+ (1 —-tc)psin(pt) + (b—a) +2c(1 + D — btp?) cos(pt) =0
ce qui implique
b=0, et c=—.
La solution complete est donc

o sig #mn, x(t) = Cycos(nt)+Cysin(nt)+ TIZf(PZ cos(gpt) avec C1,Cr € R;sionposer = \/Cf + C§ ety =arctan(-C;/Cy)
on obtient

a
x(t) =rcos(nt + @) + ——— cos(pi)
72 — @2

qui est la superposition de deux mouvements oscillatoires avec deux amplitudes et deux périodes différents.

o sig=mn,x(f) = Ccos(pn)+Cysin(g1)+55 tsin(gpt) avec C1, C € R;sionpose r = | /C?+ CZ ety = arctan(—C; / Cy)
on obtient a
x(tf) =rcos(pt+y) + 20 tsin(ept).

On remarque que toute sous-suite (#,) divergent a +oco de la forme ¢, = fp + % pour fy #0on a |x(t,)| — +o0:
les oscillations ont ampleur de plus en plus grande (c’est ce que I'on appelle la résonance).
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Annexe A.

Rappels : primitives

Une fonction F: [a; b] — R est une primitive (ou intégrale indéfinie) d'une fonction f: [a; b] — R si

F'(x)= f(x) pour tout x € [a; b].

* Si F existe on dit que f est intégrable.

* F estune primitive de f ssila fonction F + c'est pour tout réel c.

 Lensemble des primitives d’'une fonction f est noté [ f(x) dx :

“® EXEMPLE
e (x?)=2xdonc f2xdx=x*+c

¢ (In(x) =1 donc f1dr=Inx)+c

e (sin(x))’ = cos(x) donc [ cos(x) dx = sin(x) + ¢

A.1. Primitives fondamentales

xn+1
-fx”dx=n+1+cpourn7£—1
J fldlen(x)+c
X
. fexdx:ex+c
. fsin(x)dxz—cos(x)+c

o /cos(x) dx =sin(x) + ¢

A.2. Techniques d’intégration

e Linéarité :

ff(x)dx:F(x)+c.

1
o fde—tan(x)+c

-f ; dx=- L +c
sin“(x) tan(x)

1
. f dx = arcsin(x) + ¢ = —arccos(x) + ¢

V1-x2

1
. f 5 dx = arctan(x) + ¢
1+x

f(f(x)+g(X))dx=ff(x)dx+fg(x)dx et fkf(x)dxzkff(x)dx, keR

* Produit (= intégration par parties) :

ff(x)g’(x)dx:f(x)g(x)—ff’(x)g(x)dx

* Composition (=intégration par changement de variable) :

en posant u = f(x) on obtient ‘?—‘;‘ = f’(x), soit encore du = f'(x) dx et donc

fg(f(x))f’(x)dxzfg(u) du=Gw)+c=G(f(x)+c
N~ ——

=u =du
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A.3. Exercices

¢ Exercice A.3.1 (Par intégration directe)
Calculer les primitives suivantes :

1
1. f2x3—3x+1dx 2, f(1+2x3)2dx 3. f\/}+ V/x dx 4, /de
xv/x
1 X B+x+1
5. f dx 6. f\4/ (x—1)3 dx 7. E— f—
X+1 x+1 x2+1
Correction
4 2
X X 1 4
1. 21—3?+x+c:ax(x3—3x+2)+c 2. f4x6+4x3+1dx:§x7+x4+x+c
, \ 2 5 3. ] 3
3. fx/2+x/3dx:—x/2+—x/3+c 4, fxf/ﬁdx:——+c
3 4 Vx
x+1)" 4
5. ( ) +c=2vVx+1+c 6. —(x=1"+¢
1/2 7
x+1-1 1 x(x2+1)+1 x2
f =[1——dx=x—ln(x+1)+c 8. fidxzfx+ dx = — +arctan(x) + ¢
x+1 x+1 x2+1 x2+1 2
¢ Exercice A.3.2
Calculer les primitives suivantes :
1 1 1 1 1
— dx 2. f—dx f—dx 4, f—dx 5. f dx
1+x 1-x 1+ x2 1-x2 1— 2
Correction

!
1. u(x)=1+x, u’(x)zl,fum
u(x)

de=In|1+x|+¢

u'(x)

2. u(x)zl—x,u’(x):—l,—f dcx=-In|l-x|+c

u(x)
3. arctan(x) +c¢

1_1/2 1/21f1+1
1-x2 1-x 1+x'2J) 1-x 1+x

5. arcsin(x) + ¢ = —arccos(x) + ¢

4.

1 1 1+
dx:5(ln|1+x|—ln|1—x|)+c: Eln(—x)+c:ln(

1-x

Calculer les primitives suivantes en utilisant

—dt
T dx

X
1.[ ¢ & 2.[ LG 3. f\/2x+1dx
1+e* 1+e*
f 1 f1+cos(x) f 2x
dx D
xIn®(x) X + sin(x) 1+ x4
tan(x) —
11.[+m lz.fe—dx 13, [ 222
sin(x) cos(x) cos?(x) V1=x2
VX
16. fez“ldx 17. fx\/5+x2dx 18. f‘i/_ dx
X

72

# Exercice A.3.3 (Par transformations élémentaires ou changement de variable)

/ _ dr
ff(i@u(x) dx—ff(t)Mdf—ff(t) dr
=it

Remarque : si u(x) = Ax + B alors u/(x) = A constante et on pourra utiliser la propriété [ f(u(x)) dx = % [ Ade.
——

I3 (x)
X
sin(2x)

o
J
14. f

19. fxex2 dx

1+ sin?(x)

x+1

X2 4+2x+2

=i

dx

e—l/x
> f x?
10. [sins(x) cos(x) dx

15. /x(x2+1)2 dx

20. fxzex3 dx
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’ 21. Sm\(/_‘f) 22 f e/%dx 23, f lf—; dx 24, f sin(3x) dx 25. f %dx ‘
Correction

1. ux=1+e" u'(x) =e*, fL;((;“)) dx=In(0+e"+c

2. u)=1+e', /() =e", [ dr= [1dx- f’;((;‘)) dx=x-In(1+e%)+c

3. u(x)=2x+1, 0/ (0) =2, 1 [Val@u' () dv= 1 [luo] 2w/ (v) dy = W@l - Vet

4. u(x)=In(x), ' (x) = 1/x, [(w(x)3 (x) dx = ln44(x) +c

9.
10.
11.

12.
13.

14.

15.

16.
17.
18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.
25.

u(x)=—1/x,u'(x) = 1/x%, [e“Du/(x)dx=e""*+¢
u'(x) ___1
Wy K= oz tC

u'(x)
u(x)

u(x)=Inx), u'(x) =1/x,

u(x) = x+sin(x), u'(x) = 1 + cos(x), f dx=In|x+sin(x)|+c¢

R N u'(x) _ 2
u(x)=x%u'(x)=2x, [ T ) dx = arctan(x”) + ¢

u(x) = 1 +sin?(x), ¢/ (x) = 2sin(x) cos(x) = sin(2x), [ ';((;C)) dx =In(1 +sin?(x)) + ¢

u(x) = sin(x), u'(x) = cos(x), [(u(x))3u/(x) dx = M +c

u(x) = tan(x), u'(x) = 1/ cos?(x), f% dx=J L;(())CC)) dx=In|tan(x)| + ¢

u(x) = tan(x), u'(x) = 1/ cos?(x), [e“@u'(x) dx = e + ¢

12 ) = 1 ~1/2, — aresi 2
ux)=1-x%u'(x)=-2x, [ = dx+ [(u(x) 24/ (x) dx = arcsin(x) +2vV1—x% + ¢
u() =2 +2x+1, 0/ () =2x+2, 5 [ L8 de=LIn(x? +2x+1) +c

w(x) = 22 +1, 0/ (%) = 2%, & [(w(x)?u/ (0 de= L 4 ¢

2x+1

ux)=2x+1,u'(x)=2, % [e“Du'(x) dx = “(x)+c— +c
u(x) =5+x%, u'(x) :2x, %f(u(x))”zu’(x) dx_ §(5+x2)3/2 +c
u(x) =vx, u'(x) = Zfe”(") w(x)dx=2evV¥+c

ulx) = x%, u'(x) = 2x, %fe”“" ' (x) dx = ET c

u(x) =, u'(x) =3x%, % [P u'(x) dx = % +c

u(x) = VX, u'(x) = 3=, 3 [sin (u(x) u'(x) dv = —2cos vx + ¢
u(x) =x*+3, u'(x) = 2x, § [(wx) 3 (x) dx = Z V(x2+3)2+c

we) oo In(r )
u(x)
u(x) =3x, u'(x) =3, %fsm(u(x))u (x)dx = -1 cos(3x) +c

u(x)=1+x* u'(x)=4x3, 1

+C

—L_ dx et on obtient @™ 4 ¢ car - 1
cos?(x) s!(x)

Si on pose t = tan(x) alors dt =

=1+tan®(x) =

dx
ff(u(x))dx—ff(t)a dr.
=t

sin(In(x)) 1+eV* 1
_ 2. .
f - Vel 3 f P

er 1 1
[ w o [ r [
1+e* xIn(x) X /ln(%)

(© 2023-2024 G. FACCANONI

& Exercice A.3.4 (Par transformations élémentaires ou changement de variable)
Calculer les primitives suivantes en utilisant

Pour cela il faut tout d’abord calculer x = ! (¢) puis en calculer la dérivée. Plus généralement, si on a une relation du
type u(x) = h(r) alors u'(x) dx = h'(¢) dt ce qui permet de remplacer dx = ,((”) dr avec x =

u k(D).

1
f Vx(1+ /%) dx

8. fexln(1+e") dx
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Ide 10.[ lx_sxzdx 11.[\/%@ 1z.f\/ex——1dx
13.fln¥dx 14.[#@ 15.[\/1i_xzdx 16.fx\/mdx
17. fﬁmdx 18. fe;;x dx 19. f%ﬁ?x)dx 20./%008(%) dx

3
Zl.fmdx 22.f3+x2dx 23.f1+x4
Correction

Ici c’est plus difficile de reconnaitre ' (x) ainsi on inverse la relation ¢ = u(x) pour obtenir x = u~1(r) avant de calculer les
dérivées et trouver la relation entre dr et dx :

1.

I S i

N

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.
22.

23.

Pour x > 0, si on pose t = In(x) alors )—IC dx = dr et on obtient —cos(In(x)) + ¢

Pour x >0, si on pose ¢ = y/x alors dx =2¢ dt et on obtient 2(v/x + eV¥) + ¢

Pour x > 0, si on pose ¢ = y/x alors dx =2¢ dt et on obtient 2In(y/x—1) + ¢
Pour x >0, si x > 0. Si on pose ¢ = y/x alors dx =2t dt et on obtient4m+ c
Sion pose ¢ = e* alors e* dx = dr et on obtient In(1 + e*) + ¢

Pour x > 0, si on pose t = In(x) alors )—16 dx = dr et on obtient In|In(x)|+ ¢

Pour x > 0, si on pose ¢ = ln(%) = —In(x) alors —% dx = dt et on obtient —2 ln( )+c

Sionpose t =1+ e alors e* dx = dr ainsi [ e*In(1 + e*) dx = [In(¢) dt. Sans utiliser 'intégration par partie, si on pose

t=e" alors dr = e dw ainsi [In(#) df = [ we" dw = (w—1)e" et on obtient (1 + e*)In(1 + *) — e*

Pour x >0, si on pose ¢ = In(x) alors 1 L dx= dreton obtient - 7 arctan (hi}g)) +c

Si on pose t? = 1 - x? alors —x dx = ¢ d et on obtient ——(x +2)V1-x%+c¢

Si on pose r* = x> — 1 alors 3x* dx = 2¢ dt et on obtient 2 (x> +2)Vx3 =1+ ¢

Si on pose t* = e* — 1 alors dx = 22Jf1 dt et on obtient 2 (Ve* — 1 —arctan(ve* —1))) + ¢
Pour x >0, si on pose ¢ =In(x) alors dx = e! dt et on obtient %ln2 (x)+c

Sion pose ¢ = e* alors dx = % dr et on obtient arctane* + ¢

Si on pose £ = V1 + x2 alors 2x dx = 2t dt et on obtient V1 + x2 + ¢

Pour a+ x> =0, si on pose t = Va+ x? alors 2x dx = 2¢ dt et on obtient %\/m+ c
Pour x > 0, si on pose t = In(x) alors % dx = dt et on obtient arcsin(In(x)) + ¢

Sion pose t = % alors —% dx = dt et on obtient —e'/* + ¢

Sion pose ¢ =1+ sin(x) alors cos(x) dx = dr et on obtientIn|1 + sin(x)| + ¢

Si on pose ¢ =1 alors =% dx = dr et on obtient —sin (1) + ¢

Si on pose t2=1+x alorsxdx:tdtetonobtlent—(x -2Vx2+1+c

[tz dx=3 f dx. Si on pose ¢ = x/v/3 alors dx = v/3¢ df et on obtient ‘[ 3 arctan(x/v/3) + ¢

a7

Si on pose t = x? alors 2 dx = dt et on obtient % arctan(x?) + ¢

+C.

¢ Exercice A.3.5

Calculer les primitives suivantes :

2 .
f cos' (x) dx 9 f s%n(x) + cos(x) dx 3. f : 1 d
1 —sin(x) sin(x) — cos(x) sin?(x) cos? (x)

[—s— S gy N
cos(x) sin(x) sin(x) cos(x)

Correction

1.

74

—sin(x))(1+sin(x))

cos?(x) = 1 —sin?(x) = (1 - sin(x)) (1 +sin(x)), [ S=5EDEAIED qy = x — cos(x) + ¢
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2. 1=cos?(x)+sin?(x), u(x) = sin(x) —cos(x), ¢’ (x) = sin(x) + cos(x), fw de=[% ')y = In(sin(x) —cos(x)) + ¢

sin(x)—cos(x) u(x)
_ 2 ;2 sin® (x)+cos? (x) _ _
3. 1=cos*(x) +sin“(x), [ i ool = fcosz(x) dx+fSln 75 dx = tan(x) e +c
— 2 102 1 _ [ cos?(x)+sin? (x) _ [ sin(x) | cos(x) _ :
4. 1=cos”(x)+sin (x),fcos(x)sm(x) =/ ST —fcos(x) + Sm(x) dx = —1In|cos(x)| +In|sin(x)| + ¢

5. sin(x) = 2sin(x/2) cos(x/2), u(x) = x/2, u'(x) = 1/2, f
c=In|tan(x/2)| + c.

6. cos(x) =sin (5 —x), u(x) =5 —x, u'(x) = l,fwl(x)dxz—f

Sm(x) dx=/ —Cos(u(x))sin(u(x)) 1/ (x) dx = —In|cos(x/2)|+In|sin(x/2)|+

—L—u/(x) dx =In|cos(Z - §)| - In|sin(Z - ¥)|+c =
sm(u(x))
In(sin(x) — cos(x)) + ¢

4 Exercice A.3.6 (Intégration par parties)
Calculer les primitives suivantes en utilisant f fog' (x) dx = f(x)g(x)— f f'(x)g(x) dx:
f W 2, f In(1 + x) dx 3. / x2e* dx s [BD 4,
Boe VX
5. fxsin(x)dx 6. fxzcos(x)dx 7. fxln(x)dx 8. fwetanm dx
cos®(x)
3 In(x) 2 3 i (42
9. x° In(x) dx 10. | —— dx 11. | In“(x) dx 12. | x°sin(x®) dx
vx
Correction

1. Onpose f(x) =In(x) et g'(x) = %.Alors f'x) =1 etg(x)=-1. Onobtient f(x)g(x) - [ f'(x)g(x) dx = —W +c

2. Onpose f(x) =In(1+x) et g'(x) = 1. Alors f'(x) = 1+x et g(x) = x. On obtient f(x)g(x)— [ f/(x)g(x) dx=(1+x)In(1 +
X)—x+c

3. Onpose f(x) = x? et g'(x) = e*. Alors f'(x) = 2x et g(x) = e*. On obtient f(x)g(x) — [ f'(x)g(x) dx = x?e* -2 [ xe* dx.
On intégre encore par partie et on obtient= ex((x 2)x+2)+c

4. Onpose f(x) =In(x) et g'(x) = Alors o)== et g(x) =24/x. On obtient f(x)g(x) — [ f'(x)g(x) dx =2y/x(In(x) —
2)+c

5. Onpose f(x) = x et g'(x) =sin(x). Alors f’(x) = 1 et g(x) = — cos(x). On obtient f(x)g(x)— [ f'(x)g(x) dx = —xcos(x) +
sin(x) + ¢

6. Onpose f(x) = x* et g'(x) = cos(x). Alors f’(x) = 2x et g(x) = sin(x). On obtient f(x)g(x)— [ f'(x)g(x) dx = x*sin(x) -
2[-xcos(x) +sin(x)] + ¢

7. Onpose f(x) =In(x) et g'(x) = x. Alors f’(x) = 1/x et g(x) = x*/2. On obtient f(x)g(x) - [ f'(x)g(x) dx = 1 x?In(x) -
1xt+c

8. On pose f(x) = 59/ cosn et g () = ¢ /eost(v. Alors f!(x) = eorn et g(x) = @), On obtient f(x)g(x) — [ f'(x)g(x) dx =
@ (tan(x) —1) + ¢

9. Onpose f(x) =In(x) et g'(x) = x>. Alors f'(x) = L et g(x) = %4. On obtient f(x)g(x) - [ f'(x)g(x) dx = £ x*(@In(x) -

D+c
10. Onpose f(x) =In(x) et g'(x) = %f Alors f/(x) = + etg(x) 4 on obtient f(x)g(x)— [ f'(x)g(x) dx = = x** (In(x) — %)+
c

11. On pose f(x) = In(x) et g'(x) = In(x). Alors f'(x) = 1 et g(x) = xIn(x) - x. On obtient f(x)g(x) — [ f'(x)g(x) dx =
x(In?(x) = 2In(x) +2) + ¢

12. On pose d’abord ¢ = x? ainsi df = 2x dx. Alors [ x%sin(x?) dx = § [ x?sin(x*)2x dx = § [ #sin(z) dz. On pose f() =

et g(1) = sin(p). Alors f'(1) = 1 et g() = —cos(1). On obtient f()g() — [ f'(Dg(r) dr = <0 +sn()

—x2cos(x?) +sin(x?)
5 +c

# Exercice A.3.7
Calculer la primitive suivante en utilisant un changement de variable. Comparer ensuite au résultat obtenu en utilisant
I'intégration par parties :

xarcsin(x)

V1-—x2
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Correction
. _ . 1 _ s .
CV Sion pose f = arcsin(x) alors N dx = dr et x = sin(#) et on obtient
xarcsin(x) f .
—————dx = | tsin(¢) d¢
V1-—x2

On a calculé cette intégrale a 'exercice A.3.6(5.) :

f tsin(t) dt = —tcos(t) +sin(t) + ¢ = —arcsin(x) cos(arcsin(x)) + x + ¢

IPP ; V
xarcsin(x) _ =—V1-x%-arcsin(x) +x+c¢
V1-x2 f(x)=arcsin(x) = f'(x)= \/1177
g(x):—vl—x2 < g,(x): \/1f7

Les deux calculs donnent le méme résultat car cos(arcsin(x)) = + \/ 1 —sin®(arcsin(x)) = +V1 — x2

# Exercice A.3.8 (Formules de réduction)
Les formules de réduction dérivent de 'application répétée de la regle d’'intégration par parties.
1. Soit n € N et @ € R*, montrer que

n o, nn=-1 ., n!\ e**
fxneaxdx:(xn__xn 1+—2xn 2_..+(_1)n_ Z_t¢
a a a) a

2. Soit n € N. Montrer que

_ginh-1 _
fsin”(x) dem sin ’(1x) cos(x) 4 n—1 fsin"‘Z(x) dx,
n-1 9 _
fcos”(x) dx = cos (:f) sin(x) 4 n-l1 fcos”_z(x) dx.

3. Soit n € N. Montrer que
fx" sin(x) dx = —x" cos(x) + nx" Lsin(x) - n(n—1) f x" 2 sin(x) dx,
fx" cos(x) dx = x"sin(x) + nx" " cos(x) — n(n — 1)‘[35”_2 cos(x) dx.

4. Soit neN*, a # —1 et x > 0. Montrer que

a+1

WATN/] _ n _ n n—-1 n(n-1) n-2 o (_1\n n! )x
fx In (x)dx—(ln (%) _a+lln (x)+—(a+1)21n x)---+(=1) @rDn a+1+c

Correction
1. On pose I,, = [ x"e** dx. En intégrant par parties (f(x) = x" et g’'(x) = ¢**) on trouve

e n e n e n-1 n nn-1 n!\ e**
In:xn———ln_l — 2 _ = (xnil———ln—Z) — e = (xn__xnfl +¥xn72.“+(_l)n_) Z_4ec
a a a « a a a a a) «a
2. Onpose I, = [sin”(x) dx. En intégrant par parties (f(x) = sin” ! (x) et g’(x) = sin(x)) on trouve
e —sin” '(x)cos(x) n-1
I,=—-sin" "(x)cos(x)+(n—-1)I,—o—(n-1)I,= + I,—»

n n

De la méme maniere, on pose I, = [ cos” (x) dx. En intégrant par parties (f (x) = cos" ! (x) et g’(x) = cos(x)) on trouve

cos™ 1 (x)sin(x) . n-1

I, = I
n n
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3. Onpose I,, = [x"sin(x) dx et J, = [ x" cos(x) dx. En intégrant par parties (f(x) = x" et g’ (x) = sin(x) dans la premiere
intégrale et f(x) = x" et g’(x) = cos(x) dans la deuxiéme intégrale) on trouve

I, =—x""cos(x)+nJ, 1 Jn = x"sin(x) - nl,,_;
Par conséquence

I,=-x"cos(x)+n (x”f1 sin(x) — (n—1)I,—2) = —x" cos(x) + nx" lsin(x) - n(n-1)1,_,

n-1

Jn = x"sin(x) — n(-x"""cos(x) + (n— 1) Jp—2) = x"* sin(x) + nx"cos(x) —n(n-1)J,_»

4. Onpose I,, = [ x%In"(x) dx. En intégrant par parties (f(x) =In"(x) et g’ (x) = x%) on trouve

a+1 (

no M B M s P D
+1ln (x) —a+1ln_1— =(In" (x) (X+].ln (x) + (@ 1)21 ()4 (= 1) (a+1)" +1+C

1 xOH—l

X
I, =

# Exercice A.3.9 (cf. . HALMOS)

Si f, g: R — R sont deux fonctions dérivables quelconques, on sait que la dérivée du produit n’est pas le produit des
dérivées, autrement dit (fg)' # f'g’. Cependant, il existe des fonctions f et g pour lesquelles on a bien (fg)' = f'g’,
par exemple si f et g sont toutes deux égales a une constante (pas nécessairement la méme). Pouvez-vous en trouver
d’autres?

Correction

e Si f(x) = k1 pour tout x € R et g(x) = kp pour tout x € R, alors (fg)'(x) = (k1k2)' = 0 pour tout x e R et f'(x)g’'(x) =
0x0=0pour tout x eR.

* Si g = f, on cherche f telle que (f2)' = (f')?, c’est-a-dire 2f(x) f'(x) = (f'(x))? pour tout x € R. Donc, soit f'(x) =0
pour tout x € R et on trouve a nouveau f(x) = g(x) = k pour tout x € R, soit 2f(x) = f'(x) pour tout x € R et on trouve
f(x) =gx) = ke** pour tout x € R.

e Dire que (fg)' = f'g’ revient a dire que f'g+ fg’' = f'g’. En divisant par le produit fg (il est inutile a ce stade de se
préoccuper de la possibilité de diviser par 0, nous cherchons seulement formellement des conditions nécessaires) on
a

f'(x) N g _fx) g
f gl f) gk

g

c’est-a-dire ]}((;? g(x() £y soit encore
glx
g'(x)
In(f(x))' = ———.
! g'x)-g)
Si on choisit g, il suffit de poser f = e oi1 G est une primitive de %.

Voyons quelques exemples :
o sion pose g(x) = x alors G(x) = [ ﬁ dx=-In(1-x) et f(x) = % Vérifions si on a bien (fg)' = f'g’:

e X\ 1
(& (x)—(—l_x) =12

! / _ 1
Fx)gx)= e

o sion pose g(x) = x% alors G(x) = faxa—jxa = f —4 ? xa =—aln(a—-x) et f(x) = . Vérifions si on a
bien (fg)' = f'g’ :

_1
(a—x)¢

a !
(fg)' (0= ((afx)a) =a*x* Ya-x)"""
f’(x)g’(x) — a(a_x)—a—l . (,Zx‘kl _ a2xa71(a_x)fa—1

ax

o sion pose g(x) = e** alors G(x) = [ —H—a dx = “yxet f(x) = eP* ot b = al(a—1). Vérifions si on a bien

Qelx _gax
(fg)/ f/gl
(fg)’(x) — (ebxeux)l — (e(a+b)x)/ —(a+ b)e(a+b)x

(28 (%) = beP*ae™ = (ab)e'“*P* = (a + b)e“D*
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