Chapitre 7 : Compléments sur le calcul intégral
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Partie A : Rappels sur les propriétés et calculs de base

Théoremes/Deéfinitions/Notations :

1) Toute fonction continue sur [a,b] est intégrable sur [a,b]
2) Soit f, une fonction intégrable sur [a,b]. On appelle fonction primitive de f sur [a,b]
toute fonction notée F, définie par : F’'(x) = f(x) Vx & [a,b].

3) On note If (x)dx toutes les fonctions primitives de f, on a donc :

I f(x)dx = F(x) + cte

4) Soit f, une fonction continue sur [a,b], soit F, une fonction primitive de f. On a alors :

b
[ f(x)dx = [F(X)]2 = F(b) — F(a)
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1) Soit f, g deux fonctions continues sur [a,b]. Soit o et § deux nombres réels. On a
b b b
alors : j’ (af(t) + Bg(t))dt = o j f(t)dt + B j g(t)dt
2) Relation de Chasles : Soit f une fonction continue sur un intervalle ferme I. Soit a,b,c

b c b
trois réels de I. On a alors : I f(t)ydt = jf (Hdt + If (t)dt

3) ]’f(t)dt = -} £(t)dt
b a

4) Soit f et g, deux fonctions continues sur [a,b] telles que f(x) < g(x) Vx € [a,b], on a

b b
alors : If(x)dx < Ig(x)dx




Intégrales, pariteé et périodicité :

1) Si f est une fonction paire et continue sur [-a,a], alors : If(x)dx = Z.I f(x)dx
-8 0

2) Si f est une fonction impaire et continue sur [-a,a], alors : jf (x)dx =0

3) Si f est une fonction T-périodique, continue sur tout intervalle [a,a+T], alors :
a+T T

[f(®at = [1(tyat
a 0
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jx“.dx = +cte ; o # —1
o+1

o+l

jU‘.U“dx= = +cte ; o # —1

o+1

‘[2\/— \/;+cte

IZJ_ U +cte
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Ie dx =e* +cte

IU‘.eU.dx =e" +cte

Ildx = ln(|x|) + cte
X

_[U'dx = ln(|U|) + cte

[Sdx=->+cte
X X

Ur 1
JGdx=-5+cte

j cos(x).dx = sin(x) + cte

_[U'.cos(U).dx =sin(U) + cte

Isin(x).dx = —cos(X) + cte

I U'sin(U).dx = —cos(U) + cte

|
dx = tan(x) + cte
J'cos?‘(x) (%)

I Ij dx = tan(U) + cte
cos (U)

I(l +tan’(x)).dx = tan(x) + cte

j‘ U'.(1+ tan>(U)).dx = tan(U) + cte

Rllge @ov®e | e B |

I l -.dx = arctan(X) + cte
1+ X

I L -.dx = arctan(U) + cte
1+ U
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Partie B : Méthodes de calcul

C .
L. Intégration par parties hap, 3 re -?

1T a farmnle
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Soit u et v deux fonctions dérivables sur [a,b] telles que u’ et v’ sont continues sur [a,b].
On a alors : j‘: u(t). v'(t)dt = [u(t).v(t)]? - f: u'(t). v(t)dt

Démonstration

(). V(O] =... WL 20CE) o S CE) 0 ) e e
b
b

f:’[u(t).v(t)]'dt =..J....k’.~'.(.*=.):.\:.(k)..o.\t...-.e-..J...U.(#):.‘.?.’C‘F)é.’.:............... e ———————————————

N———— b o~
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b
b /
Dong : f:u(t).v'(t)dt =(“(e)°ckDa—Ju(E)Gct)At e ————————
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2) Remarques 1° Cette formule s’applique lorsqu’on cherche a calculer I'intégrale d’un produit de fonctions qui
n’est pas de la forme U’.f *(U) (voir les formules de la colonne droite du tableau p.7), et a condition que

fab u’(t). v(t)dt soit plus facile a calculer que fab u(t). v'(t)dt.
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3) Exemples Calculer les intégrales suivantes : Page
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Notes




J() =j1n(t)dt

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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P Ay A4S, AC

o B est-il factorisé dans R ?

Factoriser B /
dans R

0 F est-elle irréductible? .~

A et Bontunou Si lifier F
plusieurs facteurs impiirier
communs

A et B n‘ont aucun(e)
facteur (racine)
commun(e)

Diviser A par le facteur Une ou plusieurs

commun et simplifier F R EG et
solution de A

F est réduite

F a-t-elle une partie entiére

deg(A)<deg(B)

Diviser A par B : deg(A)=deg(B)
R

R
F—Q+E OnnoteG—E

F (ou G) est

irréductible et sans
partie entiére




o Quelle est la forme de la DSESde F (ouG) ?

Lister les pdles a; de F
dans C avec leur
multiplicité

ay est un pole réel simple

a; est un péle réel dg multiplicité m>1} a; est un pdle noh réel simple*

Elément simple de 1ére espéce : Eléments simples de 1&re espéce : Elément simple de 2éme espéce :
« _Om L Gs o u & bx+c
(x—ap)™ (x—ap)* x—ay

A < 0,}les racines sont a; et @,

F(ouG)estla

somme de ces
éléments simples
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o Quelles sont les valeurs des coefficients ?

formule adec F ou G

formule afec F ou G formule agec F ou G

Calculera: Calculer a_, : Calculer betc:

a = [(x— ag). F(X)]x=q, @ = [(x — @)™ F(X))x=q, b.ay + ¢ = [(dx* + gx + h).F(x)]

X=ay

Ident#ier parties réelles et imaginaires

Calculera,,,,a,,; ,.,a,
remplacer xparm—1
valeurs et résoudre
le systéme obtenu

DSESde F
Ne pas oublier la
partie entiére |
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Exercice 4 Calculer les intégrales survantes :

K(x) = I(1+tan (x)).tan> (x).dx : L(x) = j—e dx ; M(x) = jx- * dx -N=j
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P= e : cos(x).sin” (x)dx : T(x
!x +1 o= I (x)sin” (x) B I 2 _6x+13 Fage 19
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