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Syllabus

LUE 731 de la premiére année du Master Informatique comprend deux composantes: une remise a niveau en
mathématiques et une remise a niveau en informatique.

Vous recevrez deux notes: une pour les mathématiques (CCy) et une pour I'informatique (CCy). Votre note finale sera
calculée comme suit:

Note finale = max{0.4 x CCym + 0.6 x CCp; 0.6 x CCy + 0.4 x CCI}

Une page Moodle pour I'UE (avec ce polycopié et d’autres ressources) est disponible, avec acces anonyme, a I’adresse
https://moodle.univ-tln.fr/course/view.php?id=8899.

Partie “Mathématiques”

Contenu

La partie de remise a niveau en mathématiques vise a consolider les connaissances acquises au premier cycle, tout en
ouvrant des perspectives sur I'application des techniques mathématiques a des problémes concrets.

Le cours commence par 'optimisation de fonctions de plusieurs variables, couvrant les premiéres définitions, les
dérivées partielles du premier et du deuxieéme ordre, le gradient et la matrice hessienne, ainsi que I'optimisation dans un
ouvert sans contraintes. Ensuite, nous abordons I'interpolation, notamment I'interpolation polynomiale avec les bases
canonique, de Lagrange et de Newton, ainsi que 'interpolation dans un espace vectoriel quelconque (pour introduire
la base de Fourier). Le troisieme volet traite de 'approximation au sens des moindres carrés, en se concentrant sur
le fitting par une relation affine, puis polynomiale et enfin dans un espace vectoriel quelconque. Enfin, la statistique
descriptive est couverte, avec un accent sur le vocabulaire, la représentation des données statistiques, les statistiques
descriptives univariées et bivariées, une revisitation de la régression linéaire vue au chapitre précédent, et la corrélation
avec ses mises en garde.

Pendant les CM/DT, nous explorerons l'utilisation de fonctions préexistantes en Python pour vérifier nos calculs.
Nous utiliserons soit le module sympy pour des calculs formels (exacts), soit numpy, scipy, ou pandas pour des calculs
numeériques, voire approchés. Pendant les deux séances de TP, nous implémenterons certains algorithmes utilisés par
ces modules.

Polycopié

Tous les chapitres sont accompagnés d'un support pédagogique et d’exercices corrigés afin de renforcer la compré-
hension et d’aider a maitriser les concepts. Laide-mémoire propose une explication concise des concepts abordés
en cours, mettant en avant les points clés pour structurer le travail personnel et faciliter la compréhension d’autres
ouvrages. Il contient de nombreux exercices corrigés. Toutefois, il ne saurait remplacer les séances de cours ni la prise
de notes. Il est con¢u pour aider a se concentrer sur les explications orales. Il est important de noter qu’il peut contenir
des erreurs que vous étes encouragés a signaler afin d’améliorer continuellement le document.

Organisation

En ce qui concerne la partie “Mathématiques”, elle est organisée en 15 séances de 2h chacune. Voici le découpage des
séances:


https://moodle.univ-tln.fr/course/view.php?id=8899
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Date Heure Séancen® | Contenu | Déroulement

mardi 10/9 14h-16h 1 2h de CM

jeudi12/9 10h-12h 2 Chapitre1 | 2hde TD

lundi 16/9 10h-12h 3 1h de TD + 45’ CC; + 15’ corrections
mardi 17/9 10h-12h 4 2h de CM

mardi 17/9 14h-16h 5 Chapitre 2 | 2h de TD

lundi 23/9 10h-12h 6 1h de TD + 45’ CC; + 15’ corrections
lundi 23/9 14h-16h 7 - 2h de TP (Jupyter)

mardi 24/9 10h-12h 8 2h de CM

mardi 24/9 14h-16h 9 Chapitre3 | 2h de TD

lundi 30/9 10h-12h 10 1h de TD + 45’ CC3 + 15’ corrections
mardi 1/10 10h-12h 11 2h de CM

mardi 1/10 14h-16h 12 Chapitre 4 | 2hde TD

vendredi 4/10 | 14h-16h 13 1h de TD + 45’ CC4 + 15’ corrections
lundi 7/10 10h-12h 14 - 2h de TP (Jupyter)

lundi 7/10 14h-16h 15 - 2h CCrinal

Evaluation
La note CCy est obtenue comme moyenne pondérée de plusieurs évaluations:

4
1
CCv = Z CC; + ECCFinal-

1

83

¢ Le CCgingq) est une évaluation écrite individuelle sur tout le programme. Une (et une seule!) feuille A4 recto-verso
manuscrite par étudiant est autorisée.

¢ Les quatre CC; sont des controles continus par équipe: chaque équipe doit rendre une seule copie. Lors de ces
évaluations, une (et une seule!) feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe est autorisée.

Composition des équipes
Pour composer les équipes, je vous ai regroupés en 3 groupes comme suit:

Al. Jeanne Barastier B1l. Emad Ba Gubair Cl. Yann Roblin

A2. Enzo Berge B2. Mattéo Bonavita C2. Florian Audouard
A3. Lois Hermelin B3. Yacine Haouas C3. Mattéo Pegliasco
A4. André Marcais B4. Lilian Laure C4. Shawn Pelerin
A5. Quentin Lavit B5. Pierre Nicolas C5. Stéphane Rossi
A6. Tom Bartier B6. Jean-Baptiste Nguyen C6. (Lucie Quarta)

Chaque équipe est constituée de 3 étudiants, un par groupe. La composition des équipes change d’un chapitre a
l'autre et est imposée.

Chapitre 1 Chapitre2 Chapitre3 Chapitre 4

Equipea A4,B3,C6 A2,B4,C3 A6,B5, C4 A6,B2,C3
Equipe A3,B1,C3 A5,B2,C2 A3,B2,C5 A3,B3,C4
Equipey A5,B6,C4 Al,B3,C5 A5,B3,C3 A2, B6,C6
Equiped A2,B5 C5 A6,B6,Cl A2,B1,Cl1 A5,B4,C5
Equipee Al,B2,C1 A3,B5C6 A4,B6,C2 Al,B1,C2
Equipe{ A6,B4,C2 A4,B1,C4 Al1l,B4,C6 A4,B5Cl

Vous pouvez vérifier dans ce tableau de fréquences qu'un étudiant n’est en équipe avec un autre étudiant qu'une et
une seule fois:

6 (©) 2024-2025 G. FACCANONI
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CHAPITRE 1

Optimisation de fonctions de plusieurs variables

Dans ce chapitre

1.1 IntroducCtion . . . . . . i o i e e e e e e e e e e e e e e e e e 9
1.1.1 Représentations de fonctionsde deuxvariables . . . . ... .. ... ... .. ... ... ... ... 9
1.2 Dérivées partielles du premier ordre et gradient . . . . . . . . . . . . i ittt e 11
1.3 Dérivées partielles de deuxiéme ordre et matrice hessienne . . . ... ... ... ... ... .. .. ..... 14
1.4 Optimisation (dans un ouvert et sans contraintes) . . . . . .. . .. .. ... o it e 15
1.5 Fonctions prédéfiniesen Python . . . . . . . . . . . . e e 18
1.5.1 Calculformelavecsympy . . . . . . . o i it e e e e e e e e e 18
1.5.2 Affichageavecmatplotlib . . . . . . . . .. .. e 19
1.6 EXEICICES . . . . o i e e e 21

1.1 Introduction

Une fonction f de R" a valeurs réelles associe a tout pointx = (xg, X, ..., X,) de R” un réel f(x). Le point x € R” se note
aussi x ou x. Pour n = 2, on utilise souvent la notation (x, y), pour n =3, (x, , 2).

Le domaine de définition de f est'ensemble 2 c R" des points X = (x1, X2, ..., X,) ayant une image par f.

L'ensemble S = { x, f(x) |x€ 9 f} de R"*! est la surface représentative de f, analogue a la courbe représentative
d’une fonction d’'une variable. La représentation géométrique des fonctions de n variables se fait dans un espace a
n+1 dimensions, ce qui dépasse la bidimensionnalité des pages d'un livre. Pour contourner cette difficulté, nous nous
limiterons aux représentations des fonctions de deux variables, sous forme de dessins en perspective ou de coupes par
des plans horizontaux ou verticaux, offrant des informations utiles bien que partielles. Ce probleme de visualisation
introduit une rupture nette par rapport aux fonctions d’'une variable étudiées antérieurement.

1.1.1 Représentations de fonctions de deux variables

Lorsque n =2, le graphe
Gr={,yz=fy|(xyezs}

est tridimensionnel, et peut étre vu comme le relief d'une région (par exemple, I'altitude en fonction de la longitude et
de la latitude).

On visualise le graphe d’une fonction 'T I
A

S~
fIR—R ' ‘

)= flx,»

par l'altitude z = f(x, ).

Les axes x et y sont conventionnellement situés dans un plan horizontal (le domaine &y apparait alors comme un
sous-ensemble de ce plan), tandis que la dimension verticale est réservée aux valeurs de z. Ainsi, a tout (x, y) € 2 I3 dont
I'image est f(x, y) € R, correspond le point du graphe (x, y, f(x, y)) € R3. Une mise en perspective permet de visualiser
les surfaces en trois dimensions, avec I'axe z toujours vertical. Pour des raisons de lisibilité, les axes x et y peuvent ne
pas étre présentés selon la méme orientation.
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EXEMPLE
Le graphe de la fonction f: R> — R définie par f(x,y) = x*> — y? est une surface de R® ayant la forme d’une selle de
cheval, comme visible ci-dessous.

sin(x) sin(y)

AN ;.’;i\'-
L iy {00 “".'._
Illllu‘ll.l. : J}f;:*:i‘:{‘.:\"{\
;-,;';:;;;;L;;;;,:»;.;t‘g%\ﬁ.
TN

IR )
i AR

Si on considere des coupes horizontales, on obtient des courbes planes, dites courbes ou lignes de niveau.

Définition 1.1 (Lignes de niveau)
Soit k € R et f une fonction de R?> dans R; la courbe de niveau k de f est la projection sur le plan d’équation z = 0 de
I'intersection de la surface représentative de f avec le plan horizontal z = k, i.e. 'ensemble { (x,)e2 | f,y=k }

En pratique, on représente simultanément différentes courbes de niveau pour visualiser la progression du graphe.
Cette représentation s’apparente aux cartes géographiques ot le niveau correspond a l'altitude. Les courbes de niveau
d’'une fonction f(x, y) fournissent une représentation géométrique de f sur le plan, tandis que son graphe en donne
une dans I’espace.

45

Pt

=
(&

EXEMPLE

Limage ci-contre montre les courbes de niveau d'une fonc-
tion f. On peut alors se faire une idée de 'allure de la
fonction supposée continue. Par exemple, f(1,3) = 72,
f(4,5) =56, et40< f(3,3) <50 0u50< f(3,3) <60.

EXEMPLE (CARTES TOPOGRAPHIQUES)
On peut considérer le relief d'une région comme le graphe d'une fonction de deux variables (par exemple, I'altitude
en fonction de la longitude et de la latitude). Une courbe de niveau indique les points de méme altitude (ici, 'altitude

10 (© 2024-2025 G. FACCANONI
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du point A est 940 + d = 940 + c¢b/ a). En dessinant les courbes de niveau avec leur altitude correspondante, on obtient
la carte topographique du relief. La lecture d'une carte topographique permet d’obtenir des mesures quantitatives du
relief et de faire des observations qualitatives sur sa nature. Par exemple, localiser les points de plus haute et de plus
basse altitude, les crétes, les vallées, les cols, etc., ainsi que les endroits ol les pentes sont plus escarpées ou plus douces,
correspondant respectivement aux courbes de niveau tres rapprochées ou tres distantes.

Attention: dans cette représentation, les couleurs ne correspondent pas a la représentation planaire, mais servent a
reproduire les ombres.

%l S Lk
Extrait de la carte n° 2531 & l'échelle du 1:50000
Equidistance des courbes: 20 m

| v
bg ¢ iyv

%

o,

>
o Grand Suchat 5
{ LA

L Altitude 960 m |
R, (T P CRE— Altitude du Point A
-

g
Ia (-
~ Altitude 940 m

EXEMPLE
Alice achete des grappes de raisin et du fromage a la coupe. Le prix du raisin est de 5 euros le kg et celui du fromage est
de 18 euros le kg. Si Alice achete x kg de raisin et y kg de fromage, sa dépense en euros est

d(x,y) =5x+18y.

Cette dépense constitue donc une fonction linéaire d: R2 — R, des variables x et y. Le graphe obtenu est une portion
de plan.

Si Alice décide de payer en liquide et dispose de L euros, elle ne peut envisager que des budgets (x, y) tels que
d(x,y) < L. Graphiquement, ceci revient a envisager une intersection de la surface S avec des plans horizontaux
d’équation z = k € [0;L].

1.2 Deérivées partielles du premier ordre et gradient

Rappels Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur I, un intervalle ouvert de R. On dit que f est dérivable en
Xo € I §'il existe la limite finie
x) — f(x
lim fx) = f(xo)

X=Xo X — X

ce qui équivaut a
) —
lim fxo+h) f(xO)_
h—0 h

Cette limite, notée f(xp), est la dérivée de f en xo.

Pour une fonction f: R*> — R, dont le graphe est une surface de R3, la situation est différente. Le plan R? posséde
une infinité de directions. Pour étudier comment une fonction f: R?> — R évolue lorsque la variable suit I'une ou
l'autre direction du plan, considérons d’abord la direction a y fixé. Prenons le point (xg, yp) du domaine de f. Son
image est f(xo, yo) € R, et le graphe de la fonction, qui est la surface d’équation z = f(x, y) de R%, comporte le point
(X0, ¥, f (X0, ¥o)). Lintersection du graphe de f avec le plan vertical y = y, est la courbe d’équation z = f(x, y,) de R?. Le
point (xg, yo) étant fixé, cette courbe peut étre interprétée comme le graphe de la fonction f,-, d'une seule variable
définie par fy-y,(x) = f(x, yo). Si fy=), est dérivable en xo, alors sa dérivée nous renseigne sur la variation de f lorsque
(x, ) se déplace le long de la droite horizontale de R? passant par (xo, yo).

Par analogie, on peut répéter le méme raisonnement a x fixé. En conclusion, lorsqu’on fixe toutes les variables sauf
une, on obtient une fonction d'une seule variable qui peut étre dérivée selon les regles habituelles.

(©) 2024-2025 G. FACCANONI 11
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Définition 1.2 (Dérivées partielles premieres)
Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur une partie ouverte 2 de R?. Soit (xo, yo) € 2. Les dérivées partielles de f
en (xo, yo) sont les dérivées des fonctions partielles f), et fy, évaluées en (xo, yo), C'est-a-dire:

g(xo,m) ~ lim F(x, y0) = f(x0, ¥0) — lim f(xo+ h, yo) = f (X0, y0) ,
ox X—Xo X — Xo h—0 h
Q(XO%) _ i LF0 N~ fGo,y0) G0, Yo+ k) — fxo, yo)
oy y=Yo Y=o k—0 k

Il s'agit de limites d’'une fonction réelle de variable réelle!
Si f admet toutes les dérivées partielles premiéres, on dit que f est dérivable.

Remarque (Notation)
La dérivée % se note aussi 0 f, fx ou encore % en insistant sur la variable considérée constante. (Attention a ne pas
y

confondre f, la dérivée de f par rapport a x, avec fy-y,, la fonction partielle associée a f.)

Astuce
En pratique, pour calculer 0, f (resp. 0, f), on dérive f comme si elle était une fonction de la seule variable x (resp. y),
l'autre variable étant considérée comme une constante.

EXEMPLE
Soit f(x,y) =4 —x*—2y*. Le graphe de f est le paraboloide z=4—x*—2y?. Onad,f(x,y) = —2x et d, f(x,y) = —4y.
Le plan vertical y = 1 intersecte le paraboloide dans la parabole z(x) = 2 — x? (courbe C; a gauche). La pente de la
tangente a cette parabole au point (1,1) est 0, f(1,1) = —2.
De méme, le plan vertical x = 1 intersecte le paraboloide dans la parabole z(y) = 2—2y? (courbe C, a droite). La pente
de la tangente a cette parabole au point (1,1) est 9, f(1,1) = —4.

EXEMPLE
1. Pour la fonction f(x,y) = 3x*> + xy—2y% ona D= R?, f est continue, d, f(x,y) = 6x + y (car y est considérée
constante) et 0y, f(x, y) = x —4y (car x est considérée constante).
2. Pourlafonction f(x,y,2) =5xzIn(1+7y),onaPr = {(x,y,2) | y > —1/7}, f est continue, 0, f(x, y, 2) = 5zIn(1+7y),

0y f(x,),2) = fi;‘; etd,f(x, 3 2) =5xIn(1 +7y).

3. Pour la résistance totale R d'un conducteur produite par trois conducteurs de résistances Rj, Ry, R3, connectés en

paralléle, on a
1 1 1 1

R R; Ry R3’
On obtient alors g, R(R1, Rz, R3) = R?/R3.

Définition 1.3 (Vecteur gradient)
Le gradient de la fonction f: R"” — R évalué au point X = (X1, X,..., X,), noté V f(X) ou encore grad f (%), est le vecteur
dont les composantes sont les dérivées partielles premieres:

axl f(ﬁ)

0x, fX)
ViG=|
0x, f(®)

1l est orthogonal a la courbe de niveau de f passant par X.

12 (©) 2024-2025 G. FACCANONI
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EXEMPLE
Considérons la fonction f(x, y) = x*> +3y. Son gradient est V f(x, y) = (23)6 ) Par exemple, au point (1,2), le gradient est

VfQ,2)= (g) Ce vecteur est orthogonal a la courbe de niveau de f passant par (1,2).

Définition 1.4 (Plan tangent)
Soit 2 une partie ouverte de R" et soit f: 2 — R une fonction différentiable en X. Léquation du plan tangent au graphe
de la fonction f(x) en X est

L =f®+x-%"-VfR).

Pour n =2, en notant X = (xy, yo), '’équation du plan tangent au graphe de la fonction f(x, y) en (xo, yo) s’écrit

L(x, y) = f (X0, yo) + (x = X0)0x f (X0, Yo) + (¥ — ¥0)9y f (X0, Yo)

ce qui équivaut, en notant (h, k) = (x — X0, ¥ — Yo), &

L(xo + h, yo + k) = f (x0, yo) + hx f (X0, o) + k9 f (x0, yo).

EXEMPLE
Considérons la fonction de R? dans R définie par f(x,y) = x> + y. Le gradient de f est le vecteur Vf(x,y) = (2x,1)".
La courbe de niveau k de la fonction f est 'ensemble { (x, y) € R? | x*+y = k}, autrement dit la parabole d’équation
y = —x? + k. Le gradient est orthogonal a la courbe de niveau de f qui passe par le point (x, y).

Dans la figure ci-dessous on considére le point (-1, 1). Le vecteur gradient de f dans ce point vaut (-2, DT. Le point
donné appartient a la courbe de niveau 2 qui a pour équation y = —x? + 2. La droite tangente a cette courbe au point
(—=1,1) a pour équation y = 2x + 3 qui est orthogonale au gradient.

Le plan tangent a f enX = (-1, 1) s’écrit
L(x):f()‘()+(x—)2)T-Vf(i()=(—1)2+1+(x+1,y—1)-(_12)=2—2(x+1)+(y—1)=—2x+y—1.

Cette notion se généralise naturellement pour n > 2: il s’agit en fait d'un plan tangent pour n = 2 et d'un hyperplan

......

EXEMPLE
On peut calculer le plan tangent a la fonction f: R? — R définie par f(x, y) = xe* en (1,0) et utiliser sa linéarisation
pour approcher f(1.1,-0.1).Ona

flx,y)=xe™ fa,0=1
Oxf(x,y) ="V +xye™ 0, f(1,0) =1
3, f(x,y) = x*e*V 9y f(1,0)=1

Les trois fonctions f, 0, f et 0, f sont continues, donc f est différentiable. Sa linéarisation donne
fy) = 1,0+ (x-1)0,f(1,00+(y—0)0,f(1,0)=1+(x-1)+y=x+Y,

autrement dit xe*? = x + y lorsque (x,y) = (1,0), ainsi f(1.1,-0.1) = 1.1 - 0.1 = 1. En effet, £(1.1,-0.1) = 1.1e %! =
0.98542

2024-2025 G. FACCANONI 13
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1.3 Deérivées partielles de deuxiéme ordre et matrice hessienne

Siles fonctions dérivées partielles admettent elles-mémes des dérivées partielles en (xo, yo), ces dérivées sont appelées
dérivées partielles secondes, ou dérivées partielles d’ordre 2, de f en (xp, yo). On peut, de la méme facon, introduire les
dérivées partielles d’ordres supérieurs. Les définitions suivantes s’énoncent dans des ensembles ouverts pour éviter les
problémes liés au calcul de limites au bord du domaine.

Définition 1.5 (Dérivées partielles d’ordre 2 pour une fonction de deux variables)
Soitla fonction f: 2 cR? — Rou 2 r estun ouvert de R?. On a 2 dérivées partielles d’ordre 1 et donc 4 dérivées partielles
d’ordre 2 ainsi notées:

62 S 0 (of . .
Xo,y0) = 3+ (ax) (X0, yo) (notée aussi O f (xo, yo)),
662 (X0, o) = % (2—5) (x0, Yo) (notée aussi Oy, f (X0, yo)),
afj/?-gx (X0, ¥0) = aiy (Z—ﬁ) (X0, ¥0) (notée aussi 0y f (xo, o)),
%(xo,yo) _ a% (aﬁ) (X0, Vo) (notée aussi dyy f (X0, ¥0))-

Les dérivées partielles d'ordre supérieur a 2 se définissent par récurrence de fagon analogue. Soit la fonction f: R" — R;
on aura n dérivées partielles d’ordre 1, n? dérivées partielles d'ordre 2, etc. donc n* dérivées partielles d’ordre k.

Théoréme 1.6 (Théoréeme de SCHWARZ (ou de CLAIRAUT))
Siles dérivées partielles mixtes Oy f et 3y, f sont continues en (X, yo) alors Oy f (xo, yo) = 0yx f (X0, Yo)-

Définition 1.7 (Matrice hessienne)
Soit la fonction f: 2 c R%2—>Rou 2 r estun ouvert de R2. La matrice hessienne de f en (xo, yo) est la matrice de taille
2 x 2 dont les entrées sont les dérivées partielles secondes:

axxf(XOryO) axyf(XOy yO)

H (xo, yo) = )
1 (X0, y0) Oyx f(x0,y0)  Oyyf(x0,¥0)
Son déterminant est le réel dét(H 7 (xo, yo)) = Oxx f (X0, Y0)Oyy f (%0, Yo) — Oxy f (X0, ¥0)Oyx f (X0, Y0)-

Cette notion se généralise naturellement pour n > 2.

EXEMPLE
Les dérivées premieres et secondes de la fonction f(x, y) = —2x? + 3xy* — y3 sont

3 f(x, ) = —4x+3y%, 3,f(x,y) = 6xy -3y,
Oxx f(x,y) =4, Oxyf(x,y) =6y, Oyxf(x,y) =6y, 0yyf(x,y) =6x—6y.
La matrice hessienne est
4 6y
Hlxy) = (Gy 6x— Gy)

Dans cet exemple, on remarque que la matrice hessienne de f est symétrique du fait que les dérivées secondes mixtes,
Oxyf et 0y, f, sont égales.

Comme la dérivée seconde pour les fonctions d'une seule variable, la matrice hessienne permet d’étudier la convexité
des fonctions de plusieurs variables et joue, dés lors, un réle important dans leur optimisation.

14 (© 2024-2025 G. FACCANONI
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1.4 Optimisation (dans un ouvert et sans contraintes)

Un optimum ou extremum est soit un maximum soit un minimum, c’est-a-dire la valeur la plus haute ou la plus
faible que prend la fonction sur son ensemble de définition ou tout sous-ensemble de son ensemble de définition.

Définition 1.8
Soit f une fonction de 2 c R” dans R. On dit que

¢ f estbornée dans & s'il existe un nombre réel M = 0 tel que
Vxeg, |f®I=M;
e f admet un maximum (resp. minimum) global (ou absolu) en Xy € 2 si
Vx€eP, f(x) < f(xo) (resp. fx) = f(X0));

¢ f admet un maximum (resp. minimum) local (ou relatif) en xy € 2 s’il existe une boule de rayon non nul %8(xy, )
telle que

VXEDNRB(Xo, 1), f(X) = f(Xo) (resp. f(x) = f(xo)).

Théoréme 1.9 (de FERMAT: condition nécessaire du premier ordre)
Soit 2 un sous-ensemble ouvert de R”, xo un point contenu dans 2 et f: 2 — R une fonction de classe 6! en ce point.
Si f présente un extrémum local alors

V f(xo) = 0.

Définition 1.10 (Point stationnaire ou critique)
ATlinstar des fonctions d’une variable réelle, un point xq vérifiant V f (xo) = 0 est appelé point stationnaire ou point
critiquede f.

Nature d’un point critique: étude directe La condition du premier ordre signifie géométriquement que le plan
tangent a la surface d’équation z = f(x, y) au point (xg, yo) de coordonnées (xy, yo, f (X0, ¥o)) est horizontal. Apres avoir
déterminé un point stationnaire Xy, on peut alors déterminer sa nature en étudiant le signe de la différence

d(h) = f(xo +h) - f(xo).

Si cette différence est de signe constant pour h voisin de 0, il s’agit d'un extrémum local (un maximum si d <0, un
minimum si d > 0). Sinon, il s’agit d'un point-col (ou point-selle). Mieux, si le signe est constant pour h quelconque,
alors I'extrémum est global.

La figure a gauche illustre le cas d’'un maximum et la figure au centre le cas d'un minimum. La figure a droite illustre
le fait que la condition nécessaire d’optimalité n’est pas une condition suffisante; dans ce cas on dit que f présente
un col en (xp, yp) ou que (xp, yo) est un point-selle de f. Le mot col vient de I'’exemple de la fonction altitude et de la
configuration (idéalisée) d'un col de montagne: minimum de la ligne de créte, maximum de la route, sans étre un
extremum du paysage. Le mot selle vient de 'exemple d'une selle de cheval.

(©) 2024-2025 G. FACCANONI 15
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05 15

(a) Point de maximum (b) Point de selle

EXEMPLE
On cherche les extrema de la fonction f(x,y) = X2+ y2 dans le disque ouvert centré en (0,0) de rayon 1, représenté par
9= { (x,y) € R2 | x%+ y2 <1 } Le seul candidat extremum est I'unique point critique (0,0) qu’on trouve en résolvant
0xf(x,y) =0et 0, f(x,y) = 0. La définition implique de fagon immédiate que f admet un minimum global en (0,0). En
effet

f,=x*+y*=20=£(0,00 VY(x,y) €Dy

En revanche, la fonction n"admet aucun maximum.

Théoréme 1.11 (Condition suffisante d’extrémum local dans un ouvert (cas de 2 variables))
Soit f une fonction de classe %2 sur un ouvert 2 c R? et (xg, Yo) un point stationnaire; posons

d6t(H £ (x0, ¥0)) = O f (X0, ¥0) - By f (X0, ¥0) — (Bxy.f (X0, ¥0))°

le déterminant de la matrice hessienne de f évalué en (xy, yo).
* Si dét(H ¢(xo, y0)) >0, alors f présente un extrémum relatif en (xo, yo); il s’agit
o d’'un maximum si 0y f (xo, yo) <0
o d’'un minimum si 0 f (xo, o) > 0;
* si dét(Hf(X(], ¥0)) <0, alors f présente un point-selle (ou point-col) en (x, Jp); ce n’est pas un extrémum;
* si dét(Hy(xo, o)) = 0, on ne peut pas conclure a partir des dérivées secondes.

En résumé, si 0y f (xo, yo) = 0 et 8, f (xo, yo) = 0, la nature du point critique (xo, yo) est déterminée par le tableaux
suivant:

dét(Hp(xo, y0))  Oxxf (X0, y0) Nature de (xo, yo)
+ + minimum local
+ - maximum local
- point-selle
0 on ne peut pas conclure

EXEMPLE

On veut étudier la fonction f(x,y) = x* + y* — 2x — 4y sur R?. Elle a pour dérivées partielles d, f(x,y) = 2x — 2 et
0y f(x,y) = 2y —4 qui ne s'annulent qu'en (1,2), seul point ot il peut donc y avoir un extremum local. On étudie
directement le signe de la différence

dhk)=fl+h2+k) - fQ1,2)=h*+k*>0.
Comme cette différence est positive pour & et k voisins de 0 il s’agit d'un minimum. En effet, 0., f(1,2) =2 > 0,

0yyf(1,2) =2,04yf(1,2) =0 donc dét(Hp(1,2)) =4 >0et il s’agit bien d'un minimum.

EXEMPLE

Pour déterminer les extrema libres de la fonction f(x, y) = x*> + y® — 2xy — y dans R?, on constate d’abord que f est un
polynome, donc différentiable dans I'ouvert R?. Les seuls candidats extrema locaux sont les points critiques. Toutefois,
nous ne disposons d’aucune garantie a priori sur le fait que les éventuels extrema locaux soient globaux.
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Recherche des points critiques Ona

2x-2y

V=0 < (3y2—2x—1

)—(0) = )—(—l—l) u(x,y)=(1,1)
=0 xy)=|=3-z] oulny) =11,

Les deux candidats sont donc (-1, -1) et (1,1).

Classification La matrice hessienne de f en un point (x, y) € R? est

O0xxf(x,y) Oxyflx, y)) _ ( 2 _2)

Hf(x,y)=(ayxf(x,y) 3,y f(x, ) 2 6y

Comme dét(Hy (~1,-3)) <0etD(1,1) > 0, alors (- %, —3) estun point-selle et f admeten (1,1) un minimum local

de valeur f(1,1) = —1. Ce minimum n’est cependant pas global puisque, par exemple, f(0,-2) =-6< f(1,1) =—1.

Remarque (Optimisation libre versusliée)
Imaginez-vous en train de parcourir un chemin de montagne, explorant les hauteurs et les vallées de la région. Dans
cette excursion, vous pourriez avoir deux objectifs distincts, chacun reflétant une approche différente de I'optimisation.

D’une part, vous pourriez étre un passionné de randonnée, cherchant a atteindre les sommets les plus élevés de la
région. Votre but est alors de maximiser l'altitude a laquelle vous vous trouvez, explorant les crétes les plus spectaculaires
et les panoramas les plus impressionnants.

D’autre part, vous pourriez opter pour une approche plus pragmatique. Suivant un chemin balisé, votre objectif est
de simplement savoir, a la fin de la journée, a quel point vous vous étes retrouvé au point le plus élevé ou le plus bas de
votre parcours. Vous ne visez pas nécessairement les sommets les plus hauts, mais plutét les points les plus élevés ou les
plus bas sur le chemin que vous avez suivi.

Dans les deux cas, 'altitude est une fonction de deux variables, représentant votre position sur la carte en termes de
coordonnées (x, y). Loptimisation dans ce contexte peut étre abordée de deux manieres différentes: dans le premier
cas, dans la quéte des sommets les plus élevés, vous cherchez a trouver le maximum de la fonction d’altitude h(x, y).
Votre objectif est de découvrir les points les plus hauts de la région, il s’agit d'une optimisation libre (comme a la section
précédente). Dans le deuxieme cas, lorsque vous suivez un chemin spécifique défini par une équation g(x, y) = 0, votre
objectif est différent. Vous cherchez alors les points (xo, o) ou g(xp, yo) est vérifié, tout en assurant que la fonction
d’altitude h atteigne un extremum. En d’autres termes, vous cherchez les points les plus élevés ou les plus bas sur le
chemin donné, tout en respectant la contrainte imposée par le chemin lui-méme. C’est ce qu’on appelle 'optimisation
sous contrainte, ou liée, que vous verrez dans le cours d’optimisation.

(©) 2024-2025 G. FACCANONI 17
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1.5

Avec sympy, nous pouvons effectuer des calculs symboliques tels que le gradient et la matrice hessienne d'une
fonction donnée. Il est également possible de trouver les points critiques de cette fonction. Si ces points critiques
existent et sont calculables exactement, nous pouvons ensuite évaluer la matrice hessienne en chacun de ces points

Fonctions prédéfinies en Python

pour déterminer leur nature.

Pour visualiser une fonction de deux variables, nous utiliserons matplotlib. Nous commencerons par afficher les
courbes de niveau, puis nous verrons comment représenter la surface en trois dimensions. Il existe de nombreuses

variantes et options de coloriage possibles; pour plus de détails, consultez la documentation officielle.

1.5.1 Calcul formel avec sympy

7

18

import sympy as sp

X, y = sp.symbols('x y', real=True)

f = lambda x,y : 2*x-y**3+x**2%xy
print (£"$f(x,y) = {sp.latex(f(x,y))}$\n\n")

df _dx = sp.diff (f(x,y),x)
df _dy = sp.diff(f(x,y),y)
print (£"$\\nabla f(x,y) = ({sp.latex(df_dx)},{sp.latex(df_dy)}) T$\n\n")

x0, yoO =1, 1

plan_tangent = f(x0,y0) + (x-x0)*df_dx.subs({x:x0,y:y0}) +
—  (y-y0)*df_dy.subs({x:x0,y:y0})

print (f"Equation du plan tangent en ({x0}, {y0})

— ${sp.latex(plan_tangent)}$\n\n")

critical_points = sp.solve([df_dx, df_dyl, (x, y))
print (£"$\\text{{Points critiques}} = {sp.latex(critical_points)}$\n\n")

d2f_dxx = sp.diff (df_dx,x)

d2f_dxy = sp.diff(df_dx,y)

d2f_dyx = sp.diff(df_dy,x)

d2f_dyy = sp.diff(df_dy,y)

hessian = sp.Matrix([[d2f_dxx, d2f_dxyl, [d2f_dyx, d2f_dyyll)
print (f"$H(x,y) = {sp.latex(hessian)}$\qquad")

det_hessian = d2f_dxx*d2f_dyy - d2f_dxy*d2f_dyx
print (£"$\\det (H(x,y)) = {sp.latex(det_hessian)}$\n\n")

print ("Analyse de la nature des points critiques\n")

for x_c,y_c in critical_points:
hessian_at_critical = sp.Matrix([[d2f_dxx, d2f_dxy], [d2f_dyx,
— d2f_dyyl]l) .subs({x:x_c, y:y_c})
det_hessian_at_critical = det_hessian.subs({x:x_c, y:y_c})
print (£"$(x_c,y_c) = ({sp.latex(x_c)},{sp.latex(y_c)})$\qquad")
print (f"$H(x_c,y_c) = {sp.latex(hessian_at_critical)}$\qquad")
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l

print (f"$\\det (H(x_c,y_c)) = {sp.latex(det_hessian_at_critical)}$\n")

flx,y)=x*y+2x-y3

Vf(x,y) =QRxy+2,x*-3y*)T

Equation du plan tangenten (1, 1): 4x —2y

Points critiques =

H(x,y) =

2y
2x -6y

st e -4)

det(H(x, y)) = —4x2 —12y?

Analyse de la nature des points critiques

3
3 2-34 4
—2v§

(Xe, ye) = (=V/3,30) H(x,y):[ 3
o7 3 T Loys 231
3 23% {1/—
_am 31 _|-== 2v3
(Xe, ) =(V3,-%)  Hxe,ye) = 2(‘/35 ygl

1.5.2 Affichage avec matplotlib

det(H(xc, ye)) = —8V3

det(H(xc, yo)) = —8v/3

Ve

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

f=

N X< M
o=

plt.
plt.

XX_C

lambda x,y : 2*x-y**x3+x**2*y

np.linspace(-2,2,100)
np.linspace(-2,2,100)
= np.meshgrid(x,y)
£(X,Y)

figure()
contour(X,Y,Z, levels=30)

[-3%x0.25, 3%*0.25]

yy_c = [3*%*(-0.25), -3*x(-0.25)]

plt

plt
plt
plt
plt

plt.

.scatter( xx_c, yy_c, color='red')

.xlabel('x")

.ylabel('y")

.title('Contour plot')
.grid(True)
savefig('contour_plot.png')

(©) 2024-2025 G. FACCANONI
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20

Contour plot
207 =
7
15 7

%) 7

0 KiiHH
0 N
= 00 =

1.0

-154

-2.0 T

imp
imp
fro

[
I

N X< X
=< o

plt
ax

ax.
ax.
XX_
yy-
ZZ_
ax.
ax.
ax.
ax.
ax.
plt

ort numpy as np

ort rnagﬂoﬂﬂyp?ﬁkn as plt
m mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

= lambda X,y : 2*X-y**3+X**2%y

np.linspace(-2,2,100)
np.linspace(-2,2,100)
= np.meshgrid(x,y)
£(X,Y)

.figure()

= plt.axes(projection="'3d")

view_init (30, 45)

plot_surface(X, Y, Z)

c = [-3%%0.25, 3%%0.25]

c [3%xx(-0.25), -3%x(-0.25)]

c = [f(x_c,y_c) for x_c,y_c in zip(xx_c,yy_c)]
scatter(xx_c, yy_c, zz_c, color='red')
set_xlabel('x"')

set_ylabel('y')

set_zlabel('z')

set_title('Surface plot')
.savefig('surface_plot.png')

Surface plot
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1.6 Exercices

Exercice 1.1
Dans la figure ci-contre on a tracé les isobares de '’Amé-
rique du Nord au 12 aotit 2008. La pression indiquée est
mesurée en millibars (mbar ).
1. Donner une estimation de la pression
¢ a Nashville (point N),
¢ a Chicago (point C),

¢ a San Francisco (point S)
e eta Vancouver (point V).
2. Dans quelle ville le vent est le plus fort?

Correction
1. e Au point N la pression est de 1012 mbar  environ,

¢ au point C la pression est de 1013 mbar  environ,
e au point S la pression est de 1010 mbar  environ,

¢ au point Vla pression est comprise entre 1016 mbar et 1020 mbar ou entre 1012 mbar et 1016 mbar

2. Levent est plus fort a San Francisco car les lignes de pression sont le plus rapprochées.

Exercice 1.2
Déterminer les courbes de niveau des fonctions suivantes:

fo,n=x f,n=y+1, fon=x+y-1, f(x,y)=ey‘x2, fx, ) = y—cos(x).

Esquissez ensuite leurs graphes (le graphe peut étre vu comme un empilement de courbes de niveau qui forment
une surface dans R).

Correction
° f(x,y)=x: e f(x,y)=y+1: e fx,y)=x+y-1:
f(x,y) =xssix =k, les courbes fx,y) = xssiy=x-1, les fx,y) =xssiy=—-x+(K+1),
de niveau sont des droites verti- courbes de niveau sont des les courbes de niveau sont des
cales et la surface représentative droites horizontales et la surface droites de pente —1 et la surface
de f estun plan. représentative de f est un plan. représentative de f est un plan.

0
1]

y o]
2]
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2
e flx,y)=e’"":
f(x,) =« ssi y = x* +In(x), les courbes de niveau sont des paraboles. On observe notamment la croissance
exponentielle marquée lorsque les valeurs prises par y sont grandes et celles prises par | x| sont petites.

\

L e e v

2

e f(x,y)=y—cos(x):
f(x,y) =xssiy=cos(x)+x

Exercice 1.3
Associer chaque fonction (1-6) a sa surface (A-F) et a ses courbes de niveau (I-VI). Commencer par associer chaque
surface a ses courbes de niveau.

1. f(x,y) =sin(xy) 2. f(x,y)=sin(x-y) 3. flx,y)=0-x)H10-y?
_ -y _ . _
4. f(x,y)= T2+ 02 ) 5. f(x,y)=e*cos(y) 6. f(x,y) =sin(x)—sin(y)

e
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\\\\\\
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e
>

: ‘095‘:*?’"
PIAREONN. A
ﬁ.‘.\t&»ﬂﬁ{'ﬂ
ANIARKEN) 7
SR

i
AN
5 /f'.‘{i-\‘ff
ARSI
/ 0.0.‘,;,\,1 N Rl

; 7 e -QQ'?II"\.
7 ":’:‘k“‘r’f"""’f*‘i‘o’o""’
SHINORG

W ..:Q‘o%;‘

b

A
7
L

22 (© 2024-2025 G. FACCANONI



Derniére mise & jour: Mardi 1% octobre 2024

Chapitre 1 Optimisation de fonctions de plusieurs variables

I ¥ I

'/

Correction

1. C-II:lafonction est périodique en x et en y; f ne change pas quand on échange x et y, i.e. le graphe est symétrique
par rapport au plan d’équation y = x; f(0,y) = f(x,0) =0.

. A-1V:la fonction est périodique en y;

o G A W N

. F-I:1a fonction est périodique en x et en y; f est constante si y = x + K.
. B-VI: f(£1,y) = f(x,+1) =0;la trace dans le plan xzest z =1 — x? et dans le plan yzestz=1- yz.
D-V: f(x,x)=0; f(x,y) >0six>y; f(x,y) <0six < y.

. E-III: la fonction est périodique en x et en y.

Exercice 1.4 (Cartes topographiques du relief)

Sur une carte topographique, les courbes de niveau dé-
signent les points de méme altitude. On observe sur
I'extrait de carte ci-contre de I'institut Géographique
National (IGN), des courbes qui donnent une idée du
relief (Massif du Sancy). Elles représentent des coupes
horizontales successives du terrain a des altitudes qui
varient de 10 metres en 10 metres. Tous les points de
meéme altitude sont situés sur la méme courbe de ni-
veau.

7,73 -'\-.‘1451
AY /
1. Compléter le tableau
Point A B C D ] F
Altitude 1370

(©) 2024-2025 G. FACCANONI
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2. Lorsque les courbes de niveau se resserrent, que peut-on dire du relief?

3. Lariviere coule-t-elle d’est en ouest ou vice-versa?

Correction
1. Ona
Point A B C D E F G
Altitude 1470 1370 1380 1470 1400 1460 1520

2. Les endroits du relief ou1 les pentes sont plus escarpées ou plus douces correspondent respectivement aux courbes
de niveau tres rapprochées ou trés distantes.

3. Lariviere coule de I'est a 'ouest.

Exercice 1.5
Calculer toutes les dérivées partielles d’ordre 1 des fonctions données:

1. f(x,y):y5—3xy 2. f(x,y):xz+3xy2—6y5 3. f(x,y) = xcos(e*?)
5. f(x,y)=xY

8. z(x,y)=(2x+3y°

4. f(x,y)= f
6. f(x,¥ 2) =xcos(xz) +In(2 —sin®(y + 2)) 7. f(x, 1) =e cos(mx)

+b
9. Sy =L

10. F(x,y) = f;‘ cos(e!) dr

Correction
1. 30,f(x,y) =—-3yetd,f(x,y) =5y*—3x
Oy f(x,y) =2x+3y% etdy f(x,y) = 6xy—30y*
0y f(x,y) = cos(e™) — xye*V sin(e*?) et 3, f (x, y) = —x*e™V sin(e*)
dxf(x,y)=1/yetd,f(x,y) = —x/y?
0xf(x,y) = yx¥/xetd, f(x,y) =In(x)x¥

AR

AxY =e’"™ donc x>0

—2sin(y + z) cos(y + 2) —2sin(y+z)cos(y+z

6. 0xf(x,y,2) = cos(xz)-xzsin(xz), 0, f(x,y,2) = etd,f(x,y,2) = —x2sin(xz)+

2—sin2(y+z) 2—sin2(y+z)
7. 0xf(x,0) = —me fsin(mx) et 0:f(x,1) = —e "cos(mx)

8. 0xz(x,y) =20(2x+ ?)y)9 et0yz(x,y) =30Q2x + 3y)9

_ (ad-bo)y _ (be—ad)x
9. 0xflx,y) = (cx+dy)? etdyf(x,y) = (cx+dy)?

10. 0,F(x,y) = cos(e*) et 0,F(x, y) = —cos(e’)

On vérifie nos calculs avec le module sympy de python:

s A

import sympy as sp

sp.init_printing()

X, y, Z2, t, a, b, ¢, d = sp.symbols('x y z t a b ¢ d', real=True)

functions = [
(y**5 - 3xxxy, (x, y)),
(x*k*2 + 3kxky**k2 - Gky**5, (x, y)),
(x*sp.cos(sp.exp(x*xy)), (x, y)),
x/y, (x, ),
(x*x*y, (x, y)),
(x*sp.cos(x*z) + sp.1ln(2 - sp.sin(y + z)*x2), (x, y, 2)),
(sp.exp(-t)*sp.cos(sp.pi*x), (x, t)),
((2xx + 3xy)**x10, (x, y)),
((a*x + bxy)/(c*x + d*xy), (x, y, a, b, ¢, d)),
(sp.Integral(sp.cos(sp.exp(t)), (t, y, x)), (x, y))
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derivatives = []

for f, vars in functions:
derivs = [f] + [sp.diff(f, var) for var in vars]
derivatives.append(derivs)

for derivs in derivatives:
print("$", sp.latex(derivs), "$", "\n\n")

\ J

[-3xy+y° -3y, —3x+5y"]
[x2 +3xy? —6)°, 2x+3y?, 6xy—30y"]
[xcos(e™), —xye* sin(e™) + cos ("), —x?e*Y sin (e*)]

TR
y v
[x , xylog(x)]
[xcos (xz) +1og (2 —sin? (y + z)), —xzsin (xz) + cos (xz), —%, —x?sin (xz) — %
[e7! cos (nx), —me”'sin (nx), —e ! cos (nx)]
|(2x+3))', 20(2x+3y)°, 30 (2x+3y)°]
axthy 4 clax+by) b d(ax+by) _ x v x(axtby) _ y(ax+by)

cx+dy’ cx+dy  (cx+dy)?’ cxX+dy  (cx+dy)?’ cx+dy’ cx+dy’  (cx+dy)®’  (cx+dy)?

X
Jcos(e')dt, cos(e*), —cos(e”)

Exercice 1.6

Soit f: R? — R la fonction définie par f(x,y) = Xry

1+x2+y2
1. Déterminer et représenter les courbes de niveau de f.

2. Calculer les dérivées partielles premieres de f.

3. Ecrire I'équation du plan tangent a la surface définie par f au point (0,0).

Correction
1. Les courbes de niveau de f sont définies par I'’équation f(x, y) = k, ou k est une constante réelle. Cela revient a
résoudre:
x+ty
(el

ce qui donne I'’équation implicite
x+y=k@+x2+y2).

Pour k = 0, cette équation devient x + y = 0, qui est la droite d’équation y = —x.

Pour k # 0, I'équation peut étre réécrite sous la forme:

1
2 2
+y2——x—-—y+1=0.
XAy - ox ky

Cette équation représente un cercle ! pour certaines valeurs de k. En effet, pour 0 < k? < %, I'équation correspond
a un cercle de centre (5, 7z ) et de rayon

1
2k?

1. Le cercle de centre (x¢, y¢) etrayon r > 0 a pour équation (x — xc)? + (y- yg)2 = r2 soit encore x2 + y2 —2XcX=2Ycy+ x% + y% —-r2=o.
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2. Calculons les dérivées partielles premieres de f

(1+x2+y2)—2x(x+y) _ 1+y2—x2—2xy
(1+x2 + y?)2 T (+x2+y2)2

0xf(x,y) =

(1+x2+y2)—2y(x+y) _ 1+x2—y2—2xy
(1+x2 + y?)2 T (L x2+y2)2

0y f(x,y)=

3. Léquation du plan tangent a la surface définie par f en (0,0) s’obtient en utilisant I’expression du développement
de Taylor au premier ordre. Les dérivées partielles premiéres en (0, 0) sont

0.f(0,00=1, 9,f(0,0)=1.
Ainsi, 'équation du plan tangent en (0,0) est donnée par

z=1(0,0)+0,f(0,0)-x+0,f(0,0)-y=0+1-x+1-y=x+}.

import sympy as sp

X, y = sp.symbols('x y')

f=(x+7y) / (1+ xkk2 + ykk2)

daf _dx
daf _dy

sp.diff(f, x).simplify()
sp.diff(f, y).simplify()

print("df/dx = ", df_dx)
print("df/dy = ", df_dy)

x0, y0O = 0, O
plan_tangent = f.subs({x:x0,y:y0}) + (x-x0)*df_dx.subs({x:x0,y:y0}) +
—  (y-y0)*df_dy.subs({x:x0,y:y0})

print (f"Equation du plan tangent en ({x0}, {y0}) :", plan_tangent)

df/dx = (x**2 - 2*kxx(x + y) + y**2 + 1)/(xk*2 + y**2 + 1)**2
df/dy = (x**2 + y**x2 - 2%y*x(x + y) + 1)/(x*k*2 + y**2 + 1)**2
Equation du plan tangent en (0, 0) : x + y
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import numpy as np

import matplotlib:p%lot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

Hh
I

lambda x,y : (x + y) / (1 + x**2 + y**x2)

x = np.linspace(-3, 3, 100)
y = np.linspace(-3, 3, 100)
X, Y = np.meshgrid(x, y)
Z=1fX, Y

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot(111l, projection='3d')
ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap='viridis')

ax.contour (X, Y, Z, 10, offset=0, zdir='z', cmap='viridis')

ax.set_xlabel('x")

ax.set_ylabel('y')

ax.set_zlabel('f(x, y)')

ax.set_title('$f(x, y) = \\frac{x + yH1 + x°2 + y~2}$')

plt.show()

Exercice 1.7
Soit f: R? — R une fonction de classe €2 (R?) et (a, b) un point de R?>. On suppose que

axf(a» b) = O) ayf(a, b) = 0! axxf(a, b) = 1) ayyf(ur b) = 2y axyf(a; b) = 3-

Le point (a, b) est-il un point critique? Si oui, de quelle nature?

Correction
Le point (a, b) est un point critique de f car les dérivées premieres de f s’annulent en ce point.
Pour déterminer la nature du point critique, calculons le déterminant de la matrice hessienne H fla, b):

Hy(a,b) = |25/ (@) axyfm,b))_(l 3)‘

axyf(a, b) ayyf(ay b) h 3 2
Le déterminant de cette matrice est:
det(Hf(a,b)) =1x2-3x3=2-9=-7.

Comme le déterminant de la hessienne est négatif, le point (a, b) est un point selle.

Exercice 1.8
On suppose que (1,1) est un point critique d'une fonction f dont les dérivées secondes sont continues. Dans
chaque cas, que peut-on dire au sujet de f?

1' axxf(lr 1) = 4) axyf(ly 1) = lr ayyf(ly 1) = 2; 2' axxf(lr 1) = 4) axyf(l; 1) = 3r ayyf(ly 1) = 2-
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Correction
1. D’abord on calcule dét(H¢(1,1)) = 0xx f(1,1)0yy f(1,1) = (0xy f (1, 1))2 =7. Comme dét(Hp(1,1)) >0 et 0y f(1,1) >
0, f aun minimum local en (1, 1).
2. D’abord on calcule dét(Hf(l,l)) = 0xx f(1,1)yy f(1,1) = Bxy f (1, 1))2 = —1. Comme dét(Hf(l,l)) <0, faun
point-selle en (1, 1).

Exercice 1.9 y
A partir de la carte des courbes de niveau représentée
sur la figure ci-contre, localiser les points critiques de

f: R?> — R et préciser, pour chacun de ces points, s'il %
\71 3.7
3.2
. 2
0

s’agit d'un point-selle, d'un maximum local ou d'un mi-

nimum local.

)
! 4.2 1 X
5
Vérifier ensuite le raisonnement sachant que \&6
\l \ Q

(x, ):4+x3+ 3_3xy.
flxy y y

Correction
A partir de la carte des courbes de niveau, on peut faire les observations suivantes.

e Au point (1, 1), les courbes de niveau entourent le point de maniere ovale, indiquant que les valeurs de f aug-
mentent lorsque I'on s’éloigne du point dans toutes les directions. Cela suggere un minimum local a proximité de
(1, 1).

¢ Au point (0,0), les courbes de niveau ressemblent a des hyperboles, ce qui suggere un point-selle, car les valeurs
de f augmentent dans certaines directions et diminuent dans d’autres.

Vérifions cette analyse a I’aide des dérivées de f.

Points critiques: Calculons les dérivées partielles premieéres:
axf(x,y)=3x2—3y, ayf(x,y)=3y2—3x.
Un point critique est une solution du systeme 0 f(x, y) = 0 et 9y, f (x, y) = 0. Résolvons ce systeme
352 _3y= 2_ - 2 2_ -
x3y0<:>xy0<:>xy0<:>xy0
3y-3x=0 xt-x=0 x(x*-1)=0 x=0oux=1

Cela donne les deux points critiques suivants: (1, 1) et (0,0).

Etude des points critiques : Pour étudier la nature des points critiques, calculons les dérivées secondes
O0xxf(x,y) =6x, 0xyf(x,y)=-3, 0y,f(x,y)=6y.
Le déterminant de la matrice hessienne est donné par
det(Hp(x, ¥)) = 0xx f (X, ) - 0yy [ (x, y) = Oy f(x, ¥)? =36xy-9.

Analyse des points critiques:
¢ Pour le point critique (1,1):

det(Hf(1,1)) =36x1x1-9=36—-9=27>0, 0xf(1,1)=6>0.

Comme det(H¢(1,1)) >0 et 0xx f(1,1) > 0, le point (1,1) est un minimum local.
¢ Pour le point critique (0,0):
det(Hf(0,0)) =36 x0x0-9=-9<0.

Comme det(H r(0,0)) <0, le point (0, 0) est un point-selle.
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import sympy as sp
X, y = sp.symbols('x y', real=True)
f =4 + x¥x3 + y**k3 - 3*x*y

grad_f [sp.diff(f, var) for var in (x, y)]
hess_f [[sp.diff(df, varl) for varl in (x, y)] for df in grad_f]

print("Fonction f(x, y) :", £f)
print("Gradient de f(x, y) :", grad_f)
print("Matrice hessienne de f(x, y) :", hess_f)

stationary_points = sp.solve(grad_f, (x, y))
print("Points stationnaires :", stationary_points)
print ()

for point in stationary_points:
hess_matrix_evaluated = [[entry.subs({x: point[0], y: point[1]}) for
— entry in row] for row in hess_f]
determinant = sp.det(sp.Matrix(hess_matrix_evaluated))
if determinant < O:
nature = 'Point de selle'
elif determinant > O:
if hess_matrix_evaluated[0] [0] < O:

nature = 'Maximum'
else:
nature = 'Minimum'
else:
nature = 'Indéterminé'

print ("Point stationnaire :", point)

print ("Matrice hessienne évaluée en le point
print ("Déterminant de la matrice hessienne :", determinant)
print ("Nature du point :", nature)

print ()

, hess_matrix_evaluated)

Fonction f(x, y) : x**3 - 3kx*y + y**3 + 4

Gradient de f(x, y) : [3*x**2 - 3%y, -3%x + 3ky**2]
Matrice hessienne de f(x, y) : [[6*x, -3], [-3, 6*y]]
Points stationnaires : [(0, 0), (1, 1)]

Point stationnaire : (0, 0)

Matrice hessienne évaluée en le point : [[0, -3], [-3, 0]]
Déterminant de la matrice hessienne : -9

Nature du point : Point de selle

Point stationnaire : (1, 1)

Matrice hessienne évaluée en le point : [[6, -3], [-3, 6]]
Déterminant de la matrice hessienne : 27

Nature du point : Minimum

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

(©) 2024-2025 G. FACCANONI
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30

=)

lambda x, y : 4 + x**3 + y**3 - 3¥x*y

x_vals = np.linspace(-2, 2, 400)
y_vals = np.linspace(-2, 2, 400)
X, Y = np.meshgrid(x_vals, y_vals)

7Z =

stationary_points

[(0, ), (1, 1]

stationary_values = sorted([f(point[0], point[1]) for point in

—

plt.

plt

plt
plt
plt
plt

for

plt.

stationary_points])

contour(X, Y, Z, levels=50)

.contour(X, Y, Z, levels=stationary_values, colors='red')

.xlabel('x")
.ylabel('y")
.title('Courbes de niveau de f(x, y)')
.grid(True)
plt.

axis('equal')

point in stationary_points:
plt.scatter(point[0], point[1], color='red', s=50)

savefig('courbes_de_niveau.png')

20 Courbes de niveau de f(x, y)

15

1.0+

0.5 1

> 0.0

—-0.5 -

-1.0

-1.5

—2.0-
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Exercice 1.10
A partir de la carte des courbes de niveau représentée
sur la figure ci-contre, localiser les points critiques de
f: R? — R et préciser, pour chacun de ces points, s'il
s’agit d'un point-selle, d'un maximum local ou d'un mi-
nimum local.

Vérifier ensuite cette analyse sachant que

fo, ) =3x—x3-2y°+y*

Correction
A partir de la figure des courbes de niveau, plusieurs points critiques peuvent étre identifiés:

e aux points (-1,-1) et (—1,1), les courbes de niveau entourent les points. Cela suggere que les valeurs de f
augmentent lorsque I'on s’éloigne de ces points dans toutes les directions, ce qui est caractéristique de minima
locaux;

e au point (1,0), les courbes de niveau entourent le point, ce qui suggere que les valeurs de f diminuent lorsque
I'on s’éloigne du point dans toutes les directions, ce qui est caractéristique d'un maximum local;

e aux points (-1,0), (1,1), et (1,—-1), les valeurs de f augmentent dans certaines directions et diminuent dans
d’autres, ce qui suggere des points-selles.

Passons maintenant a la vérification analytique de cette analyse en trouvant les points critiques et en déterminant leur
nature.
Les points critiques sont les solutions du systeme

a2 2_q_ _
szow{g 3x2=0 W{x 1=0 W{(x D(x+1)

—4y+4y°=0 y@?-1=0 yy=-Dy+1)=0

Ainsi, les points critiques sont: (1,0), (1,1), (1,-1), (-1,0), (=1,1), et (=1, -1).
Calculons les dérivées secondes

axxf(x’ y) = _6x) axyf(x» y) = O, ayyf(xy y) = 12y2 —4.
Le déterminant de la matrice hessienne H¢(x, y) est donné par
det(H7(x, 1)) = 3xx f(x, ) - Oyy F(X, ¥) — @y f(x, ¥))? = —72x)° + 24x = —6x(12)* — 4).

Analysons maintenant chaque point critique:

Point critique (x, o) dét(Hf(xo, ¥0))  Oxxf(x0,¥0) Conclusion

1,0) 24>0 -6<0 f aun maximum local en (1,0)
1,1 -48<0 f aun point-selle en (1,1)
(1,-1) -48<0 -6<0 f aun point-selle en (1,—-1)
(-1,0) -24<0 f aun point-selle en (-1,0)
(-1,1) 48>0 6>0 f aun minimum local en (-1, 1)
(-1,-1) 48>0 6>0 f aun minimum local en (—1,-1)

Exercice 1.11
Une montagne a la forme de la surface z(x, y) = 2xy — 2x* — y*> — 8x + 6y + 4 (I'unité de mesure est de 100 metres).
Sile niveau de la mer correspond a z = 0, quelle est la hauteur de la montagne?

Correction
11 s’agit d’évaluer z(x, y) dans le point de maximum. Cherchons d’abord les points critiques:

2y—4x-8
Vz(x’y):(zi—zym)
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et Vz(x,y) = 0 ssi (x,y) = (—1,2). On établie la nature du point critique en étudiant le déterminant de la matrice
hessienne:

Oxxf(x,y) =—-4<0, 0y, flx,y)=-2, Oxyf(x, 1) =2,

etOxyf(=1,2)0y,f(~1,2) - (axyf(—l,Z))2 =4>0donc (-1,2) est un maximum. Comme z(—1,2) = 14, la montagne est
haute 1400 metre.

Exercice 1.12
Si f est une fonction continue d’une seule variable réelle et si f admet deux maxima sur un intervalle alors il existe
un minimum compris entre les deux maxima. Le but de cet exercice est de montrer que ce résultat ne s’étend pas
en deux dimensions.

Considérons la fonction f: R?> — R définie par f(x, y) = 4y°e* —2y* — e**. Montrer que cette fonctions admet
deux maxima mais aucun autre point critique.

Correction
* festde classe ¢ dans son domaine de définition, I'ouvert R?.

¢ Recherche de points critiques:

y=0
2,X _pp4% X (12 _ 53Xy — {_ 4x _
Vf(x,y)z(o) 4y“e* —4e 0 4e*(y-—-e*)=0 4e 0
0 8ye*—8y°=0 8y(e*—y*) =0 N\

er=y — (x,1) = (0, £])
P2 =edx= ) R

On a deux points critiques: (0, 1) et (0, —1).
¢ Nature des points critiques:

4y%e* —16e** 8ye*

4 P X X _ 2,2V (2 _ 43Xy _ 94,2 ,X
8yt get—24y2)" dét(Hy(x,y)) = 32 ((e* —3y°) (y~ —4e>*) —2y~e”).

Hy(x,y) =

det(Hs (0,£1)) =128 >0 et 0, f (0,£1,) = —12 < 0 donc les points (0, +1) sont des maxima.

Exercice 1.13

Déterminer et établir la nature des points critiques des fonction f: R?> — R définies par
. fo,y)=x*+xy+y*+y 2. fx,y)=xy-2x-2y-x*—-y> 3. f(x,y)=x—-y)1-xy)
4. f(x,y)=y3+3xy—-6x2—6y>+2 5. f(x,y)=x3+y3-3xy+3 6. flx,y)=xy(l—x—1y)
7. f(x,y)=x3-12xy+8y° 8. f(x,y)zxy+%+% 9. f(x,y)=e cos(y)
10. f(x,y) = ycos(x) 11. f(x,y) = y* +xyln(x) 12. f(x,y) = @+x2+%3—4y
13, flry) =5 -+ 5 -4y 14 f(r,)) =2+ 5 —ax+y 15. f(x,3) = (22 = y?)e¥ 1)
16. f(x,y) = ()2 — D)=~ 17. f(x,y) = x* + y* —2(x - y)2 18. f(x,y) = x* + y* —4(x— y)?
19. f(x,y,z)=%2+xyz—z+y 20. f(x,y) = (x-1)?+2y? 21. f(x,y)=x*>+xy+y*-2x-y
22. f(x,y)=x3y*6-x~-) 23. f(x,y) = e~V (x*-2y%) 24, f(x,y):%+§+y
25. f(x,y) = x%— cos(y) 26. f(x,y) = (x% + yz)e’(xzﬂ’z) 27. f(x,y) = X3+ y2 —6(x%— y2)
28. f(x,3) =+ y*—yde™

Correction
L. fx,y)=x>+xy+y>+y

* f estde classe 62 dans son domaine de définition, I'ouvert R?.
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¢ Recherche de points critiques:

[0 2x+y=0 _(1 _g)
vf(x’y)_(o)(:}{xuyﬂ:o = n={373)

On a un unique point critique: (,-3).

e Nature du point critique:

2 1
Hy(x,y) = (1 2), dét(Hp(x,y)) =3.

dét(Hy(3,-3)) >0etdxcf (3,—%) > 0 donc (3,—%) est un minimum.
2. fx,y)=xy-2x—-2y—x*>—y?
* festde classe 62 dans son domaine de définition, I'ouvert R?.
e Recherche de points critiques:
0 y—2-2x=0
Vfix, ):( )<=> — (x,))=(-2,-2).
T ={o { x-2-2y=0 Y
On a un unique point critique: (-2, -2).

e Nature du point critique:
-2 1 .
Hp(x,y) = ( 1 _2), dét(Hr(x,y)) = 3.

dét(Hp(-2,-2)) > 0 et 0xx f(—2,—2) <0 donc (-2, -2) est un maximum.
3. flx, ) =x-y»A-xy)
¢ f estde classe %2 dans son domaine de définition, I’ouvert R2.
¢ Recherche de points critiques:

(0 1-2xy+y?=0
Vf(ny/)—(O) — { _1_x2+2xy:0 — (X,J’)e{(—l,—l),(l,l)}-

On a deux points critiques: (—1,-1) et (1,1).
¢ Nature des points critiques:

=2y =2x+2y

4 — _ 2
—2x+2y  2x ) dét(Hy (x, y)) = —4xy —4(y — x)".

Hp(x,y) = (

dét(Hf(—l, —1)) <0 donc (=1,—-1) est un point-selle;
dét(Hr(1,1)) <0 donc (1,1) estun point-selle.
4. f(x,1)=y>+3x°y—6x>—6y>+2
* f estde classe ¢2 dans son domaine de définition, I'ouvert R?.
¢ Recherche de points critiques:

Vi) (O)c» Oxy-12%=0 = (6,1 €1(0,0),0,4),2,2),(~2,2)}
, = X, » y ) ) ) y\ T & .
Y=o 3y2+3x> - 12y =0 Y

On a quatre points critiques: (0,0), (0,4), (2,2) et (-2,2).

¢ Nature des points critiques:

6y-12 6
Hf(x,y)=(y6x 6y_x12), dét(H;(x, ) = 6y —12)* - 36x* = 36((y - 2) - x*).

dét(Hf(0,0)) >0 et 0y f(0,0) <0donc (0,0) est un maximum;
dét(H¢(0,4)) >0 et 0xx f(0,4) > 0 donc (0,4) est un minimum;
dét(Hr(2,2)) <0 donc (2,2) est un point-selle;

dét(Hf(-2,2)) <0 donc (-2,2) est un point-selle.
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5. f(x,1)=x3+y3—3xy+3.
¢ festde classe %2 dans son domaine de définition, I'ouvert R2.

¢ Recherche de points critiques:

0 3(x*-y)=0
Vf(x,y)=(0) = {32;_1;:0 = 1,1 €((0,0,1,D}.

On a deux points critiques: (0,0) et (1,1).

¢ Nature des points critiques:
6x -3
Hy(x, )=( ) dét(Hy(x,y)) =36xy—9.
Y=\ _3 6y 76y y
dét(H¢(0,0)) = =9 <0 donc (0,0) est un point-selle;
dét(Hf(l, 1)) =27>0et0xf(1,1) =6 >0, donc (1,1) est un minimum.
6. fx,y)=xy1—-x-y)
* festde classe 62 dans son domaine de définition, I'ouvert R?.
¢ Recherche de points critiques:
0 y—2xy—-y*>=0 { (1 1)}
Vflx,y) = — <~ (x,y) €+ (0,0),(1,0),0,1),{=,—=| r.
iy (O) {x—xz—ny:O (x, ) €4 (0,0),(1,0), (0, 1) 3’3

On a quatre points critiques: (0,0), (1,0), (0,1) et (3, 3).

e Nature des points critiques:

-2 1-2x-2
Hf(x'y):( y x-2y

2 - 1 9r_91)2
1-2x-2y ox ), dét(Hy(x, ) =4xy—(1-2x-2y)

dét(Hf(0,0)) < 0 donc (0,0) est un point-selle;
dét(Hf(l,O)) < 0donc (1,0) est un point-selle;
dét(H¢(0,1)) <0 donc (0,1) est un point-selle;
dét(Hp(3,3)) >0etdrcf(3,3) <0donc (3, 3) <0 est un maximum.
7. fx,y)=x>-12xy+8y°
* f estde classe ¢ dans son domaine de définition, I'ouvert R?.

¢ Recherche de points critiques:

V ’ 0 2 ) y Uy \&y .
On a deuX pOintS CritiqUES: (O, 0), et (2, ].)

¢ Nature des points critiques:

6x —12

Hf("’y)z(—lz 48y

), dét(Hy(x,y)) = 144(2xy — 1)

dét(Hf(0,0)) <0 donc (0,0) est un point-selle;

dét(Hf(2,1)) > 0etyx f(2,1) >0 donc (2,1) est un minimum.
8. f(x,) :xy+J—lc+%
* festde classe 62 dans son domaine de définition, 'ouvert R? \ { (0,x) | k € R} \ { (k,0) | k € R}.

¢ Recherche de points critiques:

Vﬂmw=@)c:{

On a un unique point critique: (1, 1).

)

x2

1 < > (xry) = (1) 1)-
7 =0
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e Nature du point critique:

2

= 1 4
_ x3 2 _ _
Hf(x, y) = ( 1 %) , det(Hf(x, )= _(xy)3 1

dét(Hp(1,1)) > 0etdyy f(1,1) >0 donc (1, 1) est un minimum.
9. f(x,y)=e*cos(y)
* festde classe 62 dans son domaine de définition, I'ouvert R?.

¢ Recherche de points critiques:

0 e“cos(y)=0 2
V(x,):()@ — Alx,y) e R".
floy 0 { —e*sin(y) =0 ¥
Cette fonction n’admet aucun point critique.
10. f(x,y) = ycos(x)
¢ festde classe %2 dans son domaine de définition, I’ouvert R2.

e Recherche de points critiques:

(0 —ysin(x) =0 (T
vf(x’y)_(O)C){cos(x)zo <:>(x,y)_(2+1<n,0), KEZ.

On a une infinité de points critiques alignés sur la droite d’équation y = 0 et qui ont ordonnée x = 5 + k7
aveck e Z.
¢ Nature des points critiques:

—ycos(x) —sin(x)

—sin(x) 0 ) , dét(H(x,)) = —sin®(x)

Hp(x,y) = (

dét(Hy (5 +xm,0)) <0 donc ils sont tous des points-selle.
11. f(x,y) =y*>+xyln(x)
e festde classe 6 dans son domaine de définition, 'ouvert 2 = { (x,y) e R | x > 0}.

¢ Recherche de points critiques:

0 yIn(x)+1) =0 { (1 1)}
v ’ = ) ]-yO =
F=y) (0) { 2y+xIn(x) =0 (xy)eq L0 e 2e

On a deux points critiques: (1,0) et (%, ﬁ)

* Nature des points critiques:

Y
< 1+In(x) . y 2
= X =2 _
Hpr(x,y) (1 +In(0) 9 ), dét(Hz(x, ) 2x 1+1In(x))
dét(H¢(1,0)) <0 donc (1,0) est un point-selle;
dét(Hp (1, %)) > 0etdxf (£, %) >0donc (1, 25) est un minimum.
12. f(x,y) = @+x2+ %3—4)/
¢ festde classe %2 dans son domaine de définition, 'ouvert R2.

e Recherche de points critiques:
0 xy+2x=0
Vi, y = 0 — < (x,)€{(0,-2),(0,2)}.

2
L +y*-4=0

On a deux points critiques: (0, -2) et (0,2).
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e Nature des points critiques:

y+2 x
x

Zy) , détHs(x,p) =2y(y+2)—x

Hy(x,y) = (

dét(H¢(0,2)) >0 et 0xx f(0,2) =4 > 0 donc (0,2) est un minimum pour f;
comme dét(H (0, —2)) = 0, on ne peut pas conclure en utilisant la matrice hessienne (I'étude du signe de la
distance dans ce cas est trop compliquée).

2 3
13. fx,y) =S —x2+ % -4y
* festde classe ¢ dans son domaine de définition, I'ouvert R?.

¢ Recherche de points critiques:

0 xy—2x=0
ViGN =g =12, » = (x,)€{(0,-2),(0,2)}.
> +y = 4=0
On a deux points critiques: (0, -2) et (0,2).
e Nature des points critiques:

y—=2

B zxy) dét(H (x,)) = 2y(y—2) - x

Hy(x, y) = (

dét(Hf(0,-2)) > 0 et 0.y f(0,—2) < 0 donc (0,—2) est un maximum pour f;
comme dét(H¢(0,2)) = 0, on ne peut pas conclure en utilisant la matrice hessienne (I'étude du signe de la
distance dans ce cas est trop compliquée).

2 3
14. flx,y) = +% —dx+)?
¢ festde classe %2 dans son domaine de définition, I’ouvert R2.

e Recherche de points critiques:

Yo 24—
Vi =[] = {27740 Gy eic20,20).
0 xy+2y=0

On a deux points critiques: (0, —-2) et (0,2).
¢ Nature des points critiques:

2x y

y x+2)' dét(Hr(x,y) =2x(x+2) -y

Hf(x.y)=(

dét(Hr(2,0)) >0 et 0xy f(2,0) =4 > 0 donc (2,0) est un minimum pour f;
comme dét(H £(=2,0)) =0, on ne peut pas conclure en utilisant la matrice hessienne (I'étude du signe de la
distance dans ce cas est trop compliquée).

15. f(x,y) = (x2 = y2)e =)
* festde classe 62 dans son domaine de définition, I'ouvert R?.

e Recherche de points critiques:

— 0 2x(1—x2+y2)e(—x2_y2) -0
Vf(x» y) - (0) — Zy(_l - xZ +y2)e(fx27y2) =0 — (X»J/) €1{(0,0),(0,1),(0,—-1),(1,0),(=1,0)}.

On a 5 points critiques: (0,0), (0,1), (0,-1), (1,0) et (-1,0).
¢ Nature des points critiques:

dex f(x, 1) = 26X (1 —5x% + 12 + 25 - 2x2)2),
dxy f(x,y) = dxy(x* - P2 e,
By, fx, 1) =26 ) (1= 22 +5y% + 2x% )2 — 2y,
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_[0xxf(x,y) Oxyf(x,¥) ) : - 2
H(x,y) = duy f0) Byy f )’ dét(Hy(x, ) = 0xx f (X, Y)0yy f(x, ) = (Oxy f (%, 1))

On a alors

(x0,¥0)  Oxxf(x0,¥0) Ouxyf(x0,¥0) 0yyf(x0,y0) dét(Hp(xo,y0))

0,0) 2 0 -2 —4 c’est un point-selle
1,0) -2 0 -4 g c’est un maximum
(-1,0) -2 0 -4 g c’est un maximum
0,1 : 0 4 g c’est un minimum
0,-1) : 0 4 g ¢’est un minimum

16. f(x,y)= (32— x2)e* ="
* festde classe ¢ dans son domaine de définition, I'ouvert R?.

e Recherche de points critiques:

Ve y) = (0) — 2x(—1+x2_y2)e(—x2—y2) =0 = 140 0. 0 1), (1.0, (1.0}
,y - 0 2y(1+x2_y2)e(—x2—y2):0 ’y ) y Uy 1), ) y L, ) ) .

On a 5 points critiques: (0,0), (0,1), (0,-1), (1,0) et (-1,0).
* Nature des points critiques:
Oxxfx,y) = —2¢¥=p) (1-5x%+y* +2x* —2x%y?),
Oy f (X, ) = —4xy( = yP)e™ 1),
By, f(x,y) = —2e ) (1 = x? + 5% +2x% )2 2.
_(0xxf(x,y) Oxyf(x,¥) ) 3 . 2
Hy(x,y) = Oy f(r)) OypfEn)’ dét(Hr(x, y)) = 0xx f (%, ¥)0yy f(x, ¥) = Oxy f (%, )

On a alors

(%0, ¥0)  Oxxf(x0,¥0) Oxyf(x0,¥0) Oyyf(x0,y0) dét(Hp(xo,y0))

0,0) -2 0 2 —4 c’est un point-selle
1,0) 2 0 4 § ¢’est un minimum
(-1,0) 4 0 4 § ¢’est un minimum
0,1) -2 0 -4 § ¢’est un maximum
0,-1) -4 0 -4 § ¢’est un maximum

17. f(x,y)=x*+y*=2(x - y)?
* f est de classe ¥? dans son domaine de définition, 'ouvert R>. Comme la restriction f(x,0) = x* - 2x
tend vers +oo pour x qui tend vers +oo, il n'y a pas de maximum global sur R?>. Comme R? est ouvert, un
extrémum relatif de f vérifie la condition nécessaire V f (x, y) = 0.

2

¢ Recherche de points critiques:

_ (0 4(x3—x+y):0
Vf(x,y)—(o) = {4(y3+x_y)=0 = & e{0,0,(2,-v2),(-v2,v2) }.

On a 3 points critiques: ? (0,0), (v'2, —v2) et (—v/2,v/2) (on note que f(x,y) = f(-x,—)).

4x3—4x+4y:0 x3+y3:0 x=-y
. - =
4y3 +4x—-4y=0 Y+x-y=0 (¥?>-2y=0
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e Nature des points critiques:

12x% -4 4

Hrey ="y 12)%-4)’

dét(H 7 (x, y)) = 16((3x2 —1@EyE-1)- 1).

dét(Hf(\/z, —V/2))=384>0et axxf(\/é, —v/2) =20 > 0 donc (v2, —v/2) est un minimum pour f;
dét(H(—v/2,v/2)) =384 > 0 et ., f(—V/2,v/2) = 20 > 0 donc (-2, v/2) est un minimum pour f;
comme dét(H £(0,0)) =0, on ne peut pas conclure en utilisant la matrice hessienne.
Pour connaitre la nature du point (0,0) on étudie le signe de d(h, k) = f(h, k) — f(0,0) pour h et k voisins de
0:

d(h, k) = h* + k* = 2(h - k)%
comme d(h,0) = (h* —2)h? < 0 lorsque h est voisin de 0 mais d(h, h) = 2h* > 0, alors (0,0) est un point-selle.
Remarquons qu’avec des transformations algébriques, on peut réécrire la fonction sous la forme

foy=02-22+02-22+2x+y)?-828  V(x,y) e R2

Comme f(v2,-v2) = f(-V2,V/2) = -8, les points (v'2,—V/2) et (—v/2,+/2) sont des minima globaux.
18. f(x,y)=x*+y* —4(x—y)?
e f est de classe %2 dans son domaine de définition, I'ouvert R?. Comme la restriction f(x,0) = x*t—ax?
tend vers +oo pour x qui tend vers +oo, il n’y a pas de maximum global sur R?>. Comme R? est ouvert, un
extrémum relatif de f vérifie la condition nécessaire V f(x, y) = 0.

¢ Recherche de points critiques:

— (va’) € {(0,0)) (2’ _2)’ (_2y2) } .

0 4(x3-2x+2y)=0
Vf(x,y) =
[y (0) {4(y3+2x—2y):0

On a 3 points critiques: ® (0,0), (2,—2) et (—2,2) (on note que f(x,y) = f(—x,—y)).

¢ Nature des points critiques:

_(12x*-8 8 . _ 2 2 2 2
Hf(x,y)—( 8 12y2—8)’ det(Hf(x,y))—48(3x Yy -2(x"+y )).
o dét(Hf(2,-2)) = 1536 >0 et 0.y f(2,—2) =40 > 0 donc (2, -2) est un minimum local pour f;
o dét(Hf(—Z,Z)) =1536>0et 0,y f(—2,2) =40 > 0 donc (-2,2) est un minimum local pour f;

o comme dét(H¢(0,0)) = 0, on ne peut pas conclure en utilisant la matrice hessienne. Pour connaitre la
nature du point (0,0) on étudie le signe de d(h, k) = f(h, k) — f(0,0) pour & et k voisins de 0:

d(h,k) = h* + k* - 4(h - b)%;
comme d(h,0) = (h*> —4)h? < 0 lorsque h est voisin de 0 mais d(h, h) = 2h* > 0, alors (0,0) est un

point-selle.
Remarquons qu’avec des transformations algébriques, on peut réécrire la fonction sous la forme

f =02 -2+ (P-4 +4x+y)?-32=2-32  V(x,y) e R?

Comme f(2,-2) = f(-2,2) = —32, les points (2, -2) et (—2,2) sont des minima globaux.
19. f(x,y,2) = "72 +Xxyz—z+y
e f est définie sur R3 a valeur dans R; comme la restriction f(0,0,z) = —z tend vers +oo pour z qui tend

vers Foo, il n'y a pas d’extremum global sur R3. Comme R? est ouvert, un extrémum relatif de f vérifie la
condition nécessaire V f(x, y,z) = 0.

¢ Recherche de points critiques:

0 x+yz=0
Vf(x,y,z):(o) = xz+1=0 <= (x,,2)=01,1,-1).
xy—-1=0

IIn'y a qu'un point critique: (1,1, —-1).

4x3—8x+8y:0 x3—2(x—y):0 x3+y3:0 x=-y x=-y
3. 3 e 3 e 3 = 5 =
4y°+8x-8y=0 y'+2(x-y)=0 y+2x-2y=0 (y“=4)y=0 y=0ouy=2ouy=-2
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¢ Nature du point critique: on étudie le signe de Af(h, k,[) = f(1+ h,1+k,—1+ 1) pour h, k et [ voisins de 0
(les termes de degré 1 en h, k et [ doivent disparaitre):

h?+1+2h 3 n?
Af(h,k,l)=%+(1+h)(1+k)(—1+l)—(—1+l)+(1+k)—5=?+hkl+hl—hk+kl.

Il ne reste que transformer A f si on pense qu’il s’agit d'un extrémum ou fournir des restrictions qui se
contredisent si on pense que ce n'est pas un extrémum. Comme les deux restrictions a deux courbes
continues passant par l'origine A f (1,0, h) = 3h* > 0 et Af (h, h,0) = —1 h? < 0 donnent des signes différents,
on conclut que ce n’est pas un extrémum.

20. f(x,y)=(x-1D?*+2)?
* f estde classe ¢ dans son domaine de définition, I'ouvert R?.
e Recherche de points critiques:

0 2x—2=0
Vf(x,y):(o) — 4y=0 — (x,y)=(1,0).

On a un seul point critique: (1,0).

e Nature du point critique:
2

0 )
Hp(x,y) = (0 4) ,  dét(Hp(x,y) =8.
dét(Hf(l,O)) =8>0et0,,f(1,0) =2>0donc (1,0) est un minimum pour f.
21. f,y)=x*+xy+y*—2x-y
e f estde classe %2 dans son domaine de définition, 'ouvert R2.
¢ Recherche de points critiques:
2x+y-2=0

0
o=l = {55720 = wp=io

On a un seul point critique: (1,0).

¢ Nature du point critique:
2 1 p
Hy(x,y) = (1 4), dét(Hr(x,y) =7.
dét(Hr(1,0)) =8> 0 et 0xy f(1,0) =2 > 0 donc (1,0) est un minimum pour f.
22. fl, ) =xy*6-x-1y)
e festde classe %2 dans son domaine de définition, I'ouvert R2.

¢ Recherche de points critiques:

(0 3x%y26-x-y)—x3y?=0
Vit =] = {szy(e_x_y)_xsyzzo — () €(3.2),(5,0,0,0| 1R}

On a une infinité de points critiques: les points (,0) et (0, ¢) pour ¢ €g sont des points critiques ainsi que le
point (3,2).

e Nature des points critiques:

05 f(x, ) = 6xy*(6— x — y) — 6y,
dyy f(x,y) =6x7y(6—x—y) —3x*y* —2x7y,
Oyyf(x,y) = 2x36-x—y)—4xy.

Oxxf(x,y) Oxyf(x, 1)

_ P _ _ 2
Hy(x,y) = duy f(0) Byy fs )’ dét(H(x, ¥)) = 0xx f(x, Y)0yy f (X, ) = Oy f(x, ¥))

dét(Hf(3,2)) > 0 etdyx f(3,2) <0 donc (3,2) est un maximum pour f.
dét(H¢(£,0)) = 0 pour tout ¢ € R: I'étude de la matrice hessienne ne permet pas de conclure pour les
points sur 'axe d’équation y = 0. Pour connaitre la nature de ces points on étudie le signe de d(h, k) =

(©) 2024-2025 G. FACCANONI 39



Chapitre 1 Optimisation de fonctions de plusieurs variables Dernire mise & jour: Mardi 1 octobre 2024

flt+h,0+k)—f(£,0)=(t+ W3k26-t—h-k) pour h et k proches de 0. On conclut que les points (z,0) pour
t <0ou t > 6 sont des maxima, les points (¢,0) pour 0 < ¢ < 6 sont des minima et les points (0, 0) et (6,0) sont
des points-selle.

dét(H¢(0, 7)) = 0 pour tout ¢ € R: I'étude de la matrice hessienne ne permet pas de conclure pour les points
sur les axes. Pour connaitre la nature de ces points on étudie le signede d(h, k) = f(0+ h,t+ k) — f(0,1) =
Ra+k26-t—h-k) pour h et k proches de 0. On conclut que les points (0, #) sont des points-selle pour
tout r e R.

23. f(x,y) ="V (x*-2y?)
e f estde classe %2 dans son domaine de définition, I'ouvert R2.
¢ Recherche de points critiques:

Vflx )‘(0)‘:’ o e =0 = (%, ) €{(0,0),(-4,-2)}
Y=o (—x*+2y*—4y)e* V=0 "y e T

On a deux points critiques: (0,0) et (—4,—2).

¢ Nature des points critiques:
0,x f(x, ) = &5V (X*—2y° +4x+2), 0y flx,y) = e Y (=x*+2y*—2x-4y), 0y, flx,y) = e Y (x2-2y°+8y—4);

O0xxf(x, ) Oxyf(x,y)

4 Y _ 2
Oy f(1,y) dyyfx,y))’ dét(Hp(x, ¥)) = 0xx f(x, ¥)Oyy f (X, y) = (Oxy [ (x, ¥))°.

Hy(x, y) =

On en déduit que

(x0,¥0)  Oxxf(x0,¥0) Oxyf(x0,¥0) Oyyf(x0,y0) dét(Hf(xo,y0))
(—4,-2) —6e? 8e72 —12¢72 8e™* maximum

0,0) 2 0 -4 -8 point-selle

24, f(x,y):%+§+y
* festde classe 62 dans son domaine de définition, 'ouvert R*\ { (x, y) | xy = 0}.
¢ Recherche de points critiques:

— (x,y)=(4,2).

— =

Vf(x,y):(g) — {

Sl xeo
I
SN

On a un unique point critique: (4,2).
e Nature du point critique:

(¥ ) _1(16 1
Hf(x,y)—(_% i_% ), det(Hf(x,y))—F(?—;).
dét(Hf(4,2)) >0 et 0y f(4,2) >0donc (4,2) est un minimum pour f.
25. f(x, )= X% - cos(y)
e f estde classe %2 dans son domaine de définition, I'ouvert R2.
¢ Recherche de points critiques:

0 2x=0
Vfx,y = = . — <= (x,y) e{0,xm)|xe”Z}.
(0) {sm(y)zo

On a une infinité de points critiques qui s’écrivent (0, k) avec x € Z.

e Nature du point critique:

0

cos(y)) ’ dét(Hy (x, ) = 2cos(y).

2
Hy(x,y) = (0

dét(Hy(0,xm) = (=1)* et 0, f(0,x7) >0 pour toutk € Z donc (0,km) est un minimum si k est pair et un
point-selle si x est impair.

40 (© 2024-2025 G. FACCANONI



Derniére mise & jour : Mardi 1 octobre 2024 Chapitre 1 Optimisation de fonctions de plusieurs variables

26. f(x,y) = (x> + yP)e ),
On peut remarquer que si on passe aux coordonnées polaire on obtient w(r) = f(r cos(9), rsin(9)) = r? e‘rz,
autrement-dit on obtient une fonction de la seule variable r > 0 et on a w'(r) = 2r(1 - rz)e‘r2 qui s’annule
pour r =1 et dont I’étude des variations montre qu’il s’agit d'un minimum. II faut étudier séparément le cas
(x =0,y =0) car il n’est pas pris en compte lorsqu’on passe aux coordonnées polaire. Si on n’a pas remarqué cette
symétrie, on étudie la fonction comme dans les cas précédents:

¢ festde classe %2 dans son domaine de définition, I’ouvert R2.
¢ Recherche de points critiques:

0 2x(1-x%— yP)e” ) =0
Vfx,y = (0) {Zy(l—xz—yz)e_(x2+yz) =0

On a une infinité de points critiques: le point (0,0) et les points (x, y) qui appartiennent au cercle x? + y* = 1.

* Nature du point critique: comme f(x, y) = 0 pour tout (x, y) € R? et f(x, y) = 0 ssi (x, y) # (0,0) ou (x, ) est
tel que x? + y? — 1 = 0, on en déduit qu'ils sont des minima (le calcul des dérivées secondes porte a des
calculs tres longues et inutiles dans ce cas).

27. fx, ) =x3+y*—6(x* - y?)
e festde classe %2 dans son domaine de définition, I'ouvert R2.
¢ Recherche de points critiques:

0) {3x(x—4):0
R

Vf(xy) = ) 0,0),(0,-4),(4,0),(4,-4)}.
fx,y) (0 3y(y+4)=0 = (x,5)€{(0,0),( ),(4,0), ( )}

On a quatre points critiques: (0,0), (0,—4), (4,0) et (4, —4).
¢ Nature des points critiques:
_(6(x—2) 0
Hf(x'y)‘( 0 6(y+2)
dét(Hf(O, 0)) < 0 donc (0,0) est un point-selle;
dét(Hf(O, —4)) >0 et 0, f(0,—4) < 0 donc (0, —4) est un maximum;
dét(Hf(4,0)) >0 ety f(4,0) >0donc (4,0) est un minimum;
dét(Hr(4,—4)) <0 (4,—4) est un point-selle.
28. f(x, ) =(x*+y>—y¥eV
¢ festde classe %2 dans son domaine de définition, I’ouvert R2.

R dét(Hf(x,y)) =36(x—2)(y+2).

e Recherche de points critiques:

0 2xe V=0

Vi y) =| | = = (x,7)€1(0,0),(0,2-V2),(0,2+V2) {.

fxy) (0) {(_x2+2y_4y2+y3)e_y=0 (x,) €{(0,0),( ) ( )}
On a quatre trois critiques: (0,0), (0,2 —v/2) et (0,2 + v/2).

¢ Nature des points critiques:

(Ze‘y —2xe”Y

Hp(x,y) = —2xe” Y (2+x2—1()y+7y2—y3)e_y

), dét(Hy(x,y)) = (4—2x2—20y+ 14y2—2y3) e %,

dét(Hf(0,0)) >0 et 0,y f(0,0) >0 donc (0,0) est un minimum;
dét(H (0,2 - v'2)) <0 donc (0,2 — v/2) est un point-selle;
dét(H (0,2 +v2)) > 0 et 5, £ (0,2 + v/2) > 0 donc (0,2 + v/2) est un minimum.

Exercice 1.14

La société d’Adele produit deux types d’ampoules: E17 et E24. Indiquons par x le nombre de milliers d’ampoules
de type E17 produites et supposons que la demande pour ce type de lampes est donnée par p; =50 — x, ou p; est
le prix de vente en euros. De méme, indiquons par y le nombre de milliers d’ampoules de type E24 produites et
supposons que la demande pour ce type est donnée par p, =60 —2y, oll p, est aussi le prix de vente en euros. Les
colits communs de production de ces ampoules est C = 2xy (en milliers d’euros). Par conséquent, le bénéfice de
la société d’Adele (en milliers d’euros) est une fonction de deux variables x et y. Déterminer le profit maximal
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d’Adele.

Correction
La fonction profit en milliers d’euros est p(x, y) = p1x + p2y — C(x, y) = 50x — x> + 60y — 2y — 2xy. Pour maximiser le
profit, on cherche d’abord les points stationnaires:

_ 50-2x-2y\ [0 x =20,
Vp=0 = (60—4y—2x)_(0) - {y=5.

Pour établir la nature de ces points, on étudie la matrice hessienne:

Oxxp(x,y) =2, 0xxp(20,5)=-2<0,
Oxyp(x,y) = -2, 0xyp(20,5) = -2,

et dét(Hf(ZO,S)) = (=2)(=4) — (-2)%2 = 4 > 0 donc (20,5) est un point de maximum pour p et le profit maximal vaut
p(20,5) = 650. La société d’Adele réalise le profit maximal de 650000 euros lorsqu’elle vend 20000 ampoules E17 a 30
euros 'une et 5000 ampoules E24 a 50 euros 'une.

Exercice 1.15

Vous étes le directeur financier de la firme SANBON & FILS. Cette entreprise a investi 3000 euros pour mettre au
point un nouveau parfum. Le cofit de la production est de 3 euros par flacon de 100 mL . L'expert consulté par M.
SANBON peére a établi que si la firme consacre x euros en publicité pour son parfum et que le prix de vente d'un
flacon est de y euros, la firme vendra exactement 300+ 6+/x— 10y piéces. La firme SANBON & FILS fixe évidemment
x et y de maniere a maximiser son profit. En tant que directeur financier, il vous incombe de déterminer ces
valeurs.

Correction
* Revenu de la vente: y(300 + 6+/x —10y)

* Cot de production: 3(300 + 61/x—10y)
¢ Coflt de développement et de publicité: 3000 + x
¢ Profit = (Revenu de la vente) - (Cotit de production) - (Cotit de développement et de publicité)
Le profit de la firme a maximiser est donc la fonction
f:RY)? =R
x— f(x,y) = (y—3)(300+6yx—10y) — x — 3000

La condition nécessaire s’écrit

{ Aflxy) =22 -1=0

= (x0,Y0) = (164025,138).
3, f(x,) =330 +6yX—20y =0 0o

La hessienne en ce point est définie négative:

axxf(x, y) = _309

2V 241
Ay flx,y) == = dét(Hy(xo, y0)) = ~ oo
Oyl = 2 - 4

Comme Oy f (X9, ¥o) = —20, on a bien un maximum. La firme SANBON & FILS va donc consacrer 164025 euros a la
promotion de son nouveau parfum et vendre le flacon de 100mL & 138 euros. Elle réalisera de la sorte le profit
maximal de f(164025,138) = 15225 euros.
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Exercice 1.16 (Une fabrication optimale)
Votre société s'occupe de la fabrication d'une piece mécanique. Celle-ci dépend de deux parametres réels x et y (a
priori non-contraints) de la facon suivante: le cott unitaire de fabrication d'une piéce est égal a

c(x,y) = x+ 2y2
tandis que le taux de piéces défectueuses (compris entre 0 et 1) est égal a

1

RN TIET

On cherche a maximiser la rentabilité totale du processus de fabrication. On prendra pour fonction objectif le cofit
unitaire moyen d’'une piece non-défectueuse, qui est égal au cotit de fabrication d'une piéece divisé par le taux de
pieces non-défectueuses, et on tentera de le simplifier autant que possible.

Correction o o, -
La fonction a minimiser s’écrit f(x, y) = 13%3’}) = lx +21y = +2yx2)(y12+x y) _ % +x%+ % + 2y2. La condition nécessaire
’ - 1+(xy)2

s’écrit ,

0,f(x,y)=2532=0

Yo = (x0,)0) = (V2,1/V2).
2y*-1
0yf(x,y)=2 7 =0

La hessienne en ce point est définie positive:

4
Oxxf(x,y) =2558
2+61+3

a y =0 S =4 ——
xy (6 ) y = dét(Hy(xo,y0)) =4 T >0
Yy +3
Y

ayyf(xyy)zz ¥

Comme Oy f (X0, Yo) > 0, on a bien un minimum. En choisissant (x, y) = (v/2,1/v/2), le cotit unitaire moyen d’'une piece
non-défectueuse est minimale et égal a 4v/2.

Exercice 1.17
Une boite a la forme d’'un parallélépipede surmonté par un demi-cylindre comme dans la figure ci-dessous

[ =

X

On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale S de la boite pour un volume V égal a C.
1. Ecrire S(x, y,z)
2. Ecrire V(x, 3, 2)
3. Exprimer z(x, y) comme solution de I'équation V(x, y,z) = C
4. EBcrire S(x, ¥) =S(x, ¥, z(x, ). Calculer et établir la nature des points critiques de S(x, ¥)

Correction
L S(x,y,2) = xy+2xz+2yz+n(§) +nfx=(1+F)xy+ F 2 +20x+ )z
2. V(x,y,z):xyz+%n(%)2x:xyz+%xyz
3. V(x,5,2) =C <= z= S 7 donc z(x,y) = x%_%y
4. 806 y) =Sy ale ) = (L+ F)ay+ Fr 2040 (S - Fy) = (L+ ay+ L+ 20
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e Calcul des points critiques:

VS (edy=is d VS 2C
O ez pozg] G0N IS [o) = wn=(; [EE S v

. . o, . 3 2C 3 2C
11 existe un seul point critique qui est (, / T / T )

e Nature des points critiques:

4C n 2

H TR et detcis 1€ Ty
5(x0,y) = 1+ 1 e e(s(x,y))_xg_yg_(JrZ)

Hsz 2C 2C 1+% 1+% et det|Hs|3/25, 3/25 || =3(1+=
S 1+"’ +T g 2(1+_%) S w0\ 1+ 7)) T

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et'on a

2C 2C T pc )23
1+“’ 1+5 2/3 8 1+7 .

donc

import sympy as sp

X, ¥, 2, C = sp.symbols('x y z C', positive=True)

S = (1 + sp.pi/2) * x * y + (sp.pi / 4) * y**¥2 + 2 x (x + y) * z
V=xx*x7yx*z+ (sp.pi / 8) % x * y*x*2

z_sol = sp.solve(V - C, z)[0]

S_tilde = S.subs(z, z_sol).simplify()

grad_S_tilde = [sp.diff(S_tilde, var) for var in (x, y)]
H_S_tilde = sp.hessian(S_tilde, (x, y))

det_H_S_tilde = H_S_tilde.det()

X_c, y_c = sp.solve(grad_S_tilde, (x, y), domain=sp.S.Reals) [0]
H_S_tilde_at_critical = H_S_tilde.subs({x: x_c, y: y_c})
det_H_S_tilde_at_critical = det_H_S_tilde.subs({x: x_c, y: y_c}).simplify()

results = {
'S(x,y,z)': S,
"V(x,y,z)': V
'z(x,y)': z_sol,
r'\tilde S(x,y)': S_tilde,
r'\nabla \tilde S(x,y)': grad_S_tilde,
r'H(x,y)': H_S_tilde,
r'\det(H(x,y))': det_H_S_tilde,
r'(x_c, y_c)': (zx_c, y_c),
r'H(x_c,y_c)': H_S_tilde_at_critical,
r'\det(H(x_c,y_c))': det_H_S_tilde_at_critical
}

for key, value in results.items():
print (f"${key}=\n{sp.latex(value) }$\n")

S(x,y,2) =xy(1+g)+nTy2+z(2x+2y)
Vix,y,2) = nxyz +Xxyz
2(x,) = %—%
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Q _2C , 2C |, mxy
S(x,y)—7+7+T+xy

Vg(x,y)z[—i—g+ﬂ+y, —§—§+H+x

4 4
4C I
| ¥ 1*!
H(X,J/)— IS 4C
Z+1 -3
¥y

256C%—8nx®yS—16x3y3 —n?x3 3

det(H(x, y)) =

16x3y3
_(2¥Cc 23
(xC!yC) - m! i\i/m
242 441
H(xe, ye) = 2 74r
I+l 342

det(Hxe, yo) = ¥ 43+ 31
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CHAPITRE 2

Interpolation

Etant donné n + 1 couples {(x;, yi)}}, le probleme consiste a trouver une fonction ¢ = ¢(x) telle que ¢(x;) = y;. On
dit alors que ¢ interpole 'ensemble de valeurs {y;}}_ ) aux nceuds {x;}_ . Les quantités y; représentent les valeurs aux
nceuds x; d'une fonction f connue analytiquement ou de données expérimentales. Dans le premier cas, I’approximation
a pour but de remplacer f par une fonction plus simple (en vue par exemple d’un calcul numérique d’'intégrale ou de
dérivée). Dans le second cas, le but est d’avoir une représentation synthétique de données expérimentales (dont le
nombre peut étre tres élevé).

La fonction ¢ appartient généralement a un espace vectoriel de dimension finie; I'interpolation consiste donc a
trouver ses coordonnées par rapport a une base choisie. On peut également considérer des interpolations composites
ou « par morceaux » (ou encore des interpolations par fonctions splines) si ¢ est composée de polyndmes définis sur
des sous-intervalles dans I’espace vectoriel par morceaux.

On parle d’interpolation polynomiale quand ¢ est un polyndme, et d’interpolation de Fourier lorsque ¢ est une série
de Fourier.

Dans ce chapitre

2.1 Interpolation polynomiale . . . . . . . . . . L e e e e 47
2.1.1 Bases canonique, de LAGRANGE, de NEWTON de R, [x] et coordonnées du polyndme d’interpolation 47
2.1.2 mFonctions prédéfiniesenPython . . .. .. ... ... ... .. . L 51
2.1.3 Lesdéfauts de l'interpolation polynomiale . . . . .. ... ... .. ... .. ... . .. . ..... 52
2.1.4 Interpolation polynomiale composite:splines. . . . .. . ... ... ... ... .. . .. 54
2.1.5 Splinesavec SCiPy . . . . . . . L e e e e e e e 54
2.1.6  Deuxexemplescomplets . . ... ... ... ... e 54
2.2 Généralisation: I'interpolation dans un espace vectoriel quelconque . . . . . .. ... .. ... ... .... 57
2.2.1 Cas particulier: 'interpolation Trigonométrique et FFT . . .. ... .. ... .. ... ....... 58
2.3 EXEICICES . . v v v ittt i e e e e e e e e e e e 62
2.3.1 Révisions: espaces vectoriels etbasesdansR,[x] . . . ... ... ... .. .. . o oL, 62
2.3.2 Interpolationpolynomiale . . ... .. ... ... .. .. ... e 68
2.3.3 Interpolation trigonomeétrique . . . . . . o ittt e e e e e e e e e e e e e e 84

2.1 Interpolation polynomiale

Supposons que I'on veuille chercher un polyndéme p,, de degré n = 0 qui, pour des valeurs xg, X1, X2,..., X, distinctes
données (appelés nceuds d’interpolation), prenne les valeurs yy, ¥1, 2, ..., ¥» respectivement, c’est-a-dire

pn(xi) = yi pour0<i<n. (2.1)

Si un tel polyndme existe, il est appelé polynéme d’interpolation ou polyndéme interpolant.

2.1.1 Bases canonique, de Lagrange, de Newton de R, [x] et coordonnées du polynéme
d’interpolation

Base canonique. Une maniére apparemment simple de résoudre ce probléeme est d’écrire le polynéme dans la base
canonique de R, [x]:

prn(X)=ap+a1x+ a2x2+...+anxn’
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ol ag, ay, az, ..., a, sont des coefficients qui devront étre déterminés. Les (n + 1) relations (2.1) s’écrivent alors
ag+ ayxo+...apxg = Yo
ag+ayxy+...apx!' =y
ay+ a1 Xp+...anX) = Yn

Puisque les valeurs x; et y; sont connues, ces relations forment un systéme linéaire de (7 + 1) équations en les
(n+1) inconnues ay, a1, az, ..., a; qu on peut mettre sous la forme matricielle

I xo ... xj\[ao Yo
1 x ... x||a& n

. =1 .1 (2.2)
1 x, ... xP\ay Yn

Ainsi, le probléme consistant a chercher le polynome p,, satisfaisant (2.1) peut se réduire a résoudre le systéeme
linéaire (2.2) (cette matrice s’appelle matrice de VANDERMONDE).

Etant donné n + 1 points distincts xy,..., X, et n+ 1 valeurs correspondantes yy,..., yy, il existe un
unique polynéme p;, € R, [x] tel que p,(x;) = y;, pour i =0,...n qu’ on peut écrire sous la forme

1 x ... x)\[ao Yo
n ) I x1 ... x||am V1
pn(x)=) aix’ avec |[. . 0=
i=0 N O : :
1 x, ... x}\ay Vn

Base de Lagrange. Malheureusement, résoudre une systeme linéaire de (n+1) équations a (n+1) inconnues n’est pas
une tache triviale. Cette méthode pour trouver le polynéme p,, n’est donc pas une bonne méthode en pratique.
On se demande alors s’il existe une autre base {Lgy,L1,Ly,...,L,} de R,[x] telle que le polynéme p,, s’écrit

Pn(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + yoLa(x) +--- + yu Ly (x),

autrement dit s'il existe une base telle que les coordonnées du polyndme dans cette base ne sont rien d’autre que
les valeurs connues yy, y1,-.., ¥n. Pour trouver une telle base, commencons par imposer le passage du polynéme
par les n + 1 points donnés: les (n + 1) relations (2.1) imposent la condition

1 sii=j ..
Li(xj) = . pour0<i,j<n,
0 sinon

ce qui donne

L) = ﬁ X=X (= xo) (=) (0= X-) (0= Xign) - (0 = Xn)
l j=o Xi—Xj (= x0) (x; —x1) -+ (%6 = Xi-1) (X = Xi1) -+ (X5 —Xp)
J#i

1l est facile de vérifier que

* L;(x) € Rylx] car le numérateur de L;(x) est un produit de n termes (x — x;) avec i # j et est donc un
polynome de degré n et le dénominateur de L;(x) est une constante,

* Li(x;)=0sii#j,0<i=<n,

e Li(x)=1.
De plus, les polyndmes Ly, L;,Ly,...,L, sont linéairement indépendants car sil’équation Z:'l:o o;L;(x) =0 doit
étre satisfaite pour tout x € R alors en particulier elle doit étre satisfaite pour x = x; pour tout j =0,1,...,n et
puisque Z?:o a;L;(x;) = a;, on conclut que tous les o sont nuls. Par conséquent, la famille {Lo,L1,Lo,...,L,}
forme une base de R, [x].
Il est important de remarquer que nous avons construit explicitement une solution du probleme (2.1) et ceci
pour n'importe quelles valeurs yg, y1, J2,..., ¥, données. Ceci montre que le systeme linéaire (2.2) a toujours une
unique solution.
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Ftant donné n + 1 points distincts xy,..., X, et n+ 1 valeurs correspondantes y,..., ¥, il existe un
unique polynéme p, € R, [x] tel que p,(x;) = y;, pour i =0,...n qu’ on peut écrire sous la forme

pn() =3 yiLlix) ot Lix)=]] .
i=0 j=0Xi = Xj
j#i

Cette relation est appelée formule d’interpolation de LAGRANGE et les polynémes L; sont les polynomes
caractéristiques (de LAGRANGE).

import sympy as sp

X = sp.symbols('x')

n=2

P sp.polys.specialpolys.interpolating_poly(n+1, x, X='x', Y='y')
print (£"\\[ p(x) = {sp.latex(p)} \\1")

:yo(x—xl)(x—xz) Y1 (X — Xxp) (x — X2) Yo (x — Xo) (x — x1)
(xo—x1) (X0 —x2)  (=Xp+x1) (X1 —Xx2) (—Xp+x2) (—x1 + X2)

px)

Base de Newton. Cependant, cette méthode n’est pas encore la plus efficace d’'un point de vue pratique. En ef-
fet, pour calculer le polynéme d’interpolation d'un ensemble de n + 1 points on doit calculer les 7 + 1 poly-
ndémes {Lg,L;,Ly,...,L,}. Si ensuite on ajoute un point d’interpolation, on doit calculer les n + 2 polyndmes
{Lo,L1,L2,...,Ln+1} qui different tous des n+ 1 calculés précédemment. La méthode de NEWTON est basée sur le
choix d'une autre base de sort a ce que I'ajout d'un point comporte juste 'ajout d’'une fonction de base.

Considérons la famille de polynoémes { wg, w1, w2,...,w,} ol 1

wo(x) =1,
k-1
we®) = [Jxr—x) = x-xp-Dwp (1), Vk=1,...,n.

i=0
11 est facile de vérifier que
¢ wr(x) ERy[x],
e lafamille {wg, w1, w2,...,w,} est génératrice de R, [x]
¢ la famille {wg, w1, wy,...,w,} estlibre.

Par conséquent, la famille { wg, w1, w2, ...,w,} forme une base de R, [x].

Si on choisit comme base de R, [x] la famille {wg, w1, ws,...,w,}, le probléme du calcul du polynéme d’interpola-
tion p,, est alors ramené au calcul des coefficients { g, a;, a2, ...,a, } tels que

Pn(x) =Y ajw;(x).
i=0

Si on a calculé les n + 1 coefficients { g, a;, a2, ..., 0, } et on ajoute un point d’'interpolation, il n'y a plus a calculer
que le coefficient ;41 car la nouvelle base est déduite de I'autre base en ajoutant simplement le polynéme w;+1.

Pour calculer tous les coefficients on introduit la notion de différence divisée: soit { (x;, y;) }?:0 un ensemble de
n+ 1 points distincts.

¢ La différence divisée d’ordre 1 de x;_; et x; est

Yi— Vi1
flxion,xil= ———.
Xi—Xi-1
¢ La différence divisée d’ordre n des n + 1 points Xy, ..., X, est définie par récurrence en utilisant deux diffé-
rences divisées d’ordre n — 1 comme suit:

f[-xl)---)xn]_f[-x0)---,xn—l]
Xn—Xo

f[x0!'~-!xn]

1. Notons que le dernier point x; n’intervient pas dans la construction de cette base.
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Pour expliciter le processus récursif, les différences divisées peuvent étre calculées en les disposant de la maniére
suivante dans un tableau:

ioxi |y flxicuxl flxica,Xicnxil o flxios, Xica, Xic, Xl flXi—a, Xics, Xi—2, Xi—1, Xi]

0 xo

1 x| »n flxo0, x1]

2 x| y2  flxxl ’f[xo,xl,le ‘

3 x3| y3  flx,xsl flx1, x2, x3] fxo, x1, X2, X3]

4 x4 | Ya flxs, x4] flx2, x3, x4] flx1, %2, X3, X4] ‘f[xo,xl,xg,xg,xd ‘

Soit { (x;, yi) };’:O un ensemble de 7 + 1 points distincts. Le polynome d’interpolation p,, sous la forme
de NEWTON est donné par

n
Pr(x) =) w;i(x) flxo,..., X;]

i=0

wo(x) =1,
k-1

wk(x) = n(x—xi)=(x—xk_1)u)k_1(x), Yk=1,...,n
i=1

flxdd=yx, VYk=0,...,n,
f[xlr---;xk]_f[x(),-..,Xk_l]

f[x[)y---)xk] » Vk:].,...,n.
Xk — Xo

Comme le montre la définition des différences divisées, des points supplémentaires peuvent étre ajoutés pour
créer un nouveau polynéme d’interpolation sans recalculer les coefficients. De plus, si un point est modifié,
il est inutile de recalculer 'ensemble des coefficients. Autre avantage, si les x; sont équirépartis, le calcul des
différences divisées devient nettement plus rapide. Par conséquent, I'interpolation polynomiale dans une base de
NEWTON est privilégiée par rapport a une interpolation dans la base de LAGRANGE pour des raisons pratiques.

s A

import sympy as sp

def divided_diff(xx, yy):
n = len(yy)
if n ==
return yy[0]
else:
return (divided_diff(xx[1:], yy[1:]) - divided_diff (xx[:-1],
~ yyl[:-11)) / sp.S(xx[-1] - xx[0])

def newton_interpolation(x, xx, yy):
n = len(xx)
p=20
for i in range(n):
p += divided_diff(xx[:i+1], yy[:i+1]) * sp.prod([x - xx[j] for j
— in range(i)])
return p

X = sp.symbols('x')

for n in range(3):
x_data = sp.symbols('x:'+str(nt+l))
y_data = sp.symbols('y:'+str(nt+l))
p = newton_interpolation(x, x_data, y_data)
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l print ("Nombre de points :", n+1, "Polyndme de Newton p(x) =", p)

Nombre de points : 1 Polyndme de Newton p(x) = yO
Nombre de points : 2 Polyndme de Newton p(x)
Nombre de points : 3 Polyndéme de Newton p(x)

2.1.2 = Fonctions prédéfinies en Python

¢ Avec numpy (calcul numérique):

yO + (x - x0)*(-y0 + y1)/(-x0 + x1)
yO + (x - x0)*(x - x1)*((-y1 + y2)/(-x1
—~ +x2) - (-y0 + y1)/(-x0 + x1))/(-x0 + x2) + (x - x0)*(-y0 + y1)/(-x0 + x1)

p_coeff = numpy.polyfit(xx_p, yy_p, deg=len(xx_p)-1)
numpy .polyval (p_coeff, xx_eval)

¢ Avec sympy (calcul formel):

p = sympy.interpolate(list(zip(xx_p, yy_p)), X)
p=

—

[p.subs({x: val}) for val in xx_evall]

sp.polys.specialpolys.interpolating_poly(n, x, X=xx_p, Y=yy_p)

Exemple:

Ve

- [O: 1, 2]
[3, 2, 7]

< M
S
T o
o

xx_eval = [1/2, 3/2]

import numpy as np

p = np.polyfit(xx_p, yy_p, deg=len(xx_p)-1)

B = np.polyval(p, xx_eval)

print ("Evaluation with NumPy Polynomial Interpolation:", B)

import sympy as Sp

x = sp.Symbol('x")

polynomial = sp.interpolate(list(zip(xx_p, yy_p)), x)

print ("Polynome dans la base canonique : ",polynomial)

p = sp.polys.specialpolys.interpolating_poly(n+1, x, X=xx_p, Y=yy_p)

print ("Polynome dans la base de Lagrange : ",p)

xx_eval = [sp.Rational(1,2), sp.Rational(3,2)]

y_eval = [polynomial.subs({x: val}) for val in xx_evall]
print("Evaluation with SymPy Polynomial Interpolation:", y_eval)

Evaluation with NumPy Polynomial Interpolation: [1.75 3.75]
Polynome dans la base canonique : 3*x**2 - 4%x + 3

Polynome dans la base de Lagrange : -2*x*(x - 2) + 7*x*(x - 1)/2 + 3*(x - 2)*(x - 1)/2

Evaluation with SymPy Polynomial Interpolation: [7/4, 15/4]
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2.1.3 Les défauts de I'interpolation polynomiale

Malheureusement les polyndmes d’interpolation ne forment pas une suite convergente vers une fonction analytique

f-
Siy; = f(x;) pouri=1,2,...,n, f: | - R étant une fonction donnée de classe € (I) o1 I est le plus petit intervalle
contenant les nceuds distincts { x; }” ., alors il existe £ € I tel que I'erreur d’interpolation au point x € I est donnée par

i=0’
FE

n!

En-1(0)E f(x) — pp-1(x) = 0 (%)

avec pp-1 € R,—1[x] le polynéme d’interpolation.
Dans le cas d'une distribution uniforme de nceuds, i.e. quand x; = x;_; + haveci =1,2,...,n et h > 0 et xy donnés, on

a
n

lwp(xX)] = (n—l)!z

etdonc
maxeer " ()]
4n
Malheureusement, on ne peut pas déduire de cette relation que 'erreur tend vers 0 quand 7 tend vers l'infini, bien
que h"/[4n] tend effectivement vers 0. En fait, il existe des fonctions f pour lesquelles maxei|E,—1 ()| +00. Ce ré-

max|Ej,_1(x)| =
xel

n—+oo
sultat frappant indique qu'en augmentant le degré n du polynéme d’interpolation, on n’obtient pas nécessairement

une meilleure reconstruction de f.

Ce phénomene est bien illustré par la fonction de RUNGE de I’exemple ci-dessous.

EXEMPLE
Soit la fonction f: [-5,5] — R définie par f(x) = ﬁ La fonction f est infiniment dérivable sur [-5,5] et If(”)(iS)l
devient tres rapidement grand lorsque n tend vers I'infini. Si on considere une distribution uniforme des nceuds on
voit que I'erreur tend vers l'infini quand 7 tend vers I'infini. Ceci est lié au fait que la quantité max,e[_s5 " (x)| tend
plus vite vers I'infini que % tend vers zéro. La figure 2.1a montre ses polyndmes interpolants de degrés 3, 5 et 10 pour
une distribution équirepartie des nceuds. Cette absence de convergence est également mise en évidence par les fortes
oscillations observées sur le graphe du polynéme d’'interpolation (absentes sur le graphe de f), particulierement au
voisinage des extrémités de 'intervalle. Ce comportement est connu sous le nom de phénomene de RUNGE.

On peut éviter le phénomene de RUNGE en choisissant correctement la distribution des nceuds d’interpolation. Sur
un intervalle [a, b], on peut par exemple considérer les noeuds de CHEBYSHEV-GAUSS-LOBATTO (voir figure 2.1b)

a+b b-a b .
X = - cos( (l—l)), pouri=0,...,n
2 2 n-1

Pour cette distribution particuliere de nceuds, il est possible de montrer que, si f est dérivable sur [a, b], alors p,
converge vers f quand n — +oo pour tout x € [a, b]. Les noeuds de CHEBYSHEV-GAUSS-LOBATTO, qui sont les abscisses
des nceuds équirépartis sur le demi-cercle unité, se trouvent a I'intérieur de [a, b] et sont regroupés pres des extrémités
de l'intervalle.

Les courbes des figures 2.1a et 2.1b peuvent été obtenues par les instructions suivantes:

( )
import numpy as np

import matplotlib:pglot as plt

from numpy.polynomial.polynomial import Polynomial

h
Il

lambda x: 1 / (1 + x*%x2)

x = np.linspace(-5, 5, 500)
f(x)

<
]

n_points = [5, 10, 15]
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fix)

Interpolation avec noeuds équirépartis Interpolation avec noeuds de Chebyshev

1.0+ —_—f

' — f

=

- pERx] pE Rlx]
—- pEmlx] —- pEmlx]
0.8 1
== pErux] == pEralx]

0.6 +

fix)

0.4+

0.2+

0.0+

(a) Distribution équirepartie des nceuds (b) Noeuds de CHEBYSHEV-GAUSS-LOBATTO

FIGURE 2.1 — Interpolation de LAGRANGE, exemple de RUNGE

line_styles = ['b:', 'm-.', 'g--']

marker_styles = ['o', 'x', 'D']

labels = [£"$p \in \\mathbb{{R}}_{{{n-1}}}[x]$" for n in n_points]

def interpolate_and_plot(nodes_func, n_points, line_styles, marker_styles,
— labels, title, filename):

plt.plot(x, f(x), 'r-', linewidth=2, label="f")

for n, style, mark, label in zip(n_points, line_styles, marker_styles,
— labels):

nodes_func(n)

f(x_n)

= Polynomial.fit(x_n, y_n, n-1)
interp = p_n(x)

B BB
Il

X_
y-
P-
y-

plt.plot(x, y_interp, style, linewidth=2, label=label)
plt.plot(x_n, y_n, mark, markersize=4)

plt.legend()
plt.title(title)
plt.xlabel("x"
plt.ylabel("f(x)")
plt.grid(True)
plt.savefig(filename)

plt.figure()
nodes_equir = lambda n: np.linspace(-5, 5, n)
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interpolate_and_plot(nodes_equir, n_points, line_styles, marker_styles,
—~ labels, "Interpolation avec noeuds équirépartis",
— "Images/runge_lagrange.png")

plt.figure()

nodes_cheb = lambda n: -5 * np.cos(np.pi * np.arange(n) / (n-1))
interpolate_and_plot(nodes_cheb, n_points, line_styles, marker_styles,
—~ labels, "Interpolation avec noeuds de Chebyshev",

—~ "Images/runge_lagrangeTGL.png")

2.1.4 Interpolation polynomiale composite : splines

On a mis en évidence le fait que, quand les noeuds d’interpolation sont équirépartis, on ne peut pas garantir la
convergence uniforme du polynéme interpolatoire de LAGRANGE vers f. Linterpolation de LAGRANGE de bas degré
est cependant suffisamment précise quand elle est utilisée sur des intervalles assez petits, y compris avec des noeuds
équirépartis (ce qui est commode en pratique). Il est donc naturel d’'introduire une partition de [a; b] en n sous-
intervalles [x;, x;+1], tels que [a; b] = Up<i<n—1[Xi, Xi+1] et d’utiliser I'interpolation de LAGRANGE sur chaque sous-
intervalles [x;, x;+1] en utilisant m nceuds équirépartis avec m petit (généralement m =1 ou 3).

Evidemment tout polyndme de degré k est une spline, mais en pratique une spline est constituée de polyndmes
différents sur chaque sous-intervalle. Il peut donc y avoir des discontinuités de la dérivée k-ieme aux nceuds internes
X1,...,Xp—1. Ici nous allons considérer seulement le cas m = 1, i.e. des splines linéaires: étant donné une distribution
(non nécessairement uniforme) de nceuds xy < x; <--- < x5, on approche f par une fonction continue qui, sur chaque
intervalle [x;, x;+1], est définie par le segment joignant les deux points (x;, f(x;)) et (x;+1, f(x;+1)). Cette fonction est
appelée interpolation linéaire par morceaux (ou splinelinéaire).

Définition 2.1 (Splineslinéaires)
Etant donné 7 + 1 points distincts xy, ..., x, de [a;b] avec a = xg < x; < --- < X, = b, la fonction £: [a; b] — R est une
spline linéaire relative aux nceuds {x;} si

E(x)|[xi;xi+1]€R1» izlvl)---)n_ly
€€ €°([a; D).

Autrement dit, dans chaque sous-intervalle [x;; x; + 1], la fonction £: [x;, x;1] — R est le segment qui connecte le point
(x;, ;) aupoint (x;4+1, yi+1); elle s’écrit donc
€0 41 = Vi + R )
Xi+1 — Xj
II est intéressant de noter que la commande plot (x,y), utilisée pour afficher le graphe d’une fonction f sur un
intervalle donné [a, b], remplace en fait la fonction par une interpolée linéaire par morceausx, les points d’interpolation
étant les composantes du vecteur x.

Le principale défaut de cette interpolation par morceaux est que £ n’est que continue. Or, dans des nombreuses
applications, il est préférable d’utiliser des fonctions ayant au moins une dérivée continue. On peut construire pour cela
une fonction s3 comme l'interpolation ' HERMITE des points (x;, f(x;), f'(x;)) et (xi+1, f(Xi+1), f'(xi+1)) sur chaque
[x;;x;+1]pouri=1,1,...,n—1.

TO DO interpolation d’Hermite, splines cubiques

2.1.5 Splines avec SciPy

to do

https://docs.scipy.org/doc/scipy/tutorial/interpolate/1D.html#tutorial-interpolate-1dsection

2.1.6 Deux exemples complets

EXEMPLE
On se propose de calculer le polynéme d’interpolation de I’ensemble de points { (-1, 1), (0,0), (1,1) }. On cherche donc
p2 € Ry[x] tel que pa(x;) = y; pour i =0,...,2. On calculera enfin la spline linéaire associée aux mémes points.

Sympy.
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xx_p = [-1, 0, 1]
yy-p = [1, 0, 1]

import sympy as Sp

x = sp.Symbol('x")

polynomial = sp.interpolate(list(zip(xx_p, yy_p)), %)
print(f"p(x) = {polynomial}")

xx_eval = [sp.Rational(i,2) for i in range(-3,4) ]

—

print( *[f" p({x_val})={polynomial.subs({x:x_val})}" for x_val in
— xx_eval] )

p(x) = xx*2
p(-3/2)=9/4 p(-1)=1 p(-1/2)=1/4 p(0)=0 p(1/2)=1/4 p(1)=1 p(3/2)=9/4

Numpy.

xx_p = [-1, 0, 1]
yy-p = [1, 0, 1]

import numpy as np

p = np.polyfit(xx_p, yy_p, deg=len(xx_p)-1)

xx_eval = np.linspace(-1.5,1.5,7)

B = np.polyval(p, xx_eval)

print( *[f" p({x})={b:.2f}" for x,b in zip(xx_eval,B)] )

(-1.5)=2.25 p(-1.0)=1.00 p(-0.5)=0.25 p(0.0)=-0.00 p(0.5)=0.25 p(1.0)=1.00
P P P P
— p(1.5)=2.25

Méthode directe. Sion écrit p»(x) = a + a; x + az X%, on cherche ag, a, oy tels que

1 -1 1)\({a) (1
1 0 ofla|=]0
1 1 1)\w 1

En résolvant ce systéme linéaireon trouve o = 0, a; = 0 et oz = 1 ainsi po (x) = x°.
Méthode de Lagrange. Ona

x(x—1) (x—(—l))(x—O)_lx(x_1)+%(x+1)x=x

N _ 2
(-1-0)(-1-D) (A-C=)a-0 2

p2(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + yoLa(x) =

Méthode de Newton. On commence par construire le tableau des différences divisées:

ioxi yi flxicux] o flxice, xio1, x4l

0 -1 [1]
1 0 0 (-1
2 1 1 1 1]

On a alors
2
pa(x) = Y 0;(x) fXo,..., X
i=0

= wo(x) fxo] + w1 (x) fx0, X1] + w2 (x) f[x0, X1, X2]
= wo (%) — w1 (x) + w2 (x)

=1-(x+1D)+x(x+1)=x%

(©) 2024-2025 G. FACCANONI



Chapitre 2 Interpolation Dernire mise & jour: Mardi 1 octobre 2024

Spline linéaire.

—-x si—-1=x<0,
s1(x) = .
X si0=sx<1.

EXEMPLE
1. On se propose de calculer le polynéme d’interpolation de la fonction f(x) = sin(x) en les 3 points x; = 5 i avec
i=0,...,2. On cherche donc p» € Ry[x] tel que p2(x;) = sin(x;) pour i =0,...,2. Calculer ensuite la spline linéaire
associée aux méme points.
2. Maintenant on veut calculer le polynéme d’interpolation de la méme fonction en les 4 points x; = 7 avec
i=0,...,3, i.e. on a juste ajouté le point x = 31/2. On cherche donc p3 € R3[x] tel que ps(x;) = sin(x;) pour
i=0,...,3.

1. On commence par le cas ou1 on interpole f en 3 points.

Méthode directe. Sion écrit pz(x) = o + a1 x + azx%, on cherche ag, ay, ay tels que
1 0 0)(a) (0
2
T TU —
Loy T =|!
1 n )\ 0

En résolvant ce systéme linéaire ® on trouve ag =0, a; = 2 etap = — % ainsi po(x) = 2x - %xz = %x(n - x).

Méthode de Lagrange. Ona

X(x—m) 4
p2(x) = yoLo(x) + y1L1(X) + yolo (%) = = = ——Z x(x—m).
3GE-n)  m

Méthode de Newton. On commence par construire le tableau des différences divisées:

i xi oy flxi-ux) o flxico, Xio1,xi)

0 0
b1¢ 2
7z 1 G
2 4
2 T 0 3 2

On a alors

2
p2(x) =) w;(x) flxo, ..., x;]
i=0

= wo(x) flxo] + w1 (x) f[x0, X1] + w2(x) f[x0, X1, X2]

2 4 bl

:—x——zx(x——)

T T 2

B 4

—ﬁx(x—n)

Spline linéaire.
2 i
= si0<x<3,
siv)=1", z

-=(x-m siZ<sx<m

2. Maintenant on veut calculer le polyndme d’interpolation de la méme fonction en un point de plus.

2. Par la méthode du pivot de Gauss on obtient

1 0 0 0 }:2‘—]]:2—]]:1 1 0 0 Lol 1 0 02 0
—ILg— —13-2

- ﬂé s—ls~l | x né s—ls=2lz | I 7142 1

1 7 0 0 nm w 0 0 I | -2
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Méthode directe. Sion écrit p3(x) = a + a1 x + X% + a3 x>, on cherche ag, a1, oz, a3 tels que

1 0 02 03 (04 0
I IS I

L R S | N P

1 n @ || 0
sn o9 270 [\« -1

L5 5 8 3

En résolvant ce systeme linéaire on trouve op =0, a; = g, oy = —ﬂ% etaz =3 3.
Méthode de Lagrange. Ona

X
p3(x) = yoLo(x) + y1L1 (x) + y2La(x) + y3Lg(x) = -
3G-mG-F) FEF-HEF-n
4 3n 4 b
= ;x(x—n) (x— ?) —ﬁx(x— E) (x—m).

Méthode de Newton. Il suffit de calculer une différence divisée en plus, i.e. ajouter une ligne au tableau:

ioxi yi flxicuxd o flxicoxion,xi flxios, Xiop, X1, X

o o [o]
b1e 2
1 3 1 T
2 4
2 L 0 X 2
3n 2 8
3 3 -] -2 0 2x
On a alors
3
p3(x) = Z w; (x) fxo,...,x;]
i=0
= p2(x) + w3(x) f[x0, X1, X2, x3]
! ( )+ i (x)
=-=x(x—1m+ -—w3(x
2 308 >
- x(x—m)+ i x(x JT)(x )
o2 33 2
= ix(x2 — 3nx+2n2)
33 '
Spline linéaire.
%x si0=x<7,
si) =4 —2(x-m sif<x=<m
—%(x—n) SimT<x< 37”
Remarque
Si n est petit il est souvent plus simple de calculer directement les coefficients ay, a,, ..., a, en résolvant le systeme

linéaire (2.2).

2.2 Généralisation : I'interpolation dans un espace vectoriel quelconque

Une généralisation de I'interpolation polynomiale consiste a chercher la fonction interpolant les n + 1 points donnés
non pas dans R, [x] mais dans un autre espace vectoriel 7 engendré par n + 1 fonctions libres { ¢ i J=0,...,m } On
peut considérer par exemple des fonctions trigonométriques ¢ j (x) = cos(jx), des fonctions exponentielles ¢ ;(x) = e/*
etc. Le choix des fonctions { ¢ } est en pratique dicté par la forme supposée de la loi décrivant les données.

On considere donc un ensemble de (n + 1) points { (xi, ¥i) }:’:0 et on cherche une fonction f(x) = ?:0 aj;(x) telle
que f(x;) = y; ot ap, 4y, ap, ..., a, sont des coefficients qui devront étre déterminés. Les (n + 1) relations s’écrivent alors

aoPo(xo) + a1@1(xo) +...an@n(xo0) = ¥o
apPo(x1) +arP1(x1) +...a,Pp(x1) =N

apPo(xXy) + ar@1(xp) +...an@n(xn) = yn
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Puisque les valeurs x; et y; sont connues, ces relations forment un systéme linéaire de (n + 1) équations en les (n+1)
inconnues ay, a1, az, ..., 4, qu on peut mettre sous la forme matricielle

@o(x0) @1(x0) ... @nlxo)\[ao Yo
@o(x1) @1(x1) ... @ux) || @; n

. ) ) =1 (2.3)
@o(xn) @1(xn) ... @nlxp))\an Yn

Ainsi, le probleme consistant a chercher la fonction f peut se réduire a résoudre le systeme linéaire (2.3).
Ftant donné n + 1 points distincts xo, ..., X, et n+ 1 valeurs correspondantes yy,..., yn, il existe une unique
fonction f de l'espace vectoriel 7 de base {(po (x),cpl(x),...,(pn(x)} telle que f(x;) = y;, pouri =0,...n
gu’'on peut écrire sous la forme

@o(x0)  @1(xp) ... @uplxo)) [ ao Yo

n @o(x1) @1(x1) ... @ulx1) || @ »
fx)=) aipjx) avec . . . =1
i=0 . . . . .

@o(xn) @1(xn) ... @nxn))\an Yn

Deux cas particuliers:
*sigj(x)= x/ on retrouve le cas du fitting polynomial,

* si@;(x) = cos(x) ou ¢;(x) = sin(x) on parle d'interpolation trigonométrique et il n’est pas nécessaire de calculer
les coefficients en résolvant le systeme linéaire (2.3).

2.2.1 Cas particulier: I'interpolation Trigonométrique et FFT

On veut approcher une fonction périodique f: [0;2n] — C, i.e. satisfaisant f(0) = f(2n), par un polyndme trigo-
nométrique f, i.e. une combinaison linéaire de sinus et de cosinus, qui interpole f aux n + 1 nceuds équidistants
Xxj=jhel0;2n[avec j=0,...,neth= % On remarque que le point 27 est omis car redondant avec le point x = 0
étant donné que f(0) = f(2n).

La fonction d’interpolation trigonométrique f peut s'écrire comme

K
f)=ao+ Y aycos(kx) + by sin(kx)
k=1

dont les inconnues sont le coefficient complexes ag et les 2K coefficients ay. et bi. On peut remarquer que f s'apparente
aune série de FOURIER tronquée, i.e. au lieu de sommer jusqu’a I'infini on tronque la somme a I'entier K.
Rappels:

ikx, —ik ;
cos(kx) = %, . e'** = cos(kx) + i sin(kx),
ikx_ ,—ik ikx_ ,—ik € _ . .
sin(kx) = & x;f Y & x—ze - e~ kX = cos(kx) — i sin(kx).
Ainsi
5 K eikx + e*ikx eikx _ e—ikx
f(x):a0+Zak —iby
=1 2 2

K : : K
ai—iby ai+iby ;
=ap+ Z ezkx+ U k)x _ Z Ckezkx
k=—K

les inconnues sont maintenant les 2K + 1 coefficients c; € C et ’on a les relations

Co = Ao, ap = Co,
CkZak_zlbk, k=1,...,K — ay = Cj + C_f, k=1,...,K
cp=cp=4be p=1q, K bp=ilck—cp), k=1,...,K

Une autre écriture souvent utilisée se base sur I'écriture exponentielle des coefficients ci : pour tout k, ci € C peut
s’écrire comme cj. = %rke"p’C ainsi c_p = ¢ = %rke‘“"k et on trouve

] o 1 . a1 1 . iy
ar cos(kx)+by sin(kx) = cre* +ce lkx:érke“pke’kx+§rke ke ‘kxzzrk(e’(“"k+kx)+e ’(“’“k")):rkcos(kxﬂpk).
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Ainsi les inconnues sont maintenant le coefficient gy et les 2K couples “amplitude, phase” (r, pi) € R:

K
fx)=ao+ ) ricos(kx+@y)
k=1

En écrivantles n + 1 conditions d’interpolation aux nceuds x; on trouve

K .
fap=Ffxp= > e,
k=—K

Quand 7 est pair, on pose K = n/2 ainsi nous avons 7 + 1 conditions d’interpolation et 2K+ 1 = n + 1 inconnues; quand
n est impair, on pose K = (n +1)/2 ainsi nous avons n + 1 conditions d’interpolation et 2K+ 1 = n + 2 inconnues, pour
fermer le systéme on ajoute alors la condition cx = 0. Pour uniformiser la notation dans ces deux cas, nous pouvons

écrire M =n/2et
M

~ . 0 sin est pair,
fo= Y ™, p= R
k=—(M+p) 1 sinestimpair,

etles n+ 1 conditions d’interpolation aux nceuds x; = jh donnent les n + 1 conditions

M
faxp=Ffaxp= ) cre'tih,
k=—(M+p)
Pour calculer les n+1 inconnues { cx }Zi_M_u, on multiplie cette équation par e~ /"
sur j:

oum=-M-y,...M et on somme

n

> (Feperimit)= 3
j=0

Jj=0

M . .
Z ckel(k—m)]h .
k

=—(M+p)

En échangeant I'ordre de sommation on obtient
n . . M n . .
Z (f(xj)e—lm]h) — Z Ck Z el(k—m)]h X
j=0 k=—(M+p) j=0

n+1

i(k—-m)h

si g #1,ainsien prenant g =e

1-
ICI ona

On se rappelle que Z;‘:O gl=m+)sig=1et Z;’zo ql = o

n . .
Y (@ ® M = (04 1)5g
j=0

car Z?zo(ei(k_m)h)j =n+1sik=metsik#malors

i(ei(k_m)h)f 1= (efemmiyntl g _ pilkmmntDh ) _ gitk=m2n 1 _ cog((k — m)2m) — i sin((k — m)2m) o
= 1= (eitk—m)h) T 1= (eitk—m)h) T 1- (eitk—m)h) - 1— (eitk=mhy -
Donc
n imih M
Y (fepe ™M) =m+1) Y Spmck
j=0 k=—M+p)

i.e. seul le terme k = m est a prendre en considération
n . .
Z(f(xj)e_’mfh)z(n+l)cm m=-M-y,...M.
j=0

Soit { (xj=Jjh, f(x})) };.lzo un ensemble de n + 1 points avec h =2n/(n+1) et f: [0;2n] — C une fonction
périodique. Le polynome trigonométrique d’interpolation f est donné par

M . .
~ _; (n/2,0) si n est pair,
fo= Y g™ Mw= . path
k= (M+p0) ((n—-1)/2,1) sinestimpair,

et,pourk=—-M+p)...M,

1 & -
Z f(x]')elkxj.

Ci =
n+1i5
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De maniére équivalente on peut écrire

_ M+u (n/2,0) si i est pair
X) = ap+ ai cos(kx) + by sin(kx), M, ) = ’ ’
F) 0 ,CZ:“1 k (ex) sin(kx) (M. 1) { ((n—-1)/2,1) sin estimpair,

avec
ap = ﬁi;?zof(xj)
ar =325 Ty fxpcostkx)), k=1, M+,
by = %Z;’l:()f(xj)Sin(kxj), k=1,...M+y,

aM iy = ibMy sip=1.

11 est intéressant de noter que 1'expression de c; est une approximation de l'intégrale ﬁ f02’T f(x)e~** dx par la
méthode des rectangles a gauche composite. De la méme maniere, les coefficients ay et by sont des approximations des
intégrales % foz T f(x)cos(kx) dx et % 02 n f(x)sin(kx) dx respectivement. Vu que ces intégrales définissent précisément
les coefficients de FOURIER, on déduit que nos sommes sont des approximations des coefficients de FOURIER et on

parle alors d'une transformation de FOURIER discrete. Le calcul des coefficients ¢y peut ainsi étre effectué en utilisant la
transformation de Fourier rapide (FFT).

Notons que si f est une fonction a valeurs réelles, alors c_j = ¢ et donc f aussi est une fonction a valeurs réelles.

EXEMPLE
Considérons la fonction f: [0;271] — R définie par f(x) = x(x —2m)e™*. On a bien f(0) = f(2mn).

« On se propose de calculer f(x) lorsque n=1.0na xj= jhavec j=0,1et h=m. Oninterpole alors les deux points

{00, £(0)), (, f() } ={(0,0), (r, —~®e™™) }.

Méthode directe On cherche ag et a; tels que f(x) = ag + a; cos(x) vérifie f(0) =0 et f() = —n?e™™:

1 cos(0))[ao) _ 0 . 1 1)\(ao) _ 0
1 cosm)lay) “lem2e | ¢ 1 —1)lay) ~ \=n2e ™
nle”

. . s
amsiag=—-——=-—a et

e ™™

fx) =

(=1+cos(x)).

Méthode “Fourier” n étantimpair, M= (n—-1)/2=0etu=1et

On doit alors calculer les deux coefficients de FOURIER ¢_; et ¢p:

1y ixj _ L i > 1 .y n2e
1= n+1jgof(xj)e_mj =§(f(x0)e Ot flae IXI)ZE(_TIZe e m)= 2
1 < 1 1, 5, . me
co= n+1j§0f(x]')—E(f(x0)+f(x1))_§(_n )=
ainsi )
P
Fo = iy

Lien entre les deux solutions b; =0 (il n'y a pas de sin(x) dans la base choisie) donc ¢y = ay, ¢; = “‘_Tlh‘ = %

— ix, ,—ix . .
c_q = azih - % et cos(x) = £=F— ainsi on a bien

2 ,—T HZ -7
(=1+cos(x)) =

Foo=" (e 1),

* On se propose de calculer f(x) lorsque 7 =2.0n a xj=jhavecj=0,1,2eth= %’T On interpole alors les trois
points { 0, F0)), (2, F(Z), (45, F(2N } ={(0,0), (&, -3¢ %), (4, - e~ ) |,
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nétant pair, M=n/2=1etp=0et

fo=3Y cre™ =c_1e”F + o+ cre'*
k=1

On doit alors calculer les trois coefficients de FOURIER ¢_1, ¢g et 1 :

Zf(xj)e‘”‘f =

wl»—'

. . . 1 8]‘[2 . hd 8]T2 . 24
1 (f(x[))e_”‘0 + flxp)e ™ +f(x2)e_”‘2) =3 (——e_(HUZT e e‘(’”)%)
" n

2
= _81 (e—(z+1)2;T +e—(i+1)%‘) _ _SLe—(iﬂ)%" (1 N e—(i+1)%”)

27 27
2 1 1( 8% _2zn 81 _un 8% o 2
co= X)==({fx)+fx)+f(x2))=c|-——F—e 3 ———e 3 |=———e 3 [1l+te 3
0 n+1j§:0f( =3 (@) + @) + f () 3( 5 5 ) 7 )
2 1 ; ; P 1 8T[2 ; 2n 87[2 ; 4n
— — -5 (i-1)35
n+1 E f(xj)e”‘f (f(xo)e’x°+f(x1)e”1+f(x2)e”‘2)_§(— 5 =% 5 el 3)

__8n’ (e“ D, - 1)%") 8’ QD (He(i—n%")
27 27

ainsi

2
fo= BLUSPSUNE (1 +e‘”+l)%n) e i o’ e 3 (1 +e_2?n) LU (1 +e”_1)%n) el

27 27 27

8]’[2 T ;21 . by . 7 . T .
:—Ee_% e_’z?(1+e_(”1)2?)e_”‘+(1+e 2T)+e ¥ (1+e(’_1)%)e”‘

87[2 21

=5 e 3 |5+ (1 +e_(i+1)2'Tn) + (1 +e_2'Tn) +eil3 4 1) (1 + e(i_l)%n)] .

TO DO: Passer a une fonction périodique sur un autre intervalle. Expliquer la transformation de Fourier, la transforma-
tion de Fourier discrete (= série?) et I'algorithme de transformation de Fourier rapide (FFT) et les liens avec l'interpolation.

Passer a une fonction non périodique et/ou non continue. Illustrer la convergence uniforme en opposition a celle non uni-
forme de l'interpolation polynomiale.
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2.3 Exercices

2.3.1 Révisions: espaces vectoriels et bases dans R, [x]

Exercice 2.1
Démontrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de R, [x] :

1. F={a+bx+cx* €Ry[x]|a+b+2c=0},
2. F={peRy[x]| p(1) =0},
3. F={peR(x] | p')=0}.

Correction
On montre que F = Vect{el, o €p } ouey,...,e, sont des éléments de Ry [x].

1. F={a+bx+cx*€Ry[x]|a+b+2c=0}:

F={a+bx+cx*eRex]|a+b+2c=0}
:{a+(—20—a)x+cx2|a,c€|R}
:{a(l—x)+c(—2x+x2)|u,ce[R}
=Vect{1—x,—2x+x2}.

(On peut également en déduire que {1 — x, —2x + x?} est une famille génératrice de F.)
2. F={peR[x]| p(1) =0}

F={a+bx+cx’eRp[x]| a+b+c=0}
={a+bx+(-a-b)x*|a,ceR}
={al-x*)+b(x—x*)| a,beR}
=Vect{1-x*x—x*}.

(On peut également en déduire que {1 —xz,x—xz}est une famille génératrice de F.)
3. F={peR[x]| p'(1) =0}

F={a+bx+cx’*€Re[x] | b+2c=0}
={a-2cx+cx*|a,ceR}
={a+c(-2x+x*)|aceR}
=Vect{1l,-2x+x*}.

(On peut également en déduire que {1, —2x + x* } est une famille génératrice de F.)

Exercice 2.2
Prouver que les familles suivantes sont libres:

1. €={1,1,} cRy[1]
2. D={1,1,t(t-1),t(t—1)(t—2)} cR3[7]

Correction
1. C’est la base canonique de R3[¢] donc la famille est libre.
2. a+Pt+yt(t—1)+8t(t—1)(t—2) =0 pour tout £ € Rssi o+ (B —y +28) ¢+ (y—38) > + 512 = 0 pour tout ¢ € R ssi
o =f =y =2>8=0donclafamille est libre.

Exercice 2.3
Soient po(x) = x+1, p1(x) = x> + x et p2(x) = 2x? + 1 trois polynomes de R, [x]. Démontrer que Vect{ po, p1,p2 } =
Rz [X] o

62 (© 2024-2025 G. FACCANONI



Derniére mise & jour : Mardi 1 octobre 2024 Chapitre 2 Interpolation

Correction
Méthode 1: pour prouver I'égalité de deux ensembles A et B, on peut démontrer que A < B et que B < A. Pour
démontrer que A c B, on considére un élément quelconque de A et on démontre qu’il appartient a B.
e Comme py, p1, p2 € Ra2[x] qui est un espace vectoriel, toute combinaison linéaire de ces trois polynémes est
encore un élément de R, [x], par conséquent Vect{ Po, P1, P2 } < Ry [x].

* Ry[x] < Vect{ po, p1, p2 } ssi pour tout g € Ry [x] il existe des réels Ao, A1, Az tels que g = No-po+A1-p1+Az-p2:
q(x):a+bx+cx26Vect{po,P1;P2}
— (Ao, A1, A2) €R’ telque g = Ao po+A1-p1+Az-p2
— I, AL\ eR® tel que a+ bx +cx? = Ag(x+ 1) + Ay (% + %) + A2 (2x2 +1)

<~ I (Ag,A1,A2) € RS tel que a+ bx + sz =Ao+A2)+Ag+AD)x+ (A +2)\2)x2

Ao +A2=a,
<~ I (Ag,A1,A2) € R® tel que { Ag+A;=b,
)\1 +2)\2 =C.
1 0 1
Comme |1 1 0|=3, le systtme est de Cramer et on peut conclure que Ry [x] € Vect{ po, p1, p2 }. Apres
01 2

résolution du systéme linéaire on trouve g = bpy + (—a+ b+ c)py + (a— b) p».
Méthode 2: comme card({ po, p1, p2 }) = 3 = dim(R; [x]), il suffit de prouver que la famille { po, p1, p2 } est libre, i.e.
“No-po+A1-p1+A2-p2=0 = Ag=A1 =A2=0":
Ao-pPo+Ai-pi+Az-p2=0
= Ax+D+AE+0)+2x%+1) =0
= Mg+A2)+No+ADx+ A1 +202)x* =0

Ao+A2=0,
> < Ag+A; =0,
A1+2)\2=O.

1 0 1
Comme [1 1 0|=3,lesysteme admet I'unique solution nulle et on peut conclure que Vect{ po, p1, p2 } = Rz [x].
01 2

Exercice 2.4
Etudier si la famille

9’={p0(x)=x3+x2,p1(x):x2+x,p2(x) =x+1,p3(x):x3+1}

de I'espace vectoriel R3[x] est libre. Si la famille est liée, trouver une relation entre les vecteurs de cette famille.

Correction
On dit qu'une famille # = {u,...,u, } estlibre lorsque

p
Zai-ui:OE = a;=0Vi.
i=1

Ici
n

ai-u; =0 < agpo+taip1+apr+azp3=0 < (a2+a3)+(a1+ag)x+(ao+a1)x2+(ao+a3)x3:O
=0

1

a,+az =0, ap =K,
ay+ap =0, a; = —K,
— — pour tout k € R
ag+a; =0, a =K,
ap+az =0, as = —K,

donc la famille est liée. De plus, en prenant par exemple Kk =1 on a p3 = pg — p1 + p2.
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Exercice 2.5
Considérons I’ensemble
F= {a+axz+bx4 | a,beR}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Ry [x].

2. Donner une base de F et sa dimension.

Correction
1. F estun sous-espace vectoriel de R4 [x] car

F:{a+ax2+bx4|(u,b)E[RZ}:{a(l+x2)+bx4|(a,b)E[RZ}:Vect{1+x2,x4}.

2. Les deux polynémes p(x) = 1 + x? et g(x) = x* constituent une famille génératrice de F. On vérifie aisément que
cette famille est libre donc elle est une base de F. Comme card({ p, g }) = 2, alors dim(F) = 2.

Exercice 2.6
Considérons I’ensemble
F={peRsx]| p0) = p(1) =0}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3[x].

2. Donner une base de F et sa dimension.

Correction
1. F estun sous-espace vectoriel de R3[x] car

F={x(x=D(ax+b)| abeR) ={alx*(c- 1)+ b(x(x-1) | a,beR} = Vect{x*(x~1),x(x-D}.
Si on n’'a pas remarqué que 0 et 1 sont racines des polynémes de F, il suffit de remarquer que
F={peRs[x]| p(0) = p(1) =0}
{a+bx+cx2+dx3€[R3[x] | a=0eta+b+c+d=0}
{bx+cx*+(-b-0)x* | b,ceR}
{b(x=x*) +c(x*-x*) | bceR}

=Vect{x— x>, x* - x*}.

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de R3[x].

2. Les deux polynémes p(x) = x — x° et g(x) = x*> — x> constituent une famille génératrice de F. On montre que la

famille # = { x— x3,x* — x>} est une base de I'espace vectoriel F; en effet
a(x=x)+px*-x>)=0 VxeR — ax+Px’+(—a—P)x°=0 VxeR = a=p=0.

Comme card (%) = 2, alors dim(F) = 2.

Exercice 2.7
Soit R3[#] 'espace vectoriel des polyndmes de degré au plus 3. Soit U = { p € R[] | p(=1)=0 } Montrer que U est
un sous-espace vectoriel de R3[¢] et en donner une base.

Correction
On montre que U = Vect{ey,...,e, } oliey, ..., e, sont des éléments de R3[x]. En effet

U={a+bx+cx*+dx’ €Rs[x]|a—b+c-d=0}
:{a+bx+cx2+(a—b+c)x3|a,b,c€R}
:{a(1+x3)+b(x—x3)+c(x2+x3)|a,b,c€R}
=Vect{1+x3,x—x3,x2+x3}.

Par conséquent U est un sous-espace vectoriel de R3[x].
(On peut également en déduire que {1+ x3,x — x3,x* + x> } est une famille génératrice de U)
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Exercice 2.8
Démontrer que I'ensemble
F={peRs[x]| p(0)=p'(1) =0}

est un sous-espace vectoriel de R3[x] et en donner une base.

Correction
On montre que F = Vect{el, —.ep } ouey,...,e, sont des éléments de R3[x]. En effet

F={peRslx]|p0)=p'1) =0}
={a+bx+cx*+dx’eRsx]|a=0etb+2c+3d=0}

-b-2c
3

:{bx+cx2+

hceR}
={b(x-x*/3)+c(x* -2x°/3) | bce R}
1 2
=Vect{x——x3,x2— Z58 }
3 3

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de R3[x].
On montre que la famille & = {x - %xg, x% - §x3 } est une base de I’espace vectoriel F; en effet

a(x—x3/3) +P(x?—2x3/3)=0 VxeR <=  ax+Px’+(-a—2p)x%/3=0 VxeR <<  a=p=0.

Exercice 2.9
Trouver une base de I'’espace engendré par les polyndmes dans les deux familles suivantes

L W={1+2x+3x% x+2x%*1+2x+4x%1+x}
2. W={2+2x?2+x—x*3+x+x*3+x+3x*}

Correction
1. Notons

wl(x):1+2x+3x2, wz(x):x+2x2, W3(x):1+2x+4x2, wy(x)=1+x.
W est une famille non libre si et seulement si

d(a,b,c,d) #(0,0,0,0) | awq(x) + bwo(x) + cws(x) + dwy(x) =0 —
3(a,b,c,d) #(0,0,0,0) | (a+c+d)+Ra+b+2c+d)x+(Ba+2b+40)x* =0 <

a +c+d=0, a +c +d=0, a +c+d=0,
2a +b+2c+d=0, <— b —-d=0, <— b -d=0, <
3a+2b+4c =0 2b+c—3d=0 c—d=0

(a,b,c,d) = (-2K,K,K,K), KeR.
Autrement dit w4 = 2w; — w, — w3. On a alors
Vect{wy, wo, w3, wy} = Vect{wy, wy, ws}.

Vérifions si la famille { wy, wy, w3} est libre: on dit qu'une famille # = {uy, ... up } est libre lorsque
p
Zai-uiZOE = a;=0Vi.
i=1

Ici

a;-u;=0g < aw;+bw,+cw3z=0
0

n
i=
— (a+0)+QRa+b+20)x+(3a+2b+40)x*=0

a +c=0,
< {2a +b+2c=0, < a=b=c=0
3a+2b+4c=0

donc la famille est libre. Par conséquent { w;, w», w3} est une base de I'espace Vect(W).
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2. Notons

wl(x)=2+2x2, wz(x)=2+x—x2, ws(x)=3+x+x2, w4(x)=3+x+3x2.

W est une famille non libre si et seulement si

A(a, b, c,d) #(0,0,0,0) | aw; (x) + bwo(x) + cws(x) + dwy(x) =0 —
I(a,b,c,d) #(0,0,0,0) | 2a+2b+3c+3d)+(b+c+d)x+(2a—-b+c+3d)x* =0 <

2a+2b+3c+3d=0, 2a+2b+3c+3d=0, 2a+2b+3c+3d=0,
b +c +d=0, < b +c +d=0, < b +c¢ +d=0, <
2a —b +c+3d=0, b+4c+6d=0, 3c+5d=0,

(a,b,c,d) = (x,2x,—5K,3K), K €R.
Autrement dit 3wy = —w; —2w> + 5ws. On a alors
Vect{w, wo, w3, wy} = Vect{wy, wz, ws}.

Vérifions si la famille { w, w», w3} est libre: on dit qu'une famille & = {ul, colp } est libre lorsque
p
Zai-ul:OE = a;=0Vi.
i=1

Ici

a;-u; =0 < aw;+bwy,+cw3=0
0

n
i=
— (a+2b+30)+(b+)x+Ra-b+c)x*=0

2a+2b+3c¢=0,
— b +¢c=0, < a=b=c=0
b+4c=0,

donc la famille est libre. Par conséquent { w;, w», w3} est une base de ’espace Vect(W).

Exercice 2.10
Soit
qgo(x) = 1+x+x%+ x5,
q1(x) = x+x2 +x3,
G2(x) = x* + x°,

q3(x) = x5,

quatre polyndmes de R3[x].
1. Démontrer que I'ensemble { qo, 41, q2, g5 } est une base de R3[x] qu’on notera 28.
2. Notons % = {cy, 1, C2, c3} la base canonique de R3[x]. Calculer coord(c;, ) et coord(q;, 6).

3. Exprimer le polynéme a + bx + cx? + dx® dans la base %.

Correction
1. Pour montrer que 'ensemble { qo, 41, g2, g3 } est une base de R3[x] il faut montrer qu'il s’agit d'une famille libre et

génératrice de R3[x]. On dit qu'une famille & = {u,,...,u, } estlibre lorsque
P
Za,--ul:OE == a;=0vi=1,...,p.
i=1

Ici

n
Y ai-u; =05 <> aopqo+arqy+axqz +asqs =0
i=0

66 (© 2024-2025 G. FACCANONI



Derniére mise & jour : Mardi 1 octobre 2024 Chapitre 2 Interpolation

do—o,

2 3 a =0,

— ap+(ap+a))x+(ap+a1+a)x"+(agp+a +ax+az)x” =0 < 0
az =0,

az =0,

donc la famille est libre. Comme card(Vect{ qo, g1, g2, g3 }) = 4 et dim(R4[x]) = 4, alors B = { g0, q1, 92, g3 } est une

base de R3[x].
2. Soit 6 = {co(x) =1,¢(x) = x,2(x) = X%, x3(x) = 13 } la base canonique de R3[x]. Calculons les coordonnées de ¢
dans la base €':
Go(x)=1-co(x)+1-c1(x)+1-co(x)+1-c3(x) = coord(qp,¢)=(1,1,1,1)
G1(x)=0-co(x)+1-c1(x)+1-co(x)+1-c3(x) = coord(q1,6)=(0,1,1,1)
G2(x) =0-co(x)+0-c1(x)+1-c2(x) +1-c3(x) = coord(qgz2, %) =(0,0,1,1)
gs3(x)=0-co(x)+0-c1(x) +0-co(x) +1-c3(x) = coord(gs,¢) = (0,0,0,1)

En résolvant le systeme linéaire (ici c’est tres facile car il s’agit d'un systéme triangulaire), on obtient

qdo =Co+C1+C2+C3, co =4qo—q,

q1 =C+C2+tcs, — a1 =4q1—1q

q> =C2tC3, C2 =(q2—(g3,

qs =Cs, c3 =(s3,

Cela signifie que

cxX)=1-qgo(x)=1-q1(x)+0-g2(x)+0-gq3(x) i.e. coord(cy,AB)=(1,-1,0,0),
(xX)=0-go(x)+1-q1(x)—1-q2(x)+0-g3(x) i.e. coord(c;,%)=(0,1,-1,0),
C(x)=0-go(x)+0-q1(x) +1-g2(x)—1-qg3(x) i.e. coord(cy, %) =(0,0,1,-1),
c3(x)=0-qgo(x)+0-q1(x)+0-g2(x)+1-q3(x) i.e. coord(cs, %) =(0,0,0,1).

3. Soitle polynéme p(x) = a+ bx + cx?+dx®; dans la base € il a coordonnées (a, b, ¢, d), donc
p(x) =aco+bcy +cca+des = alqo — q1) + b(q1 — q2) + c(qz2 — q3) + d(q3) = aqgo + (b—a)q1 + (c = D) g2 + (d - ¢) g3.
Par conséquent, dans la base 28 le polynéme p(x) = a+ bx + cx® + dx® a coordonnées

coord(p,%8) = (a,b—a,c—b,d—c).

Exercice 2.11
Soit R3[#] 'espace des polyndomes de degré au plus 3 et considérons 'ensemble

V={peRsls]| p(0)+p@2) =0, p(1) =3p(-1)}.

1. Montrer que V est un sous-espace vectoriel de Rs[?].
2. Déterminer une base et la dimension de V.

3. Montrer que le polynéme p(f) = 2+ 2t — ¢ est dans V et trouver les composantes de p dans la base de V
calculée auparavant.

Correction
1. On montre que V = Vect{el, c€p } ouey,...,e, sont des éléments de R3[7]. En effet

V={peRslt]| p(0)+p(2) =0, p(1) =3p(-1)}
={a+bt+ct*+dr’ eRs[t]|2a+2b+4c+8d=0eta+b+c+d=3a-3b+3c—3d}

5 1
{ (—gc—Zd) + (—gc—zd) t+ct®+de®

adER}
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5 1
:{(———gm t2)6+(—2—2t+ ) d c,deR}

3

5 1 2 3
=Vect ql(t)z—g—gt‘f’t;6]2(1')2—2—21'-1-[ .

Par conséquent V est un sous-espace vectoriel de Rs[#].

2. Lafamille ¥ ={q1,g> } est génératrice de I'espace vectoriel V. De plus,

aqr +PBg2 = Oy 1 =

donc elle est aussi libre donc elle est une base de V et dim(V) = 2.

aq1 () +Pg2(H)=0VreR =

a=p=0

3. Sip(=2+2r—Fonap0)+pR)=(2)+(2+4-8)=0et p(1)-3p(-1)=(2+2-1)-3(2-2+1)=0donc peV

et coord(p,¥) = (0,-1).

2.3.2 Interpolation polynomiale

Exercice 2.12 (Interpolation avec Numpy (calcul approché))

polation d'un ensemble de points et de I'évaluer sur un (autre) ensemble de points.

en(0eten 2.

Les fonctions polyfit et polyval du module numpy permettent de calculer les coefficients du polyndéme d’inter-

Les utiliser pour interpoler 'ensemble de points { (-2,4), (0,0),(1,1) }. Evaluer le polynome ainsi obtenu en —1,

Correction

Le seul polyndme de degré au plus 2 qui interpole 'ensemble de points {(-2,4), (0,0), (1,1)} est la parabole d’équation
px) = x% et lorsqu’on évalue p en —1, en 0 et en 2 on trouve respectivement 1, 0 et 4. Voici comment faire avec

numpy:

7

from numpy import polyfit, polyval

xx = [-2, 0, 1]
yy = [4, 0, 1]
alpha = polyfit(x=xx, y=yy, deg=len(xx)-1)

x_vals = [-1, 0, 2]
y_vals = polyval(alpha, x_vals)
print(y_vals)

[1.00000000e+00 6.29173796e-16 4.00000000e+00]

Exercice 2.13 (Interpolation avec SymPy (calcul formel))

points et de I’évaluer sur un (autre) ensemble de points.

en0eten 2.

La fonction interpolate du module sympy permet de calculer le polyndme d’interpolation d’'un ensemble de

Utilisez-la pour interpoler 'ensemble de points { (—2,4), (0,0), (1,1) }. Evaluez le polyndme ainsi obtenu en —1,

Correction

Le seul polynéme de degré au plus 2 qui interpole 'ensemble de points {(-2,4), (0,0), (1,1)} est la parabole d’équation
p(x) = x*. Lorsqu’on évalue p en —1, en 0 et en 2, on trouve respectivement 1, 0 et 4. Voici comment faire avec

SymPy:

68
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from sympy import symbols, interpolate

x = symbols('x')

points = [(-2, 4), (0, 0), (1, 1)]
polynome = interpolate(points, x)
print (polynome)

x_vals = [-1, 0, 2]

y_vals = [polynome.subs({x:val}) for val in x_vals]
print (y_vals)
\ J
X*k*2
[1, 0, 4]
Exercice 2.14

Construire le polyndme P qui interpole les points (0,2), (1,1), (2,2) et (3,3).

Correction

On cherche un polynéme de degré au plus 3 tel que P(0) =2, P(1) = 1, P(2) = 2 et P(3) = 3. Construire P signifie trouver
ses coordonnées dans une base de R3[x]. On considere des méthodes qui sont basées sur des choix différents de bases
de R3[x]:

e Avec sympy

import sympy as sp

X = sp.symbols(';)

points = [(0, 2), (1, 1), (2, 2), (3, 3)]
XX_p, yy-p = zip(*points)
n = len(points)-1

polynomial = sp.interpolate(points, x)
print ("Polynome dans la base canonique : $", sp.latex(polynomial),

. ru$\\n)

p = sp.polys.specialpolys.interpolating_poly(n+1l, x, X=xx_p, Y=yy_p)
print("Polynome dans la base de Lagrange : $", sp.latex(p), r"$\\")

def divided_diff (xx, yy):
n = len(yy)
if n ==
return yy[0]
else:
return (divided_diff (xx[1:], yy[1:]1) - divided_diff(xx[:-1],
— yyl:-11)) / sp.S(xx[-1] - xx[0])

def newton_interpolation(x, xx, yy):
n = len(xx)
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p=20

for i in range(n):
p += divided_diff(xx[:i+1], yy[:i+1]) * sp.prod([x - xx[j] for j
— in range(i)])

return p

p = newton_interpolation(x, xx_p, yy_p)
print("Polyndéme de Newton : $", sp.latex(p), "$")

. J

3
Polynome dans la base canonique: —%- + 2x% - 83—x +2
Polynome dans la base de Lagrange: w —x(x-3)(x—-1+ X(x’zz)(x’l) - (x"c”(x;z“x’”
Polynéme de Newton: —w +x(x—-1)—-x+2

e Avec numpy

( )

from numpy import polyfit

points [0, 20, (1, 1), (2, 2), (3, 3)]
XX, yy = zip(*points)

coeffs = polyfit(xx, yy, deg=len(points)-1)
print (coeffs)
. J
[-0.33333333 2. -2.66666667 2. ]

o Méthode astucieuse
On remarque due les points (1,1), (2,2) et (3,3) sont alignés, ainsi le polynd6me Q(x) = x de R, [x] interpole ces
points.
Introduisons le polynéme D(x) = P(x) — Q(x) de R3[x]. Par construction, ce polynéme s’annuleen x =1, x =2 et
x =3, donc D(x) = A(x—1)(x—2)(x—3). De plus, D(0) = P(0) — Q(0) = 2 mais aussi D(0) = —6A donc A = —1/3 et on
conclut que

P(x) = D(x) + Q(x) = —%(x— Dx—2)(x—3) + .

o Méthode directe (naive)
On considere 6 = { 1,x,x2,x3 } labase canonique de R3[x] et on cherche (ay, a1, az, as) = coord(P,6), i.e. ay, a1, az, as
tels que P(x) = X3_ a;x'.
11 s’agit de trouver les 4 coefficients ag, a;, a, et as solution du systeme linéaire

PO) =2 ag+ar-0+ay-0°+as-02=2 1 00 0)/(a 2
P() =1 ag+ay-l+ax-1>+az-13=1 111 1||la 1
——g — =
PR2)=2 ap+ay-2+ay-2°+az-25=2 1 2 4 8||la 2
P@3)=3 ap+ay-3+a;-3°+az-3° =3 13 9 27)\as) \3
On peut utiliser la méthode de GAUSS-JORDAN:
Ly—Lo—L L;—L;—0L
1 0 0 0|2 Lg‘_Lg_Li 1 0 0 O 2 L;<—L;—2L§ 1 0 0 O 2
1 1 1 1|1 Ly—Ls—L; 0o 1 1 1/|-1 Ly—L4—3L, 0o 1 1 1/|-1
1 2 4 8 |2 0 2 4 8 0 0 0 2 6 2
1 3 9 273 0 3 9 27| 1 0 0 6 24| 4
L —L; 0L L —L;—0L
Lp—Lo-Ly/2 100 072 Ly—lp+Ls/3 1000} 2
Ly—Ls—3L3 0 1 0 =-2|-2 | L3—Ls-L4 0 1 0 0|-8/3
0 0 2 6 2 0 0 2 0 4
0 0 0 6 |-2 0 0 0 6 -2
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donc az = —%, a,=2,a; = —% et ap =2 etontrouve P(x) =2 — §x+2x2— %x?’.

Remarque: dans ce cas particulier, le systeme s’écrit
ag = 2
a0+a1-1+a2-12+a3-13:1
ao+a1-2+a2-22+a3-23 =2
a0+a1-3+a2'32+a3'33 =3
ainsi on peut déja poser ay = 2 et résoudre le systeme linéaire réduit suivant:
a-l+as-1°+az3-13=-1
ay-2+a-2’+as-23=0
ar-3+az-3*+az-3°=1

On peut utiliser la méthode de GAUSS-JORDAN:

1 1 1 -1 %2*]]:2—2? 1 1 1 -1 %1*-11:1—% 1 0 -2|-2 1]:1‘-%1‘*'2]]:3 1 0 0| —-8/3
2 4 8 Lg—Ls—3L1 0 2 6 Ly—L3—6La 01 3 1 Lz’g_i, 01 0 2
3.9 27| 1 06 24| 4 ) 22 g o 6|=2) BB oo 1]|-1/3

donc as = —%, a,=2,a; = —% et ap =2 etontrouve P(x) =2— gx+2x2— %x?’.

o« Méthode de Lagrange
On consideére £ = {Ly,L1,L2, L3} une base de R3[x] telle que coord(B, Z) = (30, ¥1, V2, ¥3), i.e. P(x) = Z?:o yiLi(x).

Ona ;
x—xj
Li(x)=
! jl:[()xi—xj
j#i
donc
y
PO = (x —x1) (x — x2) (x — x3) y (x — X0) (X — x2) (x — Xx3) pea)
0 (xp — x1) (xp — X2) (X0 — Xx3) ! (%1 = x0) (x1 — x2) (X1 — x3)
(x—x0) (x — x1) (x — x3) (x—=xp) (x — x1) (x — Xx2)

? (02— X0) (X2 — X1) (k2 — X3) > (3 — X0) (3 — X1) (X3 — %2)
:z(x—l)(x—Z)(x—3) N (x=0)(x—-2)(x—-3)

(0-1)(0-2)(0-3) (1-001-2)(1-3)

(x=0)(x-1(x-3) +3(x—0)(x—1)(x—2) _

2-02-1)2-3) B-0B8-1)3-2)
_x-Dx-2)(x—-3) N x(x=2)(x-3)

5 2

x(x—-1)(x—-2 1
2 3

2

-x(x-1D(x-3)+ —§x+2.

o Méthode de Newton
On considere A = {wg, w1, w2, w3} une base de R3[x] telle que coord (B, A") = (¥, fx0, x11, fx0, X1, x21, f[x0, X1, X2, X31),
ie.P(x) =Y flxo,..., xilo;(x).
La base de Newton est définie récursivement comme suit:

wo(x)=1; pourk=1,....,n 0X)=w0r_1(x)(xX— Xk_1).

Les coordonnées sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

i xi yi flxicuxil o flxico,xicnxil o flXios, Xi-2, Xi-1, Xi
0 0

11 1

2 2 2 1

3 3 3 1 0 -3
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On a alors

3
P3(x) =) flxo,..., xilw;(x)
i=1

= Yowo (X) + f[x0, x1]w1 (x) + flx0, X1, X2] w2 (X) + f X0, X1, X2, Xx3] W3 (X)

1
=2w0(x) — w1 (x) + w2 (x) — gws(x)
1
:2—x+x(x—1)—§x(x—1)(x—2)
1 8
=——x34+2x%——x+2.
3 3

Remarque: on réordonne les points comme suit: (1,1), (2,2), (3,3) et (0,2).

ioxi yi flxicnxi o flxi—2,xion, %) flxios, Xico, Xio1, X;]

0 1

1 2 2

2 3 3 1 [0]

3.0 2 -1 -1 -1

On a alors

3
P3(x) =) flxo,..., Xilw;(x)
i=1

= Yowo (X) + f[x0, x1]w1 () + flxg, X1, X2l w2 (xX) + f X0, X1, X2, x3] W3 (xX)

1
=wo(x) +wy(x) — gw:;(x)
= 1+(x—1)—%(x—1)(x—2)(x—3)
=x—%(x—1)(x—2)(x—3).

On remarque que les points (1, 1), (2,2) et (3,3) sont alignés, ainsi le polynéme Q(x) = x de R, [x] interpole ces
points.

Partage d’'un message secret: comment envoyer un message secret avec plusieurs espions sans pour autant que
ceux-ci ne connaissent le contenu du message envoyé ?

Imaginons que I'on désire envoyer un message secret. Par codage, on peut remplacer ce message par un nombre,
appelons-le n.

Considérons un polynome P(X) = a;X¥ +--- + a;X + n de degré k dont le terme indépendant vaut exactement 7,
autrement dit P(0) = n. Un corollaire du théoréme fondamental de I'algebre stipule que le polyndme P est complétement
caractérisé par les valeurs qu’il prend en k + 1 points, par exempleen X =1,2,...,k+ 1.

On engage alors au moins k + 1 espions (mieux en engager un peu plus au cas ol certains seraient capturés par les
«ennemis»). On donne au i-éme espion le nombre P(i). Les espions se dispersent (par exemple, pour passer les lignes
ennemies). Une fois qu'au moins k + 1 espions sont arrivés a destination, il est aisé de reconstituer le polynéme et ainsi
retrouver la valeur secrete n (on a un systeme d'au moins k + 1 équations linéaires pour retrouver les k + 1 coefficients de
P).

Si un espion est capturé et qu’il parle, les ennemis auront a leur disposition un des P (i) mais cela ne leur permet
nullement de retrouver 7.

De méme, si un espion étaient en fait un agent double, connaitre P (i) seul ne sert a rien.

Source: http://michelrigo.wordpress.com/2010/01/30/partage-de-secrets-et-tfa/

Exercice 2.15
Calculer le message secret 7 si k = 2 et on envoie 4 espions avec les messages suivants:
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Espion 1 2 3 4
Message | 45 | 50 | 57 | 66

Correction
On doit interpoler 'ensemble { (1,45), (2,50), (3,57), (4,66) } constitué de 4 points. Cependant on nous dit de chercher
un polyndme de degré au plus 2 (et non pas 3 comme on pourrait s’y attendre). Cela signifie qu’ils ont envoyé un espion
de plus en cas de “perte”. Donc, pour nos calculs, on utilisera seulement 3 points parmi les 4 données et on vérifiera a
posteriori que le polyndme obtenu interpole aussi le point négligé.

On choisit par exemple d’interpoler 'ensemble { (1,45), (2,50), (3,57) } : on cherche un polynéme de degré au plus 2 tel
que P(1) =45, P(2) =50, P(3) =57 et P(4) = 66. Construire P signifie trouver ses coordonnées dans une base de R, [x]. On
considere trois méthodes qui sont basées sur trois choix différents de bases de R, [x]:

» Méthode directe (naive)
On considere € = { 1, x, xz} la base canonique de R, [x] et on cherche (a, b, ¢) = coord(B,6), i.e. a, b, c tels que
P(x) = a+ bx + cx®. (le message secret est P(0) = a).

11 s’agit de trouver les 3 coefficients a, b, ¢ solution du systeme linéaire

P(1) =45, a+b+c=45

P(2) =50, , a+2b+2%c=50
P(3) =57, ““ Y a+3b+32c=57
P(4) =66 a+4b+4%*c=66

Puisqu’on a envoyé un espion de trop, on a 4 équations et 3 inconnues: le systeme est sur-déterminé.

Négligeons pour le moment la derniere équation et résolvons avec Gauss

a +b +c=45 L,—L,-Li (a+b +c=45 a+b+c=45 c=1
a+2btdc=50 SN L p 43c=5 B2 ) pige=5 —  h=5-3c=2
a+3b+9c¢ =57 Ftapej=1 2b+8c =12 FEapej=2 2c=2 a=45-b—c=42

Vérifions si la derniere équation est bien satisfaite:
42 +2 x4+ 1 x 4% = 66.

Le polynome recherché est ainsi P(x) =42 +2x + x%etle message secret est donc P(0) = a = 42.
o Méthode de Lagrange Puisqu’on a envoyé un espion de trop, négligeons pour l'instant le point (4,66). On construit

la base de Lagrange de Ry [x] telle que (45,50,57) = coord(P, %), i.e. 45,50,57 tels que P(x) = 45L¢(x) + 50L; (x) +
57Ly(x).On a

P(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + y2Lo(x)
(x—Z)(x—S)Jr (x—l)(x—B)+ (x-1)(x-2)
1-2)1-3) 2-12-3) B3-1(B-2)

=45

45 57
= ?(x—Z)(x—E;) -50(x-1)(x—3)+ ?(x— 1)(x—2).
Bien sur P(4) = 66 (un espion était redondant) et le message secret est donc
45 57
P(0) = > ><6—50><3+? x2=135-150+57 =42.

Méthode de Newton. Puisqu’on a envoyé un espion de trop, négligeons pour l'instant le point (4, 66).
On commence par construire le tableau des différences divisées:

ioxiyio flxicux] o flxicz, Xic, Xl
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On a alors

2
P(x) =) 0;(x)flx,...,xi]
i=1

= wo(x) f[xo] + w1 (x) f [x0, X1] + w2 (x) fx0, X1, X2]
=45wq(x) +5w1(x) + w2 (x)
=45+5(x-1D+x-1(x—-2).

Bien sur P(4) =45+5 x 3+ 3 x 2 =66 (un espion était redondant) et le message secret est donc

P(0)=45-5+2=42.

Exercice 2.16
1. Calculer le polynéme d’interpolation de la fonction f(x) = cos(x) en les 3 points x; = %i aveci=0,...,2.

2. Calculer ensuite le polynome d’interpolation de la méme fonction en les 4 points x; = 5i avec i =0,...,3, i.e.
en ajoutant le point x3 = 37/2.

Correction
1. On cherche p, € Ry[x] tel que p2(x;) = cos(x;) pour i =0,...,2. On peut choisir I'une des quatre méthodes ci-
dessous (on préférera la méthode de NEWTON car elle permet de réutiliser les calculs de cette question pour
répondre a la question suivante).

Méthode directe (naive). Sion écrit po(x) = o + a; x + axx?, on cherche ag, &,z tels que

1 0 0 (04) 1
2
1 % L ap | = 0
1 n )\ -1
En résolvant ce systéme linéaire on trouve ap = 1, oy = —% etop =0:
4 N\

import sympy as Sp

x = sp.Symbol('x', real=True)

alpha_0 = sp.Symbol(r'\alpha_0',real=True)
alpha_1 = sp.Symbol(r'\alpha_1',real=True)
alpha_2 = sp.Symbol(r'\alpha_2',real=True)

p = sp.Poly(alpha_0 + alpha_1*x + alpha_2*x**2, x)

xx = [0, sp.pi/2, sp.pil
yy = [sp.cos(x) for x in xx]
Egs = [ sp.Eq(p.subs(x,xx[i]),yy[i]) for i in range(3)]

sol = sp.solve(Eqs, [alpha_0, alpha_1, alpha_2])
print(sol)

{\alpha_0: 1, \alpha_1: -2/pi, \alpha_2: 0}

Méthode astucieuse. Le polynome p, s'annule en 7, ceci signifie qu'il existe un polynome R(x) tel que

pa0) =R(x) (x- g) .

Puisque p»(x) a degré 2, le polyndme R(x) qu’on a mis en facteur a degré 1, autrement dit R est de la forme
ax + b. On cherche alors a et b tels que

(0)
RO = g7y =L = { b=

T
a=0.
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Ainsi
p2(x) =R() (x - g) =-Z(x-2)= ~Sxrl

Méthode de Lagrange. Ona

(x-%)(x-m) 1(x—O)(x—

I
P2() = JoLo()+ 71l (0 + yela) =10 %)(O—Tl) BRI

SJERLSIE]
1l
|
|
=

Méthode de Newton. On commence par construire le tableau des différences divisées:

ioxi o yi flxicuxl o flxiez, xio1, Xl

0 —

0
1
2

3 AR o

Sl A

-1 -

[0]

On a alors

2
p2(x) =) w;(x) flxo, ..., xi]
i=1

= wo (x) f[x0] + w1 (x) f[x0, X1] + w2 (X) fx0, X1, X2]

2
=wo(x) ——wi(x)
T
2

=1-—x
L

2. On cherche donc p3; € R3[x] tel que p3(x;) = sin(x;) pour i =0,...,3. On peut choisir I'une des quatre méthodes
ci-dessous (on préférera la méthode de NEWTON car elle permet d'utiliser les calculs précédents).

Méthode directe. Sion écrit p3(x) = ap + a1 X + a2 % + a3 X3, on cherche ag, a1, &z, a3 tels que

1 0 02 03 Ao 1
. T [lo]_] O
1 ©n @ || -1

3n on*  27n® |\ 0
1 5 5 8 3

En résolvant ce systéme linéaire on trouve op = 1, o1 = —%, Qo = —% etog = % :

r

import sympy as Sp

x = sp.Symbol('x', real=True)
alpha_0 = sp.Symbol(r'\alpha_0',real=True)

alpha_1 = sp.Symbol(r'\alpha_1',real=True)
alpha_2 = sp.Symbol(r'\alpha_2',real=True)
alpha_3 = sp.Symbol(r'\alpha_3',real=True)

p = sp.Poly(alpha_O + alpha_1*x + alpha_2*x**2 + alpha_3*x**3, x)

xx = [0, sp.pi/2, sp.pi, 3*sp.pi/2]
yy [sp.cos(x) for x in xx]
Egs = [ sp.Eq(p.subs(x,xx[i]),yy[i]) for i in range(4)]

sol = sp.solve(Eqs, [alpha_0O, alpha_1, alpha_2, alpha_3])
print(sol)

{\alpha_0: 1, \alpha_1: -2/(3*pi), \alpha_2: -4/pi**2, \alpha_3: 8/(3*pi**3)}
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Méthode astucieuse. Le polynome p3 s'annule en 7 et en 37”, ceci signifie qu'il existe un polynéme R(x) tel que

ps(x) = R(x) (x - g) (x— 37“)

Puisque p3(x) a degré 3, le polynome R(x) qu'on a mis en facteur a degré 1, autrement dit R est de la forme
ax + b. On cherche alors a et b tels que

___mO _ 1
{R“’)‘(o—gg(%?)’ @{b RN 4:.{“%'
— 3 — - —
R(n)——(n_g)(n_%n). an+b_—( IEmnl a=3%.
Ainsi
(x)—R(x)(x—z)(x—g—n)—(ix+i)(x—z)(x—3—n)—l—ix—ix2+ix3
psti = 2 2 ) 3" T2 /T2 2)" Ta wt Tamt
Méthode de Lagrange. Ona
(-Pe-mE-F)  @-0@x-Fx-F)
(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + yoLa(x) + yaLl3(x) =1 -
ps Yolo yila Yela Y3ls (0—%)(0—11)(0—37“) (n—O)(n—g)(n—%")
L LAY (V0.8 -2t 8 s
_3n3(x 2)(x 2)( x+mn+3x)=1 Snx JTZ)c +3n3x.

Méthode de Newton. Il suffit de calculer une différence divisée en plus, i.e. ajouter une ligne au tableau

précédant:
ixi yi flxicnxl flxice,Xienxil o flxi-z, Xio2, Xi-1, X
0 0
1 Z o0 -2
2 n -1 -2 [0]
sy o g : s
On a alors

3
p3(x) =Y w;(x)flxo,..., x;]
i=1
= p2(x) + w3(x) f[x0, X1, X2, X3]

1 2 + 8 (x)
=1-—x+—w3(x
3w

:1—%x+ igx(x—g)(x—ﬂ)

3n
4 8
=1-—x——x*+—x".
3n° w2 373

Exercice 2.17
1. Construire le polynome P qui interpole les points (—1,2), (0,1), (1,2) et (2,3).

2. Soit Q le polynéme qui interpole les points (-1,2), (0,1), (1,2). Montrer qu’il existe un réel A tel que:

Qx)—Px)=A(x+1)x(x—1).

Correction
1. Dans la base de LAGRANGE le polyndme d’interpolation de degré n = 3 s’écrit

(x = x1)(x = x2)(x — x3) (x = Xo) (x — x2) (x — x3)
P(x) =y 1
(x0 — x1) (g — X2) (X0 — x3) (x1 = x0) (X1 — x2) (X1 — X3)
(x — xo) (x — x1) (x — X3) (x = x0) (x = x1) (x — x2)

ve (x2 — x0) (2 — x1) (X2 — Xx3) s (x3 — xp) (x3 — x1) (X3 — X2)
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(x+Dx(x-1)

_Xa-Dw-2) G DE-Dw-2) o >

-3 2

1 1
:——x3+x2+§x+1.

2. Par construction

Q=1 =P(-D,
Q(0) =P(0),
Q1) =P(1),

donc le polynéme Q(x) —P(x) s’annule en —1, en 0 et en 1, ceci signifie qu’il existe un polynéme R(x) tel que
Q(x) —P(x) =R(x)(x+ )x(x—1).

Puisque P(x) a degré 3 et Q(x) a degré 2, le polyndme Q(x) —P(x) a degré 3, donc le polynéme R(x) qu'on a mis en

facteur a degré 0 (i.e. R(x) est une constante).
Si on n'a pas remarqué ¢a, on peut tout de méme faire tous les calculs: dans ce cas n =2 donc on a

(x—=x1)(x— x2) (x = Xx0) (x — x2) (x = Xx0) (x — x1)

Y —x0) (i —x2) 72 (X2 — x0) (X2 — x1)

Q=0 (x0 — x1) (X0 — X2)

=x(x-1)-(x+Dx-1D+x+1Dx

=x?+1.
Ainsi
Q) —P(Y) = o (x—x)x—x) [ X—Xx3 ' (X—X)(x—xp) [ X—X3
(%0 — x1) (%0 — x2) Xo— X3 (%1 = X0) (X1 — Xx2) X1 —X3
(x—x)x—x1) [ x—x3]  (x—xp)(x—x1)(x—xp)
V2 (x2 — x0) (x2 — x1) X2 — X3 3 (3 — x0) (3 — 1) (3 — X2)

(x = x0)(x — x1) (x = x2)
! (x1 = x0) (x1 — Xx2) (X1 — x3)
(x = x0) (x — x1) (x — x2)

(x = x0) (x — x1) (x — x2)
Yo (%0 — x1) (%0 — x2) (X0 — x3)
o mx)x—x)(x—x2)
Ve (2 — X0) (g — X1) (X2 — x3) (X3 — X0) (X3 — X1) (33 — X2)
__ Yo . J1
(xo — x1) (xg — X2) (X0 — x3) (X1 — X0) (X1 — x2) (X1 — X3)
V2 V3
x0T =) (60— x| T

_(x+Dx(x-1)

3
etA= % Sinon directement
1 1 1 x+1Dx(x—-1
Q(x)—P(x)=x2+1+§x3—x2+§x—1= §x3 7%= ()3—():)\x(x+1)(x—1)

avec A = 315

P(x)
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1. Construire le polynéme P qui interpole les trois points (-1, e), (0,1) et (1, e).

2. Sans faire de calculs, donner I'expression du polynéme Q qui interpole les trois points (—1,-1), (0,0) et
(1,-1).

3. Trouver le polyndme de I'espace vectoriel Vec{], x, x%) qui interpole les trois points (-1,—1), (0,0) et (1,—1).
Correction

1. Dans la base de LAGRANGE le polynome d’interpolation de degré n = 2 s’écrit

PO = o (x—=x1)(x—x2)

P(x)
e
(x — x0) (x — x2) (x—xp)(x—x1) _
(Xo—x1) (¥ —x2) * ' (01— X)(x1—X2) (%2 — Xo) (xp — x1)
x(x—-1) (x+1)x
=e —(x+1Dx-1+e =
1
=(e-1x*+1.
1 1 X
2. Tl suffit de changer les coefficients y; dans I'expression y
précédente: -1 0 1
X
_ox(x-1D) (x+Dx
Q) = 5 ;=%
Q)
3.

11 s’agit de trouver un polyndéme p(x) qui soit combinaison linéaire des deux polynémes assignés (i.e. p(x) =
a+Px +yx?) et qui interpole les trois points (~1,-1), (0,0) et (1,—1):

p(-1)=1, a-P+y=-1,
p0) =0, A a=0,
p1)=-1,

a+P+y=-1,

d'olta=0,p =0 ety =—1.Le polyndme cherché est donc le polynéme p(x) = —x2. En fait, il suffisait de remarquer
que le polynéme Q € Vec{l, x, x*} pour conclure que le polynéme p cherché est Q lui méme.

Exercice 2.19

1. Construire le polynome P qui interpole les points (—1,1), (0,1), (1,2) et (2,3).

2. Soit Q le polynéme qui interpole les points (-1,1), (0,1), (1,2). Montrer qu’il existe un réel A tel que:

Q(x) =P(x) = A(x+1Dx(x—1).
Correction

1. Dans la base de LAGRANGE le polyndme d’interpolation de degré n = 3 s’écrit

(x = x1)(x = x2)(x — x3) (x = Xx0) (x — x2) (x — x3)
Px) =y +n
(xp — x1) (xg — X2) (x0 — x3) (x1 = x0) (1 — x2) (X1 — x3)
(x = Xo) (x — x1) (x — x3) N (x = xp) (x — x1)(x — x2)
z(xz—xo)(xg—xl)(xg—xg) ¥

s (x3 — Xxp) (x3 — x1) (X3 — X2)
B x(x-1)(x-2) N x+Dx-1D(x-2)

(x+Dx(x-1)
-x+Dx(x-2)+ —F7— =
-6 2 2
1 2
=X+ =xP+ Zx+1
6 2

3
78

(©) 2024-2025 G. FACCANONI



Chapitre 2 Interpolation

Derniére mise & jour: Mardi 1 octobre 2024

2. Par construction

Q-1 =P(-1),
Q(0) =P(0),
Q1) =P(1),

donc le polynéme Q(x) —P(x) s’annule en —1, en 0 et en 1, ceci signifie qu’il existe un polynéme R(x) tel que
Qx)—Px) =Rx)(x+ Dx(x—1).

Puisque P(x) a degré 3 et Q(x) a degré 2, le polyndéme Q(x) — P(x) a degré 3, donc le polynéme R(x) qu’on a mis en

facteur a degré 0 (i.e. R(x) est une constante).
Si on n’'a pas remarqué ¢a, on peut tout de méme faire tous les calculs: dans ce cas n =2 donc on a

Q) = v (x—=x1)(x—x2) (x—x0)(x — x2) (x—x0)(x—x1)
0 (xo — x1) (X0 — Xx2) ! (x1 — Xxo) (X1 — x2) > (X2 — Xxo) (X2 — Xx1)

x(x-1)
= —(x+Dx-1D+x+Dx

1, 1
=-x"+-x+1
2 2

Ainsi
Q) —P() = 1o x—x)x—x) [ x—x3 ' (x—x)(x—x2) [ Xx—x3
(x0 — x1) (X0 — X2) Xo — X3 (x1 = x0) (x1 — x2) X1 — X3
(X—xp)(x—x1) [ x—xg] _ (x—x0)(x—x1)(x—xp)
y2 (%2 — x0) (22 — x1) Xy — X3 % (23 — x0) (23 — 1) (X3 — x2)
_ o mx)r—x)x—x) (X —Xo) (x — x1) (X — xp)
R (%0 — x1) (X0 — x2) (X0 — x3) N (x1 — x0) (x1 — x2) (X1 — x3)
o mx)(x—x)(x—xp) (0= ) (% — x1) (X — Xa)
Ve (%2 — x0) (X2 — x1) (X2 — Xx3) s (x3 = x0) (3 — x1) (X3 — x2)
_ Yo n

T (xp — x1) (xg — X2) (X0 — X3) N (x1 = x0) (X1 — Xx2) (x1 — x3)
+ )2 + V3 (x—xo)(x_xl)(x_xZ):w
(X2 = x0) (X2 —x1) (X2 —x3) (X3 — Xp) (X3 — X1) (X3 — X2) 6

etA= é. Sinon directement

Q()P()12+1+1+13122 1131 1(21))\(+1)( 1
X)-Px)=-x"+-x X=X - =x—-1==x"—-=x==x(x"-1) = Ax(x X -
2 2 6 2 3 6 6~ 6

1
avec A = 5

P(x)
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Exercice 2.20
1. Construire le polynéme P qui interpole les trois points (-1, a), (0,p) et (1,a) ou a et f sont des réels.

2. Sia=p, donner le degré de P.

3. Montrer que P est pair. Peut-on avoir P de degré 1?

Correction

1. Dans la base de LAGRANGE le polyndme d’interpolation de degré n = 2 s’écrit

(x=x1)(x—x2) (x = X0) (x — x2) (x = x0) (x — x1)
Yo—x) (o —x2)  ° (X1 —X0) (X1 —x2) "7 (X2 — Xo) (X2 — X1)

Px)=y

x(x-1) x+1D(x-1) (x+1)x
+ +a =
2 -1 2

o a
= Ex(x—l) —PBx+Dx-1D+ Ex(x+ 1)
= (a—P)x*+p.

Sinon, dans la base de NEWTON, on commence par construire le tableau des différences divisées:

ixi oy flxicuxl o flxico, xion, x4l

0
Lo b [
2 1« P

On a alors

2
p2(x) =Y w;(x) flxo, .., Xi]
i=0

= wo (x) fxo] + w1 (x) fx0, X1] + w2 (x) f[x0, X1, X2]
= awp (x) + (B —a)wq (x) + (@ —P)w2 (x)

—a+P-a)(x+1)+(a—P)x(x+1) = (@—P)x® +P.

2. Sia=p, P(x) = aqui est un polyndme de degré 0.
3. P(—x) = P(x) donc P est pair. Donc P ne peut pas étre de degré 1 car un polyndome de degré 1 est de la forme
ap + a; x qui ne peut pas étre pair.

Exercice 2.21
Trouver le polyndome de I'espace vectoriel Vec{1 + x?, x*} qui interpole les points (0,1) et (1,3).

Correction

1l s’agit de trouver un polynéme p(x) qui soit combinai-
son linéaire des deux polynémes assignés (i.e. p(x) =
a(l+x%) +p(x*) et qui interpole les deux points (0,1) et
(1,3):

p(0) =1, - a(l+0%) +p0*) =1,
p(1) =3, a(l+12)+p(1%) =3,

d'oua=1etf =1.Le polynéme cherché est donc le poly-
nome p(x) = 1+ x% + x*.
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Exercice 2.22
Soit f: R — R la fonction définie par f(x) = 1+ x3.

1. Calculer le polyndme pg € Ry[x] qui interpole f au point d’abscisse xy = 0.

. Calculer le polyndme p; € Ry [x] qui interpole f aux points d’abscisse {xo =0,x; = 1}.

2
3
4
5

. Calculer le polyndéme p, € Ry [x] qui interpole f aux points d’abscisse {xyp =0,x; =1, x, = 2}.
. Calculer le polynome p3 € R3[x] qui interpole f aux points d’abscisse {xo =0,x; =1,x2 =2,x3 = 3}.

. Pour n > 3, calculer les polynémes p,, € R, [x] qui interpolent f aux points d’abscisse {xp =0,x; =1,...,x, = n}.

Correction
1. Oninterpole '’ensemble {(0,1)} donc py(x) = 1.

2. Oninterpole I'ensemble {(0,1),(1,2)} donc p;(x) =1+ x.
3. Oninterpole I'ensemble {(0,1),(1,2),(2,9)} donc pa(x) =1—-2x+ 3x2.
4

. f €R3[x] et comme il existe un seul polyndome de degré au plus 3 qui interpole quatre points ce polynéme coincide

forcement avec f donc p3 = f.

5. f €R,[x] pour tout n = 3 et comme il existe un seul polynéme de degré au plus 3 qui interpole quatre points ce

polyndéme coincide forcement avec f donc p, = f pour n = 3.

Exercice 2.23
Soit f: R — R la fonction définie par f(x) = 1+ x°.

1. Calculer le polyndme de Ry [x] qui interpole f au point 0.
2. Calculer le polynéme de R; [x] qui interpole f aux points {0,2}.

3. Calculer le polynéme de Rg[x] qui interpole f aux points {0,2,...,2i,...,18}¢<;<g.

Correction
1. On interpole I'ensemble de points {(0,1) } donc pgo(x) = 1.

2. Oninterpole I'ensemble de points {(0,1),(2,5)} donc p; (x) =1+ 2x.

3. f e€Ry,[x] pour tout n = 2 et comme il existe un seul polynéme de degré au plus 2 qui interpole trois points ce

polynome coincide forcement avec f donc p,, = f pour n = 2.

Exercice 2.24
1. Calculer le polynéme qui interpole les points (0,3), (1,2), (2,4), (3,—2).

2. Calculer le polynome qui interpole les points (0,2), (1,3), (2,4), (3,5), (4,6), (5,7), (6,8),
inutiles!).

p(x) = x+ q(x) (pas de calculs inutiles!).

f(x) - p(x) a-t-on?

3. Calculer le polynéme qui interpole les points (0,2), (1,1), (2,2), (3,3), (4,4) en le cherchant sous la forme

4. Donner 'expression du polynome p € R3[x] dont la dérivée k-eme vérifie p®¥ (1) = 3 pour k = 0,1,2,3.
Est-il unique dans p € R3[x]? Soit f une fonction de classe ¢ telle que £ (1) = 3. Quelle estimation de

(7,9) (pas de calculs

Correction
1. Dans la base de LAGRANGE le polyndme d’interpolation de degré n = 3 s’écrit

(x—x1)(x = x2) (x — x3) (x = x0) (x — x2) (x — x3)
P(x)=yo 1
(xo — x1) (X0 — Xx2) (X0 — X3) (x1 — x0) (1 — x2) (X7 — Xx3)
(x — x0) (x — x1) (x — x3) (x —x0) (x — x1)(x — x2)

vz (x2 — x0) (2 — x1) (x2 — x3) Vs (x3 — x0) (x3 — x1) (x3 — X2)
:3(x—l)(x—2)(x—3)+2 x(x=2)(x-3)
0-1)(0-2)(0—-13) (1-0)(1-2)(1-3)
x(x-1)(x-3) _p x(x-1(x-2)
2-02-12-3) B3-003-1)3B-2)
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37 11
=3-x+7x% - =%
6 6

2. p(x) = x+2: en effet, on voit que les points sont alignés le long de la droite d’équation y = x + 2.
3. p e Ry[x] etinterpole les points (0,2), (1,1), (2,2), (3,3), (4,4) donc p(0) =2, p(1) =1, p(2) =2, p(3) =3 et p(4) =4
e Premiere méthode. On cherche le polyndéme g € R, [x] tel que g(x) = p(x) — x, autrement dit le polyndme
g € R4[x] qui interpole les points (0,2-0), (1,1-1), (2,2-2), (3,3—-3), (4,4—4). Donc le polynéme g s’annule
enx =1, x=2, x=3 et x =4, ceci signifie qu’il existe un polynéme R tel que

qx) = (x—-1(x-2)(x—3)(x —4R(x).
Comme q € Ry[x] alors R est une constante qu’on peut calculer en imposant g(0) = 2 et'on obtient
1
q(x) = E(x— Dx-2)(x—-3)(x—4).
¢ Deuxieme méthode. Notons xy =1, x; =2, x2 =3, x3 =4, x4 = 0. On considere A = {wg,w1,w2,...,Wu_1}

une base de R,_; [x] telle que coord(p, &) = (o, fx0, x1], f[X0, X1, X2, ..., f[X0, X1, X2, ..., Xpn—1]), i.e. p(x) =
f [x0,...,X;]w;(x). La base de NEWTON est définie récursivement comme suit:

wo(x) =0; w1 (x) = x— Xp; pourk=2,...,n 0(x) =0g_1(x)(x — Xp_1).

Le polynome d’interpolation de degré n sur I'ensemble des 2 +1 points {(x;, y;)}}"_, dans la base de NEWTON
s’écrit

i M: lM:

pn(x) (x)f[x()y )xl

wi(x)f[xo, v Xi ]+ 04 (x) f [x0, X1, X2, X3, X4]

= Pn—1(x) + w4 (x) fx0, X1, X2, X3, X4]

ol pj,- estle polynome d’interpolation de degré n — 1 sur 'ensemble des n points {(x;, yi)};‘:‘ol.
Dans notre cas, on voit que les points { xp, X, X2, X3 } sont alignés le long de la droite d’équation y = x donc
Pn-1(x) = x et q(x) = wg(x) fx0, X1, X2, X3, X4] avec w4(x) = (x —1)(x —2)(x — 3)(x —4). On doit donc calculer
le coefficient f[xg, x1, X2, X3, X4] sachant que g (0) = 2, ce qui donne f[xg, X1, X2, X3, X4] = 1/12.
On conclut que
px)=x+ i(x— Dx=-2)(x-3)(x—4) = ix4— §x3 + Exz— Ex+2.
12 12 6 12 6
4. Soit p(x) = ag+ a, x + a x> + a3 x> un polyndome de R3[x]. On cherche les quatre coefficients a; tels que p® (1) = 3
pour k=0,1,2,3:

p(x) = ap+ a1 x+ ar x> + az x>, 3=p()=ao+a +a+as, as=1/2,

p'(x) = a1 x +2apx + 3az x?, 3=p'(1) = a1 +2a, +3as, a, =0,
fr— —

p"(x) =2ay +6azx, 3=p"(1) =2a, +6as, a; =3/2,

p" (x) =6as, 3=p"(1) =6as, ap=1.

et ce polynome est unique.

Soit f une fonction de classe € telle que f* (1) = 3. Alors la fonction g(x) = f(x) — p(x) est de classe € et
g(k) (1) =0 pour k=0,1,2,3 (i.e. x = 1 est un zéro de multiplicité 4 pour g). Ecrivons le développement de TAYLOR
avec le reste de LAGRANGE de g en x =1 al'ordre 3:

k) (q @ “
gx) = Z 8 k( ) x—l)’“+g4—,(a)(x—1)4=g4—,(a)(x—1)4

ol { est entre x et 1. Le polyndme p étant de degré 3, on obtient

i (E)

fx)=px) = (x—1%
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Exercice 2.25
Pour calculer le zéro d'une fonction y = f(x) inversible sur un intervalle [a; b] on peut utiliser I'interpolation: apres
avoir évalué f sur une discrétisation x; de [; b], on interpole I'ensemble { (y;, x;) }?:0 et on obtient un polynéme
x = p(y) tel que

fx)=0 — x = p(0).

Utiliser cette méthode pour évaluer I'unique racine a de la fonction f(x) = e* — 2 dans l'intervalle [0; 1] avec trois
points d’interpolation.

Correction
Calculons d’abord les valeurs a interpoler

X Vi
0 0 -1

1
1 3 e—2
2 1 e—2

Le polynome d’interpolation de LAGRANGE de degré n sur 'ensemble des 7 + 1 points {(y;, x;)}}"_, s'écrit

p (y)—i X'ﬁ—y_yj
n - 1

i=0| j=0Yi~Vj

J#i
Icin=2doncona
Y=y —-y2) Y =y0)(y—y2) y=y0)(y—y1)
+ X1 Siatio

Yo—y1) (o —y2) 1=y0)(y1—=y2) (V2 =y0)(y2—y1)
:l y+D(y—e+2) y+D(y—ve+2)
2(Ve-2+1)(ye-2-e+2) (e—2+1)(e-2—+/e+2)

p(y)=xo

A i i ; _1 —e+2 —Ve+2 -
Par conséquent une approximation de la racine de f est p(0) = 3 Ve /er—en T TziDeaverd © 0.7087486785.
Remarque: comme il n'y a que trois points d’interpolation, on pourrait calculer directement le polynéme interpolateur
de f plutot que de sa fonction réciproque et chercher les zéros de ce polyndme directement car il s’agit d'un polynéme
de degré 2. Cependant cette idée ne peut pas étre généralisée au cas de plus de trois points d’interpolation car on ne

connait pas de formule générale pour le calcul des zéros d'un polynéme de degré n = 3.

Exercice 2.26 (Les limites de 'interpolation linéaire)
Cet exercice vise a montrer les limites de I'interpolation linéaire directe pour des fonctions qui varient rapidement,
et a introduire une approche améliorée en utilisant le logarithme de la fonction.

La fonction Gamma, notée I'(x), est une généralisation de la fonction factorielle aux nombres réels et complexes.
Pour x > 0, elle est définie par l'intégrale

(9]
I'(x)= f et dr.
0
Pour les entiers positifs 7, la fonction Gamma est reliée a la factorielle par la relation suivante
I'n)=m-1!.

On cherche a approcher la valeur de I'(10.3) en utilisant I'(10) =9! et I'(11) = 10!

1. Interpolation linéaire directe: calculez I'approximation de I'(10.3) en utilisant 'interpolation linéaire sa-
chant que 9! = 362880 et 10! = 3628800. Comparez cette approximation avec la valeur exacte I'(10.3) =
716430.69. Quelle est I'erreur relative dans ce cas?

2. Interpolation via le logarithme de la fonction Gamma: appliquez I'interpolation linéaire au logarithme de
la fonction Gamma. Sachant que log(9!) = 12.8018 et log(10!) = 15.1044, effectuez I'interpolation linéaire de
{(x;,In(T'(x7))) };. Comparez cette approximation avec la valeur exacte. Quelle est I'erreur relative dans ce
cas?

3. Propriétés convexes de la fonction Gamma: la fonction log(I'(x)) est convexe (d’apres le théoreme de Bohr-
Mollerup). Expliquez pourquoi I'interpolation linéaire appliquée a log(I'(x)) donne une approximation
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supérieure ou égale a la vraie valeur de I'(x).
Source: https://www. johndcook. com/blog/2024/08/08/interpolating- gamma/

Correction
1. Interpolation linéaire directe:

I'(10.3) = 0.7x 9!+ 0.3 x 10! = 0.7 x 362880 + 0.3 x 3628800 = 1342656.0.

Comme I'(10.3) = 716430.69, le pourcentage d’erreur de cette approximation est 87.41%
2. Interpolation via le logarithme de la fonction Gamma:

log(I'(10.3)) = 0.7 x In(9!) + 0.3 x In(10!) = 0.7 x In(362880) + 0.3 x In(3628800) = 13.492603007979682
d’ ol
I'(10.3) = 724040.7888559059

Comme I'(10.3) = 716430.69, le pourcentage d’erreur de cette approximation est 1.06%

3. Propriétés convexes de la fonction Gamma: le théoreme de Bohr-Mollerup affirme que la fonction In(I'(x))
est convexe pour x > 0. Cela signifie que la courbe de In(I'(x)) est toujours au-dessus de toute droite joignant
deux points de la courbe. Lorsque I'on applique I'interpolation linéaire a In(I'(x)), on obtient une droite reliant
In(I'(10)) et In(T'(11)). En raison de la convexité de In(I'(x)), cette droite se trouve toujours au-dessus de la
vraie courbe de In(I'(x)), sauf aux points d’interpolation eux-mémes (10 et 11). Cela garantit que l'interpolation
linéaire de In(I'(x)) fournit une approximation qui est une borne supérieure de la vraie valeur. En prenant
I'exponentielle de I'approximation obtenue par interpolation de In(I'(x)), on obtient une approximation de I'(x)
qui est également supérieure a la valeur exacte de I'(x). Ainsi, I'interpolation linéaire de In(I'(x)) donne non
seulement une approximation plus précise que I'interpolation directe de I'(x), mais fournit également une borne
supérieure a I'(10.3).

2.3.3 Interpolation trigonométrique

Exercice 2.27 .
Considérons la fonction f: [0;211] — R définie par f(x) = x(x —2m)e~*. Calculer f(x) lorsque n =9 et comparer
graphiquement les fonctions f et f.

Correction
On commence par définir la fonction f et calculer les valeurs de f aux nceuds x; = jn/5, j =0,...,9 a I'aide des
instructions suivantes

( )
import numpy as np
f = lambda x : x * (x - 2 * np.pi) * np.exp(-x)
n =29
Px = 2 * np.pi / (n + 1) * np.arange(n + 1)
Py = £(Px)

On calcule alors le vecteur des coefficients de FOURIER:

( N\
if n % 2 == 0:
M=mn//2
mu = O
else:
M=(-1) //2
mu = 1
c = np.zeros(2 * M + mu + 1, dtype=complex)
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for k in range(-M - mu, M + 1):
index = k + M + mu
clindex] =1/ (n + 1) * np.sum(£(Px) * np.exp(-1j * k * Px))

On peut comparer notre calcul avec celui effectué par Octave grace a la FFT et vérifier que la norme de l'erreur est
nulle:

C = np.fft. fftshift(np.fft. ££(£(Px))) / (n + 1)

norm_diff = np.linalg.norm(c - C)

print("Coefficients de Fourier calculés manuellement :", c)
print ("Coefficients de Fourier calculés avec fft :", C)
print("Norme de la différence :", norm_diff)

Coefficients de Fourier calculés manuellement : [ 0.08700969-3.94939161e-18j
—~ 0.09258466-2.13981536e-02j
0.10984941-6.00797260e-02j 0.12680548-1.62109852e-01]j
-0.04672819-4.20011892e-01j -0.65203241+0.00000000e+00 j
-0.04672819+4.20011892e-01j 0.12680548+1.62109852e-01]j
0.10984941+6.00797260e-02j 0.09258466+2.13981536e-02j]

Coefficients de Fourier calculés avec fft : [ 0.08700969+0. j 0.09258466-0.02139815j
—~ 0.10984941-0.06007973j
0.12680548-0.16210985j -0.04672819-0.42001189] -0.65203241+0.j
-0.04672819+0.42001189j 0.12680548+0.16210985j 0.10984941+0.06007973]
0.09258466+0.021398153]

Norme de la différence : 1.75242991822e-16

Pour comparer graphiquement f et son interpolée, on doit calculer f et f sur [0;27] en S points:

4 )

import matplotlib.pyplot as plt

S = 100
X =2 x np.pi / S * np.arange(S)
fx = f(x)

z = np.fft.fftshift(np.fft.ifft(np.fft.fftshift(Py), S)).real

ftildex = np.zeros(S, dtype=complex)
for s in range(S):
ftildex[s] = np.sum(c * np.exp(lj * np.arange(-M - mu, M + 1) * x[s]))

plt.plot(x, fx, 'r-', linewidth=2, label='Exact $f(x)$')
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\

plt
plt
plt
plt
plt

plt

plt.

.plot(x, ftildex.real, 'b:', linewidth=2, label='$\\tilde{f}(x)$ par notre

.plot(x, z, 'm.', linewidth=2, label='$\\tilde{f}(x)$ par interpft')
.plot(Px, Py, 'o', label='Points d\'interpolation')

.xlabel('$x$")

.ylabel('$y$"')

plt.
.grid(True)

formule')

legend ()

show ()

J

TO DO: il est intéressant de vérifier numériquement qu’en augmentant 7 'approximation f converge vers f tandis qu’avec
I'interpolation polynomiale ceci n'est pas vrai.
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CHAPITRE 3

Approximation au sens des moindres carrés:
fonction de meilleur approximation (fitting)

Nous avons déja constaté que lorsque n est grand, le polyndme d’interpolation de R, [x] ne constitue pas toujours
une bonne approximation pour une fonction donnée. De plus, siles données sont sujettes a des erreurs de mesure,
I'interpolation peut devenir instable. Ce probleme peut étre résolu en utilisant I'interpolation composite (avec des
fonctions linéaires par morceaux ou des splines). Cependant, aucune de ces méthodes n’est adaptée a |'extrapolation
d’informations a partir des données disponibles, c’est-a-dire a la génération de nouvelles valeurs en des points situés en
dehors de I'intervalle contenant les nceuds d’interpolation. Pour résoudre ce probleme, nous introduisons la méthode
des moindres carrés: soit d; = y; — f(x;) 'écart vertical du point (x;, y;) par rapport a la fonction f. La méthode des
moindres carrés consiste a choisir f de telle sorte que la somme des carrés de ces écarts soit minimale.

Dans I'ensemble du chapitre, nous considérons un nuage de n + 1 points { (x;, ;) }:':0.

Dans ce chapitre

3.1

3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

Fitting parunerelationaffine . . .. ... ... . ... e 87
3.1.1 Fittinglinéaire apres transformations. . . . . . .. ... .. . L L L o e 90
Fittingpolynomiale . . . . . . . . . . e e e e 91
Fitting dans un espace vectoriel quelconque . . . . . . . . . . . L e e 94
RESUME . . . . . e e e e e e e e 99
= Fonctions prédéfiniesenPython . . . . . .. ... .. . . L e 100
EXEICICES . . . o o o 102

3.1 Fitting par une relation affine

Supposons que deux grandeurs x et y sont approximativement liées par une relation affine, c’est-a-dire que f(x) =
oo + oy x. Visuellement cela signifie que, lorsque ces points sont représentés dans un plan cartésien, ils ne sont pas
exactement alignés mais semblent étre influencés par des erreurs de mesure. Nous souhaitons alors trouver les
constantes o et «; de telle sorte que la droite d’équation y = ag + 1 x s’ajuste au mieux aux points observés. Pour cela,
introduisons d; (ap, 1) = y; — (g + a1 x), I'écart vertical du point (x;, y;) par rapport a la droite.

f)=0ag+ayx
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La méthode des moindres carrés est celle qui choisit o et a; de sorte que la somme des carrés de ces écarts soit
minimale. Pour cela, on doit minimiser la fonction &: R?> — R, définie par

n
Elag,0q) =Y di =) (yi—ap—01x;)°.

n

i=0 i=0
Pour minimiser & on cherche d’abord les points stationnaires, c’est-a-dire les points (g, 1) qui vérifient % = % =0.
Puisque
08 7 08 1
— (g, 1) = =2 ) (yi—ap—a1x7) |, — (@0, 01) =2 )" x;i(yi —ag — 01 x7) |,
0 i=0 0oy i=0
alors
[ _ n —
30 (@0,01) =0, Yio(yi—ao—arx;) =0,
%((Xo,m):O Yl oxi(yi—ap—0a1x;) =0
— YloVi—wXil-oq Xl X =0,
EioXivi— X xi—oq XiLyxi=0
(n+Dag+ (X xi)o =X, vi (n+1) " oXil[ao] _ [ YoV
n i n 2 - n TR
(Xl pxi)ao+ (Xl x2)ar =X, yixi i=oXi  Zi=o%il A ¥Zi:o Xi)i
F a b

On peut résoudre a la main ce systéme linéaire et on trouve
_ (Eioxi) (Eigxiyi) = (Eio vi) (Eie *7)
(Zryx) —(n+ 1 (T, x7)
B (Xioxi) (Ximgyi) — (n+ D (X1, xi i)
(X %)’ = (n+1)( o)

On a trouvé un seul point stationnaire. La fonction étant convexe pour tout (o, ®;), on peut conclure qu’il s’agit d'un
minimum. La droite d’équation y = a; x + &g ainsi calculée s’appelle droite de régression de y par rapport a x.

EXEMPLE
Soient les 5 points {(1,1),(2,2),(3,1),(4,2),(5,3)} (donc n = 4). On cherche la droite de meilleure approximation y =
o + o x. Il s’agit de chercher g et a; solution du systéme linéaire

(n+1) ;’:Oxi)(ao) :( Yo vi )

"oxi Xroxi\ag) X xiyi
4+1 14+2+3+4+5 o) _ 142+1+2+3
14243+4+5 12422+432442452 o)  {I1x142%x2+3x1+4x2+5x%3

(155 ;g) (g(f) - (391)

s A

import sympy as sp

Donc oy = % =0.6eta; = % =0.4.

xp = [1, 2, 3, 4, 5]
yp = [1, 2, 1, 2, 3]
n = len(xp)

I

A = sp.Matrix([[n, sum(xp)], [sum(xp), sum([x *x 2 for x in xp])]1])
b = sp.Matrix([sum(yp), sum([x * y for x, y in zip(xp, yp)1)1)
alphaO, alphal = A.inv() * b

f = lambda t: alphaO + alphal * t
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Chapitre 3 Approximation au sens des moindres carrés : fonction de meilleur approximation (fitting)

erreur = sum([(y - £(x)) ** 2 for x, y in zip(xp, yp)1)

print(f"alpha_0 = {alphaOl}")
print(f"alpha_1 = {alphall}")
print (f"Erreur = {erreur}")

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

xx = np.linspace(0, 6, 100)

yy = [£(t) for t in xx]

plt.figure()

plt.plot(xp, yp, 'o', label='Points donnés')

plt.plot(xx, yy, label='Droite de meilleure approximation')
plt.xlabel('x")

plt.ylabel('y')

plt.legend()

plt.grid(True)

plt.savefig('approximation_lineaire.png')

—— Droite de meilleure approximation

3.0 7 ® Points donnés
2.5 1
2.01
alpha_0 = 3/5 -
alpha_1 = 2/5 151
Erreur = 6/5
1.0 4
0.5 +— L
0 1
Remarque

Notons que I'élément (F) i= ?:0 xfﬂ est le produit scalaire du vecteur (x(’]C ey x’,g) avec le vecteur (x(]), s x{,) etque
I'élément by =Y xf yi estle produit scalaire du vecteur (x{f Yoo x’,g) avec le vecteur colonney = (yy,..., ¥»); on peut

En effet,

ATA

Mms&ﬂmF:Ax&mb:NWawc%hk:ﬂﬁwmizanqnﬁkzah
Xo
A¥ .
1 x,
——
(n+1)x(m+1)
1 X
1 x n .
(1ot 1) [+l Iiex aty=(! !
Xo X1 Xnl| - . i=0 Xi i=0 %X Xo X1
1 x,
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3.1.1 Fitting linéaire apreés transformations

Méme si la relation entre deux quantités n’est pas linéaire, il est parfois possible d’appliquer une transformation pour
trouver une relation linéaire.

Fitting linéaire aprés transformation d’'un exponentiel Soit a > 0 et considérons la fonction f(x) = ae**: elle est
non-linéaire mais si on prend son logarithme on obtient In(f(x)) = In(a) + kx qui est linéaire et a la forme
oo +aix avec a; = k et ap = In(a). On peut alors calculer I’équation de la droite de régression sur ’ensemble
{(x;,In(y)) }\_, et obtenir ainsi k etIn(a).

Fitting linéaire aprés transformation d’une puissance Soit a > 0 et considérons la fonction f(x) = ax*: elle est
non-linéaire mais si on prend son logarithme on obtient In(f(x)) =In(a) + kIn(x) qui est linéaire et a la forme
oo +apx avec a; = k et ap = In(a). On peut alors calculer I’équation de la droite de régression sur 'ensemble
{ (In(x;),In(y;) }?:0 et obtenir ainsi k et In(a). % On verra dans la prochaine section comment travailler directement
avec la fonction polynomiale f.

EXEMPLE (FITTING LINEAIRE APRES TRANSFORMATION)

On mesure plusieurs fois la pression P et le volume V d'un gaz de masse donnée. On obtient ainsi 7 + 1 mesures
{P;,Vi}_,- Selon la thermodynamique, ces quantités sont liées par une relation du type PVY = C ot y et C sont deux
constantes a calculer. On a In(PVY) = In(C) ainsi In(P) + yIn(V) = In(C). Si on pose x = In(V) et y = In(P), on a une relation
de la forme y = a; x + &9 avec a3 = —y et ap = In(C). On peut alors calculer I'équation de la droite de régression sur
I’ensemble { (In(V;),In(P;)) };’:0 et obtenir ainsi y = —a; et C = .

EXEMPLE
Soitles 5 points {(1,1), (2,2),(3,1),(4,2),(5,3)} (donc n = 4). On cherche la fonction de meilleure approximation de la
forme y = AeB*. Si on calcule le logarithme de cette fonction on trouve In(y) = In(A) + Bx. On peut alors calculer la
droite de meilleur approximation sur ’ensemble { (1,1n(1)), (2,1In(2)), (3,In(1)), (4,In(2)), (5,In(3)) } et obtenir ainsi B et
In(A). Notons ag =In(A) et a; = B, il s’agit de chercher ap et a; solution du systéeme linéaire
( (n+1) X1, xi)
n

0(0)_( ?:Oln(y,-) )
X Xiox;)\aa) " \EiLyxiIn(ys)
4+1 1+2+3+4+5 og) In(1) +In(2) +In(1) +1n(2) + In(3)
(1+2+3+4+5 12+22+32+42+52) (xl)_(1xln(1)+2><ln(2)+3><1n(1)+4><1n(2)+5xln(3))

15 5){an) = et )

15 55)\a; 6In(2) +5In(3)
. 5 15)(ag) _(2In(2) +In(3)
0 10)\ay) 2In(3)
Donc a; = ln% etag = w etenfin B=a; et A = %,
'4 N\

import sympy as sp

xp = [1, 2, 3, 4, 5]

yp = [1, 2, 1, 2, 3]

log_yp = [sp.log(y) for y in ypl

n = len(xp)

A = sp.Matrix([[n, sum(xp)], [sum(xp), sum([x ** 2 for x in xpl)]])

b = sp.Matrix([sum(log_yp), sum([x * y for x, y in zip(xp, log_yp)1)1)
alpha0O, alphal = A.inv() * b

A_val = sp.exp(alpha0)

B_val = alphal

1. Cecin’est pas équivalent a faire un fitting sur 'ensemble initial { (x;, y;) }:':0. En effet, si on note d; = y; — aeki et D; =In(y;) — (kx; +In(a),
lorsqu’on calcule la droite de régression sur 'ensemble { (x;,In(y;)) }?20 on minimise D; et non d;.

2. A nouveau, ceci n'est pas équivalent 2 faire un fitting sur I'ensemble initial { (x;, y;) };':0. En effet, si on note d; = y; — axl’.C etD; =In(y;) —
(kIn(x;) +In(a)), lorsqu’on calcule la droite de régression sur 'ensemble { (n(x;), In(y;)) }l'-':O on minimise D; et non d;.
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print(£"{A =}, {b = }")
print(f"alpha_0 = {alphaO} ainsi A = {A_val}")
print(f"alpha_1 = {alphal} ainsi B = {B_vall}")

import numpy as np

import matplotliblpﬁlot as plt

xx = np.linspace(0, 6, 100)
f = lambda t: float(A_val) * np.exp(float(B_val) * t)
yy = f(xx)

plt.figure()

plt.plot(xp, yp, 'o', label='Points donnés')

plt.plot(xx, yy, label='Courbe de meilleure approximation')
plt.xlabel('x"')

plt.ylabel('y')

plt.legend ()

plt.grid(True)

plt.savefig('approximation_exp.png')

A = Matrix([

[ 5, 15],

[15, 5511), b = Matrix([

[ log(3) + 2xlog(2)],

[6xlog(2) + 5%log(3)11)

alpha_0 = -2%1log(3)/5 + 2*log(2)/5 ainsi A = 2%%(2/5)*3%%(3/5)/3
alpha_1 = log(3)/5 ainsi B = log(3)/5

® Points donnés
3.0 4+ — Courbe de meilleure approximation T

2.5

> 204

15

1.0 +

3.2 Fitting polynomiale

On consideére un ensemble de points expérimentaux { (x;, y;) }?:0 et on suppose que les deux grandeurs x et y sont
liées, au moins approximativement, par une relation polynomiale, c’est-a-dire de la forme y = Z;."z 0 @;jXx/ pour certaines

valeurs de a;. On souhaite alors trouver les m + 1 constantes a; pour que le polynéme d’équation f(x) = ZT: 0@ jxj
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s’ajuste le mieux possible aux points observés. Soit d; (ag, a1,..., am) = i — (Z;”:O aj xl]) I'écart vertical du point (x;, y;)
par rapport au polynome. La méthode des moindres carrés consiste a choisir les a; de sorte que la somme des carrés de
ces déviations soit minimale.

Pour cela, on doit minimiser la fonction &: R"™*! — R, définie par

n n n

2
m .
&(ag, ay, a,...,am) =y (yi —f(xi))2 =) (yi - ajxf) =Y (yi—ao—a1x;— axx; —--~—amx,-’”)2.

i=0 i=0 j=0 i=0

Pour minimiser &, on cherche d’abord ses points stationnaires, c’est-a-dire les points qui vérifient % = 0 pour
)

j=0,...,m. Puisque

0& n m , n
_ 0 il_ 0 2

a(ao,al,az,--.,am)——Zin yi— Y ajx!|=-2) x}(yi—ao— ar1x;i — apx7 - — amx"),
0 i=0 =0 i=0

o0& 1 1 u j 1 1 2

a(ao,al,az,...,am)z—Zin yi— Y ajx!|=-2) x;(yi—ao— a1 — apx7 - — amx"),
1 i=0 j=0 i=0

08 & 2 U j 2 2 2

a(do,dl,dg,...,(lm)Z—szi J’i_zajxi :_szi (J/i_ao_alxi_aZX,‘"'_amxim)’
2 i=0 j_O i=0

08

m . n
2
— (ag, a1, ap,...,am) = -2y _|x"|yi= > ajxl! =-2) x"(yi—ao— a1 xi— apx; - — amx"),
Oan i=0 j=0 i=0

on obtient alors le systéme linéaire Fa = b de (m + 1) équations en les (m + 1) inconnues ay, a1, dz, . . ., a;, suivant

[
3 (@0, a1, @z, ..., am) =0 apn+D+a X xi+a Yl xi-+anX! x"=%" yi
[ _ n n 2 n 3 n +1 _yn
ﬁ(ao,dl,azw-,dm)—o aoZizoxz'+a1):i:0x,- +d22i:0xl~"-+am2i:0xlm —Zi:()yixi
[ _ n 2 n 3 n 4 n m+2 _ yn 2
{ 3a; (@0, Ay, Gz, ... am) =0 = { Qoo X;+ a1 X o X]+ap o X am X X[ =1 ViX;
08 _ n m n m+1 n m+2 n 2m _ yn M
3a, (@0, a1,az,...,am) =0 ap Xl Xt a X X @ X; tamli_o X" =X ViX;
n n 2 n m n
(n+1) o Xi o X im0 X agp YoV
n i n 2 n n m+1 n v
e I S S A B g I e
= | Zi=0" i=0 % i=0%; o =¥ az | - | XilgViX;
n m n m+1 n m+2 n 2m n M
i=0%; i=0%; i=0%; i=0%; am Yo ViX]

~~

F a b
Quand m = n, le polynéme de meilleure approximation coincide avec le polyndme d’interpolation de R, [x].

EXEMPLE
Soit les 5 points {(1,1),(2,2),(3,1),(4,2),(5,3)} (donc n = 4). On cherche la parabole de meilleure approximation y =
ap+ 0 x+0ex2. 11 s’agit de chercher o, a; et oy solution du systéme linéaire

(n+1) Z?:Oxé Z;’:Oxz o Yo vi
e R
i=0%i im0X;  Lisg¥i) \a2 i=0 % Vi
4+1 142+3+4+5 12422432 +42+5%)\ (0 1+2+1+2+3
= 14+2+3+4+5 12422+32+4245%2 13423433 443453 ||y |=]| 1x1+2x2+3x1+4x2+5x%3
12+22432442452 13423433443 45% 14424434444 +54) \wy 12x1+22x2+32x1+42%x2+5%x3
5 15 55) (ag 9
= |15 55 225|[a;|=] 31

55 225 979) \ay 125

—_

Donc ag = %,oq:—% etog = 7.
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import sympy as sp

xp = [1, 2, 38, 4, 5]
yp = [1, 2, 1, 2, 3]
n = len(xp)

g = lambda xp, q : sum([x ** q for x in xpl)

A = sp.Matrix([[g(xp,0), g(xp,1), glxp,2)], [gp,1), glxp,2), glxp,3)],
-~ [gp,2), glxp,3), glxp,4)11)

h = lambda xp, yp, q : sum([x ** q * y for x,y in zip(xp,yp)])

b = sp.Matrix([h(xp,yp,0), h(xp,yp,1), h(xp,yp,2)1)

alpha0O, alphal, alpha2 = A.inv() * b

print(f"alpha_0 = {alphaO}")
print(f"alpha_1 = {alphall}")
print(f"alpha_2 = {alpha2}")

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

xx = np.linspace(0, 6, 100)
f = lambda t: alphaO+alphal*t+alpha2*t**2
yy = f(xx)

plt.figure()

plt.plot(xp, yp, 'o', label='Points donnés')

plt.plot(xx, yy, label='Parabole de meilleure approximation')
plt.xlabel('x"')

plt.ylabel('y')

plt.legend()

plt.grid(True)

plt.savefig('approximation_parabole.png')

alpha_0 = 8/5
alpha_1 = -16/35
alpha_2 = 1/7
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40+ @ Points donnés
Parabole de meilleure approximation
3.5 1
3.0 4 L
> 2.5 1
2.0 L 4 L 2
154
1.0 L 2 L 2
0 1 2 3 2 5 6
X
Remarque i o .
212 + . .
Notons que I'élément (F)y; = X7 x; ! est le produit scalaire du vecteur (x(')C , x{c poo W x’n“) avec le vecteur (x[J), x{ Ve X)) et
que I'élément by = ?:0 x{.cyi est le produit scalaire du vecteur (x(’)‘, x{c, . x’,ﬁ) avec le vecteur y = (9, y1,---, Yn); on peut

alors écrire F = ATA et b = ATy avec (A); = xF avec i =0,...,netk=0,...m:

m
I x ... X
m
e 1 x ... X
m
1 x, ... x

n

(n+1)x(m+1)

On reconnait une sous-matrice de la matrice de VANDERMONDE.

ATTENTION
Le systéme des moindres carrés ci-dessus est mal conditionné (i.e. il est de plus en plus sensible aux erreurs d’arrondis
amesure que m augmente). On se limite habituellement a des polynémes de degré peu élevé.

3.3 Fitting dans un espace vectoriel quelconque

Une généralisation de I'approximation par moindres carrés consiste a utiliser dans d; des fonctions f(x;) qui ne sont
pas des polyndomes, mais des fonctions d'un espace vectoriel 7 engendré par m + 1 fonctions indépendantes {¢;, j =
0,..., m}. Par exemple, on peut utiliser des fonctions trigonométriques ¢ ;(x) = cos(jx), des fonctions exponentielles
¢ (x) = el¥, etc. Le choix des fonctions {¢;} est souvent dicté par la forme supposée de la loi régissant les données.

Considérons un ensemble de points expérimentaux {(x;, y;)}}"_ - Nous supposons que les deux variables x et y sont
reliées, au moins approximativement, par une relation de la forme y = Z}”: 0 @jbj(x) pour certaines valeurs de a;

(l'approximation polynomiale correspond a ¢ ;(x) = x/). Nous souhaitons alors déterminer les m + 1 constantes a j de
maniere a ce que la fonction y = Z;": 0 @j$j(x) s'ajuste le mieux possible aux points observés.
Soit d;(ag, ay,...,am) = yi — (Z}?’:O ajdp;j (xi)) 'écart vertical du point (x;, y;) par rapport a cette fonction. La méthode

des moindres carrés consiste a choisir les a; de sorte que la somme des carrés de ces écarts soit minimale.
Pour cela, on doit minimiser la fonction &: R™*! — R, définie par

n n

2
m
&lag, ay,...,am) =) (J/i - ajcbj(xi)) =Y (yi — a0Po(xi) — ar 1 () — a2 (xi) -+ — A (x1)).
j=0

i=0 i=0

Pour minimiser & on cherche d’abord ses points stationnaires, i.e. les points qui vérifient % =0pour j=0,...,m.
]
Puisque

aéa m n
3. @0, 1., Am) = =2 > ((Po(xi) (J’i ) aj(bj(xi))) ==2) (bo(x) (yi = aodo(x1) — arpr(x:) = azd2(x;) -+ = Amim (x1))),
: =

0ag =0 i=0
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aél) n m n
a—m(ao,al,...,am) =-2) (cbl(xi) (J’i_ > a,-cbj(xi))) 2 (d1(x) (yi — aoPo(xi) — ardy (x;) — a2 (X)) - — Am P (X))
i=0 j=0 i=0

ag n m n
3a_ 0@, am) = -2y (cbm(xi) (y,-— > aj(l)j(xi))) Z G (x) (yi — aodo(xi) — a1 b1 (x;) — Az (X)) - — AP (X)),
am i=0 j=0 i=0

on obtient alors le systéme linéaire de (m + 1) équations en les (m + 1) inconnues ay, ay, ..., a;,; Suivant

08
@(a())al)---)am) =0
m(a())al)---)am) =0

&
m(a())aly---)am) =0

ao X7y Go(xi)po(xi) + a1 X1y Po(xi) b1 (x;) + -+ am X7 Go(xi) b (x;) = X1 bo(xi) yi
ao X7y G1(x)Po(xi) + a1 X1y d1(x) b1 (x;) + -+ am X7 G1(x) b () = X1 b1 (xi) yi

~—

ao Xi_ o Pm(x)Po(xi) + a1 X7 G (X)) b1(xi) + -+ + @m L1y G (X)) G (x:) = L7 G (X0 yi

im0 $o(xi)Po (x;) imo®ox)P1(x) ... il bo(xi)dm(xi) | [ ao io $o(x)yi
Yo do(x) X br(x)di(x) ... X 01(x)dm(xi) || Y ob1(xi)yi

<:> . . . . =

YroOmxbo(x) XL bmx)d1(x) ... T Omx)bmx) J\am) \XloOm(x)yi

Si on note ®; d—efZ;?zocpk(xi)(pj (x;), on obtient alors le systeme linéaire Fa = b de (m + 1) équations en les (m + 1)

inconnues ag, a1, ..., a;, suivant

@y DPo1 ... Dom|[ao Yo olxi)yi

Qo1 D1 ... D || @ Yo b1(x)yi

Gom Cim oo Omm) \am Z?:() bm(x))yi
~ —_— ————
F a b

On remarque que si ¢ (x) = x/ alors @y, =X, xf” et on retrouve le cas du fitting polynomial.

EXEMPLE

Soit les 5 points { (0, 1), (1t/2,2), (1, 1), (3n/2,2), (27w, 3) } (donc n = 4). On cherche la fonction de meilleure approximation
dans I'espace vectoriel engendré par { dg(x) = 1,1 (x) = cos(x) }, i.e. y = agdo(x) + a1 b1 (x) = ag + oy cos(x). Il s'agit de
chercher o et a; solution du systéme linéaire

(Z?:o Go(x)Po(x;) X7, bolxi)Pr (xi)) ((Xo) _ (Z?:o ¢bo (xi)J/i)
Y oG1(x)bo(x) X b1 (x)dr(x;) Y o1 (x)yi
-~ i, BT
Yrocos(x) X! cos?(x))\an) \XTcos(x;)y;
( 4+1 cos(0) + cos(m/2) + cos(m) + cos(371/2) + cos(2m) (o0}
cos(0) + cos(71/2) + cos (1) + cos(371/2) + cos(2m)  cos?(0) + cos? (11/2) + cos? (1) + cos?(31/2) + cos? (27)

_ 1+2+1+2+3
" {cos(0) x 1+ cos(m/2) x 2+ cos(m) x 1 +cos(3m/2) x 2+ cos(2m) x 3

[ 3)E)=G

Donc ag = % etap = 5.
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import sympy as sp

xp = [0, sp.pi/2, sp.pi, sp.pi*3/2, 2*sp.pi]
yp = [1, 2, 1, 2, 3]
n = len(xp)

Phi = [lambda x : 1, lambda x : sp.cos(x)]

o B =0
|

= sp.Matrix([h(xp, yp, 0), h(xp, yp, 1)1)
alphaO, alphal = A.inv() * b

print (f"alpha_0 = {alphaO}")
print (f"alpha_1 = {alphall}")

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

xx = np.linspace(0, 2*np.pi, 100)

Phi = [lambda x : 1, lambda x : np.cos(x)]
f = lambda t: alphaO*Phi[0] (t)+alphaO*Phil[1](t)
yy = f(xx)

plt.figure()

plt.plot(xp, yp, 'o', label='Points donnés')
plt.plot(xx, yy, label='Meilleure approximation')
plt.xlabel('x"')

plt.ylabel('y")

plt.legend()

plt.grid(True)
plt.savefig('approximation_cos.png')

= lambda xp, i,j: sum([Phi[i](x) * Phi[j](x) for x in xp])
= sp.MatrlX([[g(Xp,0,0), g(XP,Osl)], [g(xp,1y0)9 g(XP,l,l)]])
= lambda xp, yp, i : sum([Phi[i]l(x) * y for x, y in zip(xp, yp)l)

alpha_0O
alpha_1

96
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3.5

3.0 A

2.5

2.0 1

15 A

1.0~

0.5+

0.0 4

® Points donnés
—— Meilleure approximation

Notons que I'élément Dy j est le produit scalaire du vecteur (G (xo), di(x1),..., dr(x,)) avecle vecteur (¢ (xo), G (x1),..., P (xy))
et que I'élément by = Z?:o &k (x;)y; estle produit scalaire du vecteur (g (xg), bx(x1),..., dx(x,)) avec le vecteur colonne
y= (Y0, ¥1,.-.,¥n); on peut alors écrire F = ATA et b= ATy avec (A) ;1 = ¢ (x;) la matrice rectangulaire:

Go(xg) d1(xg) ... dm(xo)

s Go(x1)  b1(x1) ... bplx)

Go(xn) G1(xn) ... Gmlxn)

(n+1)x(m+1)

Le systéme linéaire carré ATAa = ATb est équivalent au systéme linéaire rectangulaire Aa = b. Ce systéme peut étre
efficacement résolu avec la factorisation QR ou bien une décomposition en valeurs singuliéres de la matrice A. Sin=m
on trouve un systéme carrée qui équivaut a la méthode directe d’interpolation.

EXEMPLE

Considérons I'ensemble de 3 points {(-2,4),(0,0),(1,1)} (donc n = 2). On se propose de calculer les fonctions de

meilleure approximation avec

. fx) =a0+a1x(m=1etq>j(x)=xf avec j=0,1)

1
2. f=ap+ax+ax’ (m=2etdp;(x)=x/ avec j=0,1,2)
3

. fx)=ap+are* (m=1et(bj(x)=ejx avec j=0,1)

4. f(x)= ag+ ae* + ape®* (m=2et;(x) = elx avec j=0,1,2)

Posons les systemes linéaires:

1. Pour m =1, il s’agit de chercher aj et a; qui minimisent l'erreur & (ay, a;) = le.zo(yi — (ap + a1 x;))?. Cela impose

la résolution du systeme linéaire

2 B — 3 -
Yroxi Yl xi\ai) T \X,yixi -1 5 ) @) \-7

=27 -_8

Donc ay = spetar=—3.

. Pour m =2, il s’agit de chercher ay, a; et a, qui minimisent I'erreur & (ay, a;, a2) = le.zo(yl- —(ap+ a1 x; + agxl?))z.
Cela impose la résolution du systeme linéaire

(n+1) Xl x X %) (ao Yo vi 3 -1 5)\(a 5
n . n 2 n 3 _ n v : _ _ —| =
=0 xé i=0 xé i=0 xf.1 ar|= foo Vi xé ie 1 5 Ta|=|-7
i=0Xi  Zi=0Xi Zj=o%i/ \42 LizoViX; 5 -7 17)\a 17

Doncag=a; =0etay =1, ie f(x)= x2. Notons que dans ce cas £(0,0,1) = 0: en effet m = n—1 et le fitting
retrouve le polynome d’interpolation.
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3. Pour m = 1, il s’agit de chercher ay et a; qui minimisent 'erreur & (ag, a;) = Z,%:o (yi—aop—ay )2, Cela impose la
résolution du systéme linéaire

X7 o o (xi)dbolx;) Z?zotbo(xi)tbl(xi))(ao)Z(Z?zotbo(xi)%) . ( ol Z?zoexi)(ao) (Z?ZOJH)
Y o®olx)dr(x) X dr(x)dr(xi) Y ob1(xi)yi Yroett X e \a) Xl ety

ay
3 e2+1+e)(ap) 5
e2+1+e e *+1+e)\ay) \4e2+0+e

4. Pour m =2, il 'agit de chercher ay, a; et a, qui minimisent l'erreur & (ag, a1, az) = Y.2_,(yi — ao — ae™ — ae**i)?.
Cela impose la résolution du systeme linéaire

Donc ag = 2.842 et a; = —0.915.

Yo box)do(x) X1 bo(x)dr(x) LI bolxi)da(x; ) (ao Yy bo(xi)yi
Yl ob1(x)bo(x) X b1(x)dr(x) X b1(x)da(x) || ar | = | X1 b1(xi)yi
o P2(xi)bo(xy)  XilgPa(x)dr(xi) X7 ba(x)Pa(xi)) \az Yo b2(x)yi

ol i€ i €1\ (a0 iV
= |Xipe X et Yl e a|=| Xl ety
Yiget Ti,eti Xijeti)\a Yoy
3 e2+l+e et+1+é? ap 5
= e2+l+e et+1+e? eb+1+e3||a|=|4e2+0+e
e t+1+e2 e%+1+8 eB+1+et\a 4e™4 40+ €2

Donc ag = 2.787, a; = —0.755 et ay = —0.054.

y

y=ap+a x+ ax?

U /

X
y=ap+a1x

& Y+ apg+ay er
= ay+ aje’ + aze®”

EXEMPLE

Considérons I'ensemble de 3 points {(1,2),(2,0),(3,—1)} (donc n = 2). On se propose de calculer les fonctions de
meilleure approximation avec
1. f(x)= ao+a1% (m=Tetd;(x) =x"J avec j=0,1)
2. f)=ag+art+a;% (m=2etd;(x) =x"/ avec j=0,1,2)
Posons les systémes linéaires:

1. Pour m =1, il s’agit de chercher ag et a; qui minimisent I'erreur & (ap, a;) = le.zo(y,- —ag—m %)Z. Cela impose la
résolution du systéme linéaire

T bo(x)do(x) Zgo(po(x,-)cpl(xi))(ao):(z;':o%(xi)yi) . ?:0} ?’:f@ (do):(Z?=OYi)
Yo Pox)pr(x) X b1 dr(xp)) \ar) ~ \Z b1 (x)yi i i "

i=0 x; i=0 x_lz

3 Wa 0
= [y $)-G)
6 6/ \“1 3

Donc ag = —4.2308 et a; = 6.9231.
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2. Pour m = 2, il s’agit de chercher ay, a; et a; qui minimisent I'erreur & (ay, a;, a») = Z?,O(yi —ap—m xi - é)z.
= : ?

Cela impose la résolution du systeme linéaire

Y o®ox)bo(x)  Xiiobox)dr(x) X dolxi)db2(x;\ ao Yo Polx)yi
Yiod1(xi)do(xi)  Xilgbr1(x)br(xi) Xl dr(xi)da(xi) || a1 | = | XisyPr(x)yi
o2 bo(x) X1 db2(x)dr(x) X b2(x)da(x)) \az Yy b2(xi)yi

n n 1 n 1
i=o1 i=0 x; i=0 %2 | (aq p3 oi
n 1 n 1 n 1
- i=0 X; i=0 32 =07 || @ |= i oxzyl
n 1 n 1 n 1 a n
l‘=0xlg l':()x? l:()xl_ 2 10x3yl
11 49
3 G 36 dao 1
11 4y 25 _|s5
= | x 28 |[?]7|z
P R .Y i
36 216 1296 2 9
Donc ag=—4%, a1 = ¥ eta, = -3.
y
X
\ y=ap+ta;+axy
\y—d0+d1}

3.4 Résumé

Lorsqu’'un chercheur met au point une expérience (parce qu'’il a quelques raisons de croire que les deux grandeurs
x et y sont liées par une fonction f), il récolte des données sous la forme de points { (x;, y;) }?:0 mais en générale ces
données sont affectées par des erreurs de mesure. Lorsqu’il en fait une représentation graphique il cherche f pour
qu’elle s'ajuste le mieux possible aux points observés. Soit d; = y; — f(x;) 'écart vertical du point (x;, y;) par rapport ala
fonction f. La méthode des moindres carrés est celle qui choisit f de sorte que la somme des carrés de ces déviations soit

minimale:
n

minimiser Z - f(x)

Le choix de la forme de f dépend du chercheur, on peut par exemple choisir:

» f affine, i.e. f(x) = ap + a; x, ainsi'erreur est une fonction de deux variables et'on a

n

&(ag,a) =) (yi—ao— alxi)z
i=0

_ aao 22 0 ( ao_aIXi)
Vé"(ao,m)—(aalg) ( zzi "o i( —ap— arx;)

ap et a; sont alors solution du systéeme linéaire

(n+1) l 0¥

no..
Yo% Zzo

[ i= 0}’1’
Zl oXiVi
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¢ f polynomiale de degré m, i.e. f(x) =ag+ayx+-+-+ a;,x" = ] 04 x/, ainsi I'erreur est une fonction de m + 1
variables et'on a

g(aOV a, az;---ram) =

i

2
n m .
(vi— o= arxi—azxt - = apx")’ = y° (yi_ 2 ajx{)
i=0 i

2 m
04,8 -2y, l( ao—alxi—agxé---—amxi )
m
04,6 2% x! (yi — g — A1X; — Az X; -+ — A X))
_ _ . 2. .. _ m
V&(ay, ay,...,anm) = | 0228 | = 2Y 7 0% (yi— a0 — arxi — apx; amx;")
+ — 2-.;— m
04,8 =237 x" (yi — a0 — a1 x; — ap x; amx")
ap, a4y, ..., an, sont alors solution du systeme linéaire
n n
(n+1) ; Oxé é l 0 l X ay YioVi
; n n xm+ n .
R R e N B
i= O i i=0 l i Oxl i=0 z @ | = Zi:O-yixi
n m n m+1 n m+2 n n M
i=0 % i=0%; Yio%; . i=0 % m il Vi

e f combinaison linéaire de m fonctions qui constituent une base d'un espace vectoriel, i.e. f(x) = aydo(x) +
ady(x)+ -+ amdm(x) = Z;.":O a;j¢(x), ainsil'erreur est une fonction de m + 1 variables et'on a

2

n n m

Elag, a1, az,...,am) = Y. (yi — @odo(xi) — a1 (x1) = @z o (xi) -+ = Ambmx))> = Y | yi = Y. ajb;(xi)
i=0 i=0 j=0

046 =237 bo(x:) (i — aodo(xi) — a1 p1(x;) — A b2 (x7) -+ = AP (7))

04,8 =237 b1 (x;) (i — aodo(xi) — a1 b1 (x;) — apd2(x7) -+ = AP (7))

VE&(ay, ay,...,am) = | 0228 | = =237 b2 (x7) (vi — aodo (x7) — a1 p1(x;) — @p b2 (x7) -+ = AP (7))

04,6 =237 s bm(x) (i = aodo(xi) — a1y (X)) — Az (X)) -+ = APy (X))

ap, ay, ..., a,, sont alors solution du systéeme linéaire

o Go(xi)Po(x;) o ®o(x)P1(x) ... XL bo(x)bm(x) ) [ ao o bo(x)yi
Ylobi(x)do(xi) L br1(x)dr(xi) ... X d1(x)dm(xi) || a1 Yo b1(x)yi

SEE

Yl oOmxi)bo(x)) XL bm(x)dr(x) ... LI bmx)bm(x) )\ am Yo Om(x)yi

Bien évidemment, si ¢;(x) = x/ on retrouve le cas de f polynomiale de degre m, mals ce n'est pas le seul choix
possible. On peut par exemple choisir ¢ (x) = el* ou bj(x)=cos(jx), dj(x) =

3.5 Fonctions prédéfinies en Python

import sympy as sp

= [1, 400, 800, 1300]

x_data = [1, 20, 30, 40]
y_dat
n = n(x data)

coeffs = sp.symbols(f'a_0:{m+1}")
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X = sp.symbols('x')
lambda coeffs: sum(coeffs[j] * x**j for j in range(m+1))

<
Il

error = lambda coeffs: sum((y_datal[i] - v(coeffs).subs(x, x_datal[i]))#**2 for
— i in range(n))

gradient [sp.diff (error(coeffs), c) for c in coeffs]

solution = sp.solve(gradient, coeffs)

latex_output = f"Les coefficients estimés sont : \n"
latex_output += "\["
for ¢ in coeffs:

latex_output += f"{c} = {sp.latex(solution[c])}\\qquad "

latex_output += "\]"
print (latex_output)

\ J

Les coefficients estimés sont:

17432050 16478205 1153388

ay = ———— a

an = = —
0 1909543 1909543 1909543
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3.6 Exercices

Exercice 3.1 (Fitting trigonométrique)
On considére un ensemble de points expérimentaux { (x;, y;) }?:0 et on suppose que les deux grandeurs x et y
sont liées, au moins approximativement, par une relation de la forme y = asin(gx) + bcos(%x). On souhaite alors
trouver les constantes a et b pour que la courbe d’équation y = asin(3x) + bcos(5 x) s'ajuste le mieux possible
aux points observés (on parle de courbe de meilleure approximation).

Soit d; = y; — (asin(3 x;) + bcos(5 x;)) I'écart vertical du point (x;, y;) par rapport a la courbe. La méthode de
régression (ou des moindres carrés) est celle qui choisit a et b de sorte que la somme des carrés de ces déviations
soit minimale. Pour cela, on doit minimiser la fonction & définie par

&:R* >R,

n
(a,b)— &(a,b) =Y d>.
i=0

Ecrire et résoudre le systéme linéaire qui permet de calculer a et b.

Correction
Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

&(a,b) = é(y,- - (asin(gxi) + bcoS(gxi)))z

calculons tout d’abord les deux dérivées partielles
0& B & i
34 b)=-2 Z (vi—(asin(5x;) + beos (5 x;)))sin (5 x;) |,
ag — - s 1y I bl
%(a,b)——z Z(y,-—(as1n(§x,-)+bcos(§xi)))cos(§xi) ,

et cherchons quand elles s’annulent en méme temps. On obtient

g—i(a,b)zo — Y, (vi—(asin(5x;) + beos(3x;)))s n(le)—
% (a,b) = Yo (vi— (asin(Fx;) + beos (3 x;))) cos(F x;) =
K "o ((asin(Fx;) + beos (5 x;)))sin(G x;) = X1 yisin(5 x;)
" o ((asin(Z x;) + beos (5 x;))) cos(Fx;) = X1, yicos(5 x;)
— Z;‘:Oiinz(gx,-)n Zl'.’:os1n(§xiz)c]?s(§x,-) Zl’.’zoyisin(ixi) .
iosin(zxi)cos(3xi)  Xi,cos®(5xi) i—o Vi cos (5 xi)
Si on note
n n
U= Zsm 3x;), V= Zsm Zxi)cos(3x;), W=) cos*(%x;), P= Zylsm 2xi), Q=) yicos(3x;),
i=0 i=0 i=0
on doit résoudre le systeme linéaire
U V\(fa) (P
vV W){b/ \Q
dont la solution est
:WP—VQ’ b:UQ—VP.
UW -V2 UW - V2

Exercice 3.2 (Fitting linéaire avec deux variables)

La méthode de régression s’étend facilement a des données qui dépendent de deux ou plusieurs variables. On
considere un ensemble de points expérimentaux { (x;, yi, z;) }?:0 et on suppose que les trois grandeurs x, y et z
sont liées, au moins approximativement, par une relation affine de la forme z = a + bx + cy. On souhaite alors
trouver les constantes a, b et ¢ pour que le plan d’équation z = a + bx + cy s’ajuste le mieux possible aux points
observés (on parle de plan de meilleure approximation).
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minimale. Pour cela, on doit minimiser la fonction & définie par
&:RE—-R,
n
(a,b,c)—&(a,bc)=)_ d:.
i=0

1. Ecrire le systéme linéaire qui permet de calculer a, b et ¢

2. Calculer I'équation du plan de meilleure approximation pour I'ensemble { (x;, y;, z;) }‘:’:0 ol

i|]0 1 2 3 45
x [0 0 1 2 2 2
yi|00 1. 0 0 1 2
z|3 2 10 11

On utilisera la méthode du pivot de GAUSS pour la résolution du systéme linéaire.

Soit d; = z; — (a + bx; + cy;) I'écart vertical du point (x;, y;, z;) par rapport au plan. La méthode de régression
(ou des moindres carrés) est celle qui choisit a, b et ¢ de sorte que la somme des carrés de ces déviations soit

Correction
1. Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

2—i (a,b,c)=-2 (zi — (a+bx; + CJ/i))) ,

n
>
i=0
0& 1
—(a,b,c) = -2 )" (zi— (a+bx; +cy))x; |,
0b i=0
08 1
P )b) =-2
3 @hI= 2|k

(zi — (a+bx; + cyi))yi),

on obtient
% (a,b,c)=0 Y (zi=(a+bxi+cy)) =0 Yiiola+bxi+cy) =Xz
38
g (a,b,c)=0 < ZZZO(Zi —(a+bxj+cy))x;i=0 < Zg:o(axi +bxi + cy,-x;-) = ZZZO ZiXi
3z(a,b,c)=0 Y ozi—(a+bxi+cy))yi=0 olayi+bxiyi+cy)) =X ziyi
(n+1) inoXi  XiLovi\(a imo %
=[x ioX;  Xioxiyi||b|=|Eiezixi |-

Yhovi Xhoxivi Xhovi)\c Xt ziyi

2. Dans notre cas,

Y xi=7 Y yi=4 Y zi=—
i=0 i=0 i=0 2
Y xiyi=6 Y xizi=— Y yizi==
i=0 i=0 2 i=0 2
S = 2
n+1=6 Y x;=13 Y y;i=6
i=0 i=0
donc on a le systeme linéaire
6 7 4\[a 1/
7 13 6||b|=|7 L
4 6 6)\c o |
gu’on peut résoudre par la méthode de GAUSS
—1,-1
6 7 4lmhp NIRRT (6 7 4 [ e N, (67 4 | ok
713 6|7h |——=|0 2/ th |-l |—Zo]|0 2/ th |-F |
4 6 6 9 /2 O 4 /3 10 /3 5 /6 0 O 86 /29 95 /58
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dont la solution est

a 125 g6 1.430232557
b|=|-% /s |=|-0.7558139503 |.
c % fizz 0.5523255766
Exercice 3.3 (Fitting linéaire) y
Calculer la droite de meilleur approximation de I'en- 5 {
semble de points suivant: g EEEZEN
x|1 2 3 4 5 ¢
y[09 15 35 42 49
012345%

Correction
Nous avons 5 points, ainsi n = 4.
11 s’agit de chercher ag et a; qui minimisent 'erreur & (ay, a;) = Z?:o (yi —(ap+ a; x,-))z. Cela impose la résolution du

systéeme linéaire
ap] _[15.0]( 15
~ |55.7]155.7

o Ii Ox,)(ao) (zn;-zoy,-) - [5 15
0% Xisoxi ) Xy yixi 15 55

Donc ap = —0.20999999999999944 et a; = 1.0699999999999998.

Exercice 3.4 (Fitting parabolique)
A partir des données

x‘ 1.0 23 3.5 4.0 1.1 1.8 22 SN
y‘6.008 15722 27.130 33.772 5.257 9.549 11.098 28.828

on veut calculer la droite et la parabole de régression et comparer les erreurs des chaque régression.

Correction
Nous avons 8 points donc n =7.

1. Ladroite de régression a équation y = ag + a; x avec dy, a; solution du systéme linéaire

ZIO? | )( )_(Z?zoyi) o [8.0 19.8

Yo% Xyl Y1, vixi 19.8 58.48 " [429.4061

~ [ 137.364 ]

et on obtient

ap = —6.189895250659595,
a; =9.438543535620038.

2. La parabole de régression a équation y = ap + a; x + ax? avec ay, ay, ap solution du systeme linéaire

8 Xl zl 0 g ag i oVi 80 198 58.48 | [ao 137.364
i X zl o X Yo |a | =X yixi| ie [198 5848  191.964 | [a 429.4061
zl o X2 Xioxl X xt \ax) \X!_ yix? 58.48 191.964 668.9284] |ap| |1462.63437

et on obtient
ay = 4.405673769461061,
a; =—1.0688961309259124,
ap =2.1081182154008995.
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40
/
20

x_data = [1.0, 2.5, 3.5, 4.0, 1.1, 1.8, 2.2, 3.7]
y_data [6.008, 15.722, 27.130, 33.772, 5.257, 9.549, 11.098, 28.828]

alpha_0, alpha_1, alpha_2 = sp.symbols(r'\alpha_0 \alpha_1 \alpha_2')

error = sum((y - (alpha_0 + alpha_1 * x))#**2 for x, y in zip(x_data, y_data))

grad_alpha_0 = sp.diff(error, alpha_0)
grad_alpha_1 = sp.diff(error, alpha_1)

solution = sp.solve((grad_alpha_ O, grad_alpha_1), (alpha_0O, alpha_1))

latex_output = f"Les coefficients de la droite d'ajustement sont : \n"
latex_output += f"$\\alpha_ 0 = {sp.latex(solution[alpha_0])}, \\quad
— \\alpha_1 = {sp.latex(solution[alpha_1])}$"+"\n\n"

print (latex_output)

error = sum((y - (alpha_0O + alpha_1 * x + alpha_2 * x**2))**2 for x, y in
— zip(x_data, y_data))

grad_alpha_0 = sp.diff(error, alpha_0)
grad_alpha_1 = sp.diff(error, alpha_1)
grad_alpha_2 = sp.diff(error, alpha_2)

solution = sp.solve((grad_alpha_O, grad_alpha_ 1, grad_alpha_2), (alpha_o,
— alpha_1, alpha_2))

latex_output = f"Les coefficients de la parabole d'ajustement sont : \n"
latex_output += f"$\\alpha 0 = {sp.latex(solution[alpha_0])}, \\quad

—~ \\alpha_1 = {sp.latex(solution[alpha_1]1)}, \\quad \\alpha 2 =

— {sp.latex(solution[alpha_2])}$"

print (latex_output)

\ J

Les coefficients de la droite d’ajustement sont: ap = —6.18989525065963, «; = 9.43854353562005
Les coefficients de la parabole d’ajustement sont: oy = 4.40567376946054, a7 =—1.06889613092542, «» =2.1081182154008
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Exercice 3.5 (Fitting parabolique)
Le tableau ci-dessous donne la conductivité thermique k du sodium pour différentes valeurs de la température.
On veut calculer la parabole de meilleur approximation.

TCC )| 79 190 357 524 690
k | 100 0932 0839 0759 0.693

Correction
La parabole de régression a équation y = ag + a; x + axx? avec ay, a, a» solution du systéme linéaire

foXi Xiox%) (ao Yiovi 5 1840 920466 ag 4.223
YioXi YioXr Yioxi||a|=|Xioyixi| ie | 1840 920466 525238156 | [a1| = | 1431.489
ioX Xioxt Xioxi)\a) \Xi_,yix? 920466 525238156 319648597458 |a, 685156.395
et on obtient
ap =1.05258944046584,
a; =-0.000680740001043015,
ap = 2.30985609017547-107".
( )
x_data = [79 , 190 , 357 , 524 , 690]
y_data = [1.00 , 0.932 , 0.839 , 0.759 , 0.693]
alpha_0, alpha_1, alpha_2 = sp.symbols(r'\alpha_0 \alpha_1 \alpha_2')
error = sum((y - (alpha_0O + alpha_1 * x + alpha_2 * x**2))**2 for x, y in
— zip(x_data, y_data))
grad_alpha_0 = sp.diff(error, alpha_0)
grad_alpha_1 = sp.diff(error, alpha_1)
grad_alpha_2 = sp.diff(error, alpha_2)
solution = sp.solve((grad_alpha_O, grad_alpha_1, grad_alpha_2), (alpha_O,
— alpha_1, alpha_2))
latex_output = f"Les coefficients de la parabole d'ajustement sont : \n"
latex_output += f"$\\alpha_0 = {sp.latex(solution[alpha_0])}, \\quad
— \\alpha_1 = {sp.latex(solution[alpha_1]1)}, \\quad \\alpha 2 =
— {sp.latex(solution[alpha_2])}$"
print(latex_output)
\ J

Les coefficients de la parabole d’ajustement sont: oy = 1.05258944046584, o7 = —0.000680740001043022, o =
2.30985609017557-107

Exercice 3.6 (Fitting polynomial)
La viscosité cinématique p de I'’eau varie en fonction de la température comme dans le tableau suivant:

TCC ) | 0 211 378 544 711 878 100
H(10~°m?*s™ ) [1.79 1.13 0.696 0.519 0.338 0.321 0.296
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On veut évaluer les valeurs p1(10°), 1(30°), p(60°), p(90°) par le polynéme de meilleur approximation de degré 3.

Correction

On a la famille de points { (T;, yt;) }?:0. Le polynéme de meilleur approximation de degré 3 s’écrit

r(T) = ag+ay T+ aT? + az T3

ol ay, 41, az, as sont solution du systeme linéaire

ioth Tjsolf Zfrory Zfotp| | | Zpo kil
Sionh zonh Zonh Zponp) (] | Sk
LiooTi XisoTi XinoT7 XisoTi/\as) \LjowT;

7.0 372.2 27597.46 2260654.85 ay 5.09
372.2 27597.46 2260654.85 195978969.589 ay| _ 160.201
27597.46 2260654.85 195978969.589 17592371724.1956 | |ao | — 10176.6664

2260654.85 195978969.589 17592371724.1956 1616216676927.38] | as 766509.794788

et on obtient
ap =1.7957089455664152,

a; =—0.039321279744794845,
ap =0.0003285691641953032,
a3 = —8.458861661547231e - 07.

On a alors

r(60°) = 0.4365697400923958

r(10°) = 1.4345071783718424 r(30°) =0.8889438745121652

Exercice 3.7

Considérons n = 10 points P; = (x;,y;) avec x; = (i—1)/(n—-1), i =1,...,net y; = 2x; + 1 +€; avec €; €]0;0.01
généré aléatoirement avec une distribution normale. Comparer 'interpolation et le fitting linéaire sur ce jeu de
points.

Correction

to do

r(90°) = 0.301552983390042

Exercice 3.8 (Fitting non polynomial)

Considérons I'ensemble de points { (x;, y;) }?:0 ainsi construit: x; € [-1;1] tous distincts et y; = (x; — 1) x; (x; + 1) +71;
ol r; € [-0.6;0.6] peut étre considéré comme un bruit aléatoire associé au signal (x; — 1) x; (x; + 1). On cherche
une fonction d’équation y = ZT: 0 @j$j(x;) qui approche au mieux cet ensemble de points. Pour cela, on doit

minimiser la fonction &: R™*1 — R, définie par

n m 2
E(ag, ar,...,am) =y (J’i_ > aj(bj(xi)) .

i=0 j=0

11 faut alors fixer m et résoudre le systeme linéaire ATAa = ATy de (m+1) équations en les (m + 1) inconnues
ag, Ay, ..., am avecy = (Yo, Y1,---, ¥n) €t

Po(xg)  d1(x0) GOm(x0)
s Go(x1)  d1(x1) G (x1)
Golxn)  d1(xy) G (xn)
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Choisissons les fonctions ¢; de la forme ¢ (x) = sin(jnx), j =0,..., m. Soit n = 20 et m = 2. Comparer sur un
graphe la fonction y = (x — 1)x(x + 1) (le signal souhaité), les points (le signal bruité) et la fonction de meilleure
approximation (le signal lissé). Estimer |'erreur entre le signal souhaité et le signal lissé. Répéter le méme exercice
pourn=20et m=28,puisn=200etn=238

Correction
import numpy as np

import njaqﬂothbgﬁ&ﬂot as plt

def signal(x):
return (x - 1) * x * (x + 1)

def generate_noisy_data(n):
x_data = np.linspace(-1, 1, n)
noise = np.random.uniform(-0.6, 0.6, n)
y_data = signal(x_data) + noise
return x_data, y_data

phi_j = lambda x, j : np.sin(j * np.pi * x)

def construct_A(x_data, m):
A = np.zeros((len(x_data), m + 1))
for i, x in enumerate(x_data):
for j in range(m + 1):
Afi, j]1 = phi_j(x, j)
return A

def fit_least_squares(x_data, y_data, m):
A = construct_A(x_data, m)
ATA = A.T Q@ A
ATy = A.T @ y_data
try:
a = np.linalg.solve(ATA, ATy)
except np.linalg.LinAlgError:
a = np.linalg.pinv(ATA) @ ATy

return a

def approximate_function(x, a):
m = len(a) - 1
return sum(al[j] * phi_j(x, j) for j in range(m + 1))

def calculate_error(y_true, y_approx):
return np.sqrt(np.mean((y_true - y_approx) ** 2))

def plot_results(x_data, y_data, x_exact, y_exact, y_approx, title):
plt.figure(figsize=(10, 6))
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plt.plot(x_exact, y_exact, label='Signal exact', color='green',
— linewidth=2)

plt.scatter(x_data, y_data, label='Points bruités', color='red', s=30)
plt.plot(x_exact, y_approx, label='Signal lissé (approximation)',
— color='blue', linestyle='--', linewidth=2)

plt.title(title)

plt.xlabel('x"')

plt.ylabel('y')

plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show()

m_values = [2, 8]
n_values [20, 200]

for m in m_values:
for n in n_values:

x_data, y_data = generate_noisy_data(n)

a = fit_least_squares(x_data, y_data, m)

x_exact = np.linspace(-1, 1, 1000)
y_exact = signal(x_exact)
y_approx = [approximate_function(x, a) for x in x_exact]

error = calculate_error(y_exact, y_approx)

title = f"n = {n}, m = {m}, Erreur = {error:.4f}"
plot_results(x_data, y_data, x_exact, y_exact, y_approx, title)

Exercice 3.9
Lespérance de vie dans un pays a évoluée dans le temps selon le tableau suivant:

Année 1975 1980 1985 1990
Espérance 72,8 74,2 752 764

Utiliser I'interpolation polynomiale pour estimer ’espérance de vie en 1977, 1983 et 1988. La comparer avec
une interpolation linéaire par morceaux et avec un fitting polynomiale avec m = 1,2 (avec m = 3 on retrouve le
polynome d’interpolation).

Correction
Si on choisit de poser xp = 0 pour 'année 1975, x; = 5 pour 'année 1980 etc., on construit
¢ p; € R;[x] la droite de meilleure approximation (fitting m = 1)
* p» € Ry[x] la parabole de meilleure approximation (fitting m = 2)
* p3 € R3[x] le polyndme d’interpolation (n = 3)
¢ s; la spline linéaire
et on évalue ces fonctions en x =2, 8 et 13 (notons que seuls p3 et s; interpolent les données) :
to do
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On obtient les estimations suivantes:

Année 1977 1983 1988
Espérance p; 73.352 74.768 75.948
Espérance p, 73.354 74.830 75.950
Espérance p3 73.446 74.810 75.858
Espérance s; 73.360 74.800 75.920

Exercice 3.10 (Fitting linéaire apres transformation)
L'évolution de la concentration ¢ d'un médicament dans le sang en fonction du temps ¢ est décrite par la fonction
f () = AteB’. En utilisant les mesures suivantes et une transformation adéquate de f estimer A et B par régression
linéaire:
t
c

1 2 3 4 5 6 7 8
8.0 123 155 16.8 17.1 158 152 14.0

Correction
On aln(f (7)) =In(A) +In(z) + Bt ainsi In(f(#)) —In(z) = In(A) + Bt qui est linéaire en B et a la forme oy + a5 avec a; =B
et ap =In(A). On peut alors calculer I'équation de la droite de régression sur I'ensemble { (t;, yi =In(c;) —In(ty)) }?:0 et
obtenir ainsi B et In(A).
8 T ti) (Olo) _ ( Y/ oIn(c) = In(z)
7ot vy o) T (27, i nle) ~ In(r)
Donc ag =~ —16.3929 et o7 =~ 3.8929 et enfin B = o et A = %0,
to do
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CHAPITRE 4

Statistique descriptive

La statistique descriptive a pour but de décrire, classer et simplifier des données qui peuvent étre volumineuses,
de les représenter de maniére synthétique sous forme de tableaux ou de graphiques, et d’extraire quelques valeurs
importantes qui décrivent les propriétés essentielles des données telles que la moyenne, la variance, la corrélation etc.

Dans ce chapitre

4.1 Vocabulaire . . . . . .. e e e e e e e e 111
4.1.1 Série statistique et distribution statistique nongroupée . . . . . ... ... ... .00 112
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4.2.1 Diagramme enbatons . . . . . . ... e e e e e e e e e e e e 114
4.2.2 HIStOZIAIMIE . . . . . . o ottt it e e e e e e e e e 114
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4.4.2 Distributions marginales . . . .. .. ... .. 123
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4.4.5 Covariance et Corrélation entre Deux Variables Quantitatives . . ... ... ............ 129
4.5 Régressionlinéairerevisitée . . . . . . . . . L. e e e 131
4.5.1 Régressionlinéaire etmoindres carrés . . . . . .. . ... . et e 131
4.5.2 Droite de régression de y par rapport X . . . . . ot ottt e e e e e e e e e e 133
4.5.3 Droite de régression de X parrappPort AY . . o ¢ v v v v vt e e e e e e e e e e e e e e 134
454 Interprétation du coefficient de corrélation linéairer . . . ... .. ... ... .. ... . ... 134
4.6 Corrélationetmisesengarde . . ... .. ... ... ... e 136
4.6.1 Le coefficient r etla qualité de 'ajustementlinéaire . .. ... ... ... ..... ... ...... 136
4.6.2 Distinguer causalité etcorrélation . . . . . . . . ... .. L e 139
4.7 mFonctions prédéfiniesen Python . . . . . . . . . . i i it e e e 141
4.8 EXEICICES . . v v it ittt i e e e e e e e e 144

4.1 Vocabulaire

» Population L'ensemble sur lequel porte I'activité statistique s’appelle la population, généralement notée Q. Lorsque la
population est finie, le nombre d’éléments contenus dans Q est noté N. Les éléments qui constituent la population
sont appelés les individus ou encore les unités statistiques.

o Echantillon Un échantillon, noté généralement S (pour “sample”) est une partie de la population prélevée soit de
facon aléatoire soit de facon non aléatoire. Le nombre d’éléments de S est noté n.

o Caracteres Les caractéristiques étudiées sur les individus d’'une population sont appelées les caracteres. Soit €
I'ensemble des valeurs possibles du caractere, on définit alors un caractéres comme une application x: Q — €
qui associe a chaque individu w € Q la valeur x(w) € € que prend ce caractere sur l'individu w.

11 existe deux types de caracteres:
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¢ caractéres quantitatifs: c’est un caractere dont les issues produisent un nombre (caractéeres simples ou uni-
variés, ¥ < R) ou une suite de nombres (caractéres multiples ou multivariés, ¢ < R™). Parmi les caractéres
quantitatifs il faut distinguer
o les caractéres quantitatifs continus qui peuvent prendre toutes les valeurs d'un intervalle,
o les caracteres quantitatifs discrets qui ne prennent que des valeurs isolées;
¢ caracteres qualitatifs: c’est un caractere dont les issues ne sont pas quantifiables numériquement. On parle
alors de modalités et non d’issues dans ce cas. Parmi les caracteéres qualitatifs il faut distinguer
o les caracteres qualitatifs ordinaux qui peuvent étre ordonnées,
o les caracteres qualitatifs nominaux.

EXEMPLE
¢ Lamasse d'un individu est un caractére quantitatif univarié continu (¢ < R™).
¢ Le relevé de températures d'une ville pendant le mois de juin est un caractére quantitatif multivarié continu
(€ < R%).
¢ Le genre est un caractere qualitatif nominal (¥ = {homme,femme}). On peut bien sir coder la valeur “homme”
par “0” et “femme” par “1” mais cela ne donne ni un sens a I’ordre ni le transforme en un caractere quantitatif.

4.1.1 Série statistique et distribution statistique non groupée

Considérons une série statistique associée a un caracteére, c’est-a-dire un échantillon de n valeurs réelles x = (xx) ke1;n]-

Notons € = {cxl, az,...,0p } les valeurs atteintes par le caractere, i.e. x; € 6.

Sil'ordre dans lequel on a recueilli les données ne présentant pas d’intérét particulier, on a intérét a regrouper les
données par paquets. On appelle alors

« effectif dela valeur a;, et on le note rn;, le nombre de fois que la valeur «; € € est prise dans x;
n;

» fréquence de la valeur «; le rapport f; = JF;

o effectif cumulé en o; la somme Y ;:1 nj;
« fréquence cumulée en o; la somme )} ;.:1 fi
Sion écrit la série statistique X = (Xg) ke[1;,) cOMme (a;, 127) je[1;p] OU (&, f7)ieq1;p) ON parle de distribution statistique.
EXEMPLE
Soit la série statistiquex = (1,1,2,1,1,0,3,1).
e Ellecontientn=8valeursx; =1, x3=1,x3=2,x4=1,x5=1,x=0,x;,=3, xg=1;
¢ les valeurs atteintes sont ¢ = {a; = 0,00 = 1,03 = 2,04 =3};
e mi=1,n,=5n3=1,n4=1;
e f1=1/8,/,=5/8, f=1/8, f, =1/8;

les effectifs cumulés sont respectivement 1, 6, 7, 8;

e les fréquences cumulées sont respectivement 1/8,6/8,7/8,8/8=1.

DATA 4.1 (ENFANTS)
Considérons le nombre d’enfants par famille collectés dans un immeuble de 7 = 80 familles:

x=(0,3,0,0,0,0,3,3,3,5,3,2,0,0,0,1,2,1,1,1,1,1,2,0,4,2,2,0,4,1,0,5,2,3,2,3,0,3,4,5,0,1,3,0,0,3,
1,0,0,0,2,0,0,0,1,0,3,4,4,0,0,0,0,1,5,2,0,3,2,0,1,0,2,4,0,1,3,3,0,5).

Ona%¥ =1{0,1,2,3,4,5}.
Leffectif n; de chaque valeur «; € € est le nombre d’observations de cette valeurs (i.e. combien de fois «;
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apparait dans x). La fréquence f; de la valeur «; est le rapport de I'effectif 72; sur le nombre totale d’observations 7:
Valeur «; Effectif n; Fréquence f; Effectif | Fréquence
(Nombre d’enfants) | (Nombre de familles) | (Proportion de familles) | cumulé | cumulée
0 31 31/80 31 31/80
1 13 13/80 44 44/80
2 11 11/80 55 55/80
3 14 14/80 69 69/80
4 6 6/80 75 75/80
5 5 5/80 80 80/80
L) ni=80 L fi=1

4.1.2 Série statistique et distribution statistique groupée

Lorsqu'un caractére comprend un grand nombre de valeurs, il est préférable de les regrouper. Lensemble € des
valeurs du caractere est alors partagé en intervalles disjoints Ja;; a;+1], appelés classes, avec o; < aj41.
On appelle alors

« amplitude de la classe Ja;; ;4] 1a largeur de l'intervalle;

« effectif dela classe Ja;;a;1], et onle note n;, le nombre de valeurs de x qui appartiennent a cet interval (le nombre
d’observations qui tombent dans cette classe);

¢ effectif cumulé en «; le nombre de valeurs de x qui appartiennent a | —oo; a;];
oy - _ ni,

» fréquence de la classe Ja;; ;411 le rapport f; = =1

o fréquence cumulée en o; la somme )} j‘:l fi

Si on écrit la série statistique X = (Xi) keq1;,) comme (Ja;; &;41], 1) jeq1;p1 O (o &G 41], fi)ieq1;p) on parle de distribu-
tion statistique groupée.

Le nombre de classes ne doit pas étre trop grand pour que le nouveau tableau soit suffisamment clair, mais pas
trop petit pour qu’il n'y ait pas de perte d’'information trop importante. Il faut enfin que toutes les observations soient
recouvertes par ces classes.

DATA 4.2 (AMPOULES)
Supposons qu’on ait recueilli les durée de vie (en heures) d'un lot d’ampoules:

X = (2560,229323551738,2272,2259,2549,1688,2306,2494,2131,1864,2107,2056,2557,1311,2305, 2433, 2408, 152
2155,2531,2327,1396,2414,2411,2329, 1424,2456,2149,2039,1447,1884,2289,2340,1428,2134,2333,1989, 1554,
2558,2031,2111,1415,2335,2546,2343,1493,2435,2131,2026,1631,2513,2233,2416,1441,2475,2304,2177,1432,
1918,2092,2139,1657,2628,2334,2091, 1428,2504,2519,2125, 1458, 2085,2234, 2339, 1484,2052,2168,2280, 1547,
2393,2048,1517,1579,2373,2207,1452,1859,2177,2112,1573,1473,2474,2513,1488,1391,2109, 2296, 1410, 1607,

2286,2303,1432,1577,2389,1945,1589, 1438,2408,1925,1431,1652,2215,2420, 1546, 1597,2429,2381,1672,1636).

On peut regrouper ces données en 8 classes de méme amplitudes:

Durée de vie Effectif Fréquence
11200; 1400] 3 3/120
11400; 1600] 27 27/120
11600; 1800] 8 8/120
11800;2000] 7 7/120
12000; 2200] 23 23/120
12200; 2400] 28 28/120
12400; 2600] 23 23/120
12600;2800] 1 1/120
Y ni=120 | P fi=1

On peut aussi subdiviser les trois classes de 2000 a 2600 en six classes et obtenir ainsi des classes d’amplitudes
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FIGURE 4.1 - Exemples d’histogrammes.

différentes:
Durée de vie Effectif Fréquence
11200; 1400] 3 3/120
11400; 1600] 27 27/120
11600; 1800] 8 8/120
11800;2000] 7 7/120
12000;2100] 9 9/120
12100;2200] 14 14/120
12200;2300] 11 11/120
12300;2400] 17 17/120
12400;2500] 13 13/120
12500;2600] 10 10/120
12600;2800] 1 1/120
fomi=120 | $7) fi=1

15 2 25
Duree de vie {milliers d’heures)

(c) Histogramme des durées de vie des am-

poules.

Sur un caractere qualitatif, le seul calcul numérique qu’on puisse effectuer est le dénombrement des unités statistiques
dans chaque catégorie de la variable qualitative.

4.2 Données statistiques et leur représentation

4.2.1 Diagramme en batons

Dans le cas de données discretes (ou d'une série statistique non groupée) on trace la plupart du temps un diagramme

en batons des effectifs ou des fréquences. Des segments de droite verticaux sont dessinés. Chaque segment correspond
a une classe (i.e. une modalité). La valeur de la classe est I'abscisse du segment, 'ordonnée de I'extrémité inférieure du
segment est 0 et 'ordonnée de 'extrémité supérieure est I'effectif de la classe ou la fréquence. Les data 4.1 peut ainsi se
représenter sous la forme du diagramme en batons donné sur la figure 4.1a.

4.2.2 Histogramme

Dans le cas de données continues (ou d’une série statistique groupée), on regroupe d’abord les données par classes.
On trace alors un histogramme constitué de rectangles verticaux. Les bases des rectangles sont déterminées par les
classes. Les hauteurs de rectangles doivent étre telles que les surfaces des rectangles sont proportionnelles aux effectifs
des classes correspondantes.

Le travail est simple lorsque la largeur de chaque classe est la méme: la hauteur d'un rectangle est alors prise égale a
I'effectif (ou a la fréquence) de la classe correspondante. C’est le cas des data 4.2 avec la premiéere subdivision en classes
et on obtient alors la figure 4.1b.

Il arrive qu’on ait affaire a des classes non-réguliéres. Le tracé d'un histogramme doit alors prendre en compte la
non-uniformité des largeurs des classes. Pour cela, on prend la plus petite des largeurs (ou amplitudes) comme largeur
de référence, et multiplie la hauteur des rectangles par le rapport de leur largeur sur cette largeur minimale. C’est le cas
de data 4.2 avec la deuxieme subdivision en classes et on obtient alors la figure 4.1c.
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4.3 Statistique descriptive univariée

Les tableaux et les diagrammes sont utiles, mais ils ne sont que des outils de visualisation. On cherche souvent, a
partir de données quantitatives collectées, a extraire des caractéristiques chiffrées simples, des nombres qui révelent
les propriétés importantes de I’échantillon ou de la population. Nous nous intéressons a deux types de mesure: des
mesures qui s'intéressent a la tendance centrale, i.e. a la plus représentative de toutes les données, et des mesures de la
dispersion, i.e. combien les mesures de tendance centrale sont representatives de toutes les données.

4.3.1 Mesures de tendance centrale

1l s’agit de déterminer la valeur qui est la plus représentative de toutes les données.

Mode (ou classe modale)

Le MODE d’'un ensemble de données est la valeur ou les valeurs qui apparaissent le plus fréquemment. Pour un
ensemble de données discret, comme une liste d’entiers, le mode est simplement la valeur la plus fréquente. Par
exemple, dans I'ensemble {5,2,4,2,6}, le mode est 2 car il apparait deux fois, plus que tout autre nombre.

Dans le cas de données continues ou groupées en classes, le concept de CLASSE MODALE est plus pertinent. La classe
modale est la classe qui a la plus grande fréquence relative, c’est-a-dire le rapport entre le nombre d’observations dans
la classe et la taille de la classe. Cette mesure peut varier selon le choix des classes, ce qui rend la détermination de la
classe modale moins pratique.

Le mode n’est pas unique. Il est possible d’avoir plusieurs modes, ce qui signifie qu’il peut y avoir plusieurs valeurs
ayant la méme fréquence maximale. Dans ce cas, on parle de distribution multi-modale.

Le mode est souvent utilisé comme mesure de tendance centrale, mais il peut étre sensible aux valeurs extrémes dans
un ensemble de données.

EXEMPLE

Dans cet exemple, la fonction mode prend une liste en entrée et renvoie le mode de la liste. Pour chaque liste donnée, le
mode est calculé a 'aide de la méthode mode () soit du module Pandas, soit du module stats du package scipy. Dans les
deux cas, le mode le plus petit est retourné en cas de plusieurs modes.

s A

from scipy.stats import mode

def mode_scipy(lst):
mode_value = list(mode(lst).mode)
return mode_value

import numpy as np

def mode_nmpy(ls?) :
vals,counts = np.unique(lst, return_counts=True)
return vals[np.argmax(counts)]

import pandas as pd

def mode_pandas(lst):
series = pd.Series(lst)
mode_value = list(series.mode())
return mode_value

xx1 = [5, 2, 4, 2, 6]

print (f"{mode_scipy(xx1) = }, {mode_numpy(xxl) = }, {mode_pandas(xxl) = }")
xx2 = [5, 3, 4, 3, 6, 5]
print (f"{mode_scipy(xx2) = }, {mode_numpy(xx2) = }, {mode_pandas(xx2) = }")

mode_scipy(xx1) = [2], mode_numpy(xxl) = 2, mode_pandas(xxl) = [2]
mode_scipy (xx2) [3], mode_numpy(xx2) = 3, mode_pandas (xx2) [3, 5]
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Médiane

La MEDIANE est une valeur M telle qu’il y ait autant d’observations supérieures ou égales a M que d’observations
inférieures ou égales a M. Pour calculer précisément la médiane, on commence par ordonner I’échantillon x par ordre
croissant, et on note'y = (¥x) keq1;n) I'échantillon ordonné tel que y; < y» < --- < y,. Sil’échantillon comporte un nombre
impair 2p — 1 d’observations, alors la médiane est

M(X) = yp,

si’échantillon est constitué d'un nombre pair 2p d’observations, alors la médiane est

La médiane est peu sensible aux valeurs extrémes et n’est pas forcément une modalité.

EXEMPLE
SiI’échantillon x est constitué de la suite d’entiers (5,2,4,2,6), alors 'échantillon ordonné y est (2,2,4,5,6). Onan =5
éléments, donc p = ”T“ =3 et M(x) = yp = y3 = 4. Si I'échantillon x est constitué de la suite d’entiers (5,2,4,2,6,30),

alors I’échantillon ordonné y est (2,2,4,5,6,30). On a n = 6 éléments, donc p = g =3etMx) = % = % =4.5.

Moyenne arithmétique

On peut définir la moyenne arithmétique d'une série statistique x = (xg)keq1;,) comme étant le barycentre des
données, affectées de coefficients égaux pour chaque individu:

n
Z X
k=1

X:

S|

On appelle communément X la moyenne de x.
Sion écrit la série statistique X = (Xg) keq1;,) comme la distribution statistique (a;, 72;) je1;p) OU (&, f)ieq1;p1, alors

L 1
X= ij(Xj = E Z I’lj(Xj.
j=1

EXEMPLE

Dans cet exemple, nous illustrons la sensibilité de la moyenne aux valeurs extrémes. Considérons deux ensembles
de données: x; = [5,2,4,2,6] etx; = [5,2,4,2,6,50]. Dans Xx;, les valeurs sont relativement proches les unes des autres,
tandis que dans xy, il y a une valeur extréme, 50. Calculons les moyennes de ces deux ensembles:

( )
import numpy as np

def mean_numpy(ls?):
mean_value = np.mean(lst)
return mean_value

import pandas as pd

def mean_pandas(lst):
series = pd.Series(lst)
mean_value = series.mean()
return mean_value

xx1 = [5, 2, 4, 2, 6]
xx2 = [5, 2, 4, 2, 6, 50]
print (f" {mean_numpy(xx1) = }, {mean_pandas(xxl) = }")
print (f" {mean_numpy(xx2) = }, {mean_pandas(xx2) = }")
\ J
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mean_numpy (xx1) = 3.8, mean_pandas(xxl) = 3.8
mean_numpy(xx2) = 11.5, mean_pandas(xx2) = 11.5

Nous constatons que I'ajout de la valeur extréme 50 dans x, a considérablement augmenté la moyenne par rapport a
X1.

Remarque (Sensibilité aux valeurs extrémes)

La moyenne est trés sensible aux valeurs extrémes. Par exemple, si on cherche la fortune moyenne des Francais a partir
d’un échantillon de 1000 personnes, si I'une d’entre elles possede un milliard d’euros, alors la fortune moyenne est
supérieure a un million d’euros quelles que soient les fortunes des 999 autres, puisqu’elle vérifie:

1 103 999 0 .
x:l—o3k;xkzl—03 /;10“0 =10°.

Dans le cas d’une distribution statistique groupée (Ja;; o411, 72;) ieq1;p) dont on n’a pas toutes les données x, il n’est
pas possible de calculer la moyenne exactement. Si on ne dispose que du tableau des fréquences, alors on estime la
moyenne par la formule

Pooai+a;
X:Zﬁ i l+1’
i=1 2

ol est le centre de la i-eéme classe et f; sa fréquence.

S OGOy
2
Propriété 4.1 (Fusion de données)
Considérons la situation ou1 on dispose de deux échantillons u = (u) kef1;n,] €tV = (Vi) ke[1;n,] de tailles n; et np et de
moyennes respectives u et V. Léchantillon globale x fusion des deux échantillons u et v est de taille n = n; + ny et sa
moyenne est
_ nua+ npv
X=—.
n
Autrement dit, lorsqu’on fusionne les résultats issus d’échantillons différents, on peut obtenir la moyenne de I’échan-
tillon global sans avoir a refaire tous les calculs.
La médiane et le mode ne vérifient pas cette propriété.

Propriété 4.2 (Erreur quadratique)
Considérons la fonction &: R — R, définie par

1 n
EW=—Y (xp— W2
n2

Elle atteint son minimum en p =X.

La fonction &, appelée ERREUR QUADRATIQUE, est la moyenne des carrés des distances entre les xi et le nombre réel p.
La moyenne X est la constante qui approche au mieux les données au sens des moindres carrés.

PREUVE
& (1) = 0 pour tout p et

, 2 & 1 1 1 _
E'W=-=> p—wW==-2|=) (xx——np|==-2[=> x—p|=-2&-p.
n k=1 k=1 n N k=1
Ainsi g = X est un extremum et comme & est quadratique, il s’agit d'un minimum.
4.3.2 Mesures de dispersion
On vient d’examiner différentes mesures de la tendance centrale d'un échantillon. On va maintenant chercher

une mesure de la variabilité d'un échantillon, c’est-a-dire un nombre qui est d’autant plus grand que les données de
I'échantillon sont dispersées.
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Variance

La dispersion d’'un échantillon peut se visualiser en considérant les écarts a la moyenne, c’est-a-dire I’échantillon
V = (Vi) ke[1;n] aVeC Vi = X —X. On cherche a obtenir une valeur unique représentative de ces écarts. On ne va pas
prendre la moyenne v car elle est nulle quel que soit I'échantillon (d’apres la linéarité de la moyenne arithmétique).
On va donc prendre les carrés des écarts et calculer leur moyenne arithmétique. On obtient ainsi la VARIANCE de
I'échantillon:

1 0
VX =— ) (xx—%)°.
ni=1

Autrement dit, la variance est la valeur de I’erreur quadratique en son minimum (la moyenne minimise la fonction
“erreur quadratique”, la variance est I’évaluation de cette fonction dans le minimum):

V) =8X).

La variance est une quantité positive qui augmente avec la dispersion des données. Elle est nulle si et seulement si
toutes les données sont égales.
Si on écrit la série statistique X = (Xg) ke[1;,] comme la distribution statistique (;, 1;) jeq1;p) OU (A4, fi)ie[1;p), alors

1P P
V) ==Y njla;-%*= ) fila; -0
ni=1 j=1

Théoréme 4.3 (de Koenig, formule de Huygens)

n 2
X
V= LR g2
n

Cette expression est utile pour calculer pratiquement la variance d'un échantillon donné.

PREUVE

n n n
V() = Z(xk %)% =—Z(xk—2xkx+x) in—ZlekalZiZ —Zxk—2x +— nx Zxk
=1 i = =] k=1

Si on écrit la série statistique X = (xi) ke[1;,) comme la distribution statistique (a;, ;) je1;p1 OU (@, fi)ie[1;py, alors la
formule de Huygens devient
P njd?

=Y, 2 2 22
V(x):T—x =ij(xj—x.
—

Propriété 4.4 (Fusion de données)

Considérons la situation ot on dispose de deux échantillons u = (1) kef1;n,] €tV = (Vi) ke[1;n,] de tailles n; et np et de
variances respectives V(u) et V(v). Léchantillon globale x fusion des deux échantillons u et v est de taille n = n; + ny et
sa variance est

i =12
V00 = T (VW +8°) + 22 (VW) +7) - (M) .
n n p.
PREUVE
_ 2 ] N
Lo L o (B ) (S
V) = Zxk Zuk'i' kz,l k ( n+ 11 ) " (Vw +a) + . (V(V)+v2) ( - ) _
Ecart—type

La variance présente un inconvénient majeur: si les données s’expriment en unités physiques, la moyenne arithmé-
tique s’exprime aussi dans cette unité, mais la variance s’exprime dans l'unité carrée. C’est pourquoi on a introduit la

notion d’ECART-TYPE:
ox)=vVE)
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Remarque (Diviser par noun—17?)

Lors du calcul de la variance et de 'écart-type, la question se pose de savoir s’il faut diviser par le nombre total
d’observations 7 ou par le nombre d’observations moins un n — 1. Cette décision dépend de sil’on travaille avec une
population entiére ou avec un échantillon de cette population.

* Sil'on dispose de la population entiere, la variance V et I’écart-type o sont calculés en divisant par le nombre
total d’observations .

e Sil’on travaille avec un échantillon de la population, il est recommandé d’utiliser la variance corrigée E(V) et
I'écart-type corrigé s(o), calculés en divisant par le nombre d’observations moins un, n — 1. Cette correction,
appelée correction de Bessel, permet d’obtenir des estimations non biaisées de la variance et de I'écart-type de la
population sous-jacente a partir de I’échantillon.

La correction de Bessel est une correction appliquée aux estimateurs de la variance et de I'écart-type lorsqu’ils sont
calculés a partir d'un échantillon plutdt que de toute une population. Lorsque vous calculez la variance ou I'écart-type
a partir d'un échantillon, vous divisez par le nombre d’observations moins un (n-1) plutoét que par le nombre total
d’observations (n). Cette correction compense le biais introduit par 'estimation basée sur un échantillon plutdt que sur
toute la population. En termes plus techniques, la correction de Bessel ajuste les estimateurs pour qu’ils soient des
estimateurs non biaisés de la variance et de I'écart-type de la population sous-jacente, lorsqu’ils sont calculés a partir
d’un échantillon.

EXEMPLE
Dans cet exemple, nous illustrons le calcul de I'écart-type et de la variance d'un ensemble de données x.

( )
import numpy as np

XX = [5: 2’ 4: 23 6]
n = len(xx)

s = np.std(xx)
print (f"Estimation de 1'écart-type : {s}")

V = np.var(xx)
print(f"Estimation de la variance : {V}")

sigma = np.std(xx, ddof=1)
print (f"Ecart-type avec correction de Bessel : {sigma}")

variance = np.var(xx, ddof=1)
print(f"Variance avec correction de Bessel : {variancel}")

Estimation de 1'écart-type : 1.6

Estimation de la variance : 2.56

Ecart-type avec correction de Bessel : 1.7888543819998317
Variance avec correction de Bessel : 3.2

Nous avons utilisé la fonction np. std pour estimer 1'écart-type et la fonction np.var pour estimer la variance.
Loption ddof=1 dans ces fonctions applique la correction de Bessel pour estimer les parametres de population a partir
d’un échantillon.

EXEMPLE
Calculons le mode, la médiane, la moyenne arithmétique et la variance des data 4.1.

e Mode Le mode est 0.

e Médiane On a n = 80 éléments, donc p = g =40 et M(x) = w = %
pour i =32,...,44 etc).

. 0x31+1x13+2x114+3%x14+4%x6+5x5
e Moyenne Onax= 30 =1.575

=1(cary;=0pouri=1,...,31, ;=1

(©) 2024-2025 G. FACCANONI 119



Chapitre 4 Statistique descriptive

Derniére mise a jour: Mardi 1° octobre 2024

02x314+1%2x13+22x11+32x14+42%x6+5%x5

e Variance Ona
80

=5.05ainsi V(x) =5.05-1.575=3.475

import numpy as np

import matplotliblp%lot as plt

valeurs = np.sort(valeurs)

plt.xlabel('Valeurs')
plt.ylabel('Fréquence')
plt.savefig("enfants_histo.png")

n = len(valeurs)

moyenne = np.mean(valeurs)
V = np.var(valeurs)

sigma = np.std(valeurs)
mediane = np.median(valeurs)

print (f"{moyenne = }")
print(£"{V = }")

print (f"{sigma = }'
print (f"{mediane =

D
bR

plt.boxplot(valeurs)
plt.axis([0, 2, -1, 6])
plt.savefig("enfants_moustaches.png")

valeurs = np.loadtxt('enfantsdata.dat', delimiter=',"')

plt.hist(valeurs, bins=np.arange(0, 7, 1), color='yellow', edgecolor='black')

moyenne = 1.575

V = 2.5693749999999995
sigma = 1.602927010191044
mediane = 1.0

N N w
°© & s

Fréquence
=
[

H
5}

w

0 t
0 1 2 3 4 5 6
Valeurs

Fractiles, quantiles

Fréquence

Valeurs

Les FRACTILES sont un autre moyen de quantifier la dispersion de données quantitatives. Le fractile a 6% d'un
échantillon est la valeur qui sépare la fraction 8% des plus petites données de la fraction (100 — 8)% des plus grandes

données.
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FIGURE 4.2 - Boite a moustaches des durées de vie des ampoules (data 4.2).

Le fractile a 50% n’est autre que la médiane.

Les fractiles a 25%, 50% et 75% sont les trois quartiles.

Une mesure de la dispersion d'un échantillon est 'ESPACE INTER-QUARTILE qui est la différence entre le troisieme
quartile et le premier quartile; c’est donc la largeur de 'intervalle qui contient I’échantillon duquel on a retiré les
25% plus grandes valeurs et les 25% plis petites valeurs. Qualitativement, plus I'espace inter-quartile est grand, plus la
dispersion des données est grande. L'espace inter-quartile est moins sensible aux valeurs extrémes que I'écart-type.

4.3.3 Boite a moustache

Une moyen trés rapide de figurer le profil essentiel d'une série statistique quantitative est la boite a moustaches
(traduction francaise du terme “Box and Whiskers Plot” ou, en abrégé, “Box Plot”), aussi appelée boite de distribution.
Une telle boite comprend

¢ une échelle de valeurs sur I’axe vertical;

¢ le bord inférieur de la boite correspond au premier quartile, noté Q, (i.e. le fractile a 25% ou quantile a 0.25);

¢ le bord supérieur de la boite correspond au troisieme quartile, noté Qs (i.e. le fractile a 75% ou quantile a 0.75);

¢ le trait horizontal au sein de la boite correspond au deuxiéme quartile, noté Q, (i.e. la médiane);

¢ les moustaches inférieure et supérieure, représentées par des traits verticaux de chaque coté de la boite et qui
se terminent par des traits horizontaux (il existe plusieurs facon de construire les moustaches, parfois elles
correspondent aux fractiles a 5% et 95%, parfois au premier et neuvieme décile, mais d’autres conventions
existent) ;

* les valeurs atypiques représentées par des cercles ou croix (on appelle ces données les outliers).

Une boite avec des moustaches courtes indique que I’échantillon est assez dispersé.

Les boites a moustaches sont des résumés graphiques efficaces des données et sont donc trés utiles pour comparer
des distributions d’'un groupe a I'autre. Contrairement a un histogramme, elle ne nécessitent pas de regrouper les
observations en classes, ce qui est un avantage car le choix des classes est une opération subjective et qui influence
fortement I'allure de 'histogramme construit a partir de celles-ci.

Sur la figure 4.2 on dessine la boite a moustaches correspondant aux data 4.2. On constate que I'échantillon n’est pas
équilibré, la médiane n’est pas vraiment au milieu des premier et troisieme quartiles.

EXEMPLE
Utilisons les data 4.2.

( )
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

with open('mesures.dat', 'r') as file:

data = file.read() .replace(',', '\t')
valeurs = np.fromstring(data, sep='\t')
valeurs = np.sort(valeurs)

print (f"{np.mean(valeurs) =
print (f"{np.median(valeurs)

D)
= )
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n = len(valeurs)
etsb = np.std(valeurs)
print(f"écart-type sans biais = {etsbl}")

ua = etsb / np.sqrt(n)

tt

np.arange (1200, 2801, 200)

plt.hist(valeurs, bins=tt - 100, color='r', edgecolor='k')
plt.xlabel('Valeurs')

plt.ylabel('Fréquence')

plt.savefig("mesures_histo.png")

plt.figure()
plt.boxplot(valeurs)
plt.savefig("mesures_moustaches.png")

np.mean(valeurs) = 2030.7333333333333
np.median(valeurs) = 2131.0
écart-type sans biais = 388.0855089052182

2600 4
54 4
2400 4

22004

2000 4

1800

‘ ‘ 1600
o
1400

Valeurs

Fréquence
.oy W

4.4 Statistique descriptive a deux caractéres

Lorsque les observations portent simultanément sur deux caracteres, on les présente sous la forme d'un tableau a
double entrée. On définit alors la distribution conjointe, les distributions marginales et les distributions conditionnelles.
Létude de la distribution de deux variables se poursuit par celle de leur liaison. L'étude de la liaison entre les variables
observées, appelée communément I'étude des corrélations, dépend de leur nature. Ici on n’envisagera que le cas de
deux variables quantitatives non groupée en classes.

4.4.1 Distribution conjointe
Considérons donc une série statistique dont les observations portent sur deux caracteres. On veut ici extraire des
informations sur la distribution jointe des deux caracteres et étudier leur dépendance. Désignons par
* (X,¥) = (Xk, Yi) kep1;n les n données brutes, généralement présentées sous la forme d'un tableau a deux colonnes;
o o ={a1,q,...,0p } les p modalités de x, i.e. les p valeurs distinctes observées pour x (autrement dit xj € =) ;
* B={B1,P2,...,Pq } les g modalités dey, i.e.les g valeurs distinctes observées pour y (autrement dit yj € %).
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La répartition des n observations, ou distribution conjointe, suivant les modalités de x et y se présente sous forme
d’un tableau a double entrée, appelée tableau de contingence:

odalités de 'y ) )
B1 . B . By Effectif marginal de «;
Modalités de X
(04] nia nl,j e I’llyq ny.= Z?:l nl,j
Q; n; ni,j n; ni.=x9 n
i i1 i,j i,q i, j:l i,j
o n Ny i n ny.= Zq ny i
p p,1 P p.q P j=17"PJ
. . ) _ P . _vyP L _yP . —vy4q . .
Effectif marginalde f; || n1 =X, 71 | ... | Bj=X Rij |- | Byg=Xi_ Nig n—ijl n.j=3%;_1Ni,

On appelle

» effectif du couple (a;,[3;), et onle note n; ;, le nombre de fois ot le couple (a;, ;) est pris (i.e. le nombre de fois ou la
modalité a; et la modalité 3; ont été observées simultanément);

» fréquence du couple («;,p;) le rapport f; ; = 'Ln’

Si on écrit la série statistique (X, Yi) ke1;n) comme ((a;,B;), 14, ) ief1;p1 U ((@;,B5), fi,j) ier1;p) on parle de distribution

o Jjellql Jjellql
conjointe.

On peut bien siir représenter la série statistique ou la distribution conjointe sur un plan comme un nuage de points:
chaque point correspond a un couple (a;, ;) affecté de son poids 7; ;, autrement dit chaque point correspond a une
observation (xg, ¥x) et a coté on indique combien de fois cette observation apparait. Il y aura donc p x g points (autant
que de cases que dans le tableau de contingence), chaque point se trouvant sur un coin de la grille de coordonnées
(aj,;). Si pour un couple on a n; j = 0, on n'affichera pas de point. Si n; j = 1 pour tout i =1,...pet j=1,...q,onale
nuage de points classique vu au chapitre précédent.

p
(n1,2) (n2,2)
bt @@
021 022 (04
N (IS

4.4.2 Distributions marginales

On peut bien sir mener une étude statistique de chacun des caracteres séparément, i.e. calculer la moyenne et la
variance de chacune des séries simples (X, y, V(x), V(y)). On appelle

« effectif marginal de «;, et on le note #;., le nombre total d’'observations de la modalité a; de x quelle que soit la
modalité de y:

q
ni.= Y ngj;
j=1

» effectif marginal def3;, et onle note n. j, total d’observations de la modalité 3 ; de y quelle que soit la modalité de x:

p
I’l.yj = Z ni'j;
i=1

« fréquence marginale de q; le rapport f;. = LA Z?zl fijs

n
« fréquence marginale de (3; le rapport f. ; = % = Zle fij
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On a bien évidemment
p q p q
Zni,:Zn.,j:n ZleZ =
i1 =1 =1 j=1

Si on écrit la série statistique x comme (a;, 72;,.) je[1;p] OU (&, fi )ieq1;p) oN parle de distribution marginale de x; de
la méme maniere si on écrit la série statistique y comme (B, 7. ;) jeg1;q1 ou (B;, f’ 1) jer1;q1 on parle de distribution
marginale dey.

Disposant d'une distribution conjointe, on peut déduire les distributions marginales qui permettent d’étudier
séparément chaque variable en représentant graphiquement sa distribution et s’il s’agit d'une variable quantitative, en
calculant ses caractéristiques de tendance centrale, de dispersion, de forme...

On appelle

+ moyenne marginale de xla quantité

» moyenne marginale de yla quantité

I
y= T Z n.if;= Z f.iBj
]:
« variance marginale de xla quantité
an (xk_)—()Z n xZ 1 p p
Vix) = =k=1 k=1"%k -2__2 (ai)z—)'cZ:Zfi,.(x?—iz
n n niz =

o variance marginale de yla quantité

Y (v —-9)? Z y2
V(y) = =k=L nk k=l Tk g2 = Zn,](ﬁ]) -y = Zf 8% -

4.4.3 Distributions conditionnelles

Une distribution a deux caracteres présente deux types de distributions conditionnelles: les distributions condition-
nelles de x selon y et les distributions conditionnelles de y selon x.

« Distributions conditionnelles de y selon x
Considérons la sous-population correspondante aux individus tels que x = «;.
La distribution de la variable y sachant x = «; est appelée distribution conditionnelle de y pour x = «;. Il existe p
distributions conditionnelle de y sachant x =a;, cari =1,..., p.

Modalités de y sachanta; | B1 | ... | Bj | ... | Bg | Effectif marginal de «;

—v4q
o niy | ... ni,j n,',q ni,.—ijlni,j

’

Chaque distribution contient 7; . observations et on peut calculer les quantités conditionnelles suivantes:

« fréquence conditionnelle de f3; sachant a; comme la quantité

nij _ fij !
ﬁ|i:7=7avec ij‘iZI;
j=1

1, 1,

« distribution conditionnelle des fréquences dey sachant «; la distribution (B, f1) je[1;41

« moyenne conditionnelle dey sachant «; la quantité

|':_Z z]ﬁ]—Zf]nﬁ],

l']l

« variance conditionnelle de y sachant a; la quantité

q
Vi(y) = —Znuﬁ -¥li =Y fiuB5 - vl;-
j=1

l,jl
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Les p modalités de x induisant une partition des n observations en p sous-groupes, la moyenne y peut s’exprimer
comme somme pondérées des p moyennes §I|i :

p
y= Z 3_’|ifiv
i=1

Il est fréquent de présenter les fréquences conditionnelles fj); de y dans un tableau dont toutes les sommes en
ligne sont égales a 1; ce tableau est appelé tableau des profils en ligne:

odalités dey
Br | -.-| Bj |---| Bg
Modalités de x
(o4} fin |- fjll fqu 1
Q; flli fjli fqli 1
Qp Jup | | Jip | | Jap |1
Fréquence marginaledef; | f1 | ... | f,j |- | f.g |1

« Distributions conditionnelles de x selon y
De maniére analogue, considérons maintenant la sous-population correspondante aux individus tels que y =f3;.
La distribution de la variable x sachant y = 3; est appelée distribution conditionnelle de x pour y = f3;. Il existe g
distributions conditionnelle de x sachant y =f3; car j = 1,...,4.

Modalités de x sachant {3 B
(041 ny,j
(00 nij
Ap p,j
Effectif marginal de n.j= Zle n,j

Chaque distribution contient 7. ; observations et on peut définir les quantités conditionnelles suivantes:

« fréquence conditionnelle de a; sachant3; comme la quantité

nij  fij
fij=—=7
nji fj

« distribution conditionnelle des fréquences de x sachant §; la distribution (o, fi|j)ief1;p1;

« moyenne conditionnelle de x sachant 3; la quantité

_ 1 P 14
Xlj=——) mijoi =) fjic
5] i=1 i=1

« variance conditionnelle de x sachant ; la quantité

1 P p

_ 2 o2 2 o2

Vi® = ——3 nijoG—xl5 =3 fujoq - XIj.
n.ji=1 i=1
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Les g modalités de y induisant une partition des n observations en g sous-groupes, la moyenne x peut s’exprimer
comme somme pondérées des g moyennes X|;:

q
=Ziljf-,j

j=1

De méme on présente les fréquences conditionnelles f; ; de x dans un tableau dont toutes les sommes en colonne
sont égales a 1; ce tableau est appelé tableau des profils en colonne:

odalités de 'y
B1 B By | Fréquence marginale de a;
Modalités de x
o fin fuj fig fi,
Q; fin fij filg fi
Ap foin Tplj Trlq Jp.
1 1 1 1

EXEMPLE

Soient les données brutes ((1,0), (1,2),(2,0), (2,2),(2,2),(1,1)), alors n = 6.
Onaxp€esl ={1,2} et yp € B=1{0,1,2} pour tout k= 1,2,...,n, ainsi p = 2 et q = 3. Ecrivons les observations dans
un tableau a deux colonnes:

— DN DN DN = A
— DN O O«

¢ Distribution conjointe et distributions marginales
Le tableau des contingences avec les effectifs de chaque couple et les effectifs marginaux est

B
of B1=0 P2=1 Bs =2 || Effectif marginal de a;
ar=1 nyy= 1 ny2 = 1 ny 3= 1 m, = 3
Qap = 2 npy = 1 npo = 0 np 3 = 2 np.= 3
Effectif marginaldef; | n,1=2 [ no=1] n3=3 | n==6

p

Le tableau des contingences avec les fréquences de chaque couple et les fréquences marginales est

o # p1=0 Bo=1 Pz =2 Fréquence marginale de «;
(1121 f1,1=1/6 f1,2=1/6 f1,3=l/6 fl,.=3/6
0(222 fgy1:1/6 f2,2=0/6 f2,3=2/6 fgy.=3/6
Fréquence marginale de; [ f,1=2/6 [ f,=1/6 [ f3=3/6 | 1
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Les moyennes marginales de x et y sont

1 1
X=— (I’I,L.(Xl + I’lzy.O(z) = 8 Bag +3a2) = -
n

y= % (l’l.,lﬁl + n.,2[32 + n.,3ﬁ3) (251 + 1[’32 +3ﬁ3)

@I\l

« Distributions conditionnelles y sachant x

e ysachant a; On ne considere que la ligne de la modalité a; :

o # B1=0|P2=1| P3=2 || Fréquence marginale de «;
o =1 1/6 | 1/6 | 1/6 fi,,=3/6
1/6 1
fi=1i=1= ];] 3763 fréquence conditionnelle de §; sachant o;
4
1/6 1
fi=21i=1= ]}l ) =363 fréquence conditionnelle de , sachant o
1,
1/6 1
fi=31i=1= ]}l J =363 fréquence conditionnelle de 3 sachant o
i
De plus,
q=3
2 fili=1=1
j=1

1 1
)‘r|l.:1 = Z fii=1Bj = gﬁl + gﬁz + gﬁg =1 moyenne conditionnelle de y sachant o

e ysachant oy On ne considere que la ligne de la modalité oy :

o # B1=0|P2=1| P3=2 || Fréquence marginale de oy
o =2 1/6 0/6 2/6 f.=316
1/6 1

fi=11i=2 = ];_] 3/6_3 fréquence conditionnelle de §; sachant o,
i
i,j 0/6

fi=21i=2= ]; ] S - 0 fréquence conditionnelle de §, sachant o,
1,

fréquence conditionnelle de 3 sachant o,

De plus,
Z fili=2=1
_ — 1 2 4 .-
V0o =2 fili=2Bj = §ﬁ1 +0Py + §[’)3 =3 moyenne conditionnelle de y sachant oy

« tableau des profils en ligne fj;

odalités dey

Modalités de x
a =1 f1|1=1/3 f2\1=1/3 fé\1=1/3 1
=2 fie=1/3| fou=0 | f32=2/3|1

Fréquence marginaledef; | f,1=2/6 | f»=1/6 | f3=3/6 |1
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On a bien

"’iz_’ fo13,43 7
aViJi =T 3g T Y

¢ Distributions conditionnelles x sachant y

e xsachant3; On ne considére que la colonne de la modalité f3; :

B
.52{ 61—0
a =1 1/6
O(2=2 1/6

’ Fréquence marginale de §; \ f1=2/6 ‘

ij 1/6 1
fi=1j=1= & =— == fréquence conditionnelle de o; sachant 3;
fj 206 2
fij 16 1 i .
fiz2lj=1= 7= = - fréquence conditionnelle de o, sachant 3;
fj 206 2
De plus,
p=2
Z fi|j:1 =1
i=1
] I 1 1 3 .
Xlj=1= ) fijm10i = > %fhs02 = 5 moyenne conditionnelle de x sachant 3,
i=1

e xsachant 3, On ne consideére que la colonne de la modalité 3, :

P
o 52_1
o =1 1/6
=2 0/6

| Fréquence marginale de P, | f.2=1/6 |

ij 1/6
fi=1)j=2= % = e =1 fréquence conditionnelle de o; sachant 3,
o
i,ji 0/6
fi=2j=2 = % =176 " 0 fréquence conditionnelle de o, sachant 3,
“J
De plus,
p=2
2 fij=2=1
i=1
p=2
X|j=2 = Z filj=2i = 1o + 002 =1 moyenne conditionnelle de x sachant 3,

i=1

e x sachant B3 On ne consideére que la colonne de la modalité pBs:

B
o 53_2
a;p =1 1/6
ap =2 2/6

Fréquence marginale de 3 | f,3=3/6 |
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ij 1/6 1
fi=1j=3= Tij =— == fréquence conditionnelle de o; sachant 33
fj 3/6 3
2/6 2
fi=2j=3= & =— == fréquence conditionnelle de o, sachant 33
fj 3/ 3
De plus,
p=3
> fij=3=1
i=1
r=2 1 2 5 »
X|j=3 = Z fij=30; = 50(1 + g(Xg = 3 moyenne conditionnelle de x sachant 3.
i=1
* tableau des profils en colonne f;;
odalités dey
B1=0 Pr=1 P3=2 Fréquence marginale de «;
Modalités de X
0(121 f1|1=1/2 f1|2=1 f1\3=1/3 f1,~
QA =2 f2|1=1/2 f2|2=0 f2‘3:2/3 fp,'
1 1 1 1
On a bien
qf‘l f 32 1,53 3 __
X1 ;= _ -_— = = =X
—~ "I 26 "6 36 2

j=1

4.4.4 Indépendance statistique

Si tous les profils en colonne du tableau en colonne sont identiques, cela signifie que la distribution de la variable x
ne dépend pas de la variable y, on dit alors que les variables x et y sont statistiquement indépendantes dans I'ensemble
des n individus considérés, et dans ce cas toutes les distributions conditionnelles de x sont identiques a la distribution
marginale de x. Par raison de symétrie, I'indépendance statistique entre x et y implique aussi des profils en ligne
identiques a la distribution marginale de y.

Les deux séries x et y sont indépendantes si et seulement si

filj = fi,, ieladistribution conditionnelle des fréquences de «; sachant §; ne dépend pas de j
fni=r,j, ieladistribution conditionnelle des fréquences de §; sachant a; ne dépend pas de i.

De plus, siles deux séries sont indépendantes, alors pour touti =1,...,petj=1,...,q

fij=1i-fj

Lorsque deux variables dépendent statistiquement I'une de I'autre, on cherche a évaluer 'intensité de leur liaison et
dans le cas de deux variables quantitatives, on examine si on peut les considérer liées par une relation linéaire.

4.4.5 Covariance et Corrélation entre Deux Variables Quantitatives
La dispersion d'une série bivariée (x, yx)ke1;n) peut étre visualisée en considérant les écarts par rapport aux

moyennes des deux variables. Pour obtenir une mesure unique de ces écarts, on calcule la covariance de la série
(X, yi):

n

1
Cxy=— Y =X (Y —9)-

k=1
Sila série est représentée sous forme de distribution ((a;,B;), 7i,j) ieq1;p1 0 ((&7,B5), fi,j) ieq1;p1, 0N A
Jjelql jellql
1P 4 q
Cxy)=—> > nijl;-0@;-y) =) fi,jl;i—P;-y).
i=1j=1 j=1
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Propriétés de la Covariance:

. Cxy) =C(y,x)

. C(x,x) =V(x) et C(y,y) = V(y)

. Vx+y) =V +2C(x,y) + V(y)

. Clax+b,cy+d) = acC(x,y) pour tout a, b, c,e R
- Cxy) = ZIP:IZ?:I oifjfij—Xy

6. ICxY)=/VXV(y)

Six et y sont indépendantes alors la covariance est nulle. La réciproque est fausse: en effet la covariance mesure
uniquement la dépendance linéaire.

Q= W N =

Remarque (Diviser par noun—17?)
Dans la définition ci-dessus, le dénominateur est n. Sil'on tente d’estimer la covariance de la population a partir d'un
échantillon, il faudra diviser par (n — 1). Les notations de la covariance de I’échantillon et de I'estimation de celle de
la population ne sont pas en général distinguables. Ainsi, lorsqu’on utilise un logiciel, toujours faire un calcul d’essai
pour connaitre la formule utilisée. Dans Octave ou Matlab c’est (n — 1) qui est utilisé par défaut, mais on peut forcer
I'utilisation de n, comme on voit dans I’exemple ci-dessous.

Dans ce chapitre on utilisera la notation

1 2 _ _ n—1
ECxY)=—) (- -9 = —Cxy).
n-1,5 n

Comme pour la variance, on dispose d'une formule alternative pour la covariance qu’on utilise en pratique pour
calculer une covariance:

Propriété 4.5 (Formule Alternative pour la Covariance)

Yioxave . 124 __
Coxy) === —xy=—3" Y nija;p, —%y.
n niz1j=1
EXEMPLE
Considérons I’échantillon bivarié ((1, 1), (2,3),(3,5)). On a
x=(1,2,3) y=(1,3,5) x=2 y=3
ainsi ;
1 1-2)1-3)+(2-2)3-3)+3-2)(5-3 4
C(x,y)z—Z(xk—X)(yk—)'f)z( )( )+ ( )( )+ ( )( ):_
n i 3 3
tandis que
1 L _ 4 1-2)1-3)+2-2)3—-3)+(3-2)(6-3) 4
E(C(X,Y)) = T Z (xk_x)(yk—y) = = - =2,
n-1f4 2 2
x = [1, 2, 3]
y = [1, 3, 5]

import numpy as np

Cov = np.cov(x, y, ddof=0) [0, 1]

E_Cov = np.cov(x, y)[0, 1]

print (f"Avec Numpy : {Cov = }, {E_Cov = }")

import pandas as pd

df = pd.DataFrame({'x': x, 'y': y})
Cov = df['x'].cov(df['y'], ddof=0)
E_Cov = df['x'].cov(df['y'])
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l print(f"Avec Pandas : {Cov = }, {E_Cov = }") J

Avec Numpy : Cov = 1.3333333333333333, E_Cov = 2.0
Avec Pandas : Cov = 1.3333333333333333, E_Cov = 2.0

Et avec du calcul formel ?

'4 N\
def covariance(x, y, biased=True):

mean_x = sum(x) / len(x)
mean_y = sum(y) / len(y)
n = len(x)

if biased:
covariance = sum((x[i] - mean_x) * (y[i] - mean_y) for i in range(n))
~ /n

else:
covariance = sum((x[i] - mean_x) * (y[i] - mean_y) for i in range(n))
- / (@-1

return covariance

x = [1, 2, 3]
y [1, 3, 5]
print (f"Covariance avec n : {covariance(x, y)}")

print (f"Covariance avec n-1 : {covariance(x, y, biased=False)}")
\§ J

Covariance avec n : 1.3333333333333333
Covariance avec n-1 : 2.0

La covariance joue un role analogue a la variance dans le cas de deux caracteres: elle mesure la dispersion conjointe
des deux caracteres. La corrélation joue un role analogue a I’écart type.

En supposant V(x) > 0 et V(y) > 0, c’est-a-dire que n = 2 et les x;. (resp. les y) ne sont pas tous égaux, on peut définir
le coefficient de corrélation linéaire (de Bravais-Pearson) :

Cxy)

VVRV(Y)'

rx,y) =

Ona
e r(Ax,Ay) = r(x,y) pour tout A € R*,
e rix,y) € [-1;1].

4.5 Régression linéaire revisitée

L ANALYSE DE REGRESSION donne des outils de prédiction du comportement d'un caractere si on connait la valeur
d’un autre caractére. LANALYSE DE CORRELATION mesure la force de la relation linéaire entre les deux caracteres.

Considérons une série statistique bivariée (xi, i) ke1:n- On peut associer a chaque donnée (x, yx) un point du plan
et on peut représenter un échantillon de » données comme un nuage de n points. Si le nuage a une forme allongée, on
peut essayer de dessiner une droite passant au milieu de ces points. Cette droite, appelée droite de régression linéaire,
est un moyen de représenter la dépendance linéaire des deux caracteres. La méthode des moindre carrés permet de
déterminer la “meilleur” droite passante par le nuage de points constitué par une série statistique double.

4.5.1 Régression linéaire et moindres carrés

On considére un ensemble de N points A; = (x;,y;), i = 1,...,N. Lobjectif est de trouver 'équation y = yo + y1 x de la
droite qui approche au mieux tous ces points. Précisons ce que veut dire “approcher au mieux”: il s’agit de minimiser la
somme des carrés des distances verticales entre les points et la droite.
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Az

Ay /

Y=YotY1X

La formule qui donne l'erreur est:
N
E(yo,Y0 =) (yi—(yo+ le))z,
i=1

autrement dit ) )
E(yo, Y1) = (31— (Yo + Y1x1)) "+ + (yn— (Yo + Y12n))

Remarquons que 'on a toujours E(yp, Y1) = 0. Si par exemple tous les points sont alignés, alors on peut trouver a et b
tels que E(yo, Y1) = 0. Quand ce n’est pas le cas, on cherche yq et y; qui rendent E(yy, Y1) le plus petit possible. Il s’agit
donc bien ici de minimiser une fonction de deux variables (les variables sont yq et y;). Pour cela nous aurons besoin de
calculer son gradient:

OE OE N N

VE(Yo, Y1) = | 5= (Yo, Y1), == (o, YD | = | - =2(yi = (Yo + Y1%0)), Y —2x:(¥i = (Yo + Y1) | -
9Yo oY1 i=1 i=1

EXEMPLE
Prenons d’abord I'exemple des trois points A; = (0,3), A, = (2,4) et A3 = (6,6). La fonction E(yo, Y1) s'écrit:

E(Yo,Y1) = 3= Y0)* + (4 — (Yo + 2y1))* + (6 — (Yo + 6Y1))* = 40y? + 16Y1 Yo — 88Y1 +3Y3 — 26y, + 61.
Ainsi
16y1 +6Yo — 26 )

VE(Yo.y1) = (80Y1 +16Y0 - 88

et VE(yo, Y1) =0ssiy; = % et Yo = 3. De plus, E(3, %) =0 (les points sont alignés).

y As

/.y=3+%x
=g

Al‘/

EXEMPLE
A partir des données des 5 points suivants, quelle ordonnée peut-on extrapoler pour le point d’abscisse x = 6?2

Ar=41D), A=(73), A3=(83), A4=(10,6), A5=(12,7).
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Ces 5 points sont a peu pres alignés. On calcule la meilleure droite de régression linéaire en minimisant la fonction
E(yo, y1):

E(yo, Y1) = (—12Y1 — Yo+ 7)2 + (—10Y1 — Yo+ 6)2 + (—8Y1 - Yo +3)2 + (—7Y1 - Yo +3)2 + (—4Y1 — Yo+ 1)2
=373Y5 +82y1Y0 — 386Y1 +5Y5 — 40Y0 + 104746Y; + 82y, — 386.
Ainsi
82Y1 + 10Y0 —40

VEOY0 YD = {746y, + 82y, — 386

et VE(yo, Y1) =0ssiy; = % ~0.788 et Yo = —% ~ —2.462. De plus, E(—%, %) =211/184 > 0 (les points ne sont pas
alignés).

Par conséquent, selon notre modele linéaire, pour x = 6, on doit avoir y = yg + 6y; =
ci-dessus).

417

11 =~ 2.27 (le point B de la figure

Y=YotY1x

Az [As

Ay

4.5.2 Droite de régression de y par rapport a x

On cherche a déterminer la droite d’équation y = Yo + Y; X minimisant I'erreur quadratique & : R? — R, définie par
< 2
EYo, Y1) = ) (& — (Yo +Y1x1))
k=1

qui est la somme des distances au carré entre les points (xg, yx) et les points (xg, Yo + Y1Xx) de méme abscisse situés sur
la droite y = yo + Y1x. Au chapitre 3 on a montré que yo et y; sont solution du systéme linéaire !

1 X7 %] [yo X Vi
| Y1

1yvon n 2

1 1yn
n&p=1%k  nlp=1% 7 L= Xk Yk

autrement dit, avec les notations introduites dans ce chapitre,

y
Cx,y) +Xxy

1 X
X VX + ®)?

Yo
Y1

1. NB:iciles indices commencent a 1 et on a tout divisé par .
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En résolvant ce systéme on trouve

Cx, . .
Y1 = \E)((X?, coefficient directeur (pente),
Yo=¥—-Y1X, ordonnée a!'origine,

autrement dit y = y; (x —X) +y (la droite passe par le point (X, ¥)).

D’un point de vue computationnel, cette écriture est susceptible de générer des erreurs de roundoff (les deux termes
au numérateur ainsi qu’au dénominateur sont presque égaux, i.e. C(x,y) et V(x) sont proches de zéro). Il est alors plus
stable de calculer y; comme suit (ce qui est équivalent):

ZZ:() (yk(xk _a)
o (2l —%)

Y1 =

4.5.3 Droite de régression de x par rapport a 'y

En échangeant les roles de x et y on obtient la régression linéaire de x par rapport a'y. En générale les deux droites de
régression sont distinctes.

En effet, dans le premier cas on minimise la somme des distances “verticales” (i.e. a x; fixé), dans le deuxiéme cas il
s’agit des distances “horizontale” (i.e. a y; fixé) et en général ces deux quantités sont différentes.

Le produit des pentes de ces deux droites est égal a 72 et les deux pentes sont égales si et seulement si r = +1. Dans ce
cas les deux droites coincident et les points sont alignés.

4.5.4 Interprétation du coefficient de corrélation linéaire r

Il est toujours possible de tracer la droite des moindres carrés quelle que soit la forme du nuage. Lapproximation du
nuage par cette droite est-elle 1égitime ? Quel sens, quelle signification donner a cette droite?

Dans un ajustement linéaire de y par rapport a x on appelle x la variable explicative (ou le “prédicteur”) et y la variable
expliquée (ou “a expliquer”). Le but d'un ajustement linéaire est d’expliquer une partie de la variation de y du fait de sa
dépendance linéaire a x.

Nous allons voir que le coefficient de corrélation r peut étre utilisé pour mesurer la qualité d'une approximation de y
par une fonction linéaire en x. Lorsque r (X,y) est en valeur absolue proche de 1 (en pratique strictement supérieur a
0.7), la droite de régression linéaire est une bonne approximation du nuage de point.

Notons J = Yo+ Y1 Xk pour k =1,...,nlavaleur estimée (ou prédite ou ajustée) de y; par larégression linéaire lorsque
X =Xxx ety = (J1,72,..., ¥n). Il semble naturel de dire que remplacer le nuage par la droite trouvée est d’autant plus
légitime que la dispersion du nuage de points par rapport a la droite des moindres carrés est petite. Autrement dit, on
calcul 'erreur quadratique en son minimum (Yo, Y1) : 'approximation est légitime plus I'erreur quadratique & (Yo, Y1)
est faible.

Soit yg et y; les valeurs qui minimisent I'erreur quadratique, alors

n
néyo, Y1) = 3, vk — 9)°
k=1

n
ny (Yk—Yo— Y1x1)?
k=1

Z Ve — F- 1% - y1x)°

S

nYy (yk—¥) - yi(xe—%)°
k_

S

=nY (k- y)2+nylzn(xk %)% -2ny Z()’k V) (x — %)
k=1 k=1 k=1

=V(y)+ YIV(X) 2y1Cx,y)

2

( ;Y) ( 'y)

T VW2 Cy)
C*(x,y)

V()

=Vy)+ ——

=V(y) - =V(y (1-r*xy).
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Qualitativement, plus cette erreur est grande et moins bon est I’ajustement linéaire obtenu.
La quantité

n
SCres® Y (yk — J1)*
k=1
est appelée somme des carrés résiduelle et est donc égale a

SCres = nE (Yo, Y1) = V(y) (1 - r*x,y)).

Elle est d’autant plus faible que r? est proche de 1. On peut alors interpréter I'erreur quadratique comme une mesure
de la part de la variance de y qui ne peut pas étre expliquée et prédite par une fonction linéaire en x.
La variation totale

n
SCiot= ) (yk -9)?
k=1

est appelée somme des carrés totale de y et est égale a
SCiot = RV (y).

On adonc SC
1-r*(xy) = ——,
SCrot
i.e.1a quantité (1 - r?(x,y)) est égale a la proportion de variation de y non expliquée par la droite des moindres carrés.

La décomposition de la variation totale de y permet une autre interprétation de r2:
- 2
SCot =Y Yk —¥)
k=1

k= P+ P —9)°

Il
M=

T
L

W= J0%+ Y De=9*+2 Y. Gk — 70 e =)
1 k=1 k=1

n n
=SCres+ ) Ik —9*+2 Y. k= 70 G = 9)-
k=1 k=1

I
M=

b
Il

Montrons que le dernier terme est nul:

n n n
Y =0T =11| L Dk —Px—% —y1 Y (x —%)°
k=1 k=1 k=1

=y1(CxY) -V1VX) =0.
On appelle variation expliquée par la régression la quantité
n
SCexpl = 3 (Jk = §)* = nV().
k=1

eton al’égalité
SCtot = SCres + SCexpl-

On adonc
Scexpl

SCrot ’

i.e. r%(x,y) est égale a la proportion de variation de y expliquée par la droite des moindres carrés.

r’x,y) =

Le coefficient de corrélation r mesure la force et la direction de la relation entre x et y. Deux cas extrémes peuvent
étre facilement analysés:

* sir(x,y) = =1, alors il existe un Ay € R* tel que yx — ¥ = Ag(xx —X) pour tout k € [1; ]. Cela montre que X et y sont
parfaitement corrélés;

* sir(x,y) =0, alors la meilleur droite d’ajustement linéaire est la droite horizontale d’équation y =y ce qui tend a
montrer que les deux caracteres ne sont pas corrélés.
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FIGURE 4.3 — Qualité des ajustements linéaires en fonction du coefficient de corrélation. Ce coefficient reflete la non-
linéarité et la direction d'une relation linéaire mais pas la pente de cette relation ni de nombreux aspects
des relations non linéaires (derniéere figure).

La figure 4.3 donne plusieurs exemples pour différentes valeurs du coefficient de corrélation. Une valeur de r(x,y)
proche de 1 indique que les caracteéres sont positivement corrélés, et la meilleure droite d’ajustement linéaire obtenue
par la méthode des moindres carrés a une pente positive. Une valeur de r (x,y) proche de —1 indique que les caractéres
sont négativement corrélés, et la meilleure droite d’ajustement linéaire a une pente négative.

Noter que le coefficient de corrélation mesure seulement la qualité d'une relation linéaire: les caracteres peuvent étre
corrélés mais pas linéairement, dans ce cas r sera petit et il faudrait généraliser ces notions aux cas des ajustements
polynomiales.

Remarque (r: diviser par noun—1%?)

Dans la définition de r, les dénominateurs utilisés pour la covariance C(x,y) et pour les variances V(x) et V(y) sont 7.
Sil'on tente d’estimer la corrélation de la population a partir d'un échantillon il faudra utiliser I'estimation de la

covariance, toujours notée C(x,y), ainsi que les estimations des variances E(V(x)) et E(V(y)), cela revient a diviser par

(n—1). Ce rapport donne la méme valeur que r:

ECxy) 356y Cxy )
VEVX)EV(y) \/H%V(x)%V(y) VVXV(y)

4.6 Corrélation et mises en garde

4.6.1 Le coefficient r et la qualité de I'ajustement linéaire

Comment juger la qualité de I'ajustement linéaire? Il est clair que si le coefficient r est voisin de 0, il faut rejeter
I'ajustement linéaire, mais pour quelles valeurs de r, le considere-t-on de bonne qualité 2 C’est une question importante
et beaucoup d’exemples montrent qu’on ne peut pas établir de régles de décision a partir du seul examen de la valeur
der.

Les exemples suivants montrent que le calcul du coefficient de corrélation linéaire doit toujours étre complété par un
examen graphique. Pour d’autres exemples voir par exemplehttps://www.autodesk.com/research/publications/
same-stats-different-graphs
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EXEMPLE

Considérons les quatre séries de 11 observations simultanées de deux variables x et y suivantes:

Série A Série B Série C Série D
X y X y X y X y
10.00 | 8.04 | 10.00 | 9.14 | 10.00 | 7.46 | 8.00 | 6.58
8.00 6.95 8.00 | 8.14 | 8.00 6.77 8.00 5.76
13.00 | 7.58 | 13.00 | 8.74 | 13.00 | 12.74 | 8.00 7.71
9.00 8.81 9.00 | 8.77 | 9.00 7.11 8.00 8.84
11.00 | 8.33 | 11.00 | 9.26 | 11.00 | 7.81 | 8.00 | 8.47
14.00 | 9.96 | 14.00 | 8.10 | 14.00 | 8.84 | 8.00 | 7.04
6.00 7.24 6.00 | 6.13 | 6.00 6.08 8.00 5.25
4.00 4.26 4.00 | 3.10 | 4.00 5.39 8.00 5.56
12.00 | 10.84 | 12.00 | 9.13 | 12.00 | 8.15 | 19.00 | 12.50
7.00 | 482 | 7.00 | 7.26 | 7.00 | 6.42 | 8.00 | 7.91
5.00 | 5.68 | 5.00 | 4.74 | 5.00 | 5.73 | 8.00 | 6.89

On obtient grosso modo la méme valeur du coefficient de corrélation linéaire (r = 0.816) et la méme droite des moindres
carrés y = 3+ 0.5x, mais I'examen graphique montre que |'ajustement linéaire n’est adapté qu’au premier cas.

A B
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10 o « ¥ *
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8 1 . -
* 6 >
6 . o *
o - 4 -
L w
4 - T T T T T T T T T T T
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//‘ +* z /"
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> _,/; * 1% L
¥ ¥
6 - I 4
.*"_ h o 6 ¥
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EXEMPLE
On se propose de calculer I'ajustement linéaire de la série de la composition minérale en fluorures et sodium (mg/1) de
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21 eaux minérales gazeuses:

2

Calculons tout d’abord la moyenne et I’écart type:

Eau minérale x = Fluorures | y = Sodium
Arcens 1.3 439
Arvie 0.9 650
Badoit 1 150
Beckerich 0.6 34
Chateauneuf 3 651
Eau de Perrier 0.05 11.5
Faustine 2 230
La Salvetat 0.25 7
Perrier 0.05 11.5
Puits St-Georges 0.5 434
Pyrénées 0.05 31
Quézac 2.1 255
San Pellegrino 0.6 35
St-Diéry 0.3 385
St-Jean 1.1 228
St-Pierre 1.7 383
St-Yorre 9 1708
Vernet 1.3 120
Verniere 0.05 154
Vichy-Célestins 5 1172
Wattwiller 1.6 3
x =1.55, y =338,
o(x) =2.03, o(x)=417.

Le coefficient de corrélation linéaire entre les deux composants minéraux est égal a 0.90. Cette valeur assez proche de
1 peut conduire a considérer que la droite des moindres carrés permet d’évaluer approximativement la teneur y en
sodium en fonction de la teneur x en fluorures:

Cependant la représentation graphique du nuage des 21 points montre deux points caractérisés par une minéralité
particulierement élevée: «Vichy-Célestins» et «Saint-Yorre». Ces deux eaux minérales ont respectivement des valeurs «
éloignée » et « extréme » pour les deux composants minéraux.En supprimant ces deux points et en réalisant I’ajustement
sur les 19 autres points, on obtient:

2. Données extraites du journal “Que Choisir?”, n° 422 bis, 2005
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La moyenne et I'écart type sont maintenant

x=0.97, y =222,
o(x) =0.81, o(x) =208

et le coefficient r est passé de 0.9 a 0.5. Il faut aussi remarquer que les coefficients de la droite des moindres carrés sont
passés respectivement de 185 a 129 et de 51 2 96.15.

Quel crédit apporter a un ajustement pour lequel deux points ont une telle influence? On est donc obligé d’abandon-
ner I'idée d’'une relation linéaire entre les deux composants minéraux.

Tous ces résultats montrent qu'il ne faut jamais conclure sur la dépendance entre deux variables quantitatives au seul
examen de la valeur du coefficient de corrélation linéaire.

De plus, lorsqu’une liaison linéaire entre deux variables a été mise en évidence par I'étude d'une série de n observa-
tions sur ce couple, il faut bien se garder de conclure a une relation de cause a effet entre ces variables sans en avoir
examiné attentivement la signification, comme on va voir a la prochaine section.

L'examen graphique, ainsi que celui de la signification des variables, sont des compléments indispensables a I'infor-
mation donnée par la valeur du coefficient de corrélation linéaire.

4.6.2 Distinguer causalité et corrélation

En statistiques, deux variables (choses que I’on mesure) sont corrélées positivement si elles évoluent de la méme
facon (augmentent en méme temps, diminuent en méme temps). Elles sont corrélées négativement si elles évoluent en
sens inverse.

On établie un lien de causalité entre deux variables lorsqu’il y a un lien de cause a effet entre les deux, lorsque 'une
est conséquence de 'autre.

Leffet cigogne® est une erreur qui consiste a confondre corrélation et causalité: «Deux variables évoluent de la méme
facon, I'une est donc forcément la cause de I'autre».

«L'Alsace est la région de France ou1 'on observe le plus de cigognes. C’est également la région de France
ou il y ale plus de naissances. C’est donc la preuve que les cigognes apportent les bébés.»

Erreur si proche de I'effet cigogne qu’on les confond souvent, il s'agit ici de confondre succession et causalité * : «<Deux
évenements se suivent dans le temps, le premier est donc forcément la cause du second.»

EXEMPLE
Voici quelques exemples de ces deux confusions.
¢ Thomas met son calecon rayé, puis il va au casino et gagne le gros lot. Il en conclue que son calecon lui a porté
chance.
 Plus les éoliennes tournent vite, plus y il a du vent: ce sont donc les éoliennes qui créent le vent!
¢ On constate que les pays ou I’on mange le plus de viande sont les pays ot I'on vit le plus longtemps. Doit-je
changer mon régime alimentaire? (On constate en réalité que ces pays sont également les plus riches, donc ceux
ol les habitants peuvent a la fois acheter plus de viande et avoir acces a de meilleurs soins)
¢ On constate que depuis que le parti de M. X est au pouvoir, le ch6mage diminue. Dois-je voter pour lui aux
prochaines élections? (Le chomage est lié a un grand nombre de facteurs trés complexes, une simple corréla-
tion est donc insuffisante pour démontrer que les actions de ce parti sont la cause de cette diminution. Il y a
probablement un grand nombre de causes.)
e Je trainais un gros rhume depuis 3 jours, j’ai pris une tisane de camomille et le lendemain, j’allais mieux. La
camomille m’a-t-elle guérie? Ou bien est-ce j’aurais guéri de la méme facon sans prendre de tisane, parce qu'un
rhume se soigne généralement tout seul en 3 jours?

Bien entendu, un corrélation peut donner des indices, interroger. Mais il ne s’agit en aucun cas d’un fait suffisant pour
démontrer un lien de causes a effets. Pourtant, le raccourcit est rapide, instinctif, trés largement utilisé dans les médias,
et parfois tres dangereux.
Une corrélation et une causalité sont deux objets distincts. Deux événements peuvent étre corrélés sans pour autant
avoir des rapports de cause a effet car d’autres variables pourraient étre la cause des variations de x et de y.
Considérons par exemple l'affirmation suivante due a Coluche:

3. ou Cum hoc, ergo propter hoc: avec cela, donc a cause de cela.
4. ou Post hoc, ergo propter hoc: apres cela, donc a cause de cela
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«Quand on est malade, il ne faut surtout pas aller a I'hépital: la probabilité de mourir dans un lit d’hépital
est 10 fois plus grande que dans son lit a la maison».

Or, on ne meurt pas plus parce qu’on est dans un lit d’hdpital, mais on y est parce qu’on est malade, et quand on est
malade la probabilité de mourir est plus grande.

Un autre exemple: une étude anglaise a prouvé que les gens habitant prés de pylones a haute tension étaient
significativement plus souvent malades que le reste de la population. Est-ce la faute du courant électrique ? Ce n’est pas
évident parce qu'une autre étude a révélé que les habitants sous les pylones étaient en moyenne plus pauvres et on sait
la corrélation (causalité?) santé-pauvreté. A elle seule, cette étude ne permet pas de conclure.

Il en va ainsi des corrélations délinquance et origine ethnique: méme a supposer qu’elles soient vraies, elles ne
démontrent pas le rapport de cause a effet; il peut se faire que la pauvreté, voire la détresse, soient liées a des discrimi-
nations ethniques, c’est alors cette misere qui est une cause possible de délinquance.

Démontrer une théorie avec seulement des statistiques peut étre trompeur. Souvent la théorie préexiste et les chiffres
sont ensuite utilisés pour la conforter «scientifiquement».

La corrélation relie les données et c’est ce que les big data brassent a tres grosse échelle aujourd’hui. Ils accumulent
une somme considérable de données et ils croisent tout ca en fonction de ce que I'on veut faire dire. Cependant, pour
déterminer la nature du lien de causalité entre plusieurs éléments, c’est plus complexe. La théorie doit avoir un pouvoir
explicatif, ne serait-ce que pour savoir dans quel sens lire les corrélations si jamais un lien de causalité existe. Il est par
exemple maintenant bien établi qu’historiquement les variations de température sont étroitement liées aux variations
de concentration de gaz carbonique dans I'atmosphere. Mais c’est la théorie qui permet de dire si c’est le réchauffement
qui crée I'exces de gaz carbonique, ou l'inverse.
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4.7 Fonctions prédéfinies en Python

e Avec numpy TO DO
¢ Avec scipy TO DO

¢ Avec sympy TO DO
* Avec pandas

[ mon_frame.mean() ]

Exemple:

Attention a la difference entre les variances car dans un cas divisé par n et dans pandas par n-1

( )
import sympy as sp

XX
yy

sp.Matrix([1, 2, 31)
sp.Matrix([1, 3, 5])

n = len(xx)

moy_x = sum(xx)/n

moy_y = sum(yy)/n

var_x = sum((xi-moy_x)**2 for xi in xx) / n

var_y = sum((yi-moy_y)**2 for yi in yy) / n

cov_xy = sum((xx[i]-moy_x)*(yy[i]l-moy_y) for i in range(n)) / n

print(f"{n = }")
print (f"{moy_x = }
print (f"{moy_y = }
print (f"{var_x = }
print(£"{var_y = }
print (£f"{cov_xy = }")

gamma_1_xy = cov_xy / var_x
gamma_O_xy = moy_y - gamma_l_xy * moy_x
r_xy = cov_xy / sp.sqrt(var_x * var_y)

x = sp.Symbol('x', real=True)
line_y = gamma_O_xy + gamma_1_xy * x

print ("="*50)
print (f"{gamma_1_xy
print (f"{gamma_0_xy
print (f"{r_xy =
print (f"{1line_y

I 1

Il)
"

gamma_1_yx = cov_xy / var_y
gamma_O_yx = moy_x - gamma_l_yx * moy_y

y = sp.Symbol('y', real=True)
line_x = gamma_O_yx + gamma_1_yx * y

print ("="*50)

print(f"gamma_1_yx = {gamma_1_yx}")
print (f"gamma_O_yx = {gamma_O_yx}")
print(f"line_x = {line_x1}")
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n=3

moy_x = 2

moy_y = 3

var_x = 2/3
var_y = 8/3
cov_xy = 4/3
gamma_1_xy = 2
gamma_0_xy = -1
rxy =1

line_y = 2*x - 1
gamma_1_yx = 1/2
gamma_O_yx = 1/2
line_x = y/2 + 1/2

N~ O
W N =N

1.

(.

yy.sum() = 9, yy.count()

2.

—

count
mean
std
min
25%
50%
75%
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import pandas as pd
xx = pd.Series([1, 2, 3])

yy = pd.Series([1, 3, 5])

df = pd.DataFrame({'x': xx, 'y':
print ("\n=== Les données")
print(df)

print ("\n=== Les statistiques")
print (f"{xx.sum() = }, {xx.count()
{zx.var() = }, {xx.std(Q) = }")
print(f"{yy.sum() = }, {yy.count()
— A{yy.varO =}, {yy.stdO = }")

]

yyb

—

}, {xx.mean()

=}, {yy.mean()

seule commande

print ("\n=== Les statistiques en une
print (df.describe())
print ("\n=== La matrice de covariance")

print (£"{df.cov()}")

= }, {yy.median()

|I)

}, {xx.median()

y
1
3
5

0

0

Les données

Les statistiques
xx.sum() = 6, xx.count()

= 3, xx.mean()

3, yy.mean()

Les statistiques en une seule commande

X

O O O O O OoOOoOw

3
2
1
1.
1
2
2

OO 01 O O O O
W NEE N WW

2.0, xx.median()

3.0, yy.median()

2.0, xx.var() 1.0, xx.std(Q)

3.0, yy.var() = 4.0, yy.std(
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max 3.0 5.0

=== La matrice de covariance

o oK

y
2.0
4.0

< M
N =
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4.8 Exercices

Exercice 4.1 (Série univariée)
Une classe a été divisée en deux groupes de TP: le groupe TP; de n; = 10 étudiants et le groupe TP, de n, =4
étudiants.

Lors d'un contréle noté sur 5, les étudiants du groupe TP; ont recu les notes 4, 1, 3, 3, 4, 2, 3, 5, 3, 4 tandis que
ceux du groupe TP, ont regu les notes 4, 4, 4 et 5.

Pour chaque groupe k, calculer la moyenne, le mode et la médiane des notes.

Calculer ensuite la moyenne, le mode et la médiane des notes de la classe.

Correction
Pour le groupe TP; onnoteu = (1,2,3,3,3,3,4,4,4,5) (dans I'ordre croissante) ce qui donne le tableau des fréquences

Note Effectif Fréquence
(Nombre d’étudiants) | (Proportion d’étudiants)

1 1 1/10
2 1 1/10
3 4 4/10
4 3 3/10
5 1 1/10

> =10 y=1

Le mode est 3 (c’est la classe la plus importante). La moyenne vaut

u

1
E(1+2+3+3+3+3+4+4+4+5)=3.2

soit encore, a partir du tableau,

1
ua l—O(lx1+2><1+3><4+4><3+5><1):3.2
Comme on a un nombre pair d’éléments (10), la médiane vaut

Us+ Ug
g =

M(u) = 3.

Pour le groupe TP, on note v = (4,4,4,5) (dans I'ordre croissante) ce qui donne le tableau des fréquences

Note Effectif Fréquence
(Nombre d’étudiants) | (Proportion d’étudiants)

1 0 0/10
2 0 0/10
3 0 0/10
4 3 3/10
5 1 1/10

Y =4 y=1

Le mode est 4 (c’est la classe la plus importante). La moyenne vaut
21
V= 4_1(4+4+4+5) =4.25

soit encore, a partir du tableau,

1
V=7 (x0+2x0+3x0+4x3+5x1)=4.25

Comme on a un nombre pair d’éléments (4), la médiane vaut
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Pour la classe fusion des deux groupes de TP, on note x = (1,2,3,3,3,3,4,4,4,4,4,4,5,5) (dans I'ordre croissante) ce qui
donne le tableau des fréquences

Note Effectif Fréquence
(Nombre d’étudiants) | (Proportion d’étudiants)

1 1 1/14
2 1 1/14
3 4 4/14
4 6 6/14
5 2 2/14

Yy =14 Y =1

Le mode est 4 (c’est la classe la plus importante). La moyenne vaut

X

1 49
1—(1x1+2x1+3x4+4x6+5><2)=ﬂ=3.5

soit encore, d’apres la propriété sur la fusion de données,

mua+nv  10x32+4x425 49

= =—=35
ny+ny 10+4 14

X =

Comme on a un nombre pair d’éléments (14), la médiane vaut

X7+ X,
Mx) = "8 -4,
2
Exercice 4.2 (Covariance)
Calculer la covariance dans les cas suivants:
1. {(1,1),(-1,-1)}
2. {(-1,1),(1,-1)}
3. {(1,1),(-1,-1),(-1,1),(1,-1)}
Correction
1. Onax=(1,-1ety=(1,-1)doncx=y=0etCx,y) = W —0=1:les points sont alignés et la pente est
positive.
2. Onax=(-1,1)ety=(1,-1)doncx=y=0et C(x,y) = (_1)“2& —0=—1:les points sont alignés et la pente
est négative.

3. Onax=(1,-1,-1,1) ety=(1,-1,1,~1) donck =y = 0 et C(x,y) = 2D+ DxAHXED _ g = 0:{l n'y a pas
de corrélation.

Exercice 4.3 (Régression linéaire) ¥ .
Calculer les droites de meilleur approximation de I'en- 9 p g
semble de points suivant: g o
6 ~
5)
x[1 3 4 6 8 9 11 14 4 a
y[1 2 4 457 8 9 NP
1
ainsi que leurs coefficients de corrélation. 01234567891011121314%

Correction
Nous avons une série statistique double avec une population d’effectif n = 8.
Pour calculer la droite de régression de y par rapport a x on calcule les quantités suivantes:

1 & 56
)_(:— x:—:?
n,; k78
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1 & 40
V=— =—=5
y nk;yk 5
1 & 33
Vix) = — 2 _g2_ 99
x) n,;xk X 2
1 & .21
Cxy) == Xpyk—Xy=—
ni- 2
_C(x,y) 7
"TYx 11
_ _ 6
=V- X=—
Yo=Y~ Y1 11
1 & 5
V) == yi-¥ =7
N2
C(x, 21
rx,y) = xy) — >0.97

VYV V22

La droite cherchée a donc pour équation y = Yo + y1 X = & + - x avec une forte corrélation (mais cela ne dit rien sur la

111
causalité entre les deux quantités!).
Pour calculer la droite de régression de x par rapport a'y on calcule les quantités suivantes:

21
Cly,x) =Cx,y) = 1

Y. = Clyx _3
" vy 2
Yh=%-Y|y=—+
0 1 2
La droite cherchée a donc pour équation x =y, + Y}y = —% + %y, soit encore y = % + %x.
Onvoitque y1y; = 53 =351 =72
( )

import sympy as sp

xx = sp.Matrix([1,3,4,6,8,9,11,14])
yy = sp.Matrix([1,2,4,4,5,7,8,9])

n = len(xx)

moy_x = sum(xx)/n

moy_y = sum(yy)/n

var_x = sum((xi-moy_x)**2 for xi in xx) / n

var_y = sum((yi-moy_y)**2 for yi in yy) / n

cov_xy = sum((xx[i]-moy_x)*(yy[i]l-moy_y) for i in range(n)) / n

print(f"{n = }")
print (f"{moy_x = }")
print (f"{moy_y = }")
print(f"{var_x = }")
print(f"{var_y = }")
print (f"{cov_xy = }")

gamma_1_xy = cov_xy / var_x
gamma_O_xy = moy_y - gamma_l_xy * moy_x
r_xy = cov_xy / sp.sqrt(var_x * var_y)

x = sp.Symbol('x', real=True)
line_y = gamma_O_xy + gamma_1_xy * x

print ("="*50)
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print (f"{gamma_1_xy =
print (f"{gamma_O0_xy
print(f"{r_xy =
print (f"{line_y

[ |

Il)
i3]

gamma_1_yx = cov_xy / var_y
gamma_O_yx = moy_x - gamma_l_yx * moy_y

y = sp.Symbol('y', real=True)
line_x = gamma_O_yx + gamma_1_yx * y

print ("="%50)

print(f"gamma_1_yx = {gamma_1_yx}")
print (f"gamma_O_yx = {gamma_O_yx}")
print(f"line_x = {line_x}")

\ J
n=38
moy_x =7
moy_y = 5
var_x = 33/2

var_.y = 7
cov_xy = 21/2

gamma_1_xy = 7/11
gamma_O_xy = 6/11

r_xy = sqrt(462)/22
line_y = 7*x/11 + 6/11

gamma_1_yx = 3/2
gamma_0O_yx = -1/2
line_x = 3%y/2 - 1/2

Exercice 4.4 (Régression linéaire) ¥
Calculer les droites de meilleur approximation de I'en- 8 g
semble de points suivant: Z; ’
x|3 56 8 9 11 3 -
y|2 3 46 5 8 2 2
1A
ainsi que leurs coefficients de corrélation. 61234567891011%

Correction
Nous avons une série statistique double avec une population d’effectif n = 6.
Pour calculer la droite de régression de y par rapport a x on calcule les quantités suivantes:

1 42

X=— X = 7
nk; "6
1 28 14
Y—;%J’k—g—?
1 336
VR ==Y xi-%=—-49=7
n = 6
Cocy) = X ji-x R U
X, = — — = — =
= Ve~ Xy=— 3

k=1
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_Cxy 5

M=V "7

) o1

Yo=y-YiX=-2
1 154 142 77x3-14%2 35
nizk 6 9 9 9

C(x, 3
rmw=——£91—:—v€>09

La droite cherchée a donc pour équation y = yp+y;x = —% + %x avec une forte corrélation (mais cela ne dit rien sur la
causalité entre les deux quantités!).
Pour calculer la droite de régression de x par rapport a y on calcule les quantités suivantes:

Cly,x) =Cx,y) =5

, Clyx 9
1. =~V =5

Viy) 7
Yo=%-Y\¥=1

-

La droite cherchée a donc pour équation x =y, + Y,y =1+ %y, soit encore y = —g + gx.

Onvoitque y1y; =22 =22 =r2

s A

import sympy as sp

XX

yy

sp.Matrix([3,5,6,8,9,11])
sp.-Matrix([2,3,4,6,5,8])

n = len(xx)

moy_x = sum(xx)/n

moy_y = sum(yy)/n

var_x = sum((xi-moy_x)**2 for xi in xx) / n

var_y = sum((yi-moy_y)**2 for yi in yy) / n

cov_xy = sum((xx[i]-moy_x)*(yy[i]l-moy_y) for i in range(n)) / n

print(f"{n = }")
print (f"{moy_x
print (£"{moy_y
print (f"{var_x =
print (f"{var_y
print (f"{cov_xy = }")

]
o e ]
V\_/\_/v

gamma_1_xy = cov_xy / var_x
gamma_O_xy = moy_y - gamma_l_xy * moy_x
r_xy = cov_xy / sp.sqrt(var_x * var_y)

x = sp.Symbol('x', real=True)
line_y = gamma_O_xy + gamma_1_xy * x

print ("="*50)
print (f"{gamma_1_xy = }")
print(f"{gamma_0_xy = }")
print (f"{r_xy = }'

print (f"{line_y =

D)
")

gamma_1_yx = cov_xy / var_y
gamma_O_yx = moy_x - gamma_l_yx * moy_y
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print ("="%50)
print(f"gamma_1_yx
print (f"gamma_0_yx
print(f"line_x

y = sp.Symbol('y', real=True)
line_x = gamma_O_yx + gamma_1_yx * y

{gamma_1_yx}")
{gamma_0_yx}")
{line_x1}")

n==6

moy_x =7
moy_y = 14/3
var_.x = 7
var_y = 35/9

cov_xy = 5

gamma_1_xy = 5/7
gamma_0_xy = -1/3
r_xy = 3*sqrt(5)/7
line_y = 5*x/7 - 1/3

gamma_1_yx = 9/7
gamma_O_yx = 1
line_x = 9xy/7 + 1

Exercice 4.5

marginales.

Soit le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x et y:

of

B

p1=0 Pa=1

ap=-—1
a =1

mai=a | njp=10
np1 = 10 npo = b

2. Calculer les distributions conditionnelles.
3. Calculer le coefficient de corrélation linéaire.

1. Calculer les distributions marginales et écrire le tableau des fréquences de chaque couple et des fréquences

Correction

Ce tableau indique qu’on observe 10 fois le couple (1,0), 10 fois le couple (-1, 1), a fois le couple (—1,0) et b fois le
couple (1,1). On a donc au mieux p x g = 4 points distincts (qa;, [3j) chacun avec un poids n; ;:

(10)

p

(b)

(a)

(10)

Si a = b =0, alors on a seulement deux observations différentes sur deux variables (10 fois ’'observation (1,0) et 10
fois 'observation (—1,1)): r = —1 (la droite de régression linéaire passe forcement par ces deux points et la pente est
négative: la droite a pour équation y = — % (x—-1)).

Sia=b=10,ilyaindépendance puisque les profils en lignes sont identiques donc r = 0 (la droite a pour équation

y=3.
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Sia=0etb=10,iln'yaniindépendance (r # 0), ni liaison linéaire (r # +1). Méme comportement sisi a =10 et b = 0.

Vérifions ce raisonnement par les calculs.
1. Distributions marginales

o Effectifs marginaux de «; :
ny.=10+a np.=10+b

etona ij n;.=20+a+ b = n. Autrement dit, indépendamment de I'observation de y, on observe 10 + a
fois la valeur x =a; = —1 et 10 + b fois la valeur x = a = 1.

(a+10) (i0+b)

1 T a

n.o = 10+b

* Effectifs marginauxdef;:

ni1=10+a

etona 27:12 n.j =20+ a+ b= n. Autrement dit, indépendamment de I'observation de x, on observe 10 + a
foisla valeur y =1 =0 et 10 + b fois la valeur y =3, = 1.

p
(10+ b)
(a+10)
e Tableau des effectifs
% . .
B1=0 Br=1 Effectif marginal de «;
of
o =-1 n=a ny =10 n,=10+a
ar =1 np1 = 10 npo = b np. = 10+ b
Effectif marginalde; | n.;=10+a | n.,=10+b n=20+a+b
Tableau des fréquences
@ .
p1=0 Po=1 Fréquence marginale de «;
o
y _ ___10 _ _10+
o =1 ha= 20+Lzz+b fhe= 20+a+b h.= 2o+afb
- __10 __ b _ _10+b
=1 fo1= svap | 22 = s anp for = Fovarp
4 : _ _l10+ _ _10+b
Fréquence marginale de B; | f1= 507595 | f2= 50va25 1

2. Distributions conditionnelles:
¢ Dexsachanty:

o Dexsachant §; (on ne regarde que la colonne y =f1):

fij a
fi:llj:lz_]: )
f,j 10+ a
Figyiy = 12 10
ST T 10+a

Xj=1= fi=1]j=101 + fi=2|j=102 =

150

10—a
10+a

fréquence conditionnelle de o; sachant 3;

fréquence conditionnelle de o, sachant 3;
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o Dexsachant 3, (on ne regarde que la colonne y =f,):

fi=1j=2= % =055’ fréquence conditionnelle de «; sachant 3,
]
fij b . iy
fiz2lj=2 = f_ = 1055’ fréquence conditionnelle de a» sachant 3,
]
- 10-b
Xj=2 = fi=1]j=201 + fi=g|j=202 =
=2 lel]21fz2|;2210+b

o Tableau des profiles en colonne fj);:

Profiles en colonne f;;
B
B1=0 Bo=1
o
10
a=-1 fin=1 | 2= 1043
10
=1 fon=1:2 | 2= 1053
1 1
e Deysachantx:
o Deysachant a; (on ne regarde que laligne x = o)
fi=1ji=1 = & -4 fréquence conditionnelle de ; sachant «
e S T d ! !
fi=2)i=1 = & -0 fréquence conditionnelle de ; sachant «
j=2li=1 fi. 10+a q 2 1
Fics = fj=tiimibi + fj-aiizibe = =
Yi=1= Jj=11i=1P1 + Jj=2/i=1P2 = 10+a
o Deysachant a, (on ne regarde que la ligne x = ay):
fi=1)i=2 = h '~ fréquence conditionnelle de 3; sachant «
j=1li=2 = I3 10+’ q 1 2
fi=21i=2 = h o b fréquence conditionnelle de 3, sachant «
j=2li=2 I3 0+ q 2 2
_ b
Vi=2 = fi=11i=2P1 + fi=2ji=2P2 = T

o Tableau des profiles en ligne fj;:

Profiles en ligne fj;
B
ﬁl:O ﬁzzl
o
o =-1 fin = 54 fIIZZ% 1
o =1 fon=10% | foz= 1ol-J+b 1
3. Calcul du coefficient de corrélation linéaire r:
1 (10+a) x (=1) + (10 + b) x (1) b-a
X:—an‘,.ai: = ’
ns 20+a+b 20+a+b
1y i .ﬁ._(1()+a)><(0)+(10+b)><(1)_ 10+b
y_nj:1 IR 20+a+b T 20+a+b’
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12 5 o (10+a)x (=1?+(10+b) x (1)2 (b-a)? (b-a)? ab+10a+10b+100
V) ==) nj.o-X" = - 5=1- 5 = >

nis 20+a+b (20+a+b) (20+a+b) (20+a+b)

1J 10+ a) x (0)% + (10 + b) x (1)? 10+ b)? 10+b 10+b a+10)(b+10
Vg =Ly p progr s L0H@x O+ A0+ D xMF )2: (_ ):( )( 2),

niD 20+a+b 20+a+Db) 20+a+b 20+a+b 20+a+Db)

124 o oax(-Dx0+10x (D x D) +10x () x 0 +bx (1) x(1) (b—a)10+Db)
C(x,y)—zi;];”z,/“zﬁj—xy— 20+a+b  (20+a+b)?

ab—100
20+ a+b)?’
Cxy ab—-100

rx,y = = )
y VV®V() Va+10Vb+10Vab+10a+10b+100

En particulier on voitquesia=b=0alorsr =—-1,sia=0etb=10alors r = —%, sia=b=10alors r =0.
De plus, si on calcule les coefficients y; de la régression linéaire de y en fonction de x (pente de la droite) on
trouve:
_Cxy 1 ab-100
1=V ~ 2ab+10a+10b+100

Sia=balorsy; = 2(‘;_—31%) : en particulier, si a = b= 10 alors y; =0. Si a =0 alors y; = ﬁ?o < 0: en particulier, si
b=0alorsy; = —%. Méme calcul si b=0cary; = #?0 <0.
Exercice 4.6
Reproduire les graphes de I'exemple a la page 137.
( )

Correction
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

xx_A = np.array([10.0, 8.0, 13.0, 9.0, 11.0, 14.0, 6.0, 4.0, 12.0, 7.0, 5.01)

yy_A np.array([8.04, 6.95, 7.58, 8.81, 8.33, 9.96, 7.24, 4.26, 10.84, 4.82,

—~ 5.68])

xx_B = np.array([10.0, 8.0, 13.0, 9.0, 11.0, 14.0, 6.0, 4.0, 12.0, 7.0, 5.0]1)

yy_B = np.array([9.14, 8.14, 8.74, 8.77, 9.26, 8.10, 6.13, 3.10, 9.13, 7.26,

~ 4.74])

xx_C = np.array([10.0, 8.0, 13.0, 9.0, 11.0, 14.0, 6.0, 4.0, 12.0, 7.0, 5.01)

yy_C = np.array([7.46, 6.77, 12.74, 7.11, 7.81, 8.84, 6.08, 5.39, 8.15, 6.42,
5.731)

xx_D = np.array([8.0, 8.0, 8.0, 8.0, 8.0, 8.0, 8.0, 8.0, 19.0, 8.0, 8.0])

yy_D = np.array([6.58, 5.76, 7.71, 8.84, 8.47, 7.04, 5.25, 5.56, 12.50, 7.91,

~ 6.89])

T = np.array([xx_A, yy_A, xx_B, yy_B, xx_C, yy_C, xx_D, yy_D1).T
Cas = [nAn, IIBII, IICII, IIDII]

for i in range(4):
CAS = Cas[i]
xx = T[:, 2%i]
yy = Tl:, 2%i+1]
r_xy = np.cov(xx, yy, ddof=0) [0, 1] / np.sqrt(np.var(xx, ddof=0) *
— np.var(yy, ddof=0))
plt.subplot(2, 2, i+1)
plt.plot(xx, yy, '*')
gamma_1 = np.cov(xx, yy, ddof=0) [0, 1] / np.var(xx, ddof=0)
gamma_O = np.mean(yy) - gamma_1 * np.mean(xx)
d = lambda x: gamma_0O + gamma_1 * x
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plt.plot(xx, d(xx), 'r:')
plt.title(CAS)

plt.tight_layout()
plt.savefig("Codes/stat_python.png")

Exercice 4.7
Reproduire les graphes de 'exemple a la page 137.

Correction

import numpy as np

import rnaqﬂoﬂﬂxp§5kn as plt

-~ 0.3, 1.1, 1.7, 9, 1.3, 0.05, 5, 1.6])
-~ 385, 228, 383, 1708, 120, 154, 1172, 31)

for i in range(2):

if i ==
xx = XX
yy =YY

else:
idx = np.argmax(YY)
xx = np.delete (XX, idx)
yy = np.delete(YY, idx)
idx = np.argmax(yy)
xx = np.delete(xx, idx)
yy = np.delete(yy, idx)

plt.figure()

moy_x = np.mean(xx)

moy_y = np.mean(yy)

sigma_x = np.std(xx, ddof=0)
sigma_y = np.std(yy, ddof=0)

— np.var(yy, ddof=0))
plt.plot(xx, yy, '*')

gamma_O = np.mean(yy) - gamma_1 * np.mean(xx)

d = lambda x: gamma_O + gamma_1 * x

plt.plot(xx, d(xx), 'r:')
plt.savefig(f"Codes/STAT/sodium{i+1}_python.png")

XX = np.array([1.3, 0.9, 1, 0.6, 3, 0.05, 2, 0.25, 0.05, 0.5, 0.05, 2.1, 0.6,

YY = np.array([439, 650, 150, 34, 651, 11.5, 230, 7, 11.5, 434, 31, 255, 35,

r_xy = np.cov(xx, yy, ddof=0)[0, 1] / np.sqrt(np.var(xx, ddof=0) *

gamma_1 = np.cov(xx, yy, ddof=0) [0, 1] / np.var(xx, ddof=0)
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