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Les ensembles de nombres 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ℕ ⊂ ℤ ⊂ ℚ ⊂ ℝ ⊂ ℂ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ensemble des entiers naturels pairs : {0 ; 2 ; 4 ; 6 ; … ; 2n où n ∈ ℕ ; … } 
 
Ensemble des entiers naturels impairs : {1 ; 3 ; 5 ; 7 ; … ; 2n + 1 où n ∈ ℕ ; … } 
 
Ensemble des entiers relatifs pairs : {… ; −6 ; −4 ;  −2 ;  0 ; 2 ; 4 ; 6 ; … ; 2k où k ∈ ℤ ; … } 
 
Ensemble des entiers relatifs impairs : {… ; −5 ; −3 ;  −1 ;  1 ; 3 ; 5 ; 7 ; … ; 2k + 1 où k ∈ ℤ ; … } 

Ensemble des nombres entiers naturels : ℕ = {0 ; 1 ; 2 ; 3 ;  … ; 𝑛 ; … } 
 

Ensemble des nombres entiers relatifs :                                                       
  ℤ = {… ; −3 ; −2 ; −1 ;  0 ; 1 ; 2 ; 3 ; … ; k ; … } 
 

Ensembles des nombres rationnels : ℚ = ቄ
ୟ

ୠ
 ; a ∈ ℤ et b ∈ ℤ∗ቅ 

 

Ensembles des nombres réels : ℝ = ℚ ∪ ൛√2 ;  e ;  π ; … ; x ; … ൟᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ 

                                                                                  nombres irrationnels 
         

Ensemble des nombres complexes :  
   ℂ = {a + ib ; a, b ∈ ℝ et iଶ = −1} 
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a, b ∈ ℝ 

iଶ = −1 
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Calculs de base 
a × a × … × aᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ = a୬ 

n facteurs 

1

a୬
= aି୬ 

a 0 
0a 1  nm aa a୫ା୬ 

  
nma  a୫×୬ 


n

m

a

a
a୫ି୬ 

a 0 

  nab a୬b୬ 









n

b

a ୟ౤

ୠ౤ 

0b   


b

c

b

a ୟାୡ

ୠ
 

0b   


d

c

b

a ୟୡ

ୠୢ
 

0b  et 0d   



b

a
1 ୠ

ୟ
 

0b  et 0a   



d

c
b

a
ୟ

ୠ
×

ୢ

ୡ
=

ୟୢ

ୠୡ
 

0b  , 0c  et 0d   
 

a

b
+

c

d
=

ad + cb

bd
 

0b  et 0d   
 

ab

cb
=

a

c
 

0b  , 0c   

ax + b = 0 ⇔ x = −
b

a
 

a≠ 0 

ax + b ≤ 0

⇔ ൞
x ≤ −

b

a
si a > 0

x ≥ −
b

a
si a < 0

 

 

Soit x 0 , x x
భ

మ 
 

Soit x 0 ,  

  xxx
2
 = x 

 

Soit a 0 , 2a a 
 

Soit a 0 , 2a - a 

 

2a ቄ
a si a ≥ 0

−a si a ≤ 0
= |a| 

 

Soit a>0, 
1

√a
=

√a

√a√a
=

√a

a
 

 

  
2

yx  x+2√x. ඥy + y 

x 0 , y 0  
 

 

  
2

yx  x-2√x. ඥy + y 

Si x 0 , y 0  

 

   yxyx x-y 

x 0 , y 0  

 

yx

1


=

√୶ିඥ୷

୶ି୷
 

x 0 , y 0 , x y  
 

ab √a√b 

a 0 , b 0  

 


b

a √ୟ

√ୠ
 

a 0 , b>0 

Soit x, un nombre positif et n un entier naturel non nul, la racine nième de x, notée √x
౤

= xଵ/୬  est le nombre réel positif y tel que 
y୬ = x 

 
aଶ + 2ab + bଶ = (a + b)ଶ 

on factorıseሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

on développeሬ⃖ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ 
 

 
aଶ − 2ab + bଶ = (a − b)ଶ 

on factorıseሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

on développeሬ⃖ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ 
 

 
aଶ − bଶ = (a − b)(a + b) 

on factorıseሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

on développeሬ⃖ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ 
 

 
aଶ + bଶ = (a − ib)(a + ib) 

on factorıseሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

on développeሬ⃖ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ 
( i² = -1 ) 

aଷ + 3aଶb + 3abଶ + bଷ = (a + b)ଷ aଷ − 3aଶb + 3abଶ − bଷ = (a − b)ଷ 
 

Factorisation et signe de P(x) = axଶ + bx + c avec a ≠ 0 : on résout P(x) = 0. On calcule le discriminant Δ = bଶ − 4ac 

- Si Δ > 0, 𝑃 𝑝𝑜𝑠𝑠è𝑑𝑒 𝑑𝑒𝑢𝑥 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒𝑠 𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒𝑠 ∶  xଵ =
ିୠା√୼

ଶୟ
 et xଶ =

ିୠି√୼

ଶୟ
, alors P(x) = a(x − xଵ)(x − xଶ) est la factorisation de 

P. "P(x) est du signe de -a entre les racines ". 

- Si Δ = 0, P possède une racine réelle double ∶  xଵ =
ିୠ

ଶୟ
 , alors P(x) = a(x − xଵ)ଶ est la factorisation de P. 

P(x) est du signe de a. 

- Si Δ < 0, 𝑃 𝑝𝑜𝑠𝑠è𝑑𝑒 𝑑𝑒𝑢𝑥 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑔𝑢é𝑒𝑠 ∶  zଵ =
ିୠା୧ඥ|୼|

ଶୟ
 et zଶ =

ିୠି୧ඥ|୼|

ଶୟ
, alors P(x) = a(x − zଵ)(x − zଶ) 

est la factorisation de P dans ℂ. P est du signe de a. 

Remarque :  Soit P(x) = xଶ − s. x + p  . x1 et x2, les racines de P vérifient alors le système suivant : ቄ
𝑠 = 𝑥ଵ + 𝑥ଶ

𝑝 = 𝑥ଵ × 𝑥ଶ
 

 
Factoriel d'un entier naturel Soit n, un entier naturel non nul, on appelle factoriel de n et on note n!, le produit des n premiers entiers 
naturels :   n! = 1 × 2 × 3 × … × n   Par convention 0! = 1. 
Exemple : 1! = 1   ;   2! = 2   ;   3! = 6   ;   4!=24    ;   5! = 120 etc...  
On remarque que 4! = 4 × 3!  ou encore que 5! = 5 × 4!  , plus généralement : n! = 𝑛 × (𝑛 − 1)! 



 
Proportionnalité       Deux grandeurs X et Y non nulles sont proportionnelles, lorsqu'il existe un réel k non nul tel que : 
 

 
 

Valeurs de X Valeurs de Y 
xଵ yଵ 
xଶ yଶ 
... ... 
x୬ y୬ 

 
 

× k 

 
yଵ = k. xଵ

yଶ = k. xଶ

…
y୬ = k. x୬

ൢ se note aussi ∀ 𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑛} y୧ = k. x୧ 

 
On a donc aussi : 

୷భ

୶భ
=

୷మ

୶మ
= ⋯ =

୷౤

୶౤
= k 

Ou encore : xଵyଶ = xଶyଵ etc... 
 
 

 
En pratique, sachant que X et Y sont deux grandeurs proportionnelles, ne connaissant pas k, le coefficient de proportionnalité,  

 
 
 
 
 
 

Valeurs de X Valeurs de Y 
xଵ yଵ 

x inconnu y connu 
... ... 

 
 

× ? 
 

La fonction f, définie par : f(x) = k.x est appelée fonction 
linéaire. Sa représentation graphique est la droite passant par 
O, l'origine du repère et ayant pour coefficient directeur 
(pente) k. 

 

 
 

On obtient x en résolvant l'équation :  

xଵy = xyଵ ⇔ x =
xଵy

yଵ

 

 

 

  
 

 
Equation (réduite) de la droite (AB)  y = m.x + p  où m est le coefficient directeur (la pente) de (AB) et p est l'ordonnée à 
l'origine. 

 

 
Calcul de la pente m :  
Si on connaît les coordonnées de A et B : m = 

୷ాି୷ఽ

୶ాି୶ఽ
(A≠ B) 

Calcul de l'ordonnée à l'origine p :  
Si on connaît le point Q, intersection de (AB) et de l'axe des 
ordonnées, on en déduit facilement  p = y୕,  
Si non, on résout l'équation : y୅ = m. x୅ + p (en effet, A∈ (AB)), 
et on obtient : p = y୅ − m. x୅ 
 
Remarques : - Δ𝑦 et Δ𝑥 sont proportionnels, puisque Δ𝑦 = 𝑚. Δ𝑥 
- La fonction f, définie par : f(x) = m.x +p est appelée fonction 
affine. Sa représentation graphique est la droite passant par le 
point (0 ; p), et ayant pour coefficient directeur (pente) m. 

 

 
Implication et équivalence par l'exemple 
Implication : x = 3 ⟹ xଶ = 9, mais la réciproque est fausse : x = 3 ⇍ xଶ = 9 
Equivalence : x = 3 ou − 3 ⟹ xଶ = 9, et la réciproque est vraie : x = 3 ou − 3 ⇐ xଶ = 9.  
On écrit alors : x = 3 ou − 3 ⇔ xଶ = 9 ou encore : xଶ = 9 ⟺ x = 3 ou − 3  qui est une équivalence. 
 

y = k.x     
avec k>0 

x 

y 

O 

y = k.x     
avec k<0 

p 

x 

y 

O 

A 

B 

∆x = x୆ − x୅ 

∆y = y୆ − y୅ 

m =
∆y

∆x
 

y = mx+ p 



 
Le système métrique 
 

1 m = 10 dm = 100 cm = 1000 mm ; 1 mm = 10-3 m 
 
 

1 m² = 100 dm² = 10000 cm² = 1000000 mm² ; 2 m² = 200 dm² 
 

1 m3 = 1000 dm3 = 1000000 cm3 = 1000000000 mm3 ; 5 mm3 = 5.10-3 m3 ; 1 l = 1dm 3 

 

Longueur 

kilomètre hectomètre décamètre mètre décimètre centimètre millimètre 
km hm dam m dm cm mm 

0,001 0,01 0,1 1 10 100 1000 
10-3 10-2 10-1 1 10 102 103 

Surface 

kilomètre 
carré 

hectomètre 
carré 

décamètre 
carré 

mètre carré 
décimètre 

carré 
centimètre 

carré 
millimètre 

carré 
km² hm² dam² m² dm² cm² mm² 

0,000001 0,0001 0,01 1 100 10000 1000000 
10-6 10-4 10-2 1 102 104 106 

Volume 

kilomètre 
cube 

hectomètre 
cube 

décamètre 
cube 

mètre cube 
décimètre 

cube 
centimètre 

cube 
millimètre 

cube 
km3 hm3 dam3 m3 dm3 cm3 mm3 

10-9 10-6 10-3 1 103 106 109 

 
Préfixes multiples et sous-multiples de 1000 
 

 
 

E exa P peta T téra G giga M méga k kilo  m milli µ micro n nano p pico f femto 
1018 1015 1012 109 106 103 1 10-3 10-6 10-9 10-12 10-15 

      unité      

 
Unités de base et unités dérivés du SI (Système international) 
 
Le système international (SI) définit toutes les unités à partir de sept unités de base : Le mètre m (unité de longueur), le 
kilogramme kg (unité de masse), la seconde s (unité de temps), l’Ampère A (unité de courant électrique), le Kelvin K (unité de 
température), la molle mol (unité de quantité de matière), la candela cd (unité d’intensité lumineuse). 
 
Toutes les autres unités sont dérivées de ces sept unités de base. Elles s’obtiennent en les multipliant ou en les divisant les unes par 
les autres, en suivant les formules de physique associées. 
exples Le kilowatt-heure (noté kWh ou kW.h ) utilisé pour mesurer la consommation d’électricité est le produit d’une puissance et 
d’un temps. L’ampère heure (noté Ah ou A.h) est le produit de deux unités : l’Ampère et l’heure.  
Le kilomètre par heure (noté km/h ou km.h-1) ou le mètre par seconde (noté m/s ou m.s-1) sont utilisés pour mesurer la vitesse 

(dont la formule est : 
ௗ௜௦௧௔௡௖௘

௧௘௠௣௦
). Ainsi 36 km/h = 36.1000 m / 3600 s soit : 36 km/h = 10 m/s . L’accélération qui est la variation de 

la vitesse, s’exprime en « (mètres par seconde) par seconde », soit en (m/s)/s = m/s² « mètre par seconde au carré ».  
 
Certaines grandeurs bien que dérivées des unités de base auront un nom particulier. 
Exples La quantité d’électricité est donnée en ampère heure (A.h), si le temps est compté en heure. Mais on exprime aussi la 
quantité d’électricité en Coulomb (C), produit de l’intensité en A par le temps en s : 1 C = 1 A.s. 
 
Les unités de mesure - http://www.metrologie-francaise.fr/fr/si/unites-mesure.asp  
Bureau International des Poids et Mesures - http://www.bipm.org/fr/measurement-units/ 

 
 
 



 
 
Formulaire de trigonométrie 
 

 )(sin)(cos 22
 1  

 

tan( ) = 
ୱ୧୬ (஘)

ୡ୭ୱ (஘)
   ∀   

஠

ଶ
+ kπ où kϵℤ       

 tan (θ) est la pente de la droite (OM) 
 

 )(tan1 2 ଵ

ୡ୭ୱమ(஘)
   ∀   

஠

ଶ
+ kπ où kϵℤ        

 
 

y t( )

z s( )

x t( ) s

 
 

 

 
cos(a+b) = cosa. cosb − sina. sinb 
 
cos(a-b) = cosa.cosb + sina.sinb 
 
cos(2a) = cosଶa − sinଶa 
 

sin(a+b) = sina. cosb + cosa. sinb 
 
sin(a-b) = sina. cosb − cosa. sinb 
 
sin(2a) = 2. sina. cosa 
 

 

 
Formules de linéarisation : (Transformation d’un produit en somme) 
 

 

)a(cos 2
 = 

ଵାୡ୭ୱ(ଶୟ)

ଶ
 

 

)a(sin 2
 = 

ଵିୡ୭ୱ(ଶୟ)

ଶ
 

sin(a).cos(b) = 
ୱ୧୬ (ୟାୠ)ାୱ୧୬(ୟିୠ)

ଶ
 

 

sin(a).sin(b) = 
ୡ୭ୱ(ୟିୠ)ିୡ୭ୱ(ୟାୠ)

ଶ
 

 

cos(a).cos(b) = 
ୡ୭ୱ(ୟିୠ)ାୡ୭ୱ(ୟାୠ)

ଶ
 

 
 

 

tan(a+b) = 
୲ୟ୬ୟା୲ୟ୬ୠ

ଵି୲ୟ୬ୟ.୲ୟ୬ୠ
                 tan(a-b) = 

୲ୟ୬ୟି୲ୟ୬ୠ

ଵା୲ୟ୬ୟ.୲ୟ୬ୠ
                 tan(2a) = 

ଶ.୲ୟ୬ୟ

ଵି୲ୟ୬మୟ
 

 
 
Dérivées :  
 
(cos(x))ᇱ = −sin (x)                 (cos(ax + b))ᇱ = −a. sin (ax + b)                 (cos(U))ᇱ = −U′. sin (u) 
 
 
(sin (x))ᇱ = cos (x)                    (sin(ax + b))ᇱ = a. cos (ax + b)                   (sin(U))ᇱ = U′. cos (u) 
 
(tan(x))ᇱ = 1 + tanଶ(x) =

ଵ

ୡ୭ୱమ(୶)
     ∀ x ≠

஠

ଶ
+ kπ ; k ∈ ℤ  

 
(tan(ax + b))ᇱ = a. ൫1 + tanଶ(ax + b)൯ =

ୟ

ୡ୭ୱమ(ୟ୶ାୠ)
     ∀ ax + b ≠

஠

ଶ
+ kπ ; k ∈ ℤ 

 
 

Primitives de sin(ax+b) : - 
ଵ

ୟ
cos (ax + b) + Cte (a≠ 0)                       Primitives de U'.sin(U) : - cos (U) + Cte 

 

Primitives de cos (ax+b) : 
ଵ

ୟ
sin (ax + b) + Cte (a≠ 0)                         Primitives de U'.cos (U) : sin (U) + Cte 

 

Primitives de 
ଵ

ୡ୭ୱమ(ୟ୶ାୠ)
= 1 + tanଶ(ax + b) :  

ଵ

ୟ
tan (ax + b) + Cte (a≠ 0) 

 

Primitives de 
୙ᇱ

ୡ୭ୱమ(୙)
= Uᇱ. ൫1 + tanଶ(U)൯ :  tan (u) + Cte 

 

I 
cosθ 

J 

sinθ tanθ 
θ 

M 

O 



 
Les nombres complexes 
 

               

Le module de Z  est noté Z ou encore ቚ Z ቚ, c’est la distance de O à M, donc 22 yxZ   

L’argument de Z  est noté  Zarg , c’est la mesure en radians de l’angle de vecteur orienté )OM,OI(


,  

déterminée à 𝟐𝐤𝛑 près (𝐤 ∈ ℤ). On note  Zarg , on a alors :  

0Z si    

Z

)ZIm(

 Z de module

 Z de imaginaire partie

Z

y
)sin(

Z

)ZRe(

 Z de module

 Z de réelle partie

Z

x
)cos(















. 

 
Le plan complexe est muni d’un 

RON (O ;


OI , 


OJ ) orienté dans 
le sens direct.  

y.jxZ   où x,y RI   

  
Le point M(x,y) est appelé image 

de Z . 

Z  est appelé l’affixe du point M. 

Z  est aussi appelé l’affixe du 

vecteur  


 j.yi.xOM  

 
Calcul d’un argument  
Si x est non nul, alors : 

𝐚𝐫𝐠(𝐱 + 𝐣𝐲)

= ൞
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 ቀ

𝐲

𝐱
ቁ  𝐬𝐢 𝐱 > 𝟎

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 ቀ
𝐲

𝐱
ቁ ± 𝛑 𝐬𝐢 𝐱 < 𝟎

 

 
 

  
 

Forme algébrique de Z  :  

          y.jxZ   (coordonnées cartésiennes) 

Forme trigonométrique de Z  :  

           )sin(.j)cos(.Z)sin(.Z.j)cos(.ZZ   (coordonnées polaires) 

Forme exponentielle, géométrique ou polaire : Euler a noté )sin(.j)cos(e j 
 

           
 .je.ZZ  

Nombre complexe conjugué  de Z  : Soit y.jxZ  , on appelle conjugué de Z , et on note Z , le 

nombre complexe défini par : y.jxZ  .   Si  .je.ZZ , alors Z = 𝐙. 𝐞ି𝐣𝛉  

x est la partie réelle de 𝐙 
On note : 𝐱 = 𝓡𝐞(𝐙 ) 

       où RI  , RI   et  

y est la partie imaginaire de 𝐙 
On note : 𝐲 = 𝐈𝐦(𝐙 ) 

O 
Re( Z ) 

Im( Z ) 

I 

J 

+ 

x 

y 

Z 

θ 

M(x+jy = Ze୨஘) 

Z 

−θ 

-y M(x-jy = Zeି୨஘) 



 
 


















.k.2'

'ZZ

)'ZIm()ZIm(

)'ZRe()ZRe(
'ZZ  

 
 

 'Z.Zarg  arg( Z ) + arg( Z ') + 2k𝜋 ,  k ∈ ℤ , et ቚ Z . Z ′ቚ = ቚ Z ቚ . ቚ Z ′ቚ 

 









'Z

Z
arg  arg( Z ) − arg( Z ') + 2k𝜋 ,  k ∈ ℤ  , et ቮ

Z

Z ′

ቮ =
อ Z อ

อ Z ′อ

 

 
 









Z

1
arg − arg( Z ') + 2k𝜋 ,  k ∈ ℤ  , et ቮ

ଵ

Z
ቮ =

ଵ

อ Z อ

 

 

 nZarg n × arg( Z )+ 2k𝜋 ,  k ∈ ℤ  , et 
nn ZZ   

 
 

    Z.je.Z.jZe
d

d
Z

d

d .j.j 





              « Dériver par rapport à   c’est multiplier par j » 

Une primitive de Z  par rapport à   est Z.j
j

Z
         « Intégrer par rapport à   c’est multiplier par –j » 

 
 

 ZRe.2ZZ  
    ;     ZIm.j.2ZZ  

    ;    2ZZ.Z 
   

 

 

Formules d'Euler : cos θ =
ୣౠಐାୣషౠಐ

ଶ
 et sin θ =

ୣౠಐିୣషౠಐ

ଶ୨
 

 

 
Formule de Moivre :   )nsin(j)ncos()sin(j)cos( n   
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
Dérivabilité 
 
Soit f, une fonction définie en a, on dit que f est dérivable en a lorsque : la limite suivante 

lim
୶→ୟ

୤(୶)ି୤(ୟ)

୶ିୟ
  existe et est finie. On la note alors f ᇱ(a) et on l’appelle nombre dérivé de f en a.  

 
Soit f, une fonction définie sur I un intervalle de RI  , on dit que f est dérivable sur I, lorsque f est 
dérivable en tout point a de I. On appelle alors fonction dérivée de f et on note f ’, la fonction qui à 
tout élément a de I, associe son nombre dérivé  f ᇱ(a). 
 
Si f et g sont dérivables sur I, alors : 𝛂𝐟, f+g, 𝐟 × 𝐠 et f/g  (avec g≠ 𝟎) sont dérivables sur I. 
(𝛂 𝐞𝐬𝐭 𝐮𝐧 𝐧𝐨𝐦𝐛𝐫𝐞 𝐫é𝐞𝐥) et  

(𝛂𝐟)ᇱ = 𝛂𝐟′ , (𝐟 + 𝐠)ᇱ = 𝐟ᇱ + 𝐠′ , (𝐟𝐠)ᇱ = 𝐟ᇱ𝐠 + 𝐟𝐠′ et (𝐟/𝐠)ᇱ =
𝐟ᇲ𝐠ି𝐟𝐠ᇱ

𝐠𝟐
 . 

Si f est dérivable sur I et g est dérivable sur f(I), alors 𝐠 ∘ 𝐟 est dérivable sur I et : 
 (𝐠 ∘ 𝐟)ᇱ = (𝐠ᇱ ∘ 𝐟) × 𝐟′ (voir colonne de droite du tableau ci-dessous) 

 
 
 
Soit U, une fonction dérivable sur I :  

 
 

 
 

 
(x୬)ᇱ = n. x୬ିଵ   ∀x ∈  ℝ  ∀n ∈ ℕ − {1} 
 

(𝐔𝐧)ᇱ = 𝐧. 𝐔ᇱ. 𝐔𝐧ି𝟏   ,  𝐔(𝐈) ⊆  ℝ 

 

൫√x൯′= 
ଵ

ଶ√୶
    ∀x ∈  ℝା

∗ =]0; +∞[ 

 

൫√𝐔൯′= 
𝐔ᇱ

𝟐√𝐔
   ,  𝐔(𝐈) ⊆  ℝା

∗  
 

ቀ
ଵ

୶
ቁ ′=−

ଵ

୶మ    ∀x ∈  ℝ⬚
∗  

 

ቀ
𝟏

𝐔
ቁ ′ = 

ି𝐔ᇱ

𝐔𝟐    ,  𝐔(𝐈) ⊆  ℝ⬚
∗  

 
(e୶)ᇱ = e୶    ∀x ∈  ℝ 
 

(𝐞𝐔)′ = 𝐔′. 𝐞𝐔   ,  𝐔(𝐈) ⊆  ℝ 

 
(ln(x))ᇱ =

ଵ

୶
    ∀x ∈  ℝା

∗  

 

(𝐥𝐧(𝐔))ᇱ =
𝐔ᇱ

𝐔
   ,  𝐔(𝐈) ⊆  ℝା

∗  

 
(sin(x))ᇱ = cos(x)   ∀x ∈  ℝ 
 

(𝐬𝐢𝐧(𝐔))ᇱ = 𝐔ᇱ. 𝐜𝐨𝐬 (𝐔)   ,  𝐔(𝐈) ⊆  ℝ 

 
(cos(x))ᇱ = − sin(x)   ∀x ∈  ℝ 
 

(𝐜𝐨𝐬(𝐔))ᇱ = −𝐔ᇱ. 𝐬𝐢𝐧 (𝐔)   ,  𝐔(𝐈) ⊆  ℝ 

 

(tan(x))ᇱ =
1

cosଶ(x)
= 1 + tanଶ(x) 

 

∀x ∈  ℝ − ቄ
π

2
+ kπ où kϵℤቅ 

 

(𝐭𝐚𝐧(𝐔))ᇱ =
𝐔ᇱ

𝐜𝐨𝐬𝟐(𝐔)
= ቀ𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐(𝐔)ቁ. 𝐔ᇱ 

 

𝐔(𝐈) ⊆  ℝ − ቄ
𝛑

𝟐
+ 𝐤𝛑 𝐨ù 𝐤𝛜ℤቅ 



 

 
Calcul intégral 
 
1) Toute fonction continue sur [a,b] est intégrable sur [a,b] 
2) Soit f, une fonction intégrable sur [a,b]. On appelle fonction primitive de f sur [a,b] toute fonction notée F, 
définie par : F’(x) = f(x)  b,ax . 

3) On note   dx)x(f toutes les fonctions primitives de f, on a donc : cte)x(Fdx)x(f   

4) Soit f, une fonction continue sur [a,b], soit F, une fonction primitive de f. On a alors : 

න 𝐟(𝐱)𝐝𝐱 = [𝐅(𝐱)]𝐚
𝐛 = 𝐅(𝐛) − 𝐅(𝐚)

𝐛

𝐚

 

 
Propriétés 
 
1) Soit f, g deux fonctions continues sur [a,b]. Soit   et   deux nombres réels. On a alors :                               

   
b

a

b

a

b

a

dt)t(gdt)t(fdt)t(g)t(f  

2) Relation de Chasles : Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé I. Soit a,b,c trois réels de I. On a 

alors :    
b

c

c

a

b

a

dt)t(fdt)t(fdt)t(f  

3)  
b

a

a

b

dt)t(fdt)t(f  

 

4) Soit f et g, deux fonctions continues sur [a,b] telles que )x(g)x(f   b,ax , on a alors :                                           

 
b

a

b

a

dx)x(gdx)x(f  

 
Parité et périodicité 

1) Si f est une fonction paire et continue sur [-a,a], alors :  


a

0

a

a

dx)x(f.2dx)x(f  

2) Si f est une fonction impaire et continue sur [-a,a], alors : 0dx)x(f
a

a




 

3) Si f est une fonction T-périodique, continue sur tout intervalle [a,a+T], alors :     
 T

0

Ta

a

dt)t(fdt)t(f  

 
Intégration par parties    Soit u et v deux fonctions dérivables sur [a,b] telles que u’ et v’ sont continues sur [a,b].  

                                            On a alors :                  ∫ 𝐮(𝐭). 𝐯′(𝐭)𝐝𝐭 = [𝐮(𝐭). 𝐯(𝐭)]𝐚
𝐛 − ∫ 𝐮ᇱ(𝐭). 𝐯(𝐭)𝐝𝐭

𝐛

𝐚

𝐛

𝐚
 

 
 
Changement de variables 

Soit f, une fonction continue sur [a,b].  Soit 
b

a

dx)x(fI . On pose )t(x  , où   est une fonction telle que : 

)(b ),(a  ,   est bijective et dérivable sur  ,  si   est croissante (et  ,  sinon). 

On a alors : )t('
dt

dx
  donc dt)t('dx  , et :  





 dt)t(' )t(fdx)x(fI
b

a

 



cte
1

x
dx.x

1







  ; 1  cte
1

U
dxU'.U

1







  ; 1  

ctexdx
x2

1
  cteUdx

U2

'U
  

cteedx.e xx   cteedx.e'.U UU   

cte)xln(dx
x

1
  cte)Uln(dx

U

'U
  

cte)xsin(dx).xcos(   cte)Usin(dx).Ucos('.U   

cte)xcos(dx).xsin(   cte)Ucos(dx).Usin('.U   

cte)xtan(dx.
)x(cos

1
2

  cte)Utan(dx.
)U(cos

'U
2

  

cte)xtan(dx)).x(tan1( 2   cte)Utan(dx)).U(tan1'.(U 2   

cte)xarcsin(dx.
x1

1
2




  cte)Uarcsin(dx.
U1

'U
2




  

cte)xarccos(dx.
x1

1
2





  cte)Uarccos(dx.

U1

'U
2





  

cte)xarctan(dx.
x1

1
2


  cte)Uarctan(dx.

U1

'U
2


  

cte)x(shdx).x(ch   cte)U(shdx).U(ch'.U   

cte)x(chdx).x(sh   cte)U(chdx).U(sh'.U   

cte)x(thdx.
)x(ch

1
2

  cte)U(thdx.
)U(ch

'U
2

  

cte)x(thdx)).x(th1( 2   cte)U(thdx)).U(th1'.(U 2   

cte)x(chargdx.
1x

1
2




  cte)U(chargdx.
1U

'U
2




  

cte)x(shargdx.
1x

1
2




  cte)U(shargdx.
1U

'U
2




  

cte)x(thargdx.
x1

1
2


  cte)U(thargdx.

U1

'U
2


  

 
 



 
Equations différentielles linéaires à coefficients constants du premier ordre 

 
Résolution Résoudre l’EDLCC : (E) 𝐚. 𝐲′(𝐱) + 𝐛. 𝐲(𝐱) = 𝐟(𝐱) (où 0a  , b sont des constantes et f une 
fonction continue sur I), c’est rechercher toutes les fonctions y(x) solutions dérivables dans I. Pour cela,  
Etape 1 : On résout l’équation homogène (ou sans second membre) associée : (E0) 𝐚. 𝐲′(𝐱) + 𝐛. 𝐲(𝐱) = 𝟎 

Les solutions de (E0) sont : y0(x)=  e.
x

a

b
 

  où    est une constante réelle. 
Etape 2 : On recherche une solution particulière de (E), que l’on note yp. 

Etape 3 : Les solutions de (E) sont alors toutes les fonctions de la forme : y(x)=y0(x)+yp(x) (on les appelle 
aussi solutions générales de (E)) 
 
 
Aide pour l’étape 2 : recherche d’une solution particulière de l’EDLCC : 𝐚. 𝐲′(𝐱) + 𝐛. 𝐲(𝐱) = 𝐟(𝐱) (E) 
- Si f est un polynôme, on cherchera alors yp sous forme d’un polynôme de même degré 
- Si 𝐟(𝐱) = 𝛂. 𝐜𝐨𝐬( 𝐦𝐱) + 𝛃. 𝐬𝐢𝐧( 𝐦𝐱) où 𝛂, 𝛃 et m sont des réels, on cherchera alors yp sous la même 
forme :  𝐲𝐩(𝐱) = 𝐀. 𝐜𝐨𝐬( 𝐦𝐱) + 𝐁. 𝐬𝐢𝐧( 𝐦𝐱) où A et B sont des constantes à déterminer 

- Si x.me).x(g)x(f   où g est une fonction continue sur I, et m un réel, on cherchera alors yp sous la même 

forme : 𝐲𝐩(𝐱) = 𝐳(𝐱). 𝐞𝐦.𝐱 où z est une fonction à déterminer. 
- Si 𝐟(𝐱) = 𝐟𝟏(𝐱) + 𝐟𝟐(𝐱) où f1 et f2 sont des fonctions, comme celles citées précédemment, on cherchera 
alors yp sous la même forme : 𝐟(𝐱) = 𝐲𝐩𝟏(𝐱) + 𝐲𝐩𝟐(𝐱) où yp1 est une solution particulière de l’équation 
𝐚. 𝐲′(𝐱) + 𝐛. 𝐲(𝐱) = 𝐟𝟏(𝐱) et yp2, une solution particulière de l’équation 𝐚. 𝐲′(𝐱) + 𝐛. 𝐲(𝐱) = 𝐟𝟐(𝐱). On 
appelle ce dernier point le théorème de superposition 
 
 
EDLCC du premier ordre avec condition initiale  L’équation différentielle linéaire du premier ordre (E) 
𝐚(𝐱). 𝐲′(𝐱) + 𝐛(𝐱). 𝐲(𝐱) = 𝐟(𝐱) possède une infinité de solutions sur I notées : yG(x)=yH(x)+yp(x). Il existe 
une unique solution y de (E) sur I, vérifiant la condition initiale : y(x0)=y0, où x0 et y0 sont des valeurs 
données dans l’énoncé du problème. 
 

 
Equations différentielles linéaires à coefficients constants du second ordre 

 
Résolution On appelle équation différentielle linéaire à coefficients constants toute équation de la forme : (E) 
𝐚. 𝐲′′(𝐱) + 𝐛. 𝐲′(𝐱) + 𝐜. 𝐲(𝐱) = 𝐟(𝐱) (où 0a  , b et c sont des réels et f est une fonction continue sur I). 
Résoudre l’équation (E), c’est rechercher toutes les fonctions y deux fois dérivables sur I et vérifiant (E).  
Pour cela, on procède en deux étapes :  
Etape 1 : On résout l’équation sans second membre associée : (E0) 𝐚. 𝐲′′(𝐱) + 𝐛. 𝐲′(𝐱) + 𝐜. 𝐲(𝐱) = 𝟎 
On résout l’équation caractéristique : 𝐚. 𝐫𝟐 + 𝐛. 𝐫 + 𝐜 = 𝟎 
      - si 0 , r1 et r2 sont les solutions réelles de l’équation caractéristique et les solutions de (E0) 
sont alors y0(x)=𝛌𝟏𝐞𝐫𝟏𝐱 + 𝛌𝟐𝐞𝐫𝟐𝐱  où 𝛌𝟏 et 𝛌𝟐 sont des constantes réelles. 
      - si 0 , r1 est solution double de l’équation caractéristique et les solutions de (E0) sont alors  
y0(x)= 𝐞𝐫𝟏𝐱(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐𝐱)  où 𝛌𝟏 et 𝛌𝟐 sont des constantes réelles. 

      - si 0 ,  ir1  et 12 rr   sont les solutions complexes de l’équation caractéristique et les 

solutions de (E0) sont alors  𝐲𝟎(𝐱) = 𝐞𝛂𝐱(𝛌𝟏 𝐜𝐨𝐬( 𝛃𝐱) + 𝛌𝟐𝐬in(𝛃𝐱)) où 𝝀𝟏 et 
𝝀𝟐 sont des constantes réelles. 
Etape 2 : On recherche une solution particulière de (E), que l’on note yp.(voir EDLCC du premier ordre) 

Etape 3 : Les solutions de (E) sont toutes les fonctions de la forme : yG(x)=y0(x)+yp(x), appelées solutions 
générales de (E). 
 
Résolution d’une équation différentielle du second ordre avec conditions initiales L’équation 
différentielle linéaire du second ordre (E) 𝐚. 𝐲′′(𝐱) + 𝐛. 𝐲′(𝐱) + 𝐜. 𝐲(𝐱) = 𝐟(𝐱) possède une infinité de 
solutions sur I notées : yG(x)=yH(x)+yp(x). Il existe une unique solution y de (E) sur I, vérifiant les conditions 
initiales : y(x0)=y0 et y’(x0)=y1  où x0 , y0 et y1 sont des valeurs données dans l’énoncé du problème. 
 



TABLEAU DE TRANSFORMEES DE LAPLACE 
 

Définition L[f(t).U(t)]=F(p)= f t e dtpt( ). .



0

     Notation abusive : L[f(t)]=F(p)= f t e dtpt( ). .



0

 

 

Signaux usuels 
 

f(t).U(t)* ou f(t) en notation abusive 
*Sauf pour ( )t  qui est déjà causale. 

 

L [f(t).U(t)] ou L [f(t)]  

ou 
F(p) 

Impulsion de Dirac : ( )t  1 

U(t) ou 1 1

p
 

tn.U(t) ou tn  

(n est un entier naturel non nul) 
n

pn

!
1 = 

ଵ×ଶ×ଷ×…×(௡ିଵ)×௡

௣೙శభ  

n ! se dit « factorielle de n » 
cos(t ).U(t) ou cos(t ) p

p2 2 
 

sin(t ).U(t) ou sin(t ) 
22p 

  

e-at.U(t) ou e-at 1

p a
 

e-at. tn .U(t) ou e-at. tn 

1n)ap(

!n


 

cos(t ).e-at.U(t) ou cos(t ).e-at 
22)ap(

ap




 

sin(t ).e-at.U(t) ou sin(t ).e-at 
22)ap( 


 

 
Propriétés 

 

g, fonction causale 
 

L [g(t)] 

ou 
G(p) 

αଵfଵ(t) + αଶfଶ(t) αଵFଵ(p) + αଶFଶ(p) 
Signal retardé de a : f(t-a).U(t-a) où a>0 e-ap.F(p) 

Signal dérivé : f ’(t).U(t) pF(p)-f(o+) 
Signal dérivé deux fois : f ’’(t).U(t) p2F(p)-pf(0+)- f’(0+) 

f(n)(t).U(t) pnF(p)-pn-1f(0+)-pn-2f’(0+)-...-pf(n-2)(0+)-f(n-1)(0+). 

න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௧

଴

 p
)p(F

 

t.f(t).U(t) -F’(p) 
 

Théorème de la valeur initiale : )0(f=)p(F.plim +

p ∞→
 

Théorème de la valeur finale : )x(flim=)p(F.plim
+x0p ∞→→

 

 



 
Séries de Fourier réelles 
 
Soit x une fonction de période T, intégrable sur tout intervalle [t0, t0+T]. 
On appelle série de Fourier réelle de x la série suivante :  

S(t) = 





1p

pp0 ))tpsin(.b)tpcos(.a(a , où les suites réelles (ap)p et (bp)p sont définies de la 

façon suivante :  
 

.
T

2
= avec 

 1,ppour   dt).tpsin().t(x
T

2
b   ;   dt).tpcos().t(x

T

2
a   ;   dt).t(x

T

1
a

Tt

t

p

Tt

t

p

Tt

t

0

0

0

0

0

0

0




 


  

𝑎଴ est la valeur moyenne du signal x. 
L’harmonique de rang p du signal x est le signal : H୮(t) = a୮. cos( pωt) + b୮. sin( pωt) 
L’harmonique de rang 1 est appelé le fondamental du signal x  
 

 
Série de Fourier complexes 

On appelle série de Fourier complexe d’un signal x, T-périodique la série :  S(t) = 






k

tik
kec où : 

 𝐜𝐤 =
𝟏

𝐓
∫ 𝐱(𝐭). 𝐞ି𝐢𝐤𝛚𝐭𝐝𝐭

𝐭𝟎ା𝐓

𝐭𝟎
 pour k 0 et 𝐜𝟎 =

𝟏

𝐓
∫ 𝐱(𝐭). 𝐝𝐭

𝐭𝟎ା𝐓

𝐭𝟎
  avec 𝛚 =

𝟐𝛑

𝐓
.  

On a alors les correspondances suivantes : 𝐜𝟎 = 𝐚𝟎   et  c𝐤 =
𝐚𝐤ି𝐢.𝐛𝐤

𝟐
  pour k ≠ 0. 

 

 
Théorème de Dirichlet 
 
Soit x un signal de période T, intégrable sur tout intervalle [ , +T].  
 
   - Si x est continue sur [ , +T[, sauf éventuellement en un nombre fini de points où elle admet une 
limite finie à gauche et à droite. 
   - x est dérivable sur [ , +T[, sauf éventuellement en un nombre fini de points où sa dérivée admet 
une limite finie à gauche et à droite. 
               
Alors la série de Fourier de x converge en tout point t et sa fonction somme est alors :  
 

                                   𝐚𝟎 + ∑ (𝐚𝐩. 𝐜𝐨𝐬( 𝐩𝛚𝐭) + 𝐛𝐩. 𝐬𝐢𝐧( 𝐩𝛚𝐭))ା∞
𝐩ୀ𝟏 = ቊ

𝐱(𝐭) pour t où x est continue
𝐱(𝐭శ)ା𝐱(𝐭ష)

𝟐
 pour t où x est discontinue

  

 
On dit alors que x est développable en série de Fourier. 
 
 
Egalité de Bessel-Parseval 
 

Soit x une fonction T-périodique (𝐓 =
𝟐𝛑

𝛚
) développable en série de Fourier :    

 x(t) =∑ (𝐚𝐩. 𝐜𝐨𝐬( 𝐩𝛚𝐭) + 𝐛𝐩. 𝐬𝐢𝐧( 𝐩𝛚𝐭))𝐩ஹ𝟎  

On a alors la formule suivante : 
𝟏

𝐓
∫ 𝐱𝟐(𝐭)𝐝𝐭

𝐭𝟎ା𝐓

𝐭𝟎
= 𝐚𝟎

𝟐 + ∑
𝐚𝐩

𝟐ା𝐛𝐩
𝟐

𝟐

∞
𝐩ୀ𝟏  

Ou encore, en utilisant les coefficients de Fourier complexes : 
𝟏

𝐓
∫ 𝐱𝟐(𝐭)𝐝𝐭

𝐭𝟎ା𝐓

𝐭𝟎
= ∑ |𝐜𝐧|𝟐∞

𝐧ୀି∞  
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