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Les ensembles de nombres

—»  Ensemble des nombres entiers naturels : N ={0;1;2;3; ..;n;..}

——» Ensemble des nombres entiers relatifs :
Z={..;-3;-2;-1;0;1;2;3;...;k;..}

NcZcQcRcC

» Ensembles des nombres rationnels : Q = {% ;a€Zetb€ Z*}

» Ensembles des nombres réels : R = Q U {\/f; e; mM;..;X; }

nombres irrationnels

: Ensemble des nombres complexes :
C={a+ib;abeReti’?=-1}

X z=a+ib
a,beR

2
XV3—i=
V3 iz

Ensemble des entiers naturels pairs : {0;2;4;6;..;2noun € N; ...}

Ensemble des entiers naturels impairs : {1;3;5;7;..;2n+1oun€N;...}
Ensemble des entiers relatifs pairs : {...; —6;—4; —2; 0;2;4;6;...;2kouk€Z;..}

Ensemble des entiers relatifs impairs : {...; —=5;—-3; —1; 1;3;5;7;..;2k+ 1ou k€ Z; ...}



Calculs de base 1
aXax..Xxa=a" an @ a’ =1 g™ xa" =g
n facteurs az 0
A a) _a
(am)n Sz a” -2 (ab)n =a"b" b bn
aZ0 b#0
a
| —
A, L _ax 2. _ac a a b_a d_ad
b b b b d bd _ C b c bc
b#0 b#0etd#0 b;tbO I d
t a
© b#0,c#0etd#0
ax+b<0
a+c_ad+cb ab a b < b 0
b3 bd b ax+b—0=>x——5 - X_—551a>
b#0etd=#0 b#0,c#0 a# 0 _
x=>——-sia<0
a
Soitx> 0,

1
Soitx=> 0, \/;:XE

(VxF = vavx =x

Soita> 0, va? =a

Soita< 0, Ja? =-a

Soit a>0,
\/a_2 {aa5;13a><00 = lal \/1_ \/\_/\_/_ \/_ (&+\/;)Z>:OX+2;&(')‘/§+Y (\/;_\/;)2 = x2Vx. [y +y
a X=4.y= Six>0,y>0
-y
ey | TR AL -5
az =
x>0,y>0 x20,y20,x#y ’ a>0,b>0

Soit x, un nombre positif et n un entier naturel non nul, la racine n*™ de x, notée V/x = x*

y

n

X

/n

est le nombre réel positif'y tel que

a’ + 2ab + b? = (a + b)?
on factorise
on développe

a? — 2ab + b? = (a — b)?
on factorise
on développe

a?—b?=(G@-b)@@a+bh)
on factorise
on développe

a’+b?=(a—ib)(a+ib)
on factorise
on développe

(iP=-1)

a® + 3a%b + 3ab? + b® = (a + b)?

a® — 3a®b + 3ab?

—b®=(-b)s

Factorisation et signe de P(x) = ax? + bx + cavec a # 0 : on résout P(x) = 0. On calcule le discriminant A = b?

-Si A > 0, P possede deux racines réelles :

-b+VA

X1 =

P. "P(x) est du signe de -a entre les racines ".

- Si A = 0, P posséde une racine réelle double :

P(x) est du signe de a.

X1 =

-SiA <0, P possede deux racines complexes conjuguées :

est la factorisation de P dans C. P est du signe de a.

Remargue : Soit P(x) =x? —s.Xx + p . X et X2, les racines de P vérifient alors le systéme suivant : {

etXZ =

Zy =

—4ac

_b_\/z, alors P(x) = a(x — x;) (X — X;) est la factorisation de

=N

etz, =

—b+iy/[A]
2a

b ,alors P(x) = a(x — x;)? est la factorisation de P.

,alors P(x) = a(x — z) (X — ;)

S=x1+x2
p=XxX1 XXy

Factoriel d'un entier naturel Soit n, un entier naturel non nul, on appelle factoriel de n et on note n!, le produit des n premiers entiers

naturels :
Exemple: 1!=1 ; 2!=2
On remarque que 4!

nl=1X2Xx3X..Xxn Parconvention 0! = 1.
=6 ; 4!
=4 X 3! ou encore que 5! =

=24 ;

5!1=120 etc...
5 X 4! | plus généralement : n!

=nXn-1)!




Proportionnalité = Deux grandeurs X et Y non nulles sont proportionnelles, lorsqu'il existe un réel k non nul tel que :

YI = k. Xl
Valeurs de X | Valeurs de Y y2 =KX senoteaussi Vi € {1,2,..,n}y; = k.x;
Xl yl we
Xo Y2 Yn = k. Xn
Xy Vn Onadoncaussi:i—lzi’—zzn-:i'—":k
1 2 n
w Ou encore : X1y, = X,V; etc...
X k

En pratique, sachant que X et Y sont deux grandeurs proportionnelles, ne connaissant pas k, le coefficient de proportionnalité,

On obtient x en résolvant I'équation :

X1y
XYy =Xy ©X=—
Y1
Valeurs de X | Valeurs de Y y=kx
y .
X1 Y1 A avec k>0
X inconnu y connu
X 7?
P x

La fonction f, définie par : f(x) = k.x est appelée fonction
linéaire. Sa représentation graphique est la droite passant par
O, l'origine du repére et ayant pour coefficient directeur =kx
(pente) k. avec k<0

Equation (réduite) de la droite (AB)_y=m.x +p ot m est le coefficient directeur (la pente) de (AB) et p est I'ordonnée a

l'origine.
y = mx+p
Calcul de la pente m :
Si on connait les coordonnées de A et B : m = 2EYA(A B)
Ay =yg—Ya s ¥BTXA
Calcul de l'ordonnée a l'origine p :
Si on connait le point Q, intersection de (AB) et de l'axe des
_ Ay ordonnées, on en déduit facilement p = yq,
T Ax Si non, on résout l'équation : y, = m.x, + p (en effet, A€ (AB)),
eton obtient : p = yp — m. Xy
o > X Remarques : - Ay et Ax sont proportionnels, puisque Ay = m. Ax
- La fonction f, définie par : f(x) = m.x +p est appelée fonction
affine. Sa représentation graphique est la droite passant par le
point (0 ; p), et ayant pour coefficient directeur (pente) m.

Implication et équivalence par I'exemple

Implication : x = 3 = x2 = 9, mais la réciproque est fausse : x =3 ¢ x2 =9

Equivalence : x = 3 ou — 3 = x2 = 9, et la réciproque est vraie : x = 3ou— 3 & x? = 0.

On écrit alors : x = 3 ou— 3 © x? = 9 ou encore : x> = 9 & x = 3 ou — 3 qui est une équivalence.




Le systéme métrique

x 10

/.

kilométre hectomeétre décametre metre décimétre centimeétre millimétre
Longueur km hm dam m dm cm mim
g 0,001 0,01 0,1 1 10 100 1000
103 102 107! 1 10 102 103
1 m=10dm=100 cm=1000 mm ; ] mm=10>m x 100
kilomeétre hectomeétre décamétre R , décimétre centimeétre millimétre
z 2 , metre carre z z z
carré carré carré carré carré carré
Surface km? hm? dam? m? dm? cm? mm?
0,000001 0,0001 0,01 1 100 10000 1000000
10 104 102 1 10? 10* 10°
1 m?= 100 dm? = 10000 cm? = 1000000 mm? ; 2 m? = 200 dm? x 1000
kilomeétre hectometre décametre R décimetre centimeétre millimétre
metre cube
Vol cube cube cube cube cube cube
olume km? hm? dam® m’ dm? cm’ mm®
10° 10° 103 1 103 10° 10°
1 m?= 1000 dm? = 1000000 cm? = 1000000000 mm?> ; S mm>=5.10"m>; 1 1= 1dm?
Préfixes multiples et sous-multiples de 1000
E exa P peta T téra Ggiga | Mméga | kkilo mmilli | pmicro | nnano p pico | ffemto
1018 1015 1012 10° 106 10° 1 103 106 107 1012 105
unité

Unités de base et unités dérivés du SI (Systéme international)

Le systéme international (SI) définit toutes les unités a partir de sept unités de base : Le métre m (unité de longueur), le
kilogramme kg (unité de masse), la seconde s (unité de temps), I’ Ampere A (unité de courant électrique), le Kelvin K (unité de

température), la molle mol (unité de quantité de maticre), la candela ed (unité d’intensité lumineuse).

Toutes les autres unités sont dérivées de ces sept unités de base. Elles s’obtiennent en les multipliant ou en les divisant les unes par
les autres, en suivant les formules de physique associées.

exples Le kilowatt-heure (not¢ kWh ou kW.h ) utilis€¢ pour mesurer la consommation d’¢électricité est le produit d’une puissance et
d’un temps. L’ampére heure (noté Ah ou A.h) est le produit de deux unités : I’Ampere et I’heure.

Le kilométre par heure (noté km/h ou km.h™') ou le métre par seconde (noté m/s ou m.s™") sont utilisés pour mesurer la vitesse
distance

(dont la formule est : W)' Ainsi 36 km/h =36.1000 m / 3600 s soit : 36 km/h = 10 m/s . L’accélération qui est la variation de

la vitesse, s’exprime en « (metres par seconde) par seconde », soit en (m/s)/s = m/s> « meétre par seconde au carreé ».

Certaines grandeurs bien que dérivées des unités de base auront un nom particulier.
Exples La quantité d’¢lectricité est donnée en ampere heure (A.h), si le temps est compté en heure. Mais on exprime aussi la
quantité d’électricité en Coulomb (C), produit de I’intensité en A par le tempsens: 1 C=1 A.s.

Les unités de mesure - http://www.metrologie-francaise. fr/fr/si/unites-mesure.asp
Bureau International des Poids et Mesures - http:/www.bipm.org/fr/measurement-units/




Formulaire de trigonométrie ry
2 . 2
cos (0)+sin" () =1
M
tan0
tan(0) =32 v 92 T4 kol keZ v P
cos (0) 2 2(s) ] I
tan () est la pente de la droite (OM) = cos
2 _ 1 m .
1+ tan”(0) = ¥ 0 # ~ + kn ol keZ
cos(atb) = cosa. cosb — sina. sinb sin(a+b) = sina. cosb + cosa. sinb
cos(a-b) = cosa.cosb + sina.sinb sin(a-b) = sina. cosb — cosa. sinb
cos(2a) = cos?a — sin?a sin(2a) = 2. sina. cosa
Formules de linéarisation : (Transformation d’un produit en somme)
. i b)+sin(a—b
sin(a).cos(b) = sin (a+b)+sin(a—b)
5 1+cos(2a) 2
cos’ @) =T -cosasn
sin(a).sin(b) = cos@- );COS(‘H )
SlIl2 (a) ! COS(Za) cos(a—-b)+cos(a+b)
2 cos(a).cos(b) = —
__ tana+tanb _ tana—tanb _ _2tana
tan(a+b) " 1—tanatanb tan(a-b) 1+tana.tanb tan(za) 1-tanZa
Dérivées :

(cos(ax + b))" = —a.sin (ax + b)

(cos(x))' = —sin (x)

(sin (x))" = cos (x) (sin(ax + b))' = a.cos (ax + b)

(tan(x))’ = 1 + tan?(x) =

2 VX # -+ kn ;KETZ
cos4(x) 2

&
cosZ(ax+b)

(tan(ax + b))’ = a.(1 + tan?(ax + b)) =

Vax+b¢§

(cos(U))" = —U".sin (u)

(sin(U))" = U'. cos (u)

+kn;k€eZ

Primitives de sin(ax+b) : - icos (ax + b) + Cte (a= 0)
Primitives de cos (ax+b) : isin (ax + b) + Cte (a= 0)

Primiti —
ves de cos?(ax+b)

ur
cosZ(U)

Primitives de =U".(1+tan?(U)): tan (u) + Cte

Primitives de U'.sin(U) : - cos (U) + Cte

Primitives de U'.cos (U) : sin (U) + Cte

=1+tan?(ax+b) : itan (ax + b) + Cte (a# 0)




Les nombres complexes

x est la partie réelle de Z
On note : Xx = Re(Z)

;:X+j.¥\o

UxecR,yeRetj =-1

y est la partie imaginaire de Z
On note : y = Im(Z)

Le module de Z est noté Z ou encore | Z |, c’est la distance de O a M, donc Z = 1,X2 + y2

-

-

L’argument de Z est noté arg(Z), c’est la mesure en radians de ’angle de vecteur orienté (OI, OM),

déterminée a 2km preés (k € Z). On note 0= arg(Z) , on a alors :

module de Z
_ partie imaginairede Z  Im(Z)

Z

module de Z

Z

siZ=+0.

Le plan complexe est muni d’un
- -

RON (O ; OI, OJ) orienté dans

le sens direct.

Z=X+]y oux,y eR

Le point M(x,y) est appelé image
de Z.

Z est appelé I’affixe du point M.

Z, est aussi appelé Iaffixe du

- -

vecteur OM =X.1+Y. ]

Calcul d’un argument
Si x est non nul, alors :

arg(x +jy)
arctan (X) six>0
X

arctan (%) +msix<O0

Im(Z)

4

A

Z

(XFy = Z2e19)

—
A A

» Re(Z)

-y

M(x-jy = Ze )

Forme algébrique de Z :

Z =X+ j.y (coordonnées cartésiennes)

Forme trigonométrique de Z :

2= 7..cos(8) + j.Z.sin(B) = Z.(cos(8) + j.sin(B)) (coordonnées polaires)

Forme exponentielle, géométrique ou polaire : Euler a noté e'° = cos(0) + j.sin(0)

Z=7."

Nombre complexe conjugué de Z : Soit Z =X + j.y, on appelle conjugué de Z, et on note Z*, le

nombre complexe défini par: Z" =x—j.y. Si Z=Z.e", alors Z'=Z.e7®




{Re@ =Re(Z) {|z| =|z|
Z=7'< Rt
Im(Z)=Im(Z)  (6=04+2.kn

arg(Z.Z)z arg(Z) +arg(Z") + 2km , kEZ,et|Z.Z’|:|Z|.|Z’|

z z|_|Z]
arg — | = arg(£) —arg(L") +2kn, KE€Z ,et|—|=1—7

z z| |z

1 1 1
arg| — |=—arg(£L)+2km, KEZ ,et|—| =7—

z z| |z|
arg(Zn)zn xarg(Z)y+2km, KEZ ,et|Z"|= |Zn

d d ; i .

— (Z) =— (Zej'e ) = J.Z.eJ'e =31z « Dériver par rapport a 0 ¢’est multiplier par j »
do do
Une primitive de Z par rapporta 0 est = =—].Z « Intégrer par rapport a 0 c’est multiplier par —j »

J

Z+Z =2.Re(Z) ; Z2-2Z"=2.jIm(2) ; 2Z =27’

el 40 . elf_e—i0
et sinf = 2

Formules d'Euler : cos 0 =

Formule de Moivre : (cos(8) + jsin(0))" = cos(n6) + jsin(nd)




Dérivabilité

Soit f, une fonction définie en a, on dit que f est dérivable en a lorsque : la limite suivante
. f(0)—f(a)
lim——=

— existe et est finie. On la note alors f’(a) et on I’appelle nombre dérivé de fen a.
X—a -

Soit f, une fonction définie sur I un intervalle de R , on dit que f est dérivable sur I, lorsque f est
dérivable en tout point a de I. On appelle alors fonction dérivée de f et on note f’, la fonction qui a
tout élément a de I, associe son nombre dérivé f'(a).

Si f et g sont dérivables sur I, alors : of, f+g, f X g et f/g (avec g+ 0) sont dérivables sur 1.
(a est un nombre réel) et

’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ f'g—fgr
(of) =af', (f+g) =f+g', (fg) =f'g+fg et (f/g) ="

Si f est dérivable sur I et g est dérivable sur f(I), alors g o f est dérivable sur I et :
(gof) =(g'of)xf'(voir colonne de droite du tableau ci-dessous)

Soit U, une fonction dérivable sur I :

(x") =n.x™! vx€ R vn €N — {1} U™ =nU. U™ ,UDES R

(V)= vxe Ry=0;+oo| (VO)=5% , U < R;
)'=—= vxe R §)'=% > v e Ry

(e¥)' =e* Vx€e R eY)'=U.e’" ,UDcS R

ur

(n(x)' == vx€ R;

InW) =¥ , UM < R;

(sin(x))’ = cos(x) Vx€ R

(sin(U)) =U.cos(U) , UD S R

(cos(x))' = —sin(x) Vx€ R

(cos(U))' = —U'.sin (U) , U() € R

(tan(x))' = =1+ tan?(x)

cos?(x)

Vx € R—{g+knoukez}

!

U
(tan(@)) = o = (1 + tan? (U)). v’

U< R— {; + Kk oi keZ)




Calcul intégral

1) Toute fonction continue sur [a,b] est intégrable sur [a,b]
2) Soit f, une fonction intégrable sur [a,b]. On appelle fonction primitive de f sur [a,b] toute fonction notée F,

définie par : F’(x) = f(x) Vx € [a,b].
3) On note If (x)dx toutes les fonctions primitives de f, on a donc :If (x)dx = F(x) + cte

4) Soit f, une fonction continue sur [a,b], soit F, une fonction primitive de f. On a alors :

b
f f(dx = [FE)1 = F(b) — F(a)

Propriétés

1) Soit f, g deux fonctions continues sur [a,b]. Soit ot et 3 deux nombres réels. On a alors :

b b b

[(af(t)+Bg(t)dt = af f(tydt + B[ g(t)dt

2) Relation de Chasles : Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé I. Soit a,b,c trois réels de I. On a

alors : if(t)dt = jf(t)dt + Jllf(t)dt

3

N’

jf(t)dt = —} f(t)dt

4) Soit f et g, deux fonctions continues sur [a,b] telles que f(x) < g(x) VX € [a,b], on a alors :

jff(x)dx < .lf g(x)dx

Parité et périodicité

1) Si f est une fonction paire et continue sur [-a,a], alors : If (x)dx = Z.I f(x)dx
-a 0

2) Si f est une fonction impaire et continue sur [-a,a], alors : If (x)dx=0
) a+T T

3) Si f est une fonction T-périodique, continue sur tout intervalle [a,a+T], alors : If (t)dt = If (t)dt
a 0

Intégration par parties Soit u et v deux fonctions dérivables sur [a,b] telles que u’ et v’ sont continues sur [a,b].
On a alors : [P u®.v'®dt = [u®.v®l: - [ u' . v(ddt

Changement de variables

b
Soit f, une fonction continue sur [a,b]. Soit I = If (x)dx . On pose x = ¢(t), ol @ est une fonction telle que :

a

a=o(a),b=0(P), @ estbijective et dérivable sur [OL,B] si (@ est croissante (et [B,OL] sinon).

dx ? 8
On a alors : — = @'(t) done dx = @' (D)t et I = [fxdx = [£(o(t) ' (t)dt

o




a+l

X
_[x“.dx: +cte ; o #—1

a+1

a+l

+cte; a=—1

jU'.U“dx -

1
dx:\/;+cte
Iz&

U'
dx = x/ﬁ+ cte
I 24U

Ie".dx =e* +cte

IU’.eU.dx =eV +cte

Ildx = 1n(|x|) + cte
X

I %dx = 1n(|U|) +cte

Icos(x).dx = sin(x) + cte

IU'.cos(U).dx =sin(U) + cte

I sin(x).dx = —cos(x) + cte

IU’.sin(U).dx =—cos(U) +cte

j 1 dx = tan(x) +cte
cos”(x)

J IZJ dx = tan(U) + cte
cos”(U)

j (1+ tan’(x)).dx = tan(x) + cte

j U'.(1+ tan’(U)).dx = tan(U) + cte

I ! dx = arcsin(x) + cte

dx = arcsin(U) + cte

NET

1-x?
j _1 .dx = arccos(x) + cte j —U .dx = arccos(U) + cte
'[ --.dx = arctan(x) + cte j U -.dx = arctan(U) + cte
I+x 1+U

j ch(x).dx = sh(x) + cte

j U'ch(U).dx = sh(U) + cte

j sh(x).dx = ch(x) + cte

j U'sh(U).dx = ch(U) + cte

dx = th(x) +cte

1
J ch?(x)

U
J ch?(U)

dx =th(U) +cte

j (1-th?(x)).dx = th(x) + cte

j U'.(1-th*(U)).dx = th(U) + cte

I ! dx = argch(x) + cte

Vx? =1

I U dx =argch(U) +cte
U’ -1

dx = argsh(x) + cte

J‘ 1

dx =argsh(U) +cte

[~
JU? +1

I ! —.dx = argth(x) + cte

'

U
dx = argth(U) + cte
== gth(U)




Equations différentielles linéaires a coefficients constants du premier ordre

Résolution Résoudre ’EDLCC : (E) a.y'(X) + b.y(x) = f(x) (ou a # 0, b sont des constantes et f une

fonction continue sur I), c’est rechercher toutes les fonctions y(x) solutions dérivables dans I. Pour cela,

Etape 1 : On résout 1’équation homogéne (ou sans second membre) associée : (Eo) a.y'(x) + b.y(x) =0
b

Les solutions de (Eo) sont : yo(x)= A.6 * ou A est une constante réelle.

Etape 2 : On recherche une solution particuliére de (E), que I’on note yy,

Etape 3 : Les solutions de (E) sont alors toutes les fonctions de la forme : y(x)=yo(x)+yp(x) (on les appelle

aussi solutions générales de (E))

Aide pour I’étape 2 : recherche d’une solution particuliére de "EDLCC : a.y'(x) + b.y(x) = f(x) (E)
- Si f est un polyndme, on cherchera alors y;, sous forme d’un polynéme de méme degré

- Si f(x) = a. cos(mx) + B.sin(mx) ou «, B et m sont des réels, on cherchera alors y, sous la méme
forme : y,(x) = A.cos(mx) + B.sin(mx) ou A et B sont des constantes a déterminer

- Si f(x) = g(x).e™" ou g est une fonction continue sur I, et m un réel, on cherchera alors y, sous la méme
forme : y,(X) = z(x).e™* ou z est une fonction a déterminer.

- Si f(x) = f1(x) + f,(x) ou f; et f; sont des fonctions, comme celles citées précédemment, on cherchera
alors y, sous la méme forme : f(X) = y,1(X) + yp2(X) o0 yp1 est une solution particuli¢re de 1’équation

a.y'(x) + b.y(x) = f1(X) et yp2, une solution particuliére de 1’équation a.y’(x) + b. y(x) = f,(x). On
appelle ce dernier point le théoréme de superposition

EDLCC du premier ordre avec condition initiale L’équation différentielle linéaire du premier ordre (E)
a(x).y'(x) + b(x).y(x) = f(x) posséde une infinité de solutions sur I notées : yg(x)=yu(x)+yp(x). Il existe
une unique solution y de (E) sur I, vérifiant la condition initiale : y(Xo)=yo, o X et yo sont des valeurs
données dans 1’énoncé du probléme.

Equations différentielles linéaires a coefficients constants du second ordre

Résolution On appelle équation différentielle linéaire a coefficients constants toute équation de la forme : (E)
a.y”’(x) + b.y'(x) + c.y(x) = f(x) (ou a # 0, b et c sont des réels et f est une fonction continue sur I).
Résoudre 1’équation (E), c’est rechercher toutes les fonctions y deux fois dérivables sur I et vérifiant (E).
Pour cela, on procéde en deux étapes :
Etape 1 : On résout I’équation sans second membre associée : (E0) a.y"'(x) + b.y'(x) + c.y(x) = 0
On résout I’équation caractéristique : a.r? + b.r +c =0

-si A > 0, et 1, sont les solutions réelles de 1’équation caractéristique et les solutions de (E0)
sont alors y0(x)=A,e"1* + A,e"2* ou A, et A, sont des constantes réelles.

-si A =0, 1 est solution double de 1’équation caractéristique et les solutions de (E0) sont alors
yO(x)= e"*(4; + A,X) ou A, et A, sont des constantes réelles.

-si A<0, r, =a+if et r, =1, sont les solutions complexes de I’équation caractéristique et les
solutions de (EO) sont alors yo(x) = €™ (44 cos( Bx) + A,sin(Bx)) ou 4, et
A, sont des constantes réelles.
Etape 2 : On recherche une solution particuliére de (E), que 1’on note y, (voir EDLCC du premier ordre)

Etape 3 : Les solutions de (E) sont toutes les fonctions de la forme : yc(x)=y0(x)+yp(x), appelées solutions
générales de (E).

Résolution d’une équation différentielle du second ordre avec conditions initiales [.’équation
différentielle linéaire du second ordre (E) a.y"' (x) + b.y'(x) + c.y(x) = f(x) posséde une infinité de
solutions sur I notées : yo(X)=yu(x)+yy(X). Il existe une unique solution y de (E) sur I, vérifiant les conditions
initiales : y(x0)=yo et y’(X0)=y1 ou Xo, Yo et y; sont des valeurs données dans I’énoncé du probléme.




TABLEAU DE TRANSFORMEES DE LAPLACE

Définition [0 U()]-F(p)- j f(t).e™.dt Notation abusive : L[f(t)]=F(p)= j f(t).e™.dt
0 0

Signaux usuels

f(t).U(t)* ou f(t) en notation abusive
*Sauf pour 8(t) qui est déja causale. £ [f(t).U(t)] ou £ [f(t)]
ou
F(p)
Impulsion de Dirac : d(t) 1
U(t)ou 1 1
p
. U(t) ou t" nl )
(n est un entier naturel non nul) ol = W
p P
n ! se dit « factorielle de n »
cos(®t ).U(t) ou cos(mt ) p
pz Lol

sin( ®t ).U(t) ou sin( t ) o)

pz e
e U(t) ou e® 1

pt+a
e t" . U(t) ou e t" n!

(p + a')n-H
cos( ™t ).e?.U(t) ou cos( ®t ).e™ p+a
(p+a)’ +o
sin( @t ).e?.U(t) ou sin( Wt ).e™ ®
(p+a)’ + o

Propriétés

g, fonction causale

Lre

ou
G(p)
oy f; (B) + a,f, (1) oy Fi(p) + o, F,(p)
Signal retardé de a : f(t-a).U(t-a) ou a>0 e F(p)

Signal dérivé : £°(t).U(t)

pE(p)-f(o”)

Signal dérivé deux fois : f°(t).U(t)

p?E(p)-pf(0%)- £(07)

.U A L8 i V(O M O G (00}
t F

[ r@a He)

0

i) U (D) Fp)

Théoréme de la valeur initiale : lim p.F(p) =f(0")
p—o o

Théoréme de la valeur finale : linol p.F(p) = lim f(x)
p- X- +oo




Séries de Fourier réelles

Soit x une fonction de période T, intégrable sur tout intervalle [to, tot+T].
On appelle série de Fourier réelle de x la série suivante :

+00

S®m=a, + z (ap .cos(pot) + b,. sin(pwt)), ou les suites réelles (ap), et (bp), sont définies de la
p=1

facon suivante :

1 ty+T 2 ty+T 2 ty+T
a, =¥ Ix(t).dt 3 a, =¥ Ix(t).cos(pwt).dt 3 b, = E Ix(t).sin(p(;)t).dt pourp =1,
to t t

0 0

2n
avecw =—.
T

a, est la valeur moyenne du signal x.
L’harmonique de rang p du signal x est le signal : H,(t) = ap,. cos( pot) + by, sin( pot)
L’harmonique de rang 1 est appelé le fondamental du signal x

Série de Fourier complexes

~

+00
On appelle série de Fourier complexe d’un signal x, T-périodique la série : S(t) = Z ckelkmt ou :

k=—00

_ l to+T —ikot _ 1 to+T
ck—Tfto x(t). e dtpourk;tOetco—Tfto

On a alors les correspondances suivantes : ¢p = ap et ¢ =

x(t).dt avecw = 2?"

—ib
akzl k pourk # 0.

Théoréme de Dirichlet
Soit x un signal de période T, intégrable sur tout intervalle [ OL, OL +T].

- Si x est continue sur [ 0L, Ol +T[, sauf éventuellement en un nombre fini de points ou elle admet une
limite finie a gauche et a droite.

- x est dérivable sur [ OL, Ol +T|, sauf éventuellement en un nombre fini de points ou sa dérivée admet
une limite finie 4 gauche et a droite.

Alors la série de Fourier de x converge en tout point t et sa fonction somme est alors :
x(t) pour t ou x est continue

ag + Y31 (ap. cos(pwt) + by, sin(pot)) = {x(t+)+x(t_)

> pour t ou x est discontinue

On dit alors que x est développable en série de Fourier.

Egalité de Bessel-Parseval

Soit x une fonction T-périodique (T = 2:") développable en série de Fourier :
X(t) =Y. p>0(ap. cos( pwt) + b, sin( pwt))
On a alors Ia formule suivante : = [*°7" x2(t)dt = ao? + szlﬂ
T “to P 2
Ou encore, en utilisant les coefficients de Fourier complexes : % fttOoJrT x2(t)dt = Y2__ |cn|?










