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Fonctionnement

Découpage des heures
Q@ 4 hde CM-TD
©Q 5 séances de TD-TP de 3 h
© 1lh ce CC
Evaluation
@ une note de TD-TP par quadrinbme pour ma partie

@ une note de contréle final pour I'ensemble de la partie info (CC le 3 octobre
2025)
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Composition des équipes de TD-TP

Pour composer les équipes, on vous a regroupés en 4 groupes comme suit :

A1 Falchi Ugo

A, Cissé Fatou

Az Fennech Nessia

Az Pugni-Beaulieu
Nathan

As Viesier Agate

B: Bigueure Pierre
B, Dixon Joshua
Bs Gesset Maxime
By Marandon
Lorenzo

Bs Ali-Moussa Naim Cs Martin Dylan

Ci Rodyhin Nikita

C, Dega Hugo

G

Cs Durogene
Judyanne

D; Cartry Ambre
D, Phan Damien
Ds; Dejean Thomas
D; Borel Yannis
Ds (Quarta Lucie)

Chaque équipe est constituée de 4 étudiants, un par groupe.

Les équipes sont :
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Equipe 1 : (‘AT
Equipe 2 : (‘A2
Equipe 3 : ('A3’,
Equipe 4 : ('A4’,
Equipe 5 : ('A5’,

'B5’, 'C4', 'D3")
'B1’, 'C5','D4")
'B2', 'C1",'D5")
'B3’, 'C2','D1")
'B4’, 'C3','D2’)
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Les sujets de TD-P

Chaque équipe choisit un sujet, présentation a la fin du TP avec support visuel
pendant 20 a 30 mn a la fin de la séance.

Les algorithmes étudiés

© Calcul de puissance
@ Euclide
© Tris et rangements

@ Fibonacci - Recherche d'élément
© Gauss
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Références

Ce cours est principalement une extration et compilation des cours
o Algorithmique I, de N. Méloni, niveau L1 informatique

o Algorithmique I, de J.-P. Zanotti, niveau L2 informatique
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© Algorithmique

© Analyse des algorithmes

e Analyse asymptotique de la complexité

© Ordres de grandeur

© Analyse de boucles
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1. Algorithmique

Section 1

Algorithmique
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1. Algorithmique

Algorithme ! : Késako ?

Définition informelle
On appelle algorithme tout procédé de résolution d’un probleme en un nombre
fini d'étapes par application d'une série de régles prédéfinies.

Les premiers algorithmes
@ 1600 avant JC : algorithmes de o P —
el der [ _b=02 >———| \f‘(.(.‘.’)—Q

factorisation ou d'extraction de L
racines carrées des babyloniens Non
@ 300 avant JC : algorithme

) :
d’'Euclide pour calculer le pgcd. ) ampitle |,

dea
parb

1. Le mot < algorithme > vient du nom du mathématicien Al-Khwarizm? (latinisé au Moyen
Age en Algoritmi), qui, au IXe siécle écrivit le premier ouvrage systématique donnant des
solutions aux équations linéaires et quadratiques.

Complexité des algorithmes
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1. Algorithmique

Algorithmique : Késako ?

L'algorithmique

est le domaine des sciences qui étudie les regles et les techniques impliquées dans

@ la conception
et

o ['analyse des algorithmes.

@ concevoir des méthodes efficaces pour automatiser la résolution d'un
probleme.

@ s'assurer de son efficacité avec une économie des ressources principalement
en temps et en espace.
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1. Algorithmique

Conception des algortithmes

Entrée Algorithme Sortie
E—— —>

Suite d’instructions logiques

On décrit les algorithmes graces aux structures suivantes :

Les structures de données

Les structures de controles @ constante
@ séquence @ variable
@ sélection/alternative @ tableau
@ itération @ arbre, liste, pile, file,
° .. )
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1. Algorithmique

Exemple d’algorithme

Probleme cherche n élément dans un table

Entrée : un tableau de n élément et un élément e
Sortie : I'indice du tableau ou se trouve I'élément ou 0 s'il ne s’y trouve pas
1 ALGORITHME 1 DEBUT
2 DEBUT 2 i+~ 1
3 i 1 3 TQ i < n ET e#T[i] FAIRE
4 TQ i < n FAIRE 4 i+ i+1
5 SI e = T[i] ALORS 5 FTQ
6 RENVOYER i 6 SI i>n ALORS
7 FSI 7 RENVOYER O
8 i« i+l 8 SINON
9 FTQ 9 RENVOYER i
10 RENVOYER O 10 FSI
11 FIN 1 FIN
V,

Complexité des algorithmes
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2. Analyse des algorithmes

Section 2

Analyse des algorithmes
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2. Analyse des algorithmes

Analyse des algorithmes

Terminaison, correction et complétude

© La terminaison est |'assurance que I'algorithme terminera en un temps fini
(exhiber une fonction entiére positive strictement décroissante a chaque
étape de I'algorithme).

@ La preuve de correction c'est prouver que si |'algorithme termine en donnant
un résultat, alors ce résultat est effectivement une solution au probleme posé
(a I'aide de spécification logique - preuve de programme)

© La preuve de complétude garantit que, pour un espace de problemes donné,
I'algorithme, s'il termine, donnera |'ensemble des solutions de I'espace du
probléme (identification de I'espace du probléme et I'espace des solutions,
puis montrer que I'algorithme produit bien le second a partir du premier)

.

Complexité des algorithmes

Analyse du colit de I'algorithme : prévoir les ressources qui sont nécessaires a son
exécution.

v
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2. Analyse des algorithmes

Complexité d’un algorithme

Les ressources nécessaires dépendent du contexte

@ temps
@ espace mémoire
@ consommation électrique

@ colit financier )

Indépendance

L'analyse ne doit pas dépendre :

@ de la machine sur laquelle s'exécute I'algorithme

@ du langage de programmation utilisé pour I'implanter

A\

Nécessité de concevoir un modeéle d'étude indépendant : le modele RAM.

N

Master Informatique & Mathématiques V. Gillot Complexité des algorithmes



2. Analyse des algorithmes

La modele RAM

)andom (A)ccess (M)achine
Machine hypothétique pour laquelle :

@ les opérations simple (+,-,*,/,1f, appels) consomment une unité de temps

@ les boucles sont des compositions d'opération simples, leur temps
d’'exécution dépend du nombre d'itérations et de la nature des opérations a
I'intérieur de la boucle

@ un accés mémoire consomme une unité de temps

@ la quantité de mémoire n'est pas limitée

@ Mesurer le temps d'exécution = compter le nombre d'étapes effectuées pour
une instance donnée.

Malgré sa simplicité, le modeéle permet une analyse trés juste du comportement
d'un algorithme sur une machine réelle.
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3. Analyse asymptotique de la

Section 3

Analyse asymptotique de la complexité
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3. Analyse asymptotique de la

Complexité en temps

Mesurer le nombre d'opérations en fonction de la taille n des données

@ A priori, plus la taille de I'entrée est grande plus longue est la résolution du
probleme.

@ Pour étudier I'éfficacité d'un algorithme on considéere toujours des instances
du probleme a taille fixée.

@ La complexité d'un algorithme nous renseigne sur comment évolue le temps
d’'exécution avec la taille de I'entrée.

@ C'est une fonction de n souvent notée C(n) ou T(n).
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3. Analyse asymptotique de la

Analyse asymptotique

Somme des éléments d'un
tableau

Entrée : T un tableau de n éléments
Sortie : la somme des éléments du
tableau

1 ALGORITHME Somme (T)

2 DONNEES

3 T un tableau de n entiers
4 VARIABLES

5 S,i des entiers
6 DEBUT
7
8
9

S < 0

i« 1

TQ i < n FAIRE
10 S «+ S + TI[i]
11 i« i+1
12 FTQ
13 RENVOYER S
14 FIN

Master Informatique & Mathématiques V. Gillot

Terminaison

Pour 1 </ < n, n— i est une fonction
strictement décroissante

Complexité en temps
Pour un tableau T de taille n

@ il faut toujours n passages dans la
boucle pour terminer I'algorithme

@ indépendamment de I'instance
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3. Analyse asymptotique de la

Analyse asymptotique

Recherche séquentielle d'un

élément

Entrée : un tableau de n élément et un
élément e

Sortie : VRAI si I'élément e a été trouvé
et FAUX sinon

1 ALGORITHME Recherche(e,T)

2 DONNEES

3 T un tableau de n elements
4 e un element

5 DEBUT

6 i+ 1

7 TQ i < n ET e#T[i] FAIRE

8 i+ i+1

9 FTQ

10 RENVOYER (i < n)

11 FIN

Méme a taille fixée, certaines ins-
tances peuvent étre plus faciles a
résoudre que d'autres

Complexité en temps

@ meilleur cas : I"élement
recherché est au début du
tableau 1 tour de boucle

@ pire cas : I'élement recherché
n'est pas dans le tableau n
tours de boucle

@ cas moyen : |'élement

recherché est au milieu
environ n/2 tours de boucle

v
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3. Analyse asymptotique de la

Analyse asymptotique

On consideére traditionnelement trois cas :

Meilleur des cas : T(n)

@ Le nombre minimal d'étapes effectuées par I'algorithme pour une instance
instance de taille n du probleme. C'est le cas d'exécution le plus favorable
possible.

\,

Pire des cas : T(n)

@ Le nombre maximal d'étapes effectuées par I'algorithme pour une instance
de taille n du probleme. C'est le d'exécution le plus défavorable possible.

Cas moyen : T (n)

@ Le nombre moyen d'étapes effectuées par I'algorithme pour I'ensemble des
instances de taille n du probleme.
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3. Analyse asymptotique de la

Familles de complexité

@ Etude des fonctions de complexité des algorithmes nécessitent des outils
d’'analyse efficaces

@ Intérét pour le comportement asymptotique (pour des tailles de données
conséquentes)

o L'expression exacte de la fonction de complexité souvent difficile a obtenir

o Déterminer le comportement général de la fonction avec un ordre de
grandeur comme par exemple le O de Landau
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Section 4

Ordres de grandeur
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Ordre de grandeur : O de Landau?

La complexité des algorithmes
@ s’exprime en fonction de la taille des données n € N et a valeurs dans R
@ notons F I'ensemble des fonctions de N dans R

feO(g) f est en grand-O de g

@ O(g)={f € F|3c>0,3ng € N,Vn > ng,0 < f(n) < c.g(n)}
o f est dominée par g a une constante pres

Exercice

Vérifier avec la définition formelle
que

Q 3’ +1=0(n)

Q 3’ —n+6=0(n?
Q 3’ —n+6=0(n
Q 30> —n+6+# 0O(n) y

v

HEdmund Landau (1877 1938) mathématicien allemand, contributions en analyse

Oomp
Master Informathue & Mathemathues V Gillot Complexité des algorithmes




Ordre de grandeur : O de Landau?

La complexité des algorithmes

@ s’exprime en fonction de la taille des données n € N et a valeurs dans R
@ notons F |'ensemble des fonctions de N dans R

feO(g) f est en grand-O de g

@ O(g)={f € F|3c>0,3ng € N,Vn > ng,0 < f(n) < c.g(n)}
o f est dominée par g a une constante pres

Exercice

Vérifier avec la définition formelle
que

Q 3’ +1=0(n)

Q 3’ —n+6=0(n?
Q 3’ —n+6=0(n
Q 30> —n+6+# 0O(n)

v

Correction
Q il suffit de prendre c =4 et ng =1
Q il suffit de prendre c =3 et np =6
Q il suffit de prendre c =1 et ng = 4

Q Vc,cn < 3n* — n+6 quand
n>c+1

HEdmund Landau (1877 1938) mathématicien allemand, contributions en analyse

Oomp
Master Informathue & Mathemathues
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Ordre de grandeur : Q de Knuth?3

feQg) f est en grand-Omega de g
e Q(g)={feF|3c>0,3ng € N,Vn>ng,0 < c.g(n) <f(n)}
@ f est minorée par g a une constante pres

f =Q(g) < g = O(f) )

Exercice

Vérifier que
@ 3n®—2n+1=Q(n%)
@ 3n—n+6=2Q(n)
@ 3n° —n+6#Q(n?)

3. fDonald Knuth (1938- ) informaticien et mathématicien américain de renom, pionner de
I"algorithmique (The Art of Computer Programming,Logiciel libre TEX)
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Ordre de grandeur : Q de Knuth?3

feQg) f est en grand-Omega de g
e Q(g)={f € F|3Jc>0,3n € N,Vn > ny,0< c.g(n) < f(n)}
@ f est minorée par g a une constante pres

f=Q(g) < g = O(F) )
Exercice Correction
Vérifier que @ enprenant c=2et ng =0
o 3m° —2n+1=Q(n%) @ enprenantc=1etny=0
@ 3n®—n+6=Q(n) @ Vc,3n> — n+6 < c.n® quand
@ 3n° — n+6#Q(nd) c.n>3etn>06

3. fDonald Knuth (1938- ) informaticien et mathématicien américain de renom, pionner de
I"algorithmique (The Art of Computer Programming,Logiciel libre TEX)
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Ordre de grandeur : ©

feo(g) f est en grand-Théta
@ f et g sont du méme ordre de grandeur asymptotiquement f est a la fois
majorée et minorée par g a une constante pres
0 O(g)={feF|Jca,c>0,3ng € N,Vn>ng 0<c.g(n)<f(n)<
c2-g(n)}
o f=0(g) = (f=0(g) A f =Q(g))

Exercice
@ Montrer que

Q \Vérifier que
0 30 —n+6=0(n)
@ 3n° — n+6+#0(n)
@ 3n° —n+6+#0(n)
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Ordre de grandeur : ©

feo(g) f est en grand-Théta

@ f et g sont du méme ordre de grandeur asymptotiquement f est a la fois
majorée et minorée par g a une constante pres

0 O(g)={feF|Jca,c>0,3ng € N,Vn>ng 0<c.g(n)<f(n)<
c2-g(n)}

o f=0(g) = (f=0(g) A f =Q(g))

Exercice .
Correction

Montrer que
° q Q@ enprenantcl =1, ¢ =3 et

f=6(g) < (f=0(e)\f=Qe))| =0
Q@ 3n2 —n+6=0(n%), mais
@ Vérifier que 3n> —n+6#Q(nd)
@ 3n° —n+6=0(n) 2 -0 :
@ 3n° —n+6#0(n’) STt () mais

2 _
© 37— n+6£0(n) 3n° —n+6# O(n) |
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Les principales classes de complexité

Ordres de grandeur usuels

Pour n la taille d'un instance de I'algorithme

@ constante : O(1)
@ logarithmique : O(log n)
e linéaire : O(n)

@ linéarithmique : O(nlog n)

e quadratique : O(n?)

@ polynomiale : O(n¢) (c > 1)
e exponentielle : O(c") (¢ > 1)
e factorielle : O(n!)

—1
10 lag(n}
~

/
/

0 250 S0 750

Master Informatique & Mathématiques
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Les principales classes de complexité

Ordres de grandeur usuels

Pour n la taille d'un instance de I'algorithme
@ constante : O(1) @ quadratique : O(n?)
@ logarithmique : O(log n) @ polynomiale : O(n¢) (c > 1)
e linéaire : O(n) @ exponentielle : O(c”) (¢ > 1)
@ linéarithmique : O(nlog n) e factorielle : O(n!) )

—1

1400 log(n}
= r*login)
1200 1 — constante *n
1000
= 800
=
600
400

D 25 s 75 100 15 150 15 200
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Les principales classes de complexité

Ordres de grandeur usuels

Pour n la taille d'un instance de I'algorithme

@ constante : O(1) @ quadratique : O(n?)
@ logarithmique : O(log n) @ polynomiale : O(n¢) (c > 1)
e linéaire : O(n) @ exponentielle : O(c”) (¢ > 1)
@ linéarithmique : O(nlog n) e factorielle : O(n!)

wo{ _—

log(nk
go { — n*login)

—— Constante * n
— N2
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Les principales classes de complexité

Ordres de grandeur usuels

Pour n la taille d'un instance de I'algorithme
@ constante : O(1) @ quadratique : O(n?)
@ logarithmique : O(log n) @ polynomiale : O(n¢) (c > 1)
e linéaire : O(n) @ exponentielle : O(c”) (¢ > 1)
@ linéarithmique : O(nlog n) e factorielle : O(n!)
v
woo { — ¢
logm}
o] — n*log(n)
= Constante * n
e
600 | —— n**3
s 400
200
o
0 2 3 6 5 10
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Les principales classes de complexité

Ordres de grandeur usuels

Pour n la taille d'un instance de I'algorithme
@ constante : O(1) @ quadratique : O(n?)
@ logarithmique : O(log n) @ polynomiale : O(n¢) (c > 1)
e linéaire : O(n) @ exponentielle : O(c”) (¢ > 1)
@ linéarithmique : O(nlog n) e factorielle : O(n!)
v
—_1
30000 logln}
= n*log(n)
25000 { —— Constante * n
e
20000 — o3
= 2¥*n
F 15000
10000
5000 y4
o
0 2 2 5 0§ 1 1 1
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Ordre de grandeur : aprés les grands les petits !

f(n) = o(g(n)) f est en petit-o de g

o f est négligeable devant g asymptotiquement
e o(g)={f € F|Vec>0,3ng € N,Vn> ng,0 < f(n) < c.g(n)}

im fln) _
° n—liToo g(n) — 0

.

f(n) =w(g(n)) f est en petit-omega de g
o f domine g asymptotiquement
o w(g)={feF|VYec>0,3ng € N,Vn > ny,0 < c.g(n) <f(n)}
o lim 0 _ 4o

n—s—+oo &(n)

f=w(g) <= g = of)

S

Master Informatique & Mathématiques V. Gillot Complexité des algorithmes



Ordre de grandeur : aprés les grands les petits !

f(n) ~ g(n) f est équivalent a g
o f et g sont asymptotiquement équivalentes
e Ve € Ry, 3ng € N,Vn > ng, |f(n) — g(n)| < eg(n)

o lim fn _—1q
n—-+oo &(n)

Exercice
Montrer que
Q@ n2+2n+1~n?—50n+75
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Calculer avec les ordres de grandeurs

Les propriétés de O, €2, ©

Q f(n) + g(n) = O(max(f(n), g(n)))
@ ¢ x f(n) = O(f(n)),¥c > 0

Q si f1(n) = O(g1(n)) et f(n) = O(g2(n)) alors f(n)f(n) = O(g1(n)g2(n))
Les propriétés sont aussi vraies pour Q et ©.

Exercice
Montrer que Calculer/simplifier e O(n)+ Q(n)

Q@ O(n) + O(n) = O(n) o O(n) +O(n) e O(n)O(n)

Q@ nx O(g(n)) = O(ng(n)) e O(n) +O(n) e nO(1)

Q kxnP=0(nP) e O(n) +06(1) e O(n)+ O(r?)
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Famille de complexité : logarithmique

f(n) = log(n)

o log,(n) = In(n)/In(b)
@ log,(b) =1 et log,(1) =0
o log,(xy) = log,(x) + log,(y)
o log,(x/y) = log(x) — log,(y)
@ log,(b") =n
o 5085(n) — plog,(a)
Exercice
Vérifier que
Q ") = pin(@)
Q alOgb( = nlOgb(a)
Q log(n°) = O(log n) )
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Famille de complexité : logarithmique

f(n) = log(n)

@ log,(n) = In(n)/ In(b)

@ log,(b) =1 et log,(1) =0

@ log,(xy) = log,(x) + log,(y)

@ log,(x/y) = log,(x) — log,(y)

@ log,(b") =n

o a'98s(n) — plog,(a)

o

Exercice Correction
Vérifier que On utilise la définition de a* := ex'(2)

Q 2" — pin(a) @ (b)) — gn(a)In(b) — pin(a)

(2} g'o85(n) — plog,(a) o 2'085(n) — gIn(a) logy(n) — eIn(a) ::EZ; _

@ log(n°) = O(log n) MV — glogs(a) In(n) — plog,(2) |
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Famille de complexité : polynomiale

f(n) = ©(n*)

k =1 on parle de complexité linéaire

k = 2 on parle de complexité quadratique

On peut étendre la définition aux puissances réelles : ny/n = n'®> = O(n?)

Exercice
Montrer que
°Va>0,b>0, lim (&) _¢

n——+o0o

°Va>0,b>0, lim & —g

n——4o00

@ En déduire que (log n)? = O(n®) et log(n?) = O(n®)
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Famille de complexité : exponentielle

f(n)=a"

0_ 1 o1 _ o =1 _
e a’=1a=aa'lt=1/a
@ amtn = gMa"

o (am=(a")" =

Exercice

@ Montrer que Va>1,b >0, lim "0

n——+oo

@ En déduire que n® = O(a")
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Famille de complexité : factorielle

f(n) = n!
e 0l=1
enl=nx(n—-1)x---x2x1
o (n+1)!=(n+1)n!
o Innl=ninn—n+ 12+ 0(1)

Exercice

@ Montrer que Va > 0, lim % =0
n

—+00

@ En déduire que a" = O(n!)

.
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Ordre de grandeur

Estimation des temps de calcul pour quelques complexités standards (vit. de
calcul : 3.5 x 10° op/s)

n log(n) n nlog(n) n’ 2" n!

10 0.001us | 0.003us | 0.007us | 0.029us 0.293us 0.001s

20 0.001us | 0.006pus | 0.017us | 0.114us 0.3ms 22ans

30 0.001us | 0.009us | 0.029us | 0.257us 0.307s 2.4 x 10%ans
40 0.001us | 0.011us | 0.042us | 0.457us 5.2min 7.3 x 103ans
50 0.001us | 0.014us | 0.056us | 0.714us 3.7jours 2.7 x 10¥ ans
100 0.001us | 0.029us | 0.132us | 0.003ms | 1.1 x 10%3ans

1000 0.002us | 0.286us | 0.002ms | 0.286ms

10000 0.003us | 0.003ms | 0.026ms | 0.029s

100000 0.003us | 0.029ms | 0.329ms 2.8s

1000000 | 0.004us | 0.286ms | 0.004s | 4.7min

10000000 | 0.005us | 0.003s | 0.046s 7.9h
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Section 5

Analyse de boucles
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Analyse de boucle : méthodologie

o Identifier les variables qui contrdlent la boucle

o Identifier les valeurs initiales des variables impliquées

@ Identifier la condition d'arrét

@ ldentifier les instructions ou sont modifiées les variables dont dépend la
condition d’arrét

o Compter le nombres d'exécutions

@ Evaluer le colit d'un passage dans la boucle

@ Utiliser des techniques de sommation sur les entiers
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Formule de sommation

Suite arithmétique : Vn > 0,
e Vn>0,

Upy1 = Uy + 1

up = ug + nr

o >l gui=(n+1)%t ol (n+ 1) est le nombre de termes dans la somme |
Exercice
Calculer le terme général et la somme pour les suites
Q (un)n>0=1(0,1,2,3,...)
Q (un)n>0=1(1,2,3,...)
Q (un)n>0=(1,3,5,7...)
Q (un)n>0=1(0,2,4,6...)

V. Gillot
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Formule de sommation

Suite arithmétique : Vn >0, wupy1 =

e Vn>0, wu,=uy+ nr
o >l gui=(n+1)%t ol (n+ 1) est le nombre de termes dans la somme
v
Exercice
Calculer le terme général et la somme pour les suites
Q (un)n>0=1(0,1,2,3,...)
(Un)nZO = ( 273, 2 o )
(Un)nZO :( 3,5,7...)
(Ur,)nzo :( 24,6)
V.
Q uo:O,IZI,VnZO,u,,:n.EFZOI:w
eug:1,r:1,\1nZo,u":n+1,§j§’:0(i+1):W S+ = ("*'1)"
ug=1,r=2Yn>0,up=2n+1 N @2i+1) = (n+1)?
0 i=0
Q v -2r=2Vn20u=2n X0 @) = LD _ g
.
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Formule de sommation

Suite géométrique : Vn >0, wupp1=qu, q#1

eVn>0, u,=q"u

n+1
o Yl ui= uollﬂq ou n+ 1 est le nombre de termes dans la somme

Exercice

@ Calculer le terme général et la somme pour la suite
(un)n>0 = (1,2,4,8,16,...)
@ Proposer une preuve en utilisant la réprésentation binaire de 2"1 — 1
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Formule de sommation

Suite géométrique : Vn >0, wupp1=qu, q#1

e Vn>0, u,=q"u

_atl N
o Yl ui= uollﬂq oll n+ 1 est le nombre de termes dans la somme

Exercice

@ Calculer le terme général et la somme pour la suite
(un)n>0 = (1,2,4,8,16,...)
@ Proposer une preuve en utilisant la réprésentation binaire de 2"1 — 1

Q@ w=1,9=2YYn>0,u,=2" 37 20 =122 _ ol _

1-2
Q@ 2ntl_1-= (M)z = 2'7_0 oi
n+1
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Formule de sommation : linéarité pour les sommes

finies

Pour les suites

b b b
D)= Ui+ v
i=a i=a i=a

.

Pour les ordres de grandeurs

Pour une portion de code de complexité C(i) = ©(f(/))

>oe(r() = o> (i)

.

en effet d¢c;, ¢ > 0
(')< C(i) < ef(i)

clzf ZC )<c22f
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Analyse de boucle

1 DEBUT B 5

2 i 1 Terminaison

3 TQ i < n FAIRE . . . , .

M i« i+1 n — i est une fonction strictement décroissante
5 FTQ

6 FIN

Complexité en temps

La variable i contrdle la boucle
@ initialisation : j < 1
@ condition d'arrét : i > n
@ |/ est modifié a I'instruction 4 : i < i + 1, colt de l'instruction ©(1)
@ les valeurs de j sont 1,2,3,...
@ la condition d'arrét est réalisée quand i = n+1
@ nb de passages dans la boucle : n

La complexité est en ©(n)
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Analyse de boucle

1 DEBUT 5 o

. [N Terminaison

3 TQ i < n FAIRE o 9 c s a

4 bloc_ instructions n — 1 est une fOﬂCtIOﬂ strictement decr0|ssante
5 i ¢+ i+1

6 FTQ

7 FIN

Complexité en temps

La variable i contrdle la boucle,
@ le nombre de passage dans la boucle est le méme que précedemment : n

e Colit du bloc d'instructions : f(i, n)
La complexité est en Y7, (i, n)
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Analyse de boucles imbriquées

n,m des entiers donnés

4 Boucle interne : j controle la boucle

2 i <=

3 T0i< > FAIRE @ les valeurs de j sont 1,2,3,...

4 Jj «

5 TQ j < m FAIRE @ la condition d'arrét est réalisée quand j = m+1
6 j o« j+1

7 FTQ @ nb de passages dans la boucle : m

8 i« i+l ~ .

9 FTQ @ colit de chaque passage (ligne 6) : ©(1)

© - La complexité est Cine(m) = >-7; ©(1) = ©(m)

v,
Boucle externe : i contrdle la boucle

@ les valeurs de / sont 1,2, 3, ...

@ la condition d'arrét est réalisée quand i = n+1
@ nb de passages dans la boucle : n
@ colit de chaque passage : Gne(m) + ©(1) = ©(m)
La complexité est Coxe(n,m) =Y., ©(m) = n x ©(m) = ©(nm)

\

Master Informatique & Mathématiques V. Gillot Complexité des algorithmes



Analyse de boucles imbriquées

DEBUT

. Boucle intérieure : j controle la boucle
3 TQ i < n FAIRE . X
s j e 1 e j=12...i
5 TQ j < i FAIRE o , N s 1z - -
. JTE et @ la condition d'arrét est réalisée quand j =i+ 1
FT ~ o
: ; ?_ o1 @ colit de chaque passage (ligne 6) : ©(1)
° . La complexité est
Gnt(i) = Xjy ©(1) = ©(Zj; 1) = (i)

v

Boucle externe : i contrdle la boucle

ei=12...,n

@ la condition d'arrét est réalisée quand i = n+1
@ nb passage dans la boucle : n
@ colit de la boucle : Gn(j) + ©(1) = ©(i)

o complexité : 37 Gine(j) = 327, ©(1) = O(7-, i) = ©("52) = ©(n?)

v
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Analyse de boucles imbriquées

Exercice

Faire I'analyse de
I"algorithme suivant :

i« 1
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Analyse de boucles imbriquées

Exercice @ complexité boucle intérieure :
) , ; 2i o
Ealre I.analyse de Gne(1) = 22721 ©(1) = ©(2')
I'algorithme suivant : e complexité boucle extérieure :
1 DEBUT Cext(i7 ’7) = 27:1 Gnt(i) = Zle 9(21) =
2 i« 1 n i
3 TQ i < n FAIRE e(Zj:I 2') = @(2n - 1) = e(2n)
4 j <1
5 TQ j < 2/ FAIRE
6 j e gt
7 FTQ
8 i+ i+1
9 FTQ
o FIN
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Analyse de boucle : dichotomie

1 DONNEES n entier

2 DEBUT joration de la complexité : O

3 i<+ n . o o
4 TQ i > 1 FAIRE @ on ne connait pas les valeurs exactes prises par i
5 i« li/2] . .

S @ on les majore par les valeurs de la suite

7 FIN (n,n/2,n/4,...)

@ apres k passage dans la boucle, on a i < n/2k

@ la condition d’arrét est satisfaite quand
n/2k < 1,i.e. n <2k < logy(n) < k

@ nb de passage dans la boucle k est majoré par
logy(n)] +1
La complexité est

C(n) = O(log(n))
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Analyse de boucle

1 DEBUT . B 0z

> i+ Minoration de la complexité : €2

3 TQ i > 1 FAIRE . . .

4 i lif2) @ on minore par les valeurs prise par i par
° . (n/2,n/4,n/8,...)

6

@ aprés k passage dans la boucle, on a i < n/2k+1

@ la condition d’arrét est satisfaite quand
n/2k1 < 1 ie. n < 2K o logy(n) < k +1

@ nb de passage dans la boucle k est minoré par
1/2log,(n) a partir d'un certain rang

La complexité est

C(n) = Q(log(n))

La complexité est
C(n) = ©(log(n))
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Estimer la complexité des algorithmes

1
2
S|
4
5
6
7
8
9
10
11
12

Exercice
ALGORITHME A(n,m)
DONNEES
n,m des entiers
VARIABLES
i,j des entiers
DEBUT
i<+ 1
j <1
TQ i < n ET j < m FAIRE
i+ i+1
j i+t
FTQ
FIN

13

ALGORITHME B(n,m)

DONNEES
n,m des entiers
VARIABLES
i,j des entiers
DEBUT
i<+ 1
j <1
TQ i < n 00U j < m FAIRE
i < i+l
j o= g+t
FTQ
FIN
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Estimer la complexité des algorithmes

Exercice

1 ALGORITHME A(n,m) 1 ALGORITHME B(n,m)

2 DONNEES 2 DONNEES

3 n,m des entiers 3 n,m des entiers
4 VARIABLES 4 VARIABLES

5 i,j des entiers 5 i,j des entiers
6 DEBUT 6 DEBUT

7 i« 1 7 i« 1

8 j <~ 1 8 j <~ 1

9 TQ i < n ET j < m FAIRE 9 TQ i < n 00U j < m FAIRE
10 i+ i+1 10 i+ i+1

11 j < j+1 11 j < j+1

12 FTQ 12 FTQ

13 FIN 13 FIN

Correction

A(n, m) = ©(min(n, m)) et B(n, m) = ©(max(n, m))
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Estimer la complexité des algorithmes

Exercice

1 ALGORITHME C(n,m)
2 DONNEES

3 n,m des entiers
4 VARIABLES

5 i,j des entiers
6 DEBUT

7 i+ 1

8 j < 1

9 TQ j < m FAIRE
10 SI i < n ALORS
11 i+ i+1
12 SINON

13 j o« j+1
14 FSI

15 FTQ

16 FIN

1 ALGORITHME D(n,m)

2 DONNEES

3 n,m des entiers
4 VARIABLES

5 i,j des entiers
6 DEBUT

7 i« 1

8 j <~ 1

9 TQ j < m FAIRE
10 SI i < n ALORS
11 i < i+l
12 SINON

13 j < j+1
14 i+ 1
15 FSI

16 FTQ

17 FIN
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Estimer la complexité des algorithmes

Exercice

1 ALGORITHME C(n,m) ; SEEBEEQHME D(n,m)
2 DONNEES )
3 n,m des entiers 3 n,m des entiers
4 VARIABLES 4 VARIJ}B;ES A
5 i,j des entiers 5 i,j des entiers
6 DEBUT 6 DEBU'l'“
i 7 i« 1
7 i<+ 1 :
8 j <1 8 j <1
9 TQ j < m FAIRE 13 TQ JSIS n <FArIlRiLoRs
10 SI i < n ALORS i<n
11 i < i+1 1 i i+1
12 SINON 12 SINDI\.I '
j j S j «— j+t
= j o+ j+t y
14 i+ 1
14 FSI
15 FSI
15 FTQ
16 FIN 16 FTQ
17 FIN
Correction

C(n,m)=0©(n+ m) et D(n,m) =0 (>, n) = ©(nm)
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Estimer la complexité des algorithmes

Exercice

1 ALGORITHME E(n,m)

2 DONNEES

3 n,m des entiers
4 VARIABLES

5 i,j des entiers
6 DEBUT

7 i« 1

8 TQ i < n FAIRE
9 j 1
10 TQ j < m FAIRE
11 j < j+1
12 FTQ
13 i+ i+1
14 FTQ
15 FIN

© N OO AW N =

© N OO A W N =

ALGORITHME F(n)
DONNEES
n un entier
DEBUT
TQ n>1 FAIRE
n + |[n/2]
FTQ
FIN

ALGORITHME G(n)
DONNEES
n un entier
DEBUT
TQ n>1 FAIRE
n < [n/10]
FTQ
FIN
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Estimer la complexité des algorithmes

Exercice

1 ALGORITHME F(n)
2 DONNEES
1 ALGORITHME E(n,m) 3 M I CrEsiers
2 DONNEES + DEBUT
3 n,m des entiers 5 TQ n> 1 FAIRE
4 VARII}BITES ) 6 n + [n/2]
5 i,j des entiers 7 FTQ
6 DEBUT s FIN
7 i« 1
8 TQ i < n FAIRE
9 j 1
L TQ j < m FAIRE 1 ALGORITHME G(n)
- j o j+1 2 DONNEES
E FTQ 3 n un entier
13 i i+t 4 2EEML
» FTQ 5 TQ n>1 FAIRE
15 FIN o n « [n/10]
7 FTQ
8 FIN
Correction

E(n, m) = ©(nm), F(n) = ©(logy(n)) et G(n) = O(logo(n))
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Estimer la complexité des algorithmes

Exercice
1 ALGORITHME H(n)
2 DONNEES
3 n entier
4 VARIABLES
5 i,j des entiers
6 DEBUT
7 i<« 1
8 TQ i < n FAIRE
9 j <« 2
10 TQ j < +/n FAIRE
11 j < j+1
12 FTQ
13 i+ i+1
14 FTQ
15 FIN

ALGORITHME I(n)
DONNEES

n entier
VARIABLES

i,j des entiers
DEBUT

i 1

j &« n

TQ i*j < n? FAIRE
i i+t
j o+ j+1

FTQ

FIN
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Estimer la complexité des algorithmes

Exercice

1 ALGORITHME J(n)

2 DONNEES

3 n entier

4 VARIABLES

5 i,j des entiers

6 DEBUT

7 i« 1

8 TQ i*i < n® FAIRE
9 j <« 1

10 TQ j < n FAIRE
11 j o+ j*2
12 FTQ

13 i+ i+1

14 FTQ

15 FIN

1 ALGORITHME K(n)

2 DONNEES

3 n entier

4 VARIABLES

5 i,j des entiers

6 DEBUT

7 i+ 1

8 TQ i < n FAIRE

9 j < n

10 TQ j > 1 FAIRE
1 i+ Li/2)
12 FTQ

13 i+ i+1

14 FTQ

15 FIN
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