Chapitre 1 : Fonctions a plusieurs variables - Intégrales multiples
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Programme d’Outils mathématiques et logiciels du semestre S

Chapatre I : Fonctions a plusieurs variables — Intégrales multiples (avec le logiciel maxima)

Chapitre II : Couple de Variables aléatoires discrétes et continues (avec le logiciel Excel)

Evaluation CCE/TD/TP = (DS1+DS2+DS3+Bonus)/3
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Partie A : Fonctions a plusieurs variables
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I. Définitions Chapil‘re ;
Une fonction numérique f, de n variables est une application de R " dans R , qui associe
a tout n-uplet de nombres réels (x1,x2,...,Xn) un unique réel y=f(xi,x2,...,xn) )‘PL‘ (x_ X
D¢, I'ensemble de définition de f est I’ensemble des (x1,x2,...,Xn) éléments de R ", tels que = =Pl ;) ! /§
f(x1,X2,...,Xn) existe. €<,

Exemples

: . X e ) X +
- Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f(x,y) = y

X -y \l/
,{[z,\*) %Sb-&&t 'Jt.-pgc O <—> \j, &2 ... 48; ...... l&\f C"Cl'jr)/ '-j,-’x-} g==
............... & ﬁ’\‘{(x:‘ﬁ/oj m.} .__.....,...—-91?\ BNy —

........................................ @L\‘-})}———b zg(z.\.a,\

< X
Xty

é - Déterminer I'ensemble de définition de la fonction h(x,y)=e¢

..................... &g-\ﬂ—{(b °)}




- Déterminer I'ensemble de définition de la fonction g(x,y) = Jl e y2

aCey) e&astl..».\..../_\ﬁo.c:_\& > 9. &> 2 E A

................. 3 48(9 4. e A&Sqwa\a%&ﬁ&&w&@

.................................................................................................................

- Déterminer 1’'ensemble de définition de la fonction k(x,y) = -
X" — ¥
)2@33,) me. A ’3’ ®O. (n—>\3,;£=x,<__>y,

..............................................................................................................
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I1. Limites et continuité

Pq
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Exemples de limites Déterminer la limite en (0,0) des fonctions f suivantes : C Pitre 1
Soit f(x,y)=x>—-y>+3 limf(x,y) = limf(x,y) = ..%L.o.,o).;.’& ..........................
1. x—») (0,0)

zg - «\ y—0 N

X - \ .
Soit f(x,y) = Y ]imf(x,y)zIimf(x.y)=...>..9_.....ET—.T—..:.'\\.Z\.‘&?)@.?Q...CW‘-

X + y :::8 (0.0)

Définition Soit f, une fonction a 2 variables réelles (x,v). Soit (xo,y0) € Dr. f est dite
continue en (xo,vo) si et seulement si lim f(x,y)=f(x,.y,).

(Xg.¥a)

On pourra écrire cette définition quelque soit le nombre de variables.

Opérations
Soit A € IR. Si f et g sont continues sur D, sous-ensemble de R ", alors f+g, Af, f.g sont

. f . .
continues sur D, et — est continue sur le sous-ensemble de D o g ne s’annule pas.
2




Exemples Etudier la continuité des fonctions suivantes sur leur ensemble de définition
X —
f(x,y) =—2

X+Yy

& = I fcw)/%- <}

C.e—i»%.@a,g\wm—%%(ﬂ?\w1@+% ...........................

Xy :
s1(x, 0,0 2
g,(x,y)zgi+y2 3= )83_—:[?\ .....................................................

sInoN

.. - edrconKinue aan. .\ﬁ:..*(.o. OV can clak \a. cpnliant. da
?gs:L.eN C&\,L.M‘b .................................................................................
Coudimicd enlp,o).x [m Gy sbin X No((ETD)

(0,0) (o D\ Xyt
08(‘-2.,1)g._.£_;7 . d. -*;;(c.:v:ak(:x =3 P .#. %{a,a)....ﬂle«é % naod

fon. QXK s, ..%1.0.@) DRSS
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I11. Représentation graphique

-
.
1

Exemple f(x,y)= e ) DR 2. Soit O ]I_c’ ) un repére orthonormé de I’espace.

..................................................................................................................
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Partie B : Calcul différentiei

I. Dérivées partielles du premier et du second ordre

1) Dérivées partielles du premier ordre

Définition Soit f une fonction définie dans Dy, sous-ensemble de IR2.

. . f,(x)=1(x,y,) ou(x,y,) e D, . .
Si les fonctions . sont dérivables respectivement en xo et
fz(.v) = r(xua,") ou(x,,y) e D[
vo, la fonction f est alors dite partiellement dérivable par rapport a x et y en (Xo,Y0).
On note alors :

of ‘ \ of . ,
g(xos)'u) =1,(x,,¥,)=M"(x0) et a_v(xo'-)"o) = f) (X4,¥,) =12’ (Y0)
Si les dérivées partielles existent pour tout (xo,yo), élément de Dy, elles définissent alors
f
les fonctions dérivées partielles ] et ﬂ
ox oy

Exemples :

] (V)

2 v )
f(x.y)=c”3"'. D=, (e ) =L-C
’ v B ' v ’z‘rL}

n—f(x,y)=.\-.).=.€«..;..€, .......................... Ur(x.y)=.p. e =2
ox x* 0 U

)
f(x,y)=x*+y*. DR LS:)_) = -fz\r_v—‘
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of U';L 2C of U\-} \)Y

—(x,y)= e e —(x,y)= T et TT S s e s eennesnasnane
ox XNVE vyt ay 2NuU \f;c"":\"?'
R ) s Aﬁ .)g
emarque : J( 3,20 = £y ). = — (25, %). = = (‘é Y YOO
\t 20
— TS _ — " v'v_uv’ 2\’ )
R(r,s) = vl DR—...'B...*(LAX/..A..'#...‘.‘T} ....... (..‘:’...).-_____\.,_1____,(«2 =288
R oo UNV-UV A% ovelman AlsA-(cxa—zc)  Aln-c)
or ' V% - (cen)® - (ren) N Ceeny?
‘ﬁ(r s)=.§_\}__. pC .:...r,.(.'.’.'.'.b? . e GO L R(AIN 2 RAGA) e
J of (r+ Ay

Remarque On peut étendre cette définition aux fonctions a plus de deux variables :
Soit fune fonction définie dans Dy, sous-ensemble de IR* .
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2) Plan tangent a une surface d’équation z=f{x.y) en un point

Page
14
Chapltf'e 1
Soit f une fonction partiellement dérivable en (xo,y0). L’équation du plan tangent a Sy, la
surface représentant f, au point M(xo,vo0,20) est alors :

z=1(x,,¥,)+(x —@Zf(t,.\,,)+(\ —\u);f(x.,,v‘,)

%(-4"5} :AO-("‘Y; 25 =AN0_A=-25=-AD-26 =-A6
) > 2
Exemple f(x,y):l(_)—x‘,—y“ Di= (R

= &; 4,5); — Ao
of of
2—x(x,y)=.:.e2.x.. ............................................ : %(x y)=..-%2 a( ...........................................
ks g e s(;
Equation du plan tangent a S au point M(0,0 fM) Zo,0) = Aa.. jg (oo)=o..... ‘25.{; (00)= ©
3= for) . .?.c.g.(o,o>..4._..3g o). = Fpem A .Q...*.Q.S'O%aka‘u-. pb«k&hyﬂ\a\ ol‘éluaP

=10
Equation de Pr, le plan tangent a Sy au point M(n‘( 1,5)): g(—'l 2)=.—4 Bg .(-.\.LS>::A ..... g (.4.:;): g

% ’SL—‘M%«r(Zr‘:A}B L-\.a),;-(%,-,e?g (—4‘5) 4= .y .=Ab 4 L, (:m—D 49(»3...5) ...........

§-2x 403{43(, 3‘“"6‘*2’“2 19+ 50
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3) Dénvées partielles du second ordre

Définition Soit f une fonction définie dans Dy, sous-ensemble de IR? . f est partiellement

dérivable sur D, sous-ensemble de Dy. Si les fonctions ? =1, et a f. sont elles-
. ST

mémes partiellement dérivables, on peut alors définir les dérivées partielles du second
ordre :

o(of) of ...a(ﬁ) ?’f .

r oy = =1, 3
ox\ox) ox* v 7 axlay) axay

\ 2 ) 2 .,
(of \_ 2% _ .a(af)_ar_f

aylax) oayax 7 oy

ay

— a"z ":.
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Remargue On peut étendre cette définition aux fonctions a plus de deux variables :

Soit fune fonction définie dans Dy, sous-ensemble de IR . fest partiellement dérivable sur D,

: . of . of . of . .
sous-ensemble de Dy. Si les fonctions — =f_, — =1 et — =f, sont elles-mémes
ox oy 0z

partiellement dérivables, on peut alors définir les dérivées partielles du second ordre :

ﬁ(g)_azf_f.. L (af)_ o' _ . .L(EJ_ O _ o OfOf)_2 _
oxlox) ox* ¥ Tax\lay) axay ¥ aylax) ayax Y oyley) oyt Y

.............................................................................................................
................................................................................................................

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Exemple f(x,y)=¢"*. D=R?
Déterminer les dérivées partielles du second ordre de f.

9“'@5" W ) BRSNS I £ F———

oL \dL A4

................................................................................................................
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3) Théoréme de Schwarz
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Si f: R%—— R admet en un point (xo,yo) des dérivées partielles d’ordre 2, continues
(on dit alors que f est de classe C?), alors :
o'f o'f
Yol = X,s¥
ayax 0r¥0) = 5 o (Ken¥a).-

La réciproque est fausse.

Exemple

l

[ Adon0) '

A+Uz

Lo % . da. .SM\?, X aw\qma .......................................................................

' V) L. |
’g:_u_o:_._.__ ...... \C&u:_\_ﬁ_, ........ U;"‘“.(.i':.‘.‘a.ﬁ._:_._l ..........
x ArL > x> x~ *) ot x*
) _ ‘-ﬁ 1“ -
5 - Mvf_‘,z/xj)‘(_’—f = T —\E/ — 21
* A+ 4 L+
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