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Partie A : Définitions et notations du GEII

I. Introduction

— > Ensemble des nombres entiers naturels : N ={0;1;2;3; ..;n;..}

— Ensemble des nombres entiers relatifs :
Z=A{.;-3;-2;-1;0;1;2;3;...;k;..}

Ensembles des nombres rationnels : Q = {% ;A€ Zetb € Z*}

> Ensembles des nombres réels : R = Qu {\/f, e; mM;..;X; }

nombres irrationnels

Ensemble des nombres complexes :
C={a+ib;ab€eReti?=—-1}

x Zz=a+ib
a,beR

2
X\/§—1§

NcZcQcRcC

On appelle i le nombre imaginaire, défini par : i =-1.

L’ensemble des nombres complexes estnoté C: C={z =a+ib;a € R,b € R}
Dans cet ensemble toute équation du second degré posséde deux solutions.

En électricité la lettre i étant réservée a I’intensité d’un courant, nous la remplacerons par la
lettre j.
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Y

> Re(Z)
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I1. Définitions et notations du GEII

v" Tout nombre complexe Z s’écrit de la forme :

Z=x+jy oixcR,yecRetj =-1

x est la partie réelle de Z / y est la partie imaginaire de Z
On note : x = Re(Z) Onnote:y =Im(Z)

v" Le plan complexe : On représente un nombre réel sur une droite munie d’un

repére (O , OI) . Tout nombre complexeZ =x+j.y (oux ER,y €R) est

représenté dans un plan muni d’un repére orthonormé (0; 0], O]) par le point
M d’abscisse x = Re(Z ) et d’ordonnée y = Im(Z )

Le point M(x,y) est appelé¢ image de Z.

Z est appelé I’affixe du point M.

N

Z est aussi appelé ’affixe du vecteur OM = x.i +y.j

Im(Z

m(A—) %-F Calcul de OM : oo
Soit 0, la mesure de I’angle de vecteur orienté (OI, OM)

T A

: D) = e

> Re(Z) cos(0)
o Z

SIN(0) = oot

v" Le module de Z est noté Z ou encore | V4 |, c’est la distance de O a M, ainsi :

|Z|=Z=1/x2+y2

v' L’argument de Z est noté arg(;), c’est la mesure en radians de ’angle de

5> o
vecteur orienté (OI,OM), déterminée 2 2km prés (K € Z). On note 8 = arg(Z),
x _ partieréellede Z Re(Z)

cos(0) =

Z module de Z Z .
on a alors : fie i e deZ  Lm(Z sSiZ#0.
§in(0) = Y _ partie imaginairede Z _ m(Z)
Z module de Z Z
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Remarques : 1. si Z=0, alors M=0, ’origine du repere, O, ne posséde pas d’argument

2.8inon,onaalors : X = ....cooeiiiiii i €LY S,
3. (x,y) sont appelées « coordonnées cartésiennes » du point M, image

du nombre complexe Z = x +j.y et (| Z |, 0) sont appelées « les
coordonnées polaires » du point M.
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Partie B : Les différentes écritures d’un nombre complexe

I. Définitions

Z=x+jyouxcR,ycRetj=-1
x est la partie réelle de Z / x\ y est la partie imaginaire de Z

On note : Xx = Re(Z) Onnote:y=Im(Z)

Le module de Z est noté Z ou encore |Z , c’est la distance de O a M, donc |Z | =Z=x*+y’

- -
L’argument de Z est noté arg(Z), c’est la mesure en radians de I’angle de vecteur orienté (OI,OM),
déterminée a 2km pres (k € Z). On note 0= arg(Z), on a alors :
x _ partieréellede Z Re(Z)

cos(0) = —
Z module de Z Z .
e i inairede Z  Im(Z siZ#0.
sin(®) = Y _ partie imaginairede Z _ m(Z)
Z module de Z Z
Im(Z) N
R %

Le plan compleXf esimuni y = _._.-7’i M(x = Zel®)
d’un RON (O ;0I, 0OJ) :
orienté dans le sens direct. i

. \ 7 i
Z=x+]}y oux,yeR i
Le point M(x,y) est appelé y\ !
. I !
image de Z. 16 H R
Z est appel¢ I’affixe du 0 15 P )I< > Re(2)
point M. :
Z est aussi appelé I’affixe i
du vecteur OM . 4 :
OM =x.i+Yy.] \

DAt —i—— M M(x-jy=ZeT9)

Forme algébrique de Z : (coordonnées cartésiennes)

Z=x+]jy

Forme trigonométrique de Z : (coordonnées polaires)

2= Z.cos(0) + j.Z.sin(8) = Z.(cos(0) + j.sin(0)) aussinoté: Z = [Z, 0]

Forme exponentielle, géométrique ou polaire : Euler a noté e®® = cos(0) + j-sin(®)

Z=7.e"

Nombre complexe conjugué de Z : Soit Z = x+ j.y, on appelle conjugué de Z, et on note Z, le

nombre complexe défini par: Z" =x—jy. Si Z=Z.e"°, alors Z'=Z.e71°
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II. Exemples / Exercices

Compléter le tableau ci-apres.
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Chapitre 2 : Les bases des nombres complexes pour le GEIl — B. Les différentes écritures

Z=x+] Ecriture Conjugué : Z' =x —jy
_Z=Z ei]g, Re(Z)=x Im(Z)=y |Z |=</x2 + y2 Ara(Z)=6 exponentielle 7' =7 10
= Re(Z)=Z.cos0 Im(Z)=Z.sin® | Z| -7 = ou T
Z=[Z,0] algébrique Z=[Z,-6]

Zl =5

Z, = -3

Z3=V3+j

Zy =3~

Zs = —14

Ze =—4— 43

Z7 = 615

ZS S e]n

Zg = ezj"

IUT de Toulon — Département GEII — Premicre année



Chapitre 2 : Les bases des nombres complexes pour le GEIl — B. Les différentes écritures

IUT de Toulon — Département GEII — Premicre année 12




Chapitre 2 : Les bases des nombres complexes pour le GEIl — B. Les différentes écritures

Im(Z)

Sy
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Chapitre 2 : Les bases des nombres complexes pour le GEII - C. Opérations ...

Notes
Im(Z2) N
A
A
]
—l |- | -
> > Re(Z
ol 1 (Z)
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Partie C : Opérations sur les module et arguments d’un nombre complexe

I. Argument d’un nombre complexe et arctangente

Comment obtenir 0 1'argument d'un nombre complexe, lorsqu'il n'est pas remarquable ?

Soit Z =a + J.b un nombre complexe non nul et a+0.

Pour déterminer un argument de Z, on calcule

partie réelle de Z a
cos(0) = =
module de Z Ja? + b
sin(0) = partie imaginaire de Z _ b
module de Z \/32 +b?

sin (0) _ E
cos(0) a’
On peut alors en déduire 0, en utilisant la fonction Arctangente, mais en faisant trés attention,

Si 8 n'est pas un angle remarquable, alors on calcule : tan(0) =

car Arctan(x)€ ]— g, g[ ! En effet, lorsque la partie réelle de Z est négative, la mesure
principale de son argument 0 n'est pas dans l'intervalle ]— g, %[, pour obtenir le bon résultat, il

. . . b
suffit donc d'ajouter ou de soustraire T a Arctan (;)

A retenir

Soit Z =a+ j.b un nombre complexe non nul, tel que a# 0.

Arctan(hj sia>0
a

arg(Z) =

Arctan(hj +trxsia<0
a

Remarque : Que se passe-t-ilsia=0?
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I1. Propriétés et Opérations sur les module et arguments

Z=x+]jy=2e"=[2,0] et Z=x"+jy'=2Z'e""=[Z',0'] sont deux nombres complexes.

1) Egalité entre deux nombres complexes

{Re@) =Re(2) _ [|z|=|z]
1=7'< <
Im(Z) =Im(Z) ~ (8= 6'+2.k.n

2) Produit de deux nombres complexes (Comme e*.e® =¢e*** il est préférable d’utiliser 'écriture
exponentielle/polaire le plus possible)

7.7 =7e" 7'e" =7.72'¢""" on en déduit que :

arg(Z.L‘)=arg(Z)+arg(Z')+2k1t, KkeZ,et |Z. Z'| = |Z|.|Z'|

[Z,0] % [Z',0']=[ZZ',0 + 0]

Le module d’un produit de nombres complexes est le produit des modules, I’argument
d’un produit de nombres complexes est la somme des arguments (a 2Kt pres)

a

. €
3) Quotient ( Rappel : o= ¢*® on utilisera 1'écriture exponentielle/polaire si possible)
€
Z 7" 7 o o
==""_="1¢%" onen déduit que :
VARV A A

z z|_|z]
argl| = |=arg(Z) —arg(Z")+2km, KEZ ,et |—| = —
z Z Nz
(28] _ z '
[z,,el]_[?’e_e]

Le module d’un quotient de nombres complexes est le quotient des modules, ’argument
d’un quotient de nombres complexes est la soustraction des arguments (a 2Kt pres)

.. 1 1 I _ .
Cas particulier : (Rappel :e—la =e ?) 7 = 7ot =—e ' avec Z+0. On en déduit que :
Z e’
1 1 1 1 1
arg|- | = —arg(Z)+2km, KEZ ,et |—| = — —=[-,—0

Le module de I’inverse d’un nombre complexe est I’inverse de son module, I’argument de
I’inverse d’un nombre complexe est 1I’opposé de son argument (a 2kt pres)
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4) Puissances n'°™ d’un nombre complexe (n est un entier naturel)
Rappel : (ep )n =ePlet (a.b)" = a". b")

Z" = (Zew )n =Z7"e"" on en déduit que :

n

arg(Z")=n xarg(Z)+2km, KEZ ,et ‘Z"

=|Z

[Z,0]"=[Z",n.0]

Le module de Z" est le module de Z a la puissance n, I’argument de Z" est n fois
I’argument de Z (a 2Kt prés)

II1. Application au GEII

Soient les deux nombres complexes : 23 =1+ 33 et 22 = 2 + j4.
Calculer le module, 'argument, la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complexes

sulvants :

1. z3 4+ z2 En génie électrique, ce calcul correspond a calculer I'impédance équivalente de

deux impédances montées en série (zeq = 21 + 22).

[z | [=2 ]

2. z1.z2 Cela correspond par exemple a calculer en régime sinusoidal établi, la tension
complexe v aux bornes d’une impédance z = 1 4 3j traversée par un courant

i=244j (v=z4)

—v
T
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Cela correspond a calculer le courant z qui traverse une impédance z = 2 + 43

z2
. . s L
ayant une tension v = 1 4 33 a ses bornes {2 == |.
Z
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Exercices

Exercice 1

Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :

Z,=4+3j:2,=-5+3j; Z,=\1-}2

Zy= (—V3+)).(1+) 5 L= 2= (—V3+]) 3% = 1

14 > = 14]
Exercice 2

Soient les deux nombres complexes : 29 = 2 — 33 et 20 = 5 + 3.

1
Calculer 'argument du nombre complexe z défini par : — = — + —. Ce calcul correspond
zZ2 =z 2
au calcul de I'impédance équivalente de deux impédances z; et zo montées en parallele.

Exercice 3 Dans les impédances suivantes R, L,C et w sont des nombres réels strictement
positifs ; déterminer leurs module et argument :

R4 iLa:Z =R4-“ - Z.—R4ilw+ L. 7, =R

Zy=R+jLlw;Zy =Rt o Zs=R+jLo+=0 Ly =¢re
10

Szu ou x est un nombre réel.

= (1-jx)®

Exercice4 SoitU =1 (R — C]—w) l'expression complexe de la tension aux bornes de

l'association en série comprenant une résistance R et un condensateur C. Déterminer le
module et un argument de I, nombre complexe associ¢ a l'intensité 1 du courant dans le circuit.

Exercice 5 Résolution d’équations du second degré :

Rappel : Soit P(x) = ax? + bx + cavec a, b, c réels et a # 0.

Pour résoudre 1’équation P(x) = 0, on calcule le discriminant A = b? — 4ac

-b+VA -b-VA
et Xy =
2a b 2a
- Si A = 0, P possede une racine réelle double : x; = =

-Si A > 0, P possede deux racines réelles : x; =

_ —b+jvial NI

=———c¢etz, = ———
2a 2a

- Si A < 0, P possede deux racines complexes conjuguées : z;

Résoudre I’équation 1 + z + z2 = 0
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Partie D : Exercices d’entrainement pour les poursuites d’études longues

Exercice 1

a, b et c sont des nombres complexes : Soit P(z) =az? + bz + ¢ aveca # 0 :
pour résoudre P(z) = 0. On calcule le discriminant A = b? — 4ac qui est un nombre complexe. On

cherche alors les racines carrées de A, par définition, ce sont les deux solutions §; et 8, de 1’équation :
§2=A

P posséde alors d ines : 7, = L gz, = 00
possede alors deux racines : 7z, = T etz, = T

a) Résoudre I’équation : z + 2(1 +j)z+4j =0

b) Résoudre I’équation : z> + (2 —j)z—2j =0

Exercice 2 Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :

_1+j.tan0

a) Z

= puis I’écrire sous forme géométrique.
1—jtan®’

b) Z=e" +e™ou x €[0,n]. (Indication : factoriser par &)

¢) Z=Inx.e™; 0<x<1

Exercice 3 Pour aller plus loin.... Simplifier I’expression suivante :
C=1+cos0+cos(20)+...+ cos(nb)

Indication : Montrer que C est la partie réelle de S =1+¢" + ¢ +...+e™, et on rappelle la

n+l

formule : l1+a+a’+..+a" =

;aveca #1
—-a

Exercice 4 Annales du concours d’entrée a PITII

(a) Placer sur la figure ci-dessous les solutions de I’équation z =7 .
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(b) Soit S I’ensemble des solutions de 1’équation z 3 =7. Calculer les valeurs

possibles de la fonction f{z) ci-dessous lorsque z parcourt S, puis calculer la
somme de ces valeurs :

l4z+z°+2°+2%+2°

fl2)= ~ (z#1)

-z
zeS = f(2) =
> f(z) =
ze S
n — \n
z z :
(c ) On considére 1’équation : = - [7) =iV2 , (|Z| #0) |

z

et on note S* 1’ensemble de ses solutions.

Le module de z est de la forme p =
zeS* =

L'argument de z est de la forme 6 =

Pour n=2 tracer sur la figure ci-dessus les éléments de S* tels que |Z| <1,
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