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CHAPITRE 1

Controle par équipe ©

Exercice 1.1
Indiquer le domaine de définition des fonctions f, g: R?> — R suivantes et colorier la portion de R? correspondante:

f,y)=In(xy) et g(x,y) =In(x) +In(y).

Correction

Pr={(x,y)eR?| xy>0} Pg={(x,y)eR?| x>0, y>0}
y y

xy>0 x>0ety>0

xy>0

Exercice 1.2

Soit f(x,y) = xiyil.Calculer, lorsqu'il est possible, f(2,1), f(1,2), f(a,a), f(a+1,a), f(a—1,—-a) avecag{-1,—3 }.
Correction
f(21)_1 fa,2)= ! fla,a)=0 fla+1,a)= fla—1,-a) nexist
D=2 2D=-7 a,a)=0, a 'a_Z(a+1)’ a—-1,—-a) n'existe pas

Exercice 1.3
Soit f(x,y) = ye*. Tracer la courbe de niveau qui passe par le point (In(2),1).

Correction
f(n(2),1) = 2. Laligne de niveau k = 2 est'ensemble { (x, y) € R2 | fen=k}={(xye R? | y=2e*}

y

lnEZ) X



Chapitre 1 Controle par équipe @ Mis  jour le Samedi 4 octobre 2025

Exercice 1.4 Outi=0up
On dit que deux fonctions u, v: R? — R satisfont la condition de Cauchy-Riemann si { * y(‘i ’
yU=—0yx0.
Parmi les couples de fonctions suivantes, indiquer lesquels satisfont cette condition:
1. u(x,y)=x*-y*etv(x,y) =2xy 2. ulx,y)=x>+y*etv(x,y) = —2xy
3. u(x,y)=e*cos(y) et v(x,y) = e*sin(y)
Correction
ux,y)=x*-y* Oxu=2x Oyu=-2y v(x,y) =2xy 0xv=2y O0yv=2x oui
ux,y) =x*+y* Oxu=2x Oyu=2y v(x,y) =-2xy 0yv=-2y O0yv=-2x non

u(x,y)=e*cos(y) 0yu=e cos(y) dyu=-e’sin(y) v(x,y)=e’sin(y) 0dyv=e"sin(y) Oyv=e’cos(y) oui

Exercice 1.5
Soit f(x,y) = 4x3y?. Calculer le gradient et la matrice Hessienne de f.

Correction
Le gradient de f(x, y) est
axf(x,y)) 3 (12x2y2)

| 8x%y

Vf(x,y) = (ay Fxy)

La matrice hessienne de f(x, y) est

0xxf(x,y) Oxyflx, y))
Oyxf(x,y) 0yyf(x,¥)

_ 24x y2 24x? y

0,(12x%y%)  8,(8x3y)
“\a,2x%y?)  9,8x%y)) " 24x*y  8x3

He(x,y) =

Exercice 1.6
Soit A: R? — R la fonction définie par A(x, y) = xy. Soit (xo, o) = (5,6). Estimer A(5.1,6.5) par linéarisation (c’est-a-dire
en utilisant le plan tangent a A en (x, Jp))-

Correction
La linéarisation de la fonction A(x, y) autour du point (x, yp) est donnée par 'approximation:

£ &(x L) =1 ‘(x ) (x Xi ) (x y ) ( ) (x y )
) 0, yO 0 a 0, JO y J’O a 0, Y0/
Calculons leS dériVéeS partielles de A(x, V) = xy:
(x ) =Yy et (x V) =X
a)( ’ y a 1% ’ ’

Nous avons donc I'approximation

A(XO + 0.1,_)/0 +0.5) = A(X(),y()) +0.1x Yo+ 0.5 x X0.

Sachant que A(xg, o) = X0yo =5 x 6 = 30, g—’;(xo, Vo) =6 et %(xo, Yo) =5, cela devient
AB+0.1,6+0.5)=30+0.1x6+0.5x5=30+0.6+2.5=33.1

Ainsi, par linéarisation, nous avons A(5.1,6.5) = 33.1. Notons que A(5.1,6.5) = 33.15

Exercice 1.7
Soit f: R? — R une fonction et (0,0) un point critique de f. Compléter les affirmations suivantes:

. (2 2 . (=2 2
1. siHf(0,0) = (2 2),alors (0,0) est... 2. siHf(0,0) = ( 9 2),alors (0,0) est...
3. siH¢(0,0) = 5 2 alors (0,0) est 4. siH0,0)=] . 2 alors (0,0) est
. f,—22, P . f,—2 o) 5

8 (© 2024-2026 G. FACCANONI
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Correction
Ona
1. det(Hf(0,0) =2x2- 22 =0 donc (0,0) est point critique dont on ne peut pas établir la nature,
2. det(Hf(0,0)) =-2x2— 22 = -8 <0, donc (0,0) est un point selle,
3. det(Hf(0,0)) =3 x2- 22=2>0etd,,f(0,0) =3 >0, donc (0,0) est un minimum,
4, det(Hf(0,0)) =(=3)x(=2)=2%2=2>0et 0. f(0,0) = -3 <0, donc (0,0) est un maximum.

Exercice 1.8
Calculer les points critiques de la fonction f: R?> — R définie par f(x, y) = x> + xy + y? et étudier leur nature.

Correction
e Recherche des points critiques:

d,f =0, 3x%+y=0, 3(=2y)%+y=0, 12y+1)=0, 1 1
<f — vy — (=2 +y — yazy+1) @(x,y)e{(0,0);(—,——)}.
0yf =0, x+2y=0, x=-2y, x=-2y, 6 12

On a deux points critiques: le point (0,0) et le point (é, —1—12)
* Nature des points critiques:

0xxf(x,y) =6x 0xx/(0,0)=0 Oxxf

Il
—

’

axyf(x, »=1 6xyf(0y0) =1 axyf

Il
\S]

dyyflx,y)=2 3,y f(0,0)=2 dyyf

’

I
—

’

—_—— e
D= D= D= O
Sl= Bl=8l=&8l=

—_—— -
Il
—

det(Hf)(x, y)=12x-1 det(Hf) 0,00=-1 det(Hf)

L

(0,0) est un point selle, (3, 15

) est un minimum.

Soit w(xy, Xo,...,X,) = COS

Exercice 1.9 (

n
Z ixi). Calculer les dérivées partielles ax]. wpour j=1,...,n.
i=1

Correction

w(X1,X2,...,Xp) =COS(X1 +2X2 + -+ + nxy)
Oy, W(X1,X2,...,Xp) = —sin(xy +2x2 + -+ nxy)

Oy, W(X1,X2,...,X,) = —28in(X1 +2Xx2 + -+ - + 1Xy,)

n
= Oy, w(X1, X2,..., Xp) = —jsin(z ixi)
.. i=1
ijw(xl,xz,...,xn) =—jsin(x; +2x2 +---+ nxy)

Oy, W(X1,X2,...,X,) = —nsin(x; +2x2 + -+ + nxy)

(©) 2024-2026 G. FACCANONI 9
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CHAPITRE 2

Controéle par équipe @

Exercice 2.1 (Bases de R, [x])
Soit le polynoéme p(x) = x> —3x + 2. Ecrire ses cordonnées dans les bases indiquées:

1. %, base canonique de R [X]: COOTA(P, B2) = . e v un ittt ettt ettt et e e e e e e eanee
%3 base canonique de R3[X]: COOTA(, B3) =« . uneunntite ettt ettt et e ettt
o ={1,(x—1),x% } base de Ra[x]: COOTA(P, S) = .. .vnunueinit et
B={1,(x-1),(x—1)?} base de Ra[x]: COOTA(P, TB) = ... vnunueieae ettt
2 ={1,(x—1),(x—1)(x—2)} base de Ry[X]: COOTA([2, D) = ... trmtt ettt iaeee

o> 8

Correction
1. 6, ={1,x,x*} donc coord(p,6>) = (2,-3,1)
2. €3 ={1,x,x% x3} donc coord(p, €s) = (2,-3,1,0)
3. coord(p, /) = (-1,-3,1).
4. coord(p, %) =(0,-1,1)
On remarque qu’il s’agit des coefficients du développement de Taylor d’ordre 2 en xp = 1:

n (i) .
p(x)=zp ExO)(x—xo)’

i=0 1.

5. coord(p,2) =(0,0,1)

Exercice 2.2 (Interpolation polynomiale: base canonique)

Soit les points
Ecrire dans la base canonique de R [x] le polyndéme p qui interpole ces points (sug-

x 0 2 4 gestion: utiliser la méthode de Gauss pour la résolution du systeme linéaire). Vérifier
y 7 11 55 la solution obtenue.
Correction

Soit € = { 1, x, x2 } la base canonique de Ry[x]. Soient (a, b, ¢) = coord(p, €) les coordonnées de p dans la base €. Elles sont
solution du systeme linéaire

a+bx0+cx02=7

a+bx2+cx2?=11

a+bx4+cx4?>=55

Résolvons-le par la méthode de Gauss

1 0 O 7 %2*—]]:2—]]:1 1 0 O 7 oL 1
1 2 4 |11 |=22=="L10 2 4| 4 Ls—ls—2la 0
4 0 4 0

1 16 | 55

o N o
'S

ol 7 c=5
4|1 4 |~<4b=4l-40)/2=-8
8 0

a=7
On obtient le polyndéme p(x) = 7 — 8x +5x°.

On vérifie aisément que
p0)=7,
p2)=7-8x2+5x22=11,
p(4)=7-8x4+5x4% =55,

Vérifions les calculs avec sympy :

11
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import sympy as sp
X = sp.symbols('x')

x_vals = [0, 2, 4]

y_vals = [7, 11, 55]

n = len(x_vals)-1

coeffs = sp.symbols(f'al:{n+1}"')

poly = sum(coeffs[i] * x**i for i in range(n+1))

eqs = [sp.Eq(poly.subs(x, x_vals[il),y_vals[il) for i in range(n+1)]
print("Le systéme a résoudre :")

print (r"\ [\begin{cases}")

for eq in egs :

——print(sp.latex(eq),r"\\")

print (r"\end{cases}\1")

solution = sp.solve(eqs, coeffs)

pl = poly.subs(solution)

print("Le polynome d'interpolation : " + r"$p(x) =", sp.latex(poly), "=",
—~ sp.latex(pl), r"$")

Le systeme a résoudre:
ag="7
ap+2a;+4a; =11
ap+4a; +16a, =55

Le polynome d’interpolation: p(x) = ag + a; x + az x> = 5x> —8x +7

Exercice 2.3 (Interpolation polynomiale composite: spline linéaire)

Soit les points

x 0 2 4 Ecrire la spline linéaire qui interpole ces méme points.

Correction
Une spline linéaire est une fonction affine par morceaux (i.e., les points a interpoler — une fois ordonnés selon les x
croissants — sont reliés par des segments). Le point x = 1 est compris entre les deux points d’'interpolation (0,7) et (2,11)

donc sljg;2) (x) = %(x—0)+7=2x+7et s(1) =9 tandis que p(1) =7-8+5=4.

Vérifions les calculs avec sympy :

( )
import sympy as sp

X = sp.symbols('x')
x_vals = [0, 2, 4]
y_vals = [7, 11, 55]

splines = []

for i in range(len(x_vals) - 1):
a, b = sp.symbols(f'a{i} b{i}')
spline = a * x + b
splines.append(spline)

12 (©) 2024-2026 G. FACCANONI
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equations = []

for i in range(len(x_vals) - 1):
equations.append(sp.Eq(splines[i] .subs(x, x_vals[i]), y_vals[i]))
equations.append(sp.Eq(splines[i] .subs(x, x_vals[i+1]), y_vals[i+1]))

params = [sp.symbols(f'a{i} b{i}') for i in range(len(x_vals) - 1)]
flattened_params = sum(params, ())

solution = sp.solve(equations, flattened_params)

splines_solved = [spline.subs(solution) for spline in splines]

print(r"La spline, linéaire par morceaux, a pour équation :")

print (r"\[\begin{cases}")

for i, spline in enumerate(splines_solved) :
print(f" {sp.latex(spline)} & \\text{{si }} x \\in [{x_vals[i]},
— {x_vals[i+1]1}] \\\\")

print (r"\end{cases}\]1")

La spline, linéaire par morceaux, a pour équation:

2x+7 six€[0,2]
22x—33 sixe[2,4]

Exercice 2.4 (Interpolation polynomiale: base de Lagrange)

Soit les points

x 0 2 3 Ecrire dans la base de Lagrange de R,[x] le polyndome p qui interpole ces points.

y 7 11 28

Correction
Soit £ ={Ly,L1,L2} la base de Lagrange de R, [x] associée aux points donnés. Les coordonnées de p dans la base £ sont
tout simplement coord(p, £) = (7,11,28). Les polyndmes L; s’écrivent

(x-2)(x-3) (x-2)(x-3)

(x—O)(x—3)__x(x—3) (x-0(x-2) x(x-2)

L = = , L = = , L = =
00 =02 0-3) 6 1= 023 2 2= 3206o2) 3
donc p(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + y2Lo ().
Vérifions les calculs avec sympy:

import sympy as Sp

x = sp.symbols('x")

n=2

pl = sp.polys.specialpolys.interpolating poly(n+l, x, X='x', Y='y')

p2 = sp.polys.specialpolys.interpolating_poly(n+l, x, X=[0,2,3], Y=[7,11,28])
p3 = sp.simplify(p2)

print(r"\begin{align*} p(x) &= " , sp.latex(pl) , r"\\")
print(r" &= " , sp.latex(p2) , r"\\")
print(r" &= " , sp.latex(p3) , r"\end{align*}")

(©) 2024-2026 G. FACCANONI 13
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_Y (x=x1)(x=x2) y1(x—x0) (x—x2) Yo (x — Xo) (x — x1)
(xo—x1) (Xo—x2) (=Xxp+x1) (X1 —Xx2) (—=Xo+X2)(—Xx1+Xx2)
11x(x—3) 28x(x—2) 7(x-3)(x—-2)
- + +

2 3 6
=5x>—8x+7

p(x)

Exercice 2.5 (Interpolation polynomiale: base de Newton)

Soit les points .. . .
e Ecrire la base de Newton de R5[x] associée a ces points.

o Ecrire le tableau des différences divisées.

e En déduire les coordonnées du polynéme qui interpole ces points dans
y -1 2 59 4 24 -53 la base de Newton.

Correction
¢ Labase de Newton de R5[x] associée a ces points est A = {wg, w1, w2, w3, W4, w5} OU W; S’ écrit

wo(x)=1
w1 (x)=x+2
w2(x)=(x+2)(x-1)
w3(x)=(x+2)(x—1D(x—-4)
0g(xX)=x+2)(x-D(x-4)(x+1)
05x)=x+2)(x-Dx-4)(x+1(x-3)

¢ Le tableau des différences divisées est

i x Vi | flxic, x| flxico, xim, %] | flXizg, o0 xi] | flxica, ..o x| flxizs, ..., X
0| -2

101 2

2] 4 | 59 19

3(-11 4 11 4

43 | 24 5 6 1 [0]

5| -4 || -53 11 -2 1 0 (0]

e coord(p,#/)=1{-1,1,3,1,0,0} donc
px)=-1+x+2)+3(x+2)(x-D+(x+2)(x-1)(x—-4)

qu’'on peut développer comme suit (ce n’est pas demandé)
= -1+ (x+2)(14+3(x= D) + (x= D(x-4))
=1+ (x+2)(1+ 3+ (x-4)(x- 1)

=—1+(x+2)(1+(x—1)2)

Vérifions les calculs avec sympy :

e A

import sympy as sp

def ddt(xx,yy):
n=len(yy);t=[[0]*n for _ in range(n)]
for i in range(n): t[i] [0]=yy[i]
for j in range(l,n):
for i in range(j,n):

tlil [j1=Ce i1 [j-1]1-t[i-11[j-11)/sp.S(xx[i]-xx[i-j])

14 (© 2024-2026 G. FACCANONI
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return t

def nb(x,xx,i):

b=1
for j in range(i) :bx=sp.S(x-xx[j])
return b

def ni(x,xx,yy):
t=ddt (xx,yy) ;n=1len (xx)
p=t [0] [0]
for i in range(1l,n):p+=t[i] [i]*nb(x,xx,1i)
return p

def print_ddt_latex(xx,yy,t):

n=len(t)

s="\\[\\begin{array}Hlclc||"+"c|"*n+"}\n"

s+t="1 & x_i & " + " & "x(@-2) + "\\\\\n\\hline\n"

for i in range(n):
r=[f"{i}", £"{xx[i]1}"]
r+=[f"\\fbox{{{sp.latex(t[i]1 [j1)}}}"if j==i else
— f"{sp.latex(t[i][j]1)}"if j<=i else ""for j in range(n)]
s+=" & ".join(r)+" \\\\\n"

return s+"\\end{array}\\]"

x=sp.symbols('x"')
x_data=[-2,1,4,-1,3,-4]
y_data=[-1,2,59,4,24,-53]
t=ddt (x_data,y_data)
p=ni(x,x_data,y_data)

print("Tableau des différences divisées:")

print (print_ddt_latex(x_data,y_data,t))

base_terms = " +

— ".join([f"{sp.latex(t[i][i])}\\times\\Big({sp.latex(nb(x,x_data,i))}\\Big)"
— for i in range(l, len(x_data))])

print (£"\n\nPolyndme d'interpolation dans la base de Newton:

— $p(x)={sp.latex(t[0] [0])} +

— {base_terms}={sp.latex(p)}={sp.latex(p.factor())}$")

. J

Tableau des différences divisées:

i Xi

0| -2

101 2

2| 4| 59 |19

3(-11] 4 [11] 4

43| 24|56 |1][0]
5/-4|-53|11|-2| 1] 0 |[0]

Polyn6me d’interpolation dans la base de Newton: p(x) = -1+1 x (x+2) +3x ((x— 1) (x+ 2)) +1x ((x—4) (x=1)(x+ 2)) +

OXUx—4Mx—1Hx+1Nx+m)+0xUx—4ﬂx—3ﬂx—lﬂx+1ﬂx+m):x+u—4ﬂx—1Nx+m+3u—lﬂx+m+l:x3—
2x+3

Exercice 2.6 (Interpolation non polynomiale)

(©) 2024-2026 G. FACCANONI 15
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Soit les points

Soit V[x] 'espace vectoriel engendré par { cos(x),cos(2x),cos(3x)}.

x 0 Ecrire la fonction v qui interpole ces points dans la base donnée.

y 5 1+v3 -1

oA

I
3

Correction
On cherche v(x) = acos(x) + bcos(2x) + ccos(3x) tel que v(0) =5, v (%) =1+ V3 et v(§) = —1. On cherche donc a, b et ¢ tels
que

a+b+c=5

Batlb=1+v3
1 1 —
id—zb—c——l

On obtient la fonction v(x) = 2cos(x) +2cos(2x) + cos(3x).

Vérifions les calculs avec sympy :

( )
import sympy as sp

X = sp.symbols(';)

x_vals = [0, sp.pi/6, sp.pi/3]

y_vals = [5, 1+sp.sqrt(3), -1]

coeffs = sp.symbols(f'a,b,c')

n = len(x_vals)-1

v = sum(coeffs[i] * sp.cos((i+1)#*x) for i in range(n+1))

eqs = [sp.Eq(v.subs(x, x_vals[i]),y_vals[i]) for i in range(n+1)]
print("Le systéme & résoudre :")

print (r"\[\begin{cases}")

for eq in egs :

print(sp.latex(eq),r"\\")

print (r"\end{cases}\1")

solution = sp.solve(eqs, coeffs)

vl = v.subs(solution)

print("La fonction d'interpolation est " + r"$v(x) =", sp.latex(v), "=",
— sp.latex(vl), r"$.")

Le systéeme a résoudre:

a+b+c=5
Va b_1,\3
a_b _
27z2-¢c=-1

La fonction d’interpolation est v(x) = acos (x) + bcos (2x) + ccos (3x) = 2cos (x) +2cos (2x) + cos (3x).

16 (© 2024-2026 G. FACCANONI



CHAPITRE 3

Controle par équipe ®

Exercice 3.1
Connaissant les points (x1, y1), (X2, ¥2), - .., (X5, ¥»), la fonction de meilleure approximation y = f(x) par la méthode
des moindres carrés est celle obtenue en minimisant. ..

1. il(yi—f(xi)) 2. §| - f(xp)] 3. ﬁl(y,._f(xi))z 4, é( (f(x,))
Correction

Notons d; = y; — f(x;) I'écart vertical du point (x;, y;) par rapport a la fonction f (en figure, on a choisit f affine):

fx)=og+ayx

La méthode des moindres carrés est celle qui minimise la somme des carrés de ces déviations, i.e. minimise la quantité

ll(J’l f(xz)~

DONNEES POUR LES EXERCICES DE2A 5

xi |1 20 30 40
yi |1 400 800 1300

Exercice 3.2
Calculer la droite d’équation y = op + a3 x de meilleur approximation des données.

Correction
Il s’agit de chercher oy et «; solution du systéme linéaire

(n+1) XL Oxl)(ao)_( Yiovi )
Yioxi Xiox)\aa) \Ei,xivi
3+1 1+20+30+40 Qo 1+400+ 800+ 1300
(1+20+30+40 12+202+302+402)( ):(lx1+20><400+30><800+40><1300)

4 91 \[ao) (2501
91 2901/ | ~ (84001

Donc ap = — 388890 ~ —116.97 et o = 133313 ~ 32.625.
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import sympy as sp

data = [(1, 1), (20, 400), (30, 800), (40, 1300)]
x_data, y_data = zip(xdata)

alpha_0, alpha_1 = sp.symbols('alpha_0 alpha_1')

error = sum((y - (alpha_0O + alpha_1 * x))#**2 for x, y in zip(x_data, y_data))

grad_alpha_O
grad_alpha_1

sp.diff (error, alpha_0)
sp.diff (error, alpha_1)

solution = sp.solve((grad_alpha_0, grad_alpha_1), (alpha_0, alpha_1))

latex_output = f"Les coefficients de la droite d'ajustement sont : \n"
latex_output += f"$\\alpha_0 = {sp.latex(solution[alpha_0])}, \\quad \\alpha_1 =
— {sp.latex(solution[alpha_1])}$"

print (latex_output)

388690 _ 108413
3323 ’ 1= 73323

Les coefficients de la droite d’ajustement sont: ag =

Exercice 3.3
Calculer la droite d’équation y = a; x de meilleur approximation des données.

Correction
On peut retrouver ce résultat en considérant le fitting dans une espace vectoriel quelconque, ici 'espace engendré par
{®p = x}. Sinon, on peut reparcourir la construction suivie dans le cas générale, comme ci-dessous: on doit minimiser la
fonction &: R — R, définie par
n n
Ela) =) di =) (yi—oqx)’.
i=0 i=0
Pour minimiser & on cherche d’abord les points stationnaires, i.e. les points a; qui vérifient &' (a;) = 0. Puisque
n

&) =-2 Z Xi(yi — o x;)
i=0

alors &' (ap) = 0 ssi

n n n ) n ) n > o0 ViXi
i=
Yxiyi—x) =0 = Y xyi-oayx =0 = |[Yx|lag =Y yx = o = —
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 X
_ 1x1+20x400+30x800+40x1300 _ 84001
Doncog = 124202 +302+402 = Z901 = 28.956.
4 N\

import sympy as sp

data = [(1, 1), (20, 400), (30, 800), (40, 1300)]
x_data, y_data = zip(xdata)

alpha_1 = sp.symbols('alpha_1'")
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error = sum((y - alpha_1 * x)**2 for x, y in zip(x_data, y_data))
grad_alpha_1 = sp.diff(error, alpha_1)

solution = sp.solve(grad_alpha_1, alpha_1) [0]

latex_output = f"Le coefficient de la droite d'ajustement est : \n"
latex_output += f"$\\alpha_1 = {sp.latex(solution)}$"
print(latex_output)

.

Le coefficient de la droite d’ajustement est: a; = 01

Exercice 3.4
Calculer la parabole d’équation y = op + a1 x + o x? de meilleur approximation des données.

Correction
Il s’agit de chercher ay, o et ay solution du systeme linéaire

(n+1)  Xi, i Xiso xz %o LiloVi
Z;L()xi Z:l=0xé Z?:()xi ap | = Z;l:()xl'yi
n 2 n n 4 n 2
i=0%i iz0oX; LioX;) \o2 i=0X; Vi
3+1 1+20+30+40 12 4+ 202 +30% + 402\ [« 14400+ 800 + 1300
= 1420+ 30+40 124202 +302+40% 13+20%+30%+40%||a; | =| 1x1+20x400+30x800+40 x 1300
12+202+30%2+402 134+203+30°+40% 1*+20*+30%*+40*) \a» 1 x 1+20% x 400 + 302 x 800 + 40% x 1300
4 91 2901 A 2501
= 91 2901 99001 ||oy|=| 84001

2901 99001 3530001/ \a2 2960001
Donc op = —-9.129, a; = 8.629 et a =~ 0.604.

Nous allons voir deux fagons de résoudre ce probleme avec SymPy. Dans le premier cas, nous résolvons explicitement le
systeme d’équations linéaires. Dans le second cas, nous calculons directement le point critique de I'erreur (le minimum de
I'erreur quadratique) en utilisant les dérivées partielles.

r

import sympy as sp

alpha_0O, alpha_1, alpha_2 = sp.symbols('alpha_ 0 alpha_1 alpha_2')

A = sp.Matrix([
[4, 91, 2901],
[91, 2901, 99001],
[2901, 99001, 3530001]

b = sp.Matrix([2501, 84001, 2960001])

solutions = list(sp.linsolve((A, b), [alpha_0O, alpha_1, alpha_2])) [0]
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latex_output = f'"Les coefficients estimés sont : \n"
latex_output += f£"$\\alpha_O={sp.latex(solutions[0])} \\approx
— {solutions[0].evalf():.3f}$, "

latex_output += f£"$\\alpha_1={sp.latex(solutions[1])} \\approx
— {solutions[1].evalf():.3f}$, "

latex_output += f"$\\alpha_2={sp.latex(solutions[2])} \\approx
— {solutions[2].evalf():.3f}$"

print (latex_output)

. J

. . Lo 17432050 _ _ _ 16478205 _ 1153388
Les coefficients estimés sont: ag = —Jgges ~ —9-129, 01 = Tgee15 ~ 8.629, a = 1509543 ~ 0.604

( )
import sympy as sp

x_data = [1, 20, 30, 40]
y_data = [1, 400, 800, 1300]

alpha_0, alpha_1, alpha_2 = sp.symbols('alpha_0 alpha_1 alpha_2')

error = sum((y_data[i] - (alpha_O + alpha_1 * x_datal[i] + alpha_2 *
— x_data[i]**2))**2 for i in range(len(x_data)))

grad_alpha_0 = sp.diff(error, alpha_0)
grad_alpha_1 = sp.diff(error, alpha_1)
grad_alpha_2 = sp.diff(error, alpha_2)

solution = sp.solve((grad_alpha_O, grad_alpha_1, grad_alpha_2), (alpha_oO,
— alpha_1, alpha_2))

latex_output = f'"Les coefficients estimés sont : \n"
latex_output += f"$\\alpha_O={sp.latex(solutions[0])} \\approx
— {solutions[0].evalf():.3f}$, "

latex_output += f£"$\\alpha_1={sp.latex(solutions[1])} \\approx
— {solutions[1].evalf():.3f}$, "

latex_output += f"$\\alpha_2={sp.latex(solutions[2])} \\approx
— {solutions[2].evalf():.3f}$"

print (latex_output)

Les coefficients estimés sont: ag = —% ~-9.129, a; = % ~ 8.629, op = iéggggg ~ (0.604

Exercice 3.5
Calculer le polyndéme de degré 3 d’équation y = ag + o X + a2 x? + a3 x> de meilleur approximation des données.

Correction
Le polynéme de degré au plus 3 de meilleur approximation d'un ensemble de 4 points n’est rien d’autre que le polynéme
d’interpolation qu’on peut écrire par exemple dans la base de Lagrange:

_ (x—20)(x—30)(x—40)+ (x -1 (x—30)(x—40) N (x—=1D(x—20)(x—40) +1300 (x -1 (x—20)(x—30)
~ T (1-20)(1-30)(1 - 40) (20-1)(20-30)(20 —40) (30-1)(30-20)(30—40) (40-1)(40-20)(40-30)
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import sympy as sp

x = sp.symbols('x")

n=3

pl = sp.polys.specialpolys.interpolating_poly(n+l, x, X='x', Y='y')
p2 = sp.polys.specialpolys.interpolating_poly(n+il, x, X=[1,20,30,40],
— Y=[1,400,800,1300])

p3 = sp.simplify(p2)

print (r"\begin{align*} p(x) &= " , sp.latex(pl) , r"\\")
print(r" &= " , sp.latex(p2) , r"\\")
print(r" &= " , sp.latex(p3) , r"\end{align*}")

Yo(x—x1) (x—x2) (x—x3)  y1(x—x0) (x—x2) (x—x3) Y2 (x = xo) (x — x1) (x — x3) V3 (x — Xp) (x — x1) (x — x2)
(xo —x1) (X0 — Xx2) (Xo — x3)  (=Xo+x1) (X1 —X2) (x1 —x3)  (=Xxp+X2) (—X1 +x2) (X2 —x3) (=Xp+x3) (—x1 + Xx3) (—X2 + X3)
:Jm4mu—mupﬂm+2u—mupﬁmu—n_8u—mupamu—n+u—mumdmu—n

21489 19 29 6
3x3 647x%> 135x 1700

+
754 754 29 377

DONNEES POUR LES EXERCICES 6 ET 7

i 1 2 3 4 5 6
P, 72 96 129 17.1 232 314

px) =

Exercice 3.6

Un modele qui décrit I'évolution de la population en fonction du temps est P(#) = ce’’. Estimer c et r a partir des
données. Modifier les données pour utiliser une régression linéaire. (Le temps t; est mesuré en décennies et la
population P; = P(#;) en millions.)

Correction

Si on calcule le logarithme de cette fonction on trouve In(P) = In(c¢) + r¢. On peut alors calculer la droite de meilleur
approximation sur I’ensemble { (1,In(7.2)), (2,In(9.6)), (3,In(12.9)), (4,In(17.1)), (5,In(23.2)), (6,In(31.4)) } et obtenir ainsi r et
In(c). Notons oy =In(c) et oy = r, il s’agit de chercher ap et a; solution du systeme linéaire

(n+1) X, xi) (0‘0) _ ( = oIn(y) )
ino%i Xisg ng x1 Lo xiln(y:)
5+1 1+2+3+4+5+6 xo|
1+2+3+4+5+6 12+22+32+42+5%2+62) oy~
_ In(7.2) +1n(9.6) +In(12.9) +In(17.1) + In(23.2) + In(31.4)
" 1xIn(7.2) +2x1n(9.6) +3 xIn(12.9) + 4 x In(17.1) + 5 x In(23.2) + 6 x In(31.4)
. 6 21)(ap| _(16.22311007
21 91)\og)  \61.92721176

Donc o =~ 1.67459 et a; =~ 0.29408 et enfin ¢ = e™ et r = a;.

( )
import sympy as sp
alpha, r = sp.symbols('alpha r')

t_data = [1, 2, 3, 4, 5, 6]
P_data = [72/sp.S(10), 96/sp.S(10), 129/sp.S(10), 171/sp.S(10), 232/sp.S(10),
—~ 314/sp.S(10)]

1n_P_data = [sp.log(p) for p in P_data]
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error = sum((1ln_P_datal[i] - (alpha + r * t_datal[i]))#**2 for i in
— range(len(t_data)))

grad_alpha = sp.diff (error, alpha)
grad_r = sp.diff(error, r)

solution = sp.solve((grad_alpha, grad_r), (alpha, r))

latex_output = f'"Les coefficients estimés sont : \n"

latex_output += £"$\\1n(c) \\approx {solution[alphal].evalf():.3f}$, $r \\approx
— {solution[r].evalf():.3£}$."

print(latex_output)

. J

Les coefficients estimés sont: In(c¢) = 1.675, r = 0.294.

Exercice 3.7
Un modele qui décrit 1'évolution de la population en fonction du temps est P(#) = 5.3¢”’. Estimer r a partir des données.
Attention, il n'y a pas de formule toute préte dans le cours, il faut réfléchir!

Correction
Si on calcule le logarithme de cette fonction on trouve In(P) =In(5.3) + r¢.

On doit minimiser la fonction & : R — R, définie par

n n n X 2
gmzﬁyﬁ=2mﬂm—mﬁm—mf=Z@%?ﬁ—nd.

i=0 i=0 i=0

Pour minimiser & on cherche d’abord les points stationnaires, i.e. les points r qui vérifient &' (r) = 0. Puisque
&' 2§it(1 (Pi) t)
r)=- i|In|—|-rt
Pl W '

alors &'(r) = 0 ssi

< P d P; 1 imoli ln(%)
Z ti(h’l(—)—rti):() — Ztiln(—)—rz tl.Z:O — r:n—Z
i=0 5.3 i=0 5.3 i=0 i=0 li
Donc r =0.296

import sympy as Sp

r = sp.symbols(';T)

t_data = [1, 2, 3, 4, 5, 6]
P_data = [72/sp.S(10), 96/sp.S(10), 129/sp.S(10), 171/sp.S(10), 232/sp.S(10),
—~ 314/sp.S(10)]

error = sum( (sp.log(p/5.3) - r * t)**x2 for t,p in zip(t_data,P_data))

grad_r = sp.diff(error, r)

solution = sp.solve(grad_r, r)

latex_output = f'"Le coefficient estimé est : \n"
latex_output += £"$r \\approx {solution[0].evalf():.3f}$\n"
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l print(latex_output) J

Le coefficient estimé est: r = 0.296
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Exercice 4.1
36 personnes sont interrogées sur le nombre de piéces dans leur logement. Les 36 réponses obtenues sont résumé
dans la série statistique suivante:

1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4,4,5,5,5,6,6,6].

1. Donner la distribution statistique associée a cette série (effectifs n; et fréquences f;).
2. Déterminer la moyenne, le mode, la médiane, la variance et I’écart type.

Correction
1. Distribution statistique et fréquences relatives:

Nombre de pieces (a;) Effectif (n;) Fréquence (f;)

1 5 5/36
2 11 11/36
3 8 8/36
4 6 6/36
5 3 3/36
6 3 3/36

Yin;=36 Yifi=1

2. Moyenne, mode, médiane et variance
¢ Moyenne: pu=3
e Mode: 2 (fréquence la plus élevée)
* Médiane: 3.0 (car, apres les avoir classées en ordre croissant, la 18eme et la 19eéme valeur sont égales a 3)
e Variance: V(x) = 2= Y3 (x;— )%= ~2.11111
e Ecart type: s(x) = vV(X) = @ ~ 1.45297

Exercice 4.2
Etant donnée la série de données quantitatives discrétes

x=[3,51,1,0,2,8,2,3, x]

avec x € R, trouver au moins une valeur a attribuer a x pour que

1. la moyenne arithmétique soitx = 3;

2. le mode soitx=2;

3. la médiane soitx = 2.5;

4. la médiane soit inférieure a la moyenne arithmétique X < x.

Correction
La série x contient n = 10 éléments. On notera y la suite constituée des éléments de x sans I’élément inconnu x, triée par
ordre croissant:

y=100,1,1,2,2,3,3,5,8].

OnaY ! ly;=25.

1. Moyenne:
Pour que la moyenne arithmétique soit égale a 3, il faut que x = 5, car 'équation suivante doit étre vérifiée:

1 n-1
—|x+ ) yi|=3.
n i=1

25



Chapitre 4 Controle par équipe @

Mis a jour le Samedi 4 octobre 2025

2. Mode:
Le couples (a;, n;) pour les éléments de y sont

[(0,1),(1,2),(2,2),(3,2),(5,1),(8,1)]

Les éléments 1, 2 et 3 apparaissent chacun 2 fois. Pour que 2 devienne le mode, il faut attribuer a x la valeur 2.
3. Médiane:

H3-25 six=z3,

2 six<2,
& si2<x<3.
4. Médiane inférieure a la moyenne:
o 1 n-1.,\)_ X
La moyenne vautx = (x+ i Vi) = 75 +2.5donc

e six=3o0nax—
e six<2onax-—

£ 425-25=%>0;
15 +25-2=7;+0.5>0ssi x>-5;
. si2<x<30nai—ﬁ:1—’6+2.5—1—§>Ossix<%doncpourtoutx€]2;3[.

X:
X=

En conclusion, I'inégalité est satisfaite pour tout x > —5.

Exercice 4.3
Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

Xp:| 2 | 3| 4|5 ]| 6
Ye: |26 | y1 | y2 | ys |45

On sait aussi que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est

18 23
y=—+—x=3.6+4.6x.
5 5

1. En déduirexety.

2. Si toutes les valeurs de x augmentent de 3, quelle est I'équation de la nouvelle droite de régression de y en
fonction de x?

3. Si toutes les valeurs de y augmentent de 3, quelle est 'équation de la nouvelle droite de régression de y en
fonction de x?

Correction
1. Onan=>5ainsi

On sait que le point (X,y) appartient a la droite de régression qui a pour équation y = yo + Y1 X avec Yo = % ety; = %,
donc

5’2 Yo +Y1)_(= 22.
2. Sitoutes les valeurs de x augmentent de 3, alors
¢ lamoyenne Xnew = % X1, (Xt +3) =Xoiq + 3 augmente de 3,
e lavariance V(Xpew) = % Yo (e +3) - Xnew)? = V(Xo14) ne change pas,

* la covariance C(Xnew,Y) = 5 Lp_, (Xk +3) = Xnew) (Vk — ¥) = C(Xo14, y) ne change pas,
e la pente (Y1)new de la nouvelle droite de régression ne change pas non plus car
C&new,y)  CXola)y) _ 23

(YD) new = = =Y1= 7
Ynew = o) Veow V5

* comme la moyenne Xpew a changé, alors la nouvelle ordonnée a I'origine est

(Yo)new =¥ — Y1Xnew = Yo + Y1Xold — Y1Xnew = Yo —3Y1-
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En conclusion, I'’équation de la nouvelle droite de régression de y en fonction de x est

51 23
Y= (Y0)new + (Y1) newX = —g + gx =-10.2+4.6x.

On aurait pu I'obtenir directement en observant que, si toutes les valeurs de x augmentent de 3, alors la droite est
translatée vers la droite de 3, autrement dit

y=vo+tvilx-3)=o-3yd+ y1 x
——
(Yo)new (Y1)new

3. De la méme maniere, si toutes les valeurs de y augmentent de 3, alors
¢ la moyenne ypew = % Y-, (k +3) =Yoid + 3 augmente de 3,
e la covariance C(X, Ypew) = % Y Z:l (xk = X) (¥ + 3) = ¥new) = C(X,Yo1a) Ne change pas,
* la pente (Y1)new de la nouvelle droite de régression ne change pas non plus car

( ) _ C(X,Ynew) _ C(X;Yold) _ _ E‘

Y1)new V) V) 1 5

* comme la moyenne yyew a changé, alors la nouvelle ordonnée a l'origine est
(Yo)new = Ynew — Y1X = (Yold +3) — (Yoid — Yo) = Yo +3.

En conclusion, I’équation de la nouvelle droite de régression de y en fonction de x est
33
Y= (Yo)new + (Y1) newX = E + ?x =6.6+4.6x.

On aurait pu I'obtenir directement en observant que, si toutes les valeurs de y augmentent de 3, alors la droite est
translatée vers le haut de 3, autrement dit

y=Fo+Y1X)+3=(Yo+3)+ Y1 X.
—_—— =~
(Yo)new (Yl)new

Exercice 4.4 (Distribution statistique bivariée)
On considere les données suivantes:

{70} =11,2),2,2),2,2),2,3),2,3),1,3)].
Compléter les tableaux/valeurs/graphique suivants directement sur cette feuille.

1. Tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x et y:

PB
=) =3
o ﬁl 52
a =1 ni,1 = nip =
ap =2 ng,1 = N =
2. Tableau des fréquences:
B
=2 B2=3 Fréquence marginale de «;
-
o =1 fi= hp2= fi.=
ap=2 fa= fo2= fa, =
Fréquence marginalede $; | f1= fo2= 1

3. Tableau des profiles. ..
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Profiles en colonne fj;
2 Profiles en ligne fjy;
p1=2 P2=3
o B
P1=2 P2=3

ar=1 | fin= fig = il
=2 | o= foz = a=1 | fin= fiz= !

1 1 @=2 | fon= forz = !

4. Calculer les moyennes, variances et covariances indiquées:
£= V() = Cay =
§= V(y) = C(Y;X) =

5. Calculer la droite de régression de y = yo + Y1 X et le coefficient de corrélation:

Y1= Yo = r(x,y) =

6. Représenter la distribution conjointe sur un plan comme un nuage de points (chaque point avec son poids).
Représenter aussi le point (X,y) et la droite de régression.

p

Correction
1. Tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x et y:

B

of 61 =2 ﬁ2 =3

o = mp=1|mp=1

oy =2 Ny =2 n2,2:2

2. Tableau des fréquences:
B
B1=2 | P2=3 | Fréquence marginale de «;
of
a =1 fir=3%| fiz=1% fi.=1
ap=2 fo1=3%| fr2=3 for=3
Fréquence marginale de f; | f,1 =3 2=3 1
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3. Tableau des profiles en colonne fj;:

Profiles en colonne fj);
PB
Pr1=2 | P2=3
=
a; =1 f1|1=% f1|2=%
ap=2 fon=%1 far=%
1 1
4. Tableau des profiles en ligne fj);:
Profiles en ligne fj;
B
pr=2 | P2=3
o
_ _1 _1
a=1 fin=3 | fip=3 |1
ap =2 fn=3| fp=3|1
5. Calcule des moyennes, variances et covariances:
_ 1 5
X=— =
n ; E
.1y 5
V= 4 miPi =
Vx) = 2 2 2
0 =— ; ni, oG —X" =
14 s o 1
V(Y) = - Z I’I,.']‘f)j—y2 =-
ni3 4
1P 4 -
Cxy)=—) ) nijapj—Xy=0
nizj=1

Cly,x) = Cx,y)

6. Calcule de la droite de régression de y par rapport a x et du coefficient de corrélation r:

_Cxy
Y1 = Vi) =0
. 5
Yo=¥y-yiX=7
rxy) = Cxy _

La droite cherchée a donc pour équation y = yo + Y1 x et le coefficient de corrélation est r.

7. On peut représenter la distribution conjointe sur un plan comme un nuage de points: chaque point correspond a un
couple («a;,f;) affecté de son poids n; ;, autrement dit chaque point correspond a une observation (xy, yx) et a coté
on indique combien de fois cette observation apparait. Il y aura donc p x g points (autant que de cases que dans le
tableau de contingence), chaque point se trouvant sur un coin de la grille de coordonnées («;,[ ;).
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p
1 2
Bo=3 ~£~)¢———Q( )
| ()_(,}_"
) S
b1 (1)‘. 2?(2)
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CHAPITRE 5

Controle par équipe ©

Exercice 5.1 (Lignes de niveau)

En figure on a tracé les lignes de niveau d'une fonction
f(x,y). Que peut-on conjecturer sur le signe de 9, f (xo, Yo)
et dy f(xo, yo) ?

—

ArARR
(|
WO |

Correction
La fonction h(x) = f(x, yo) est décroissante donc 9y f (xo, ¥o) <O0.
La fonction g(y) = f(xo, y) est décroissante donc 0y f (xo, yo) <O0.

Exercice 5.2
On définit la fonction sigmoide o: R — (0, 1) par

o(r) =

l+et’

1. Montrer que o’(#) = a(£)(1-o(1)).
2. On considere la fonction composée f(a, b, x) = a(ax + b) ou a, b, x € R sont des variables réelles. Calculer les
dérivées partielles 0, f, 0p f, et 0 f.

Correction
Onao(t) = — donc
l+e !
o'() = —
S (1+eh)?
Or on a aussi
(00— 0(1) = — (1 ! L s
o —a(1) = 1- = . = =o' (1).
1+et l+e !t l+e ! 1+e !t (1+e 92

On considére maintenant f(a, b, x) = o(ax + b). Posons z = ax + b, alors
0.f=0"(2)-x=0(2)(1-0(2)-x
0pf=0"(2)-1=0(2)(1-0(2))

0 f=0'(2)-a=0(z2)(1-0(2)-a

Exercice 5.3 (Gaz parfait)
Pour un gaz parfait, I'énergie interne € s’écrit en fonction du volume spécifique T et de I'entropie spécifique s comme

e:RP—R
(1,8) — T Yeslow

ou y > 1 et ¢, > 0 sont deux constantes. Sachant que la pression p et la température T sont liées a I'énergie interne par
les relations

o€ o€

=B =— T:—’
p ot os
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prouver la loi des gaz parfait, i.e. prouver que
T
% = constante.

Correction

PZ—a—SZ—(l—Y)erS/C”zY—_le T—ae—iTl’YeS’”v:i Pt

=—= = (y-1e,.
ot T 0s ¢y cy T (y=Dev

Exercice 5.4 (Dérivées partielles et extrema)
Soit f: R? — R une fonction de classe €2. On suppose que le gradient et la matrice Hessienne de f vérifient

Vf(=9,-7) = (g) He(=9,-7) = (? é)

Alors le point (-9,—7) est un minimum, un maximum, un point selle ou la matrice Hessienne ne permet pas de
conclure?

Correction
Le point (-9, -7) est un point critique. Comme det(H (-9, -7)) = 3 alors c’est un minimum.

Exercice 5.5 (Optimisation)
Soit la fonction f: R?> — R définie par f(x, y) = x® — xy —64x + 5y. Elle admet un seul point stationnaire, lequel? Quelle
est la nature de ce point?

Correction
Notons a=6, b=64 et c=5. Alors f(x,y) =x%—xy—bx+cy.

¢ Recherche des points critiques:

X==cC.

0.f=0, __ ax®'—-y-b=0, — y=ac® ' -b,
0yf =0, -x+c¢c=0,

Le seul point critique est le point (xy, yo) = (c, ac®1—p)=(5,18686).
e Nature du point:

Oxx f(X,y) = ala—1)x"2 0xx f (X0, Yo) = ala—1)c* % = 18750
Oxyflx,y)=-1 Oxy f (X0, o) = -1
ayyf(x»J’) =0 ayyf(xo»J/O) =0

det(Hf) (x,)=-1 det(Hf)(xo,yo) =-1

(X0, o) est un point selle.

Exercice 5.6 (Optimisation)
Soit b € R. Calculer les points critiques de la fonction f: R?> — R définie par f(x, y) = (x—2)? +6b(x—2)y + y° et étudier
leur nature.

Correction
¢ Recherche des points critiques:

0.f=0, 2(x—2)+6by =0, (x—2)+3by =0, (x—2)+3by =0, (x—2)+3by =0,
— — — —
9,/ =0, 6b(x—2)+3y*>=0, 2b(x-2)+y*=0, -6y +y* =0, y(y—6b%) =0,

On a deux points critiques: le point (xg, yo) = (2,0) et le point (x1, y1) = (2 — 18b%,6b?).
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* Nature des points critiques:

axxf(x» y)=2 axxf(xo» Yo) =2 axxf(xl,J/l) =2
axyf(x; y)=6b axyf(XOy Y0) =6b axyf(xl;J/l) =6b
0yyf(x,y) =6y 0yyf(x0,50) =0 dyyf(x1,y1) = 36b°
det(Hp)(x,y) = —36b° + 12y det(Hy) (xo, yo) = —36b det(H)(x1, 1) = 36b°
Si b #0, (xo, yo) est un point selle et (x1, y;) est un minimum. Si b = 0, on ne peut pas conclure a partir de la matrice
Hessienne.
Exercice 5.7

Apres avoir représenté graphiquement la région
D={(x,y)eR?|y=01<x*>+y* <4},

calculer les coordonnées de son centre de gravité en supposant la région 2 homogene; calculer ensuite

ff (3x+4y2) dxdy.
2

Correction
Larégion & est la zone coloriée suivante

Le centre de gravité a coordonnées (xg, yg) données par

:ff@dedy :ff@ded}’
o tdxdy’ Y97 [l 1dxdy’

Il convient de passer aux coordonnées polaires et on obtient

2 T 2 3 22 _ 12
ff 1dxdy :f f rdrdf = (f dG) (/ rdr) =—-m, ou directemen‘[u
2 0 J1 0 1 2 2

T 2 T 2
ff xdxdy= f f r?cos(0)drdd = (/ cos(0) dﬂ) (f r? dr) =0, oudirectement par symetrie
2 0 J1 0 1

T 2 b 2 14
ff ydxdy :f f r?sin(0)drdo = (f sin(0) de) (f r? dr) =—.
9 o J1 0 1 3

14 2 28
xg =0, yG:?§=Q<1.

XG

Donc

On calcul maintenant 'intégrale donnée

T 2
ff (3x+4y2)dxdy:f f (3rcos(0) +4r?sin®0) rdrdo
2 0 J1
n 2
=f [r® cos(0) + r*sin®60]] dO
0
I
=f 7cos(0) + 15sin®> 6 do
0
1-—cos(26) 15

LS
:f 7cos(0) +15———dBf=—m.
0 2 2
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Controéle par équipe @

Exercice 6.1 (Interpolation polynomiale)
La dimension d’un terrain de volleyball est réglementaire et précisée par la FIVB: 9m de large sur 18 m de long. La
longueur étant séparée en deux moitiés de 9 m par le filet de volley dont la hauteur pour les hommes est de 2.43 m.

Un joueur effectue un smash. Passant au dessus du filet, la balle suit une trajectoire parabolique. Un appareil photo a
déclenchement en rafales a permis de déterminer que la balle est passée par les points (—2;2), (—1;2.5) et (4;3.2) dans
un repere défini a partir du filet.

sk Répondre aux questions suivantes.
4 1. Placé a 6 m du filet, un joueur saute et s'interpose
C . ’s . e ne
B9 N P Ll ®---. jusqu’a la hauteur de 2.55 m. Justifier qu'’il n’inter-
A cepte pas la balle.
s : 2. Le point sera-t-il marqué?
; Filet
0 -
-2 1 ] 1 2 3 4 8 6 7 8 9 10 "
Correction

Sourcehttps://mybinder.org/v2/gh/PythonLycee/PyLyc/master?filepath=Systeme_matriciel_correction.ipynb
On cherche p € Ry[x] tel que p(-2) =2, p(—1) =2.5= % etpd)=3.2= %:

x+D(x—-4) +§ (x+2)(x—4) +£3(x+2)(x+l)
(=2+1)(-2-4) 2(-1+2)(-1-4) 5 (4+2)4+1)

px) =

1 1 8
= §(x+1)(x—4)—E(x+2)(x—4)+%(x+2)(x+l).

1. p(6) = % =2.64 > 2.55 donc la balle n’est pas interceptée par le joueur.

2. p9) = 19—0 > 0 ainsi le point n’est pas marqué, puisqu’elle retombe hors des limites du terrain.

Vérifions les calculs avec sympy :

( )
import sSympy as Sp

X = sp.symbols(';)

x_vals = [-2, -1, 4]

y_vals = [2, 25/sp.S(10), 32/sp.S(10)]
nb_pt = len(x_vals)

n = nb_pt-1

print ("\\paragraph{Interpolation dans la base canoniquel}")

coeffs = sp.symbols(f'al:{n+1}')

poly = sum(coeffs[i] * x**i for i in range(n+1))

eqs = [sp.Eq(poly.subs(x, x_vals[i]),y_vals[i]) for i in range(n+1)]
print("Le systéme & résoudre :")

print (r"\[\begin{cases}")

for eq in egs :
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——print(sp.latex(eq),r"\\")
print (r"\end{cases}\1")

solution = sp.solve(eqs, coeffs)

plc = poly.subs(solution)

p2c = plc.evalf()

print ("Polynome d'interpolation dans la base canonique : " + r"$p(x) =",
— sp.latex(poly), "=", sp.latex(plc), "=", sp.latex(p2c), r"$")

print ("\n\\paragraph{Interpolation dans la base de Lagrangel}")

pl = sp.polys.specialpolys.interpolating_poly(n+l, x, X='x', Y='y')

p2 = sp.polys.specialpolys.interpolating_poly(n+l, x, X=x_vals, Y=y_vals)
p3 = sp.simplify(p2)

print (r"\begin{align*} p(x) &= " , sp.latex(pl) , r"\\")

print(r" &= " , sp.latex(p2) , r"\\")

print(r" &= " , sp.latex(p3) , r"\end{align*}")

print ("\n\\paragraph{Bilan}\strut\n")

p_6 = plc.subs(x,6)
print(r"$p(6)=",sp.latex(p_6),"=",sp.latex(p_6.evalf()),"$\n\n")
p_9 = plc.subs(x,9)

print (r"$p(9)=",sp.latex(p_9),"=",sp.latex(p_9.evalf()),"$")

Interpolation dans la base canonique Le systéme a résoudre:

ag—2a;+4a; =2
ao—d1+d2=g
16

ap+4a;+16ap = 5

Polynome d’interpolation dans la base canonique: p(x) = ag + a; x + a, x> = —% + g—’s‘ + % =-0.06x>+0.32x+2.88

Interpolation dans la base de Lagrange

Yo(x—x1) (x—x2)  y1(x—x0) (x—x2) Y2 (x — x0) (x — x1)
(xo—x1) (X0 —x2)  (=Xp+x1) (X1 —x2) (—Xp+X2) (—Xx1 + X2)
:u—@u+n_u—®u+m+8u+nu+m
3 2 75
3x> 8x 72

_+_
50 25 25

plx) =

Bilan
p6) =L =264
pO)==09

Exercice 6.2
Soit les points

x 2 0 2 4
y 0 0 16 0

1. Sans effectuer de calcul, préciser dans quel espace de polyndmes on doit chercher 'interpolant de ces points
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afin de garantir I'existence et I'unicité du polynome d’interpolation.

2. Ecrire dans la base canonique de R, [x] le polynéme p qui interpole ces points (on utilisera la méthode de Gauss
ou de Gauss-Jordan pour la résolution du systeme linéaire). Indiquer comment vérifier 'exactitude de la solution
obtenue.

3. Ecrire dans la base de Lagrange de R, [x] le polynome p qui interpole ces points.

4. Ecrire la base de Newton de R,,[x] associée a ces points, écrire le tableau des différences divisées, en déduire les
coordonnées du polynéme qui interpole ces points dans la base de Newton.

5. Sans utiliser les méthodes précédentes, comment peut-on écrire directement le polynéme qui interpole ces
points?

6. Ecrire 'équation de la spline linéaire qui interpole ces points.
7. Interpoler I'ensemble de points donné dans |'espace vectoriel V[x] engendré par la famille libre

{ l,sin(gx) ,sin(g(x+2)) ,sin(zx) }

8
Correction
1. Comme on a 4 points distincts, I'espace pertinent est R3[x], I'espace des polyndmes réels de degré inférieur ou égal a
3.

2. Soit € = { 1,x,x2, x3 } la base canonique de Rs[x]. Soient (a, b, ¢, d) = coord(p, €) les coordonnées de p dans la base
% . Elles sont solution du systeme linéaire

a+bx(=2)+cx(=2%+dx(-2)3=0
a+bx0+cx0?+dx0%=0
a+bx2+cx22+dx23=16
a+bx4+cx4%+dx43=0

Résolvons-le par la méthode de Gauss

_ _ Ly—Lo—L _ _ _ _ d=-1
1 2 4 8|0 Lg«—Lg—Li 1 2 4 8|0 Ly—Ls—2L, 1 2 4 8 0
1 0 0 0 0 Ly—Ls—Ly 0O 2 -4 8 0 Ly—Lys—3L, 0O 2 -4 8 0 . c=2
1 2 4 8 | 16 0 4 0 16 | 16 0 0 8 0 16 b=8
1 4 16 64| 0 0O 6 12 72| 0 0 0 0 48 | —48 a=0

On a coord(p, ) = {0,8,2,-1} donc p(x) = 8x +2x% — x>

On vérifie aisément que

p(=2) =0,
p(0) =0,
p(2) =16,
p4) =0.

3. Soit £ ={Ly,L;,L,, L3} la base de Lagrange de R3[x] associée aux points donnés. Les coordonnées de p dans la base
% sont tout simplement coord(p, £) = (0,0, 16,0). Pour écrire p il est inutile de calculer Ly, L; et Ls, il reste a calculer
Lz .

B (x+2)x(x—4) B (x+2)x(x—4)
T 2+2)202-4) -16

L3(x)

)

donc p(x) = 16L3(x) = —(x+2)x(x —4).
4. Labase de Newton de R3[x] associée a ces points est A = {wg, w1, w2, w3} ol w; s'écrit

wo(x)=1
wix)=x+2

w2 (x)=(x+2)x
w3(x)=(x+2)x(x—-2)
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Le tableau des différences divisées est

i xi || yi | flxicnx] | flxi—e, xion, x| flxiz,..., xil

On a coord(p,.#/) =1{0,0,2,-1} donc
px)=2w2(x) —w3 =2(x+2)x—(x+2)x(x—-2) = (x+2)x2 - (x—-2)) = (x +2)x(4 — x).

. Puisque p(-2) = p(0) = p(4) =0 le polynéme s’écrit p(x) = (x+2) x(x —4)g(x) avec g(x) un polyndme de degré au plus
0, i.e. g(x) = c. Comme 16 = p(2) = (2+2)2(2—-4)c alors c = —1.

. Une spline linéaire est une fonction continue affine par morceaux (i.e., les points a interpoler — une fois ordonnés
selon les x croissants — sont reliés par des segments):

0 si-2=<x<0, 0 si—-2=<x<0,
sx) = L¥Lx-0+0 sio=x=2, =48 si0=x=<2,
L8 (x-4)+0 sizsx=<4 -8(x—4) si2<x<4

. On cherche v(x) = a+ bsin(§ x) + csin (§ (x +2)) + dsin (§ x) tel que v(2) = 16 et v(-2) = v(0) = v(4) = 0. On cherche
donc a, b, c et d tels que

a-b-2d=o,
a+c=0,
a+b+‘/7§d=16,
a—-c+d=0.

On peut resoudre ce systéme “a la main”:

* sion somme la premiére et la troisieme équationona2a =16 d'ott a =8;
¢ ]a deuxieme donne alors c= —a = -38;

e laquatriemed=c—a=-2a=16;

e enfin la premiére donne b =a— ‘/TEd =8- ‘/7516 =8(1-2).

Sinon par la méthode de Gauss

V2 V2 V2
L-10 =10 Yy, (121 0 =% B R B S
1 0 1 0 |o |[v]|o 1 1 2 PR o 1 2 o
1 1 0 ¥ |16 02 0 V2 |16 0 2 0 |16
1 0 -1 1 |0 0 1 -1 1+% |0 0 2 1 |0
1 -1 0 -2 d=-4,
ells | 0 1 1 ¥2 ] 9 c=-8,
_ =
0 0 -2 0 | 16 b=801+V2),
0 0 1 |-16 a=8.

On obtient la fonction v(x) = 8+ 8(1+ v2)sin (Fx) - 8sin (% (x +2)) — £ sin (% x).

Vérifions les calculs avec sympy:
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import sympy as sp

X = sp.symbols(';T)

x_vals = [-2, 0, 2, 4]
y_vals = [0, 0, 16, 0]
nb_pt = len(x_vals)

n = nb_pt-1

print ("\\paragraph{Interpolation dans la base canoniquel}")

coeffs = sp.symbols(f'al:{n+1}')

poly = sum(coeffs[i] * x**i for i in range(nt+1))

eqs = [sp.Eq(poly.subs(x, x_vals[i]),y_vals[i]) for i in range(n+1)]
print("Le systéme & résoudre :")

print (r"\[\begin{cases}")

for eq in egs :

——print(sp.latex(eq),r"\\")

print(r"\end{cases}\1")

solution = sp.solve(eqs, coeffs)

pl = poly.subs(solution)

print ("Polynome d'interpolation dans la base canonique : " + r"$p(x) =",
—~ sp.latex(poly), "=", sp.latex(pl), r"$")

print ("\n\\paragraph{Interpolation dans la base de Lagrangel}")
pl = sp.polys.specialpolys.interpolating poly(n+i, x, X='x', Y='y')

p2 = sp.polys.specialpolys.interpolating_poly(n+l, x, X=x_vals, Y=y_vals)
p3 = sp.simplify(p2)

print (r"\begin{align*} p(x) &= " , sp.latex(pl) , r"\\")

print(r" &= " , sp.latex(p2) , r"\\")

print(r" &= " , sp.latex(p3) , r"\end{alignx}")

print ("\n\\paragraph{Interpolation dans la base de Newtonl}")
def ddt(xx,yy):

n=len(yy);t=[[0]*n for _ in range(n)]

for i in range(n): t[i] [0]=yy[i]

for j in range(l,n):

for i in range(j,n):
t[i] [j1=Ce[i] [j-11-t[i-11[j-11)/sp.S(xx[i]-xx[i-j])
return t

def nb(x,xx,i):

b=1
for j in range(i) :bx=sp.S(x-xx[j])
return b

def ni(x,xx,yy):
t=ddt (xx,yy) ;n=len(xx)
p=t [0] [0]
for i in range(1l,n):p+=t[i] [i]*nb(x,xx,1i)
return p
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def print_ddt_latex(xx,yy,t):

n=len(t)

s="\\[\\begin{array}{lclc||"+"c|"*n+"}\n"

s+="1i & x_i & " + " & "*(n-2) + "\\\\\n\\hline\n"

for i in range(n):
r=[f"{i}",f"{xx[i1}"]
r+=[f"\\fbox{{{sp.latex(t [1] [j1)}}}"if j==1i else
— f"{sp.latex(t[i][j])}"if j<=i else ""for j in range(n)]
s+=" & ".join(xr)+" \\\\\n"

return s+"\\end{array}\\1"

t=ddt (x_vals,y_vals)
p=ni(x,x_vals,y_vals)

print ("Tableau des différences divisées:")

print (print_ddt_latex(x_vals,y_vals,t))

base_terms = " +

— ".join([f"{sp.latex(t[i] [i])}\\times\\Big({sp.latex(nb(x,x_vals,i))}\\Big)"
— for i in range(l, len(x_vals))])

print (f"\n\nPolyndme d'interpolation dans la base de Newton:

— $p(x)={sp.latex(t[0]1[01)} +

— {base_terms}={sp.latex(p)}={sp.latex(p.factor())}$")

print ("\n\\paragraph{Spline linéaire}")

splines = []

for i in range(len(x_vals) - 1):
a, b = sp.symbols(f'a{i} b{il}')
spline = a * x + b
splines.append(spline)

equations = []

for i in range(len(x_vals) - 1):
equations.append(sp.Eq(splines[i] .subs(x, x_vals[i]), y_vals[i]))
equations.append(sp.Eq(splines[i] .subs(x, x_vals[i+1]), y_vals[i+1]))

params = [sp.symbols(f'a{i} b{i}') for i in range(len(x_vals) - 1)]
flattened_params = sum(params, ())

solution = sp.solve(equations, flattened_params)

splines_solved = [spline.subs(solution) for spline in splines]

print(r"La spline, linéaire par morceaux, a pour équation :")

print (r"\[\begin{cases}")

for i, spline in enumerate(splines_solved) :
print(f" {sp.latex(spline)} & \\text{{si }} x \\in [{x_vals[il},
— A{x_vals[i+11}] \\\\")

print(r"\end{cases}\1")

print ("\n\\paragraph{Interpolation dans un EV quelconquel}")
base = [ 1, sp.sin(sp.pi/4#*x), sp.sin(sp.pi/4*(x+2)), sp.sin(sp.pi/8*x) ]
v = sum(coeffs[i] * base[i] for i in range(n+1))

eqs = [sp.Eq(v.subs(x, x_vals[i]),y_vals[i]) for i in range(n+1)]
print("Le systéme & résoudre :")
print (r"\[\begin{cases}")
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for eq in egs :
print(sp.latex(eq),r"\\")
print (r"\end{cases}\]1")

solution = sp.solve(eqs, coeffs)

vl = v.subs(solution)

print("La fonction d'interpolation est " + r"$v(x) =", sp.latex(v), "=",
— sp.latex(vl), r"$.")

Interpolation dans la base canonique Le systeme a résoudre:

ap—2a;+4a;—8az =0
ap=0
ap+2a;+4ay+8asz =16
ap+4a;+16ax +64a3 =0

Polynome d’interpolation dans la base canonique: p(x) = ag + a; x + az x> + azx® = —x3 + 2x% + 8x

Interpolation dans la base de Lagrange

Yo(x—x1) (Xx—x2) (X —x3)  y1(Xx—X0) (X —x2) (X — X3) V2 (x — Xo) (x — x1) (X — x3) V3 (x — xo) (X — x1) (X — X2)
(xo — x1) (x0 — Xx2) (X0 —x3)  (—xp +x1) (X1 —x2) (X1 —x3)  (—=Xp+X2) (—x1 + x2) (X2 —x3) (=X +x3) (—x1 + X3) (—X2 + X3)
=—x(x—-4)(x+2)
=—x(x—-4)(x+2)

px) =

Interpolation dans la base de Newton Tableau des différences divisées:

M .72

0| -2To]

1101 o0

2|2 |16 8
3|4 0|-8|-4

Polynome d'interpolation dans la base de Newton: p(x) = 0+0x (x+2)+2x (x (x+ 2))+—1 x (x (x—2) (x + 2)) =—x(x-2)(x+2)+
2X(x+2)=—x(x—-4)(x+2)
Spline linéaire La spline, linéaire par morceaux, a pour équation:

0 sixe[-2,0]
8x six € [0,2]
32—-8x sixe|[2,4]

Interpolation dans un EV quelconque Le systéme a résoudre:

ao—dl—\/izaa =0
apg+a =0
ao+d1+%=16

agy—az+asz =0

La fonction d’interpolation est v(x) = ag + a1 sin(Z*) + apsin (1 (£ + §)) + agsin (%) = —16sin (%) + (8+8v/2) sin (Z) -

8sin(m(¥+3))+8.
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CHAPITRE 7

Controle par équipe ®

Exercice 7.1

x| 1 2 3 4 5 6
y|10 4 12 8 12 20

Calculer ensuite X et j et vérifier que le point (X, y) appartient a la droite.

Calculer ap et a; pour que y = ag + o x soit 'équation de la droite de meilleure approximation des points

Correction
On a 6 points donc n =5 et il s’agit de chercher ag et a; solution du systeme linéaire

n n
(D)2 xil gy | BV _ (6 21)[a) _(66) _ (6 21)(o0)_(66) _ (2 7
$ o vl T, 21 91)|oq) ~ |266 6 26)loy) |76 05
i=0 i=0 ! i=0

Donca1=%=2et(x0=22—7oq =4,

n n
P > Vi

S _ =0 _ - _ i=0
X=50 =35ety= n+1

=1letonaop+oXx=4+2x35=11=7j.

Vérifions ces calculs avec sympy:

p
import sympy as sp

xx = sp.Matrix([1, 2, 3, 4, 5, 6])

yy = sp.Matrix([10, 4, 12, 8, 12, 201)
n = len(xx)

Sx = sum(xx)

Sy = sum(yy)

Sxx = sum(x**2 for x in xx)
Sxy = sum(xx[i]l*yy[i] for i in range(n))

=
I

sp.Matrix([[n, Sx], [Sx, Sxx]])
sp.Matrix ([Sy, Sxyl)

log
Il

alpha0O, alphal = sp.symbols('alpha_0 alpha_1')

alpha_vec = sp.Matrix([alphaO, alphall)

print ("Systéme matriciel :")

print (£"$ {sp.latex(A)} {sp.latex(alpha_vec)} = {sp.latex(b)} $\n")

alpha = A.LUsolve(b)

f = sp.Lambda(sp.symbols('t'), alpha[0] + alphal[l]*sp.symbols('t'))
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Systéme matriciel:

print (f"Droite de meilleure approximation: ${sp.latex(sp.Eq(sp.symbols('y'),

— f(sp.symbols('x'))))}$\n")

x_moy = Sx / n
y_moy = Sy / n

print (f£"\n\n$ (\\bar x, \\bar y) = {sp.latex((x_moy,y_moy))}$ et $f(\\bar x) =

— {sp.latex(f(x_moy))}$")

21
21 91

(20)]
aq

[ 66
" | 266

Droite de meilleure approximation: y =2x+4

(% 7) = (%, 11) et f(X) =11

Exercice 7.2
Calculer la parabole d’équation p(x) = ag + a; x + oz x> de meilleure approximation des données

xi|]-2 -1 0 1 2
vi| -5 -2 -1 -2 -5

Correction
11 s’agit de chercher g, a; et oy solution du systeme linéaire

2
(n+1) ;Z:O xé Zzo xé Qo Zn;’zo Vi 5 0 10\ (ag -15
=0 xé foo xé i=0 ch.l o | = =0 xéy,' = |0 10 O ||[og|=] 0 | =
i=0%i i=0 % i=0 %/ \Q2 i=0X; Vi 10 0 34)\a2 —44
Doncap == =-1, a1 =0etap=-1.

Notons qu’il s’agit de la parabole d’interpolation, autrement dit on a p(x;) = y; pour tout i.

Vérifions ces calculs avec sympy:

46

5
0
0

0
10
0

10
0
14

Xo
[¢6]
o2

r

import sympy as sp

XX
Yy

sp.Matrix([-2, -1, 0, 1, 2])
sp.Matrix([-5, -2, -1, -2, -5])

n = len(xx)

Sx = sum(xx)

Sy = sun(yy)

Sxx = sum(x**2 for x in xx)

Sxy = sum(xx[i]l*yy[i] for i in range(n))
Sxxx = sum(x**3 for x in xx)

Sxxy = sum(xx[i]**2*yy[i] for i in range(n))
Sxxxx = sum(x**4 for x in xx)

=
|

= sp.Matrix([[n, Sx, Sxx], [Sx, Sxx, Sxxx], [Sxx, Sxxx, Sxxxx]])
b = sp.Matrix([Sy, Sxy, Sxxyl)

alphaO, alphal, alpha2 = sp.symbols('alpha_0 alpha_1 alpha_2')
alpha_vec = sp.Matrix([alphaO, alphal, alpha2])

print ("Systéme matriciel :")

print (£f"$ {sp.latex(A)} {sp.latex(alpha_vec)} = {sp.latex(b)} $\n")

10

-14
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alpha = A.LUsolve(b)

f = sp.Lambda(sp.symbols('t'), alpha[0] + alpha[l]l*sp.symbols('t') +
— alpha[2]*sp.symbols('t')**2)

print (f"Parabole de meilleure approximation: ${sp.latex(sp.Eq(sp.symbols('y'),
— f(sp.symbols('x'))))}$\n")

\ J/

1]

Parabole de meilleure approximation: y = —x? — 1

5 0 10] [ao
Systeme matriciel: | 0 10 0| [0
10 0 34] [«

Exercice 7.3
Un modele d’évolution de la population en fonction du temps est P(f) = at”. Estimer a et b  partir des données
suivantes (modifier les données pour utiliser une régression linéaire) :

ti | 0.5 1 1.5 2 2.5
P; 1049 1.6 336 6.44 10.16

Correction

Si on calcule le logarithme de cette fonction on trouve In(P) = In(a) + bln(z). On peut alors calculer la droite de meilleur
approximation sur I’ensemble { (x; =In(t), y; =In(P;)) } et obtenir ainsi In(a) et b. Notons oy =In(a) et a; = b, il s’agit de
chercher o et a; solution du systeme linéaire

(n+1) X, xi\ [ Yo Vi 5  1.3218) (o) _ (5.1496
nox Yo \a) T\S L xiy) T (13218 1.9649 ~ |4.4012
i=oXi i=0 % ) \&1 i=0XiYi . . 1 .

Donc og ~0.532 et a; ~1.882 etenfin a=e* ~1.703 et b = ;.

( )
import sympy as Sp

tp = [sp.Rational(5, 10)*k for k in range(l, 6)]

Pp = [49/sp.S(100), 16/sp.S(10), 336/sp.S(100), 644/sp.S(100), 1016/sp.S(100)]

xp = [sp.log(val) for val in tp]
yp = [sp.log(val) for val in Pp]

x = sp.symbols('x")

A = sp.Matrix([
[len(xp), sum(xp)],
[sum(xp), sum(xi**2 for xi in xp)]

D
b = sp.Matrix([

sum(yp) ,

sum(xi*yi for xi, yi in zip(xp, yp))
D
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alphaO, alphal = sp.symbols('alpha_O alpha_1')

alpha_vec = sp.Matrix([alphaO, alphaill)

print ("Systéme matriciel :")

print (£f"$ {sp.latex(A.evalf())} {sp.latex(alpha_vec)} = {sp.latex(b.evalf())}
- $\n")

alpha = A.LUsolve(b)
alphaO, alphal = alpha

print (f"Droite de régression : $f(x) = {float(alpha0):.3f} + {float(alphal):.3f}
— x$\n\n")

a = sp.exp(alpha0)
b_exp = alphal
print (f"Modéle puissance : $g(t) = {float(a):.3f} t~{{{float(b_exp):.3£f}}}$")

5.0 1.32175583998232
1.32175583998232 1.96489668704804

Qo
o

Systéme matriciel :

5.14958169760998
4.40124463064031

Droite de régression: f(x) =0.532+ 1.882x

Modele puissance: g(¢) =1.703 £1-882

Exercice 7.4
Calculer la parabole d’équation y = a + o1 X + x* de meilleure approximation des données

x] 0 1 2 5
y| =2 7 10 35

NB Il n'y a pas de formule toute faite dans le cours, car un des coefficients est imposé.

Correction
11 s’agit de chercher ap et a; qui minimisent la fonction & R% — R, définie par

E@0,0) =Y d?=Y (yi—(@p+arx; +x2)2 = Y ((yi = %) — (o + a1 ).
i=0 i=0 i=0
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Cela équivaut a chercher I'équation de la droite de meilleur approximation de I'ensemble des points { (x;, y; — xl?) ).

On obtient le systéme linéaire
( rx) Yx )((Xo):( Y(yi—x) )
Yxi Yxl Y(yi—x5)x;

(g 380)(3?)=(22):(i 185)(3?)=(§2):>((1> i) (g?)z(li)

Don(:(x1=17—4=2et(x0=5—2><2=1.

c’est-a-dire

r

import sympy as sp

xp = [0, 1, 2, 5]
yp = [-2, 7, 10, 35]
t = sp.symbols('t")
s0 = len(xp)

sl = sum(xp)
s2 = sum([xi**2 for xi in xp])

=
Il

sp.Matrix([[s0, si1],
[s1, s211)

b = sp.Matrix([
sum([yi - xi**2 for xi, yi in zip(xp, yp)]1),
sum( [xi*(yi - xi**2) for xi, yi in zip(xp, yp)1)

D

alphaO, alphal = sp.symbols('alpha_ 0O alpha_1")

alpha_vec = sp.Matrix([alphaO, alphal])

print("Systéme matriciel :")

print (£"$ {sp.latex(A)} {sp.latex(alpha_vec)} = {sp.latex(b)} $\n")

alpha = A.LUsolve(b)

f = alpha[0] + alpha[l]*t + t*x2

print("Solution : $\\alpha_ O =", alphal0], "$ et $\\alpha_1 =", alphall],

- u$\n\n||)
print("Parabole de meilleure approximation $f(t) =", sp.latex(f.simplify()),
I|$ll)

(©) 2024-2026 G. FACCANONI
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Xo
(061

-[3)

Parabole de meilleure approximation f(¢) = t* +2¢+1

Systéeme matriciel : 48
Y 18 30

Solution: ag=1etoa; =2

Exercice 7.5
Dans I'espace vectoriel de base {1,In(x)}, calculer la fonction de meilleure approximation des points

X e &l

e
y|6 9 24

Correction
Notons @ (x) =1 et ¢ (x) = In(x). On doit minimiser la fonction

4
&g, 1) = Y_ (yi — (@o@o(xi) + o1 py (xi)))2~
i=0
On doit donc résoudre le systeme linéaire
( ¥ g (x7) tho(xi)cpl(xi)) (0(0) _ (Z J/i(PO(xi))
¥ o (x7) @1 (x;) Toix) o) \Zyigr(x)

c’est-a-dire
L B
Yin(x) YIn*(x))\oq) (X yiln(x)

| e e Rt V[

39-6x9 _
519 = 5.

Dans notre cas

18

doncag =5 =9etag =

r

import sympy as sp

alphaO, alphal = sp.symbols('alphaO alphal')

phi0 = lambda x : 1
phil = lambda x : sp.log(x)

xp = [sp.exp(l), sp.exp(2), sp.exp(3)]
yp = [6, 9, 24]

A = sp.Matrix([
[sum(phiO(xi)*phiO(xi) for xi in xp), sum(phiO(xi)*phil(xi) for xi in xp)],
[sum(phiO(xi)*phil(xi) for xi in xp), sum(phil(xi)*phil(xi) for xi in xp)]
D

b_vec = sp.Matrix([
sum(yp[i]*phiO(xp[i]) for i in range(len(xp))),
sum(yp[i]*phil(xp[i]) for i in range(len(xp)))
D

alphaO, alphal = sp.symbols('alpha_O alpha_1')
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alpha_vec = sp.Matrix([alphaO, alphall)
print ("Systéme matriciel :")
print(£"$ {sp.latex(A)} {sp.latex(alpha_vec)} = {sp.latex(b_vec)} $\n")

alpha = A.LUsolve(b_vec)
alphaO_sol, alphal_sol = alpha

print ("\nSolution exacte :")
print ("$\\alpha_0 =", alphaO_sol, "$ et $\\alpha_1 =", alphal_sol, "$")

6
6 14

Qo

Systeme matriciel: o
1

- [+

Solution exacte: ag = -5eta; =9

(©) 2024-2026 G. FACCANONI
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CHAPITRE 8

Contréle par équipe @

Exercice 8.1

le plan.

1

F(x1,x2) =
0

croix sur la figure.

Plus précisément, la fonction finale doit valoir

sile point (x1, x») correspond a un carré bleu,

sile point (x1, x2) correspond a un rond rouge.

Pour écrire I'équation de la droite de séparation, on pourra par
exemple considérer celle qui passe par les points indiqués par une

On considere un perceptron a trois poids (deux poids associés aux coordonnées (x1, x») et un biais). On souhaite
déterminer une fonction d’activation ainsi que des poids permettant de séparer les carrés bleus des ronds rouges dans

° .
4 .I.
.
. ® e
34 .
. . °
24
e o e
14 L ]
s * °
.
0 !. » (]
° °
-1 s
° . ®
24 .
.
-1 (X
_47. L
]
_ ° e .

L J
* 9
.
hd -
[
. *
AR
Py L 3 v
(]

° ¢ *
° 0¢ e :
¢ *
¢

*
* o0 o
* 0 *

Correction

On utilise un perceptron avec fonction d’activation de Heaviside. La sortie est définie par

F: R> —R

(x,y) = F(x,y) =H(a1x + axy + ap) = {

0 sinon.

1 siaqyx+axy+ap=0,

Les coefficients ay, a;, a; doivent étre choisis pour que F(x, y) = 1 pour les coordonnées des carrés bleu et F(x, y) = 0 pour

les ronds rouges.

Léquation a;x + axy + ap = 0 définit une droite de séparation. On choisit une droite qui sépare visuellement les deux
groupes de points. ! Un exemple de telle droite est 3x — y — 5 = 0 obtenue en imposant le passage par les points Q = (1, -2) et

P=(2, 1):

(Py—Qy)x+ (Qx—Px) y+(Qy)Pr—QxPy) =0
—_—— — [ ——

a) =3

a2:—l

ap=-5

La partie positive se trouve a gauche du segmente orienté qui va de P a Q. Si cela ne correspond pas a la consigne, on
échange P et Q, ce qui revient a changer simplement les signes des poids.

F(x,y)

pisineaH

Heaviside(f(x, y)) avec f(x, y) = 3x -y + -5

1. Bien évidemment, non seulement les coefficients sont définis a une constante multiplicative pres, mais méme la droite n’est pas unique (il existe une
infinité de droite qui séparent le points donnés).
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Exercice 8.2
On considere le réseau de neurones suivant

ReLU

N
//

ReLU

—) F(x, y)

.x/f;\

1. Calculer F(0,0) dans le cas ou tous les biais ay, by, ¢y sont strictement négatifs.

2. Méme question, dans le cas ol ag > 0, by > 0, et ¢y > —(cyag + c2bg).

3. En supposant a; = b; = ¢; = 1 pour i =0,1,2, le réseau peut-il produire la valeur F(x, y) = 0 pour un certain
couple (x, y) ? Justifier.

Correction

Commencgons par exprimer le fonctionnement du réseau. C’est un réseau a 2 entrées et 1 sortie. Il contient une couche
cachée et une couche de sortie. Chaque neurone effectue une transformation affine de ses entrées suivie d'une fonction
d’activation. Les deux neurones de la couche cachée appliquent la fonction ReLU(#) = max(0, t);

e le premier neurone realise y; = ReLU (a1 x + a2y + ayp),
* le deuxieme neurone realise y, = ReLU(b; x + b2y + by).

1 sit=0
Le neurone de sortie applique la fonction de Heaviside H(?) = {0 <0 etrealise z =H(c1y1 + 22 + ¢o).
sit<

1. Si(x,y) =(0,0) et tous les biais ay, by, ¢y sont strictement négatifs

y1 =ReLU(ap) =0 (car ap<0)
y2 =ReLU(by) =0 (car by <0)
F(0,0) =H(cp) =0 (car ¢y <0)

2. Si(x,y)=1(0,0)etap>0,by>0,co>—(crap+cabo):

y1 =ReLU(ap) =ap (car ap>0)
¥2 =ReLU(bg) = by (car by >0)
F(0,0) =H(ciap+ca*bg+co) =1 (carciag+ ¢ * bg+cy>0).

3. Sitous les poids et biais valent 1, alors F(x,y) =0ssi y; + y2+1<0ssi2ReLU(x+y+1)+1 <0ssiReLU(x+ y+1) < —%
ce qui est impossible car ReLU (%) = 0 pour tout x € R. Il n’existe donc aucun (x, y) tel que F(x,y) =0

Exercice 8.3
On considere le perceptron suivant

1. Déterminer la fonction F(x) réalisée par ce réseau, en fonction des poids o et «.

2. Soit un ensemble de données «f = {(xi, Vi) } On souhaite ajuster les poids oy et a; pour que la sortie du
réseau approche au mieux cet ensemble. Pour cela, on utilisera comme fonction de cofit 'erreur quadratique.
Déterminer un systeme linéaire dont la solution correspond au minimum de cette fonction de cofit.
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3. Déterminer les valeurs optimales de ag et a; sil’ensemble d’entrainement «f est le jeu de données suivant

x| 1]2(3 |45 ]| 6
y|10 |4 12 |8 |12 |20

Correction
Le neurone applique une transformation linéaire suivie d'une fonction d’activation identitaire: la sortie est donc

F(x) =ap+ax.
Lerreur quadratique est une fonction des poids définie par

E(ap, ) = i (J’i —F(xi))2 =3y (J/i — (g +a1xi))2-
i=1

i=1

Pour minimiser cette fonction par rapport aux poids, on dérive par rapport a ag et o

OE 1

—— =2 E . e — .
0 iZI(J’z %0 a1Xl)
oE 1

GT.(l = _Zl-:E 1 (yi — 0l —oqxi) Xi

Le minimum de 'erreur quadratique est obtenu pour (ap,®;) qui annulent le gradient:

imy (Vi— (@ +aqx;)| =0 — {Z?_IJ’i =31 (o +ax;) — {Z?_ﬁ’i =Xl I+ X, x;

_ 2 _ 2
" yi— (@ +ax)]x; =0 Y yixi =X (@ox; +aqx;) Y ix) =ao X xitoq X X

Ou encore, sous forme matricielle

n n n
1 2 X (o)) X Vi
i=1 i=1 — i=1

n no, =| n
>oxi X oxi|\oa 2 XiYi
i=1 i=1 i=1

Application numérique avec
n=6, Y x;=21, Y xi=91, Y yi=66, Y x;yi = 266.
On obtient le systéme linéaire
( 6 21) (ao) _ ( 66) ﬂ (6 21) (0(0) _ (66) Ly—Lp-L; (2 7) (cxo) _ (22)
21 91)\ox 266 6 26)\x 76 0 5\ 10/°
Donc a; = 15—0 =2 et, en remontant dans la premiere équation, oy = 22 - 7a; = 4.

Conclusion: les poids minimisant I'erreur quadratique sont oy = 4 et a; = 2 et la fonction apprise est donc F(x) =4 +2x

(©) 2024-2026 G. FACCANONI 55



	A.A. 2024-2025
	Contrôle par équipe ①
	Contrôle par équipe ②
	Contrôle par équipe ③
	Contrôle par équipe ④

	A.A. 2025-2026
	Contrôle par équipe ①
	Contrôle par équipe ②
	Contrôle par équipe ③
	Contrôle par équipe ④


