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CHAPITRE 1

Controle par équipe @

Exercice 1.1
Indiquer le domaine de définition des fonctions f, g: R?> — R suivantes et colorier la portion de R? correspondante:

fl,y)=In(xy) et g(x,y) =In(x)+In(y).

Correction
2r={(x,y) eR*| xy>0} Pg={(x,y)eR?| x>0, y>0}
y y
xy>0 x>0ety>0
X X
xy>0
Exercice 1.2 _
Soit f(x,y) = " +1.Calculer, lorsqu’il est possible, f(2,1), f(1,2), f(a,a), f(a+1,a), f(a—1,-a).
Xty
Correction
F0 =~ F,2)= - fla@w=0,  fla+la fla-1,-a mexist
» = » =—-— a,a)=0, a ,a)= ———, a— 1,—da) nexiste pas
4 4 2(a+1) P

Exercice 1.3
Soit f(x,y) = ye®. Tracer la courbe de niveau qui passe par le point (In(2),1).

Correction
f(n(2),1) = 2. Laligne de niveau k = 2 est'ensemble { (x, y) € R? | f,y) =k}={(xy) eR? | y=2e*}

y

In(2) X



Chapitre 1 Contréle par équipe @ Mis & jour le Vendred 4 octobre 2024

Exercice 1.4 8.1 =D
On dit que deux fonctions u, v: R? — R satisfont la condition de Cauchy-Riemann si { * };‘) ’
ylU=—0y0.
Parmi les couples de fonctions suivantes, indiquer lesquels satisfont cette condition:
1. u(x,y)=x*-y*etv(x,y) =2xy 2. ulx,y)=x>+y*etv(x,y) = —-2xy
3. u(x,y)=e*cos(y) et v(x,y) = e*sin(y)
Correction
ux,y)=x*-y* Oxu=2x Oyu=-2y v(x,y) =2xy 0xv=2y O0yv=2x oui
ux,y) =x*+y* Oxu=2x Oyu=2y v(x,y) =-2xy 0yv=-2y O0yv=-2x non

u(x,y)=e*cos(y) 0yu=e cos(y) dyu=-e’sin(y) v(x,y)=e’sin(y) 0dyv=e"sin(y) Oyv=e’cos(y) oui

Exercice 1.5
Soit f(x,y) = 4x3y?. Calculer le gradient et la matrice Hessienne de f.

Correction
Le gradient de f(x, y) est
axf(x,y)) 3 (12x2y2)

| 8x%y

Vf(x,y) = (ay Fxy)

La matrice hessienne de f(x, y) est

0xxf(x,y) Oxyflx, y))
Oyxf(x,y) 0yyf(x,¥)

_ 24x y2 24x? y

0,(12x%y%)  8,(8x%y)
“la,2x%y%)  9,8x%y)) ~ 24x?y  8x3 |

He(x,y) =

Exercice 1.6
Soit A: R? — R la fonction définie par A(x, y) = xy. Soit (xo, o) = (5,6). Estimer A(5.1,6.5) par linéarisation (c’est-a-dire
en utilisant le plan tangent a A en (x, Jp))-

Correction
La linéarisation de la fonction A(x, y) autour du point (x, yp) est donnée par 'approximation:

li(x V) —li(x ) (x Xi ) (x y ) ( ) (x y )
) 0, J0 0 a 0, JO Y—=XYo 6 0, Y0/
Calculons les dérivées partielles de A(x, V) =Xy:
(x ) =Yy et (x V) =X
6)( ’ y a Y ’ ’

Nous avons donc I'approximation

A(XO + 0.1,_)/0 +0.5) = A(X(),y()) +0.1x Yo+ 0.5 x X0.

Sachant que A(x, o) = X0yo =5 x 6 = 30, g—’;(xo, Vo) =6 et %(xo, Yo) =5, cela devient
AB+0.1,6+0.5)=30+0.1x6+0.5x5=30+0.6+2.5=33.1

Ainsi, par linéarisation, nous avons A(5.1,6.5) = 33.1. Notons que A(5.1,6.5) = 33.15

Exercice 1.7
Soit f: R? — R une fonction et (0,0) un point critique de f. Compléter les affirmations suivantes:

. (2 2 . (=2 2
1. siHf(0,0) = (2 2),alors (0,0) est... 2. siHf(0,0) = ( 9 2),alors (0,0) est...
3. siH¢(0,0) = 5 2 alors (0,0) est 4. siH0,0)=] . 2 alors (0,0) est
. f,—22, P . f,—2 o) 5

8 (©) 2024-2025 G. FACCANONI



Mis & jour le Vendredi 4 octobre 2024 Chapitre 1 Contrdle par équipe @

Correction
Ona
1. det(Hf(0,0) =2x2- 22 =0 donc (0,0) est point critique dont on ne peut pas établir la nature,
2. det(Hf(0,0)) =-2x2— 22 = -8 <0, donc (0,0) est un point selle,
3. det(Hf(0,0)) =3 x2- 22=2>0etd,,f(0,0) =3 >0, donc (0,0) est un minimum,
4, det(Hf(0,0)) =(=3)x(=2)=2%2=2>0et 0. f(0,0) = -3 <0, donc (0,0) est un maximum.

Exercice 1.8
Calculer les points critiques de la fonction f: R?> — R définie par f(x, y) = x> + xy + y? et étudier leur nature.

Correction
e Recherche des points critiques:

0,f=0, 3x°+y=0, 3(-2y)2+y=0, 12y+1)=0, 1 1
<f — vy — (=2y)"+y — yazy+1) @(x,y)e{(0,0);(—,——)}.
0yf =0, x+2y=0, x=-2y, x=-2y, 6 12

On a deux points critiques: le point (0,0) et le point (é, —1—12)

e Nature des points critiques:

1 1
Oxxf(x,y) =6x 0xxf(0,0)=0 axxf(é’_ﬁ) =1
1 1
axyf(x,y)zl axyf(0,0):l axyf(g,—ﬁ)zl
1 1
0yyf(x,y)=2 0y, /(0,0) =2 ayyf(g,—ﬁ):z
1 1
det(Hp)(x,y) =12x -1 det(Hp)(0,0) = -1 det(Hy) (6’_5) =1
(0,0) est un point selle, (1, —75) est un minimum.
Exercice 1.9 @
Soit w(xy, x2,..., X,) = COS (Z ixi). Calculer les dérivées partielles ij wpour j=1,...,n.
i=1
Correction
w(x1,X2,...,Xp) =C0S(X1 +2X2 + -+ + nXxy)
Oy, W(X1, X2,...,Xp) = —sin(x1 +2x2 +--- + nxy)
Oy, W(X1,X2,...,Xp) = —2sin(x] +2x2 + -+ + 1nXxp)
E n
{ : = ijw(xl,xg,...,xn):—jsin(Zixi)
O, W(X1, X2, ..., Xp) = = jsiN(xX1 +2X + -+ 1xp) =1
Oy, W(X1,X2,...,Xp) = —nsin(x; +2x2 +--- + nxy)

(©) 2024-2025 G. FACCANONI 9
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CHAPITRE 2

Controle par équipe @

Exercice 2.1 (Bases de R, [x])
Soit le polynoéme p(x) = x> —3x + 2. Ecrire ses cordonnées dans les bases indiquées:

1. %> base canonique de Ry [X]: COOTA(P, B2) = e v un ettt et e ettt et e ettt e e eee
2. %3 base canonique de R3[X]: COOTA(P, B3) = .. enntinin ettt et e ettt
3. o ={1,(x—1),x*} base de Ro[X]: COOTA(PD, ) = ... uuneett et
4. B={1,(x-1),(x—1)?} base de Rz [x]: COOTA(P, B) = ... .eutmimininiie e
5. 2={1,(x—-1),(x—1)(x—2)} base de Ra[X]: COOTA(P, D) = ..ttt aeenns

Correction
1. 6, =1{1,x,x*} donc coord(p,6>) = (2,-3,1)

2. 63=1{1,x,x* x>} donc coord(p, 63) = (2,-3,1,0)
3. coord(p, /) =(-1,-3,1).
4

. coord(p,%) =(0,-1,1)
On remarque qu’il s’agit des coefficients du développement de Taylor d’ordre 2 en xp = 1:

n (i) .
px) =) pl.—ExO)(x—xO)’
i=0 :

5. coord(p,2) = (0,0,1)

Exercice 2.2 (Interpolation polynomiale: base canonique)

Soit les points

Ecrire dans la base canonique de R [x] le polyndme p qui interpole ces points (sug-

x 0 2 4 gestion: utiliser la méthode de Gauss pour la résolution du systeme linéaire). Vérifier
y 7 11 55 la solution obtenue.
Correction

Soit € = { 1,x,x2 } la base canonique de R, [x]. Soient (a, b, ¢) = coord(p, €) les coordonnées de p dans la base €. Elles sont
solution du systéme linéaire

a+bx0+cx02=7

a+bx2+cx2?=11

a+bx4+cx4*>=55

Résolvons-le par la méthode de Gauss

ol 7 c=5

4| 4 )W b=(4-4c)/2=-8
8 a=717

On obtient le polyndéme p(x) = 7 — 8x +5x2.

On vérifie aisément que
p0) =7,
p2)=7-8x2+5x22=11,
p(4)=7-8x4+5x4% =55,

Vérifions les calculs avec sympy:

11



Chapitre 2 Contrdle par équipe @

Mis & jour le Vendredi 4 octobre 2024

import sympy as sp
X = sp.symbols('x')

x_vals = [0, 2, 4]

y_vals = [7, 11, 55]

n = len(x_vals)-1

coeffs = sp.symbols(f'al:{n+1}"')

poly = sum(coeffs[i] * x**i for i in range(n+1))

eqs = [sp.Eq(poly.subs(x, x_vals[il),y_vals[il) for i in range(n+1)]
print("Le systéme a résoudre :")

print (r"\ [\begin{cases}")

for eq in egs :

——print(sp.latex(eq),r"\\")

print (r"\end{cases}\1")

solution = sp.solve(eqs, coeffs)
pl = poly.subs(solution)

— sp.latex(pl), r"$")

print("Le polynome d'interpolation : " + r"$p(x) =", sp.latex(poly), "=",

Le systeme a résoudre:
ap="7
ap+2a; +4a; =11
ap+4a; +16a, =55

Le polynome d’interpolation: p(x) = ag + a; x + az x> =5x* —8x +7

Exercice 2.3 (Interpolation polynomiale composite: spline linéaire)

Soit les points

x 0 2 4 Ecrire la spline linéaire qui interpole ces méme points.

Correction

Une spline linéaire est une fonction affine par morceaux (i.e., les points a interpoler — une fois ordonnés selon les x
croissants — sont reliés par des segments). Le point x = 1 est compris entre les deux points d’'interpolation (0,7) et (2,11)

donc sljg;2) (x) = %(x—0)+7=2x+7et s(1) =9 tandis que p(1) =7-8+5=4.

Vérifions les calculs avec sympy :

p
import sympy as sp

X = sp.symbols('x')
x_vals = [0, 2, 4]
y_vals = [7, 11, 55]

splines = []

for i in range(len(x_vals) - 1):
a, b = sp.symbols(f'a{i} b{i}')
spline = a * x + b
splines.append(spline)

12 (© 2024-2025 G. FACCANONI
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equations = []

for i in range(len(x_vals) - 1):
equations.append(sp.Eq(splines[i] .subs(x, x_vals[i]), y_vals[i]))
equations.append(sp.Eq(splines[i] .subs(x, x_vals[i+1]), y_vals[i+1]))

params = [sp.symbols(f'a{i} b{i}') for i in range(len(x_vals) - 1)]
flattened_params = sum(params, ())

solution = sp.solve(equations, flattened_params)

splines_solved = [spline.subs(solution) for spline in splines]

print(r"La spline, linéaire par morceaux, a pour équation :")

print (r"\[\begin{cases}")

for i, spline in enumerate(splines_solved) :
print(f" {sp.latex(spline)} & \\text{{si }} x \\in [{x_vals[i]},
— {x_vals[i+1]1}] \\\\")

print (r"\end{cases}\]1")

.

La spline, linéaire par morceaux, a pour équation:

2x+7 six€[0,2]
22x—-33 sixe|[2,4]

Exercice 2.4 (Interpolation polynomiale: base de Lagrange)

Soit les points

y 7 11 28

x 0 2 3 Ecrire dans la base de Lagrange de Ry [x] le polynome p qui interpole ces points.

Correction

Soit £ ={Ly,L;,L,} la base de Lagrange de R»[x] associée aux points donnés. Les coordonnées de p dans la base £ sont

tout simplement coord(p, £) = (7,11,28). Les polyndmes L; s’écrivent

_(x—2)(x—3)_(x—2)(x—3) _(x—O)(x—S)__x(x—B)

Lo(x)

) Ll (x)

) LZ (x)

_(x-0(x-2) x(x-2)

T (0-2)(0-3) 6 C(2-0(2-3) 2 T 3-03-2)

donc p(x) = yoLo(x) + y1L1 (x) + y2Lo ().

Vérifions les calculs avec sympy :

p
import sSympy as Sp

X = sp.symbols('x')

n=2

pl = sp.polys.specialpolys.interpolating_poly(n+l, x, X='x', Y='y')

p2 = sp.polys.specialpolys.interpolating_poly(n+i, x, X=[0,2,3], Y=[7,11,28])
p3 = sp.simplify(p2)

print (r"\begin{align*} p(x) &= " , sp.latex(pl) , r"\\")
print(r" &= " , sp.latex(p2) , r"\\")
print(r" &= " , sp.latex(p3) , r"\end{alignx}")

Yo(x—x1) (x—x2)  y1(x—Xp) (x—x2) Y2 (x = Xp) (x — x1)
(xo—x1) (X0 —x2)  (=Xo+Xx1) (X1 —X2) (=Xo+X2)(—X1 +X2)

px) =

(©) 2024-2025 G. FACCANONI
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B 11x(x—3)+28x(x—2)+7(x—3)(x—2)
B 2 3 6
=5x>—8x+7

Exercice 2.5 (Interpolation polynomiale: base de Newton)

Soit les points .. N .
e Ecrire la base de Newton de R5[x] associée a ces points.

e Ecrire le tableau des différences divisées.

e En déduire les coordonnées du polynéme qui interpole ces points dans
y -1 2 59 4 24 -53 la base de Newton.

Correction
¢ Labase de Newton de R5[x] associée a ces points est A = {wg, w1, w2, w3, w4, w5} ol w; s’ écrit

wo(x)=1
wix)=x+2
w2(x)=(x+2)(x—-1)
w3(x0) =(x+2)(x—-D(x—-4)
(X)) =x+2)(x-1D(x-4)(x+1)
05(x)=x+2)(x-Dx-4(x+1)(x-3)

¢ Le tableau des différences divisées est

i x vi | flxicn,xil | flxico, xicn, x| flXizg, 0 xi] | flxica, ..o xi] | flxizs, ..., X
0| -2

11 2

2| 4 || 59 19

3(-11 4 11 4

4] 3 | 24 5 6 1 [0]

5| -4 || -53 11 -2 1 0 [0]

e coord(p,#/)=1{-1,1,3,1,0,0} donc
pr)=-1+x+2)+3(x+2)(x-D+(x+2)(x-1)(x—4)
gqu’'on peut développer comme suit (ce n’est pas demandé)
= -1+ (c+2)(14+3(6- D) + (x= D(x-4))
=1+ (x+2)(1+ 3+ (x-9)x- 1)

=—1+(x+2)(1+(x—1)2)

Vérifions les calculs avec sympy:

( )
import sympy as sp

def ddt(xx,yy):
n=len(yy);t=[[0]*n for _ in range(n)]
for i in range(n): t[i] [0]=yy[i]
for j in range(i,n):
for i in range(j,n):
t[il [j1=Ce[i1 [j-1]-t[i-11[j-11)/sp.S(xx[i]-xx[i-j])
return t

def nb(x,xx,i):

14 (©) 2024-2025 G. FACCANONI
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b=1
for j in range(i) :bx=sp.S(x-xx[j])
return b

def ni(x,xx,yy):
t=ddt (xx,yy) ;n=len (xx)
p=t [0] [0]
for i in range(1l,n):p+=t[i] [i]*nb(x,xx,1)
return p

def print_ddt_latex(xx,yy,t):

n=len(t)

s="\\[\\begin{array}{lclc||"+"c|"*n+"}\n"

s+="1i & x_i & " + " & "x(@0-2) + "\\\\\n\\hline\n"

for i in range(n):
r=[f"{i}",£"{xx[11}"]
r+=[f"\\fbox{{{sp.latex(t [1] [j1)}}}"if j==i else
— f"{sp.latex(t[i]l[j1)}"if j<=i else ""for j in range(n)]
s+=" & ".join(xr)+" \\\\\n"

return s+"\\end{array}\\]"

x=sp.symbols('x"')
x_data=[-2,1,4,-1,3,-4]
y_data=[-1,2,59,4,24,-53]
t=ddt (x_data,y_data)
p=ni(x,x_data,y_data)

print("Tableau des différences divisées:")

print (print_ddt_latex(x_data,y_data,t))

base_terms = " +

— ".join([f"{sp.latex(t[i] [i])}\\times\\Big({sp.latex(nb(x,x_data,i))}\\Big)"
— for i in range(l, len(x_data))])

print (f"\n\nPolyndme d'interpolation dans la base de Newton:

~ $p(x)={sp.latex(t[0] [0])} +

—~ {base_terms}={sp.latex(p)}={sp.latex(p.factor())}$")

Tableau des différences divisées:

i Xi

0| -2

101 2

2| 4| 59 |19

3(-11] 4 [11] 4

413 | 24|56 |1][0]
5/-4|-53|11|-2|1]0 |[0]

Polyndme d’interpolation dans la base de Newton: p(x) = —1+1 x (x+2) +3x ((x— 1) (x+ 2)) +1x ((x—4) (x—=1)(x+ 2)) +

0><((x—4)(x—1)(x+1)(x+2))+0><((x—4)(x—3)(x—1)(x+1)(x+2)) =x+(x—-Dx-DEx+2)+3x-D(x+2)+1=x3—
2x+3

Exercice 2.6 (Interpolation non polynomiale)

Soit les points

Soit V[x] I'espace vectoriel engendré par { cos(x),cos(2x),cos(3x) }.

5 U Ecrire la fonction v qui interpole ces points dans la base donnée.

y 5 1+v3 -1

SE
wl|A

(©) 2024-2025 G. FACCANONI 15



Chapitre 2 Contrdle par équipe @

Mis & jour le Vendredi 4 octobre 2024

Correction
On cherche v(x) = acos(x) + bcos(2x) + ccos(3x) tel que v(0) =5, v (%) =1+ V3 et v(§) = —1. On cherche donc a, b et ¢ tels

que

a+b+c=5

Barlp=1+v3

1 1 _
sa 2b c=-1

On obtient la fonction v(x) = 2cos(x) +2cos(2x) + cos(3x).

Vérifions les calculs avec sympy :

r

import sympy as sp

X = sp.symbols(';)

x_vals = [0, sp.pi/6, sp.pi/3]
y_vals = [5, 1+sp.sqrt(3), -1]
coeffs = sp.symbols(f'a,b,c')
n = len(x_vals)-1

v = sum(coeffs[i] * sp.cos((i+1)#*x) for i in range(n+1))

eqs = [sp.Eq(v.subs(x, x_vals[i]),y_vals[i]) for i in range(n+1)]

print("Le systéme & résoudre :")
print (r"\[\begin{cases}")

for eq in egs :
print(sp.latex(eq),r"\\")
print (r"\end{cases}\1")

solution = sp.solve(eqs, coeffs)
vl = v.subs(solution)

print("La fonction d'interpolation est " + r"$v(x) =", sp.latex(v), "=",

— sp.latex(vl), r"$.")

Le systéme a résoudre:

a+b+c=5
YBa,b_q,.3
a_b _

2 z-¢="1

La fonction d’interpolation est v(x) = acos (x) + bcos (2x) + ccos (3x) = 2cos (x) +2cos (2x) + cos (3x).

16
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CHAPITRE 3

Controle par équipe ®

Exercice 3.1
Connaissant les points (x1, y1), (X2, ¥2), - .., (X5, ¥»), la fonction de meilleure approximation y = f(x) par la méthode

des moindres carrés est celle obtenue en minimisant ...

L% (=) 2. % |yi-fo) 3. % (- fG) 4. % (- (re)’)

N

M=
I

Correction
Notons d; = y; — f(x;) I'écart vertical du point (x;, y;) par rapport a la fonction f (en figure, on a choisit f affine):

fX)=op+ayx

La méthode des moindres carrés est celle qui minimise la somme des carrés de ces déviations, i.e. minimise la quantité

Y (yi- fo)

DONNEES POUR LES EXERCICES DE2A 5

xi |1 20 30 40
yi |1 400 800 1300

Exercice 3.2
Calculer la droite d’équation y = ap + a3 x de meilleur approximation des données.

Correction
11 s’agit de chercher a et a; solution du systeme linéaire

(n+1) ?:oxi)(ao) _( Yiovi )
n X n 2 - n TS
i—oXi  Xi—gXi/\an)  \Xiioxiyi

3+1 1+20+30+40 )(ao)

_ 1+400 + 800 + 1300
14+20+304+40 12+20%+30%+40%)\og

:(1x1+20x400+3OX800+40x1300)
4 91 )(ag) (2501
91 2901) (o) ~ |84001

Donc g = — 388890 ~ —116.97 et o) = 138313 ~32.625.
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import sympy as sp

data = [(1, 1), (20, 400), (30, 800), (40, 1300)]
x_data, y_data = zip(xdata)

alpha_0, alpha_1 = sp.symbols('alpha_0 alpha_1')

error = sum((y - (alpha_0O + alpha_1 * x))#**2 for x, y in zip(x_data, y_data))

grad_alpha_O
grad_alpha_1

sp.diff (error, alpha_0)
sp.diff (error, alpha_1)

solution = sp.solve((grad_alpha_0, grad_alpha_1), (alpha_0, alpha_1))

latex_output = f"Les coefficients de la droite d'ajustement sont : \n"
latex_output += f"$\\alpha_0 = {sp.latex(solution[alpha_0])}, \\quad \\alpha_1 =
— {sp.latex(solution[alpha_1])}$"

print (latex_output)

388690 _ 108413
3323 ’ 1~ 73323

Les coefficients de la droite d’ajustement sont: ag =

Exercice 3.3
Calculer la droite d’équation y = a; x de meilleur approximation des données.

Correction
On peut retrouver ce résultat en considérant le fitting dans une espace vectoriel quelconque, ici 'espace engendré par
{®p = x}. Sinon, on peut reparcourir la construction suivie dans le cas générale, comme ci-dessous: on doit minimiser la
fonction &: R — R, définie par
n n
Ela) =) di =) (yi—oqx)’.
i=0 i=0
Pour minimiser & on cherche d’abord les points stationnaires, i.e. les points a; qui vérifient &' (a;) = 0. Puisque
n

&) =-2 Z Xi(yi — o x;)
i=0

alors &' (ap) = 0 ssi

n n n ) n ) n > o0 ViXi
i=
Yxilyi—x) =0 = Y xyi-ayx =0 = |[Yx|lag = Y yx = o = <
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 X
_ 1x1+20x400+30x800+40x1300 _ 84001
Doncog = 124202 +302+402 = Z901 = 28.956.
4 N\

import sympy as sp

data = [(1, 1), (20, 400), (30, 800), (40, 1300)]
x_data, y_data = zip(xdata)

alpha_1 = sp.symbols('alpha_1'")
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error = sum((y - alpha_1 * x)**2 for x, y in zip(x_data, y_data))
grad_alpha_1 = sp.diff(error, alpha_1)

solution = sp.solve(grad_alpha_1, alpha_1) [0]

latex_output = f"Le coefficient de la droite d'ajustement est : \n"
latex_output += f"$\\alpha_1 = {sp.latex(solution)}$"
print(latex_output)

.

Le coefficient de la droite d’ajustement est: a; = 01

Exercice 3.4
Calculer la parabole d’équation y = op + a1 x + o x? de meilleur approximation des données.

Correction
Il s’agit de chercher ay, o et ay solution du systeme linéaire

(n+1)  Xi, i Xiso xz %o LiloVi
Z;L()xi Z:l=0xé Z?:()xi ap | = Z;l:()xl'yi
n 2 n n 4 n 2
i=0%i iz0oX; LioX;) \o2 i=0X; Vi
3+1 1+20+30+40 12 4+ 202 +30% + 402\ [« 14400+ 800 + 1300
= 1420+ 30+40 124202 +302+40% 13+20%+30%+40%||a; | =| 1x1+20x400+30x800+40 x 1300
12+202+30%+40%2 134+203+30°+40% 1*+20%+30%*+40*) \a» 1 x 1+20% x 400 + 302 x 800 + 40% x 1300
4 91 2901 A 2501
= 91 2901 99001 ||oy|=| 84001

2901 99001 3530001/ \a2 2960001
Donc op = —-9.129, a; = 8.629 et a =~ 0.604.

Nous allons voir deux fagons de résoudre ce probleme avec SymPy. Dans le premier cas, nous résolvons explicitement le
systeme d’équations linéaires. Dans le second cas, nous calculons directement le point critique de I'erreur (le minimum de
I'erreur quadratique) en utilisant les dérivées partielles.

r

import sympy as sp

alpha_0O, alpha_1, alpha_2 = sp.symbols('alpha_ 0 alpha_1 alpha_2')

A = sp.Matrix([
[4, 91, 2901],
[91, 2901, 99001],
[2901, 99001, 3530001]

b = sp.Matrix([2501, 84001, 2960001])

solutions = list(sp.linsolve((A, b), [alpha_0O, alpha_1, alpha_2])) [0]
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latex_output = f'"Les coefficients estimés sont : \n"
latex_output += f£"$\\alpha_O={sp.latex(solutions[0])} \\approx
— {solutions[0].evalf():.3f}$, "

latex_output += f£"$\\alpha_1={sp.latex(solutions[1])} \\approx
— {solutions[1].evalf():.3f}$, "

latex_output += f"$\\alpha_2={sp.latex(solutions[2])} \\approx
— {solutions[2].evalf():.3f}$"

print (latex_output)

. J

. . Lo 17432050 _ _ _ 16478205 _ 1153388
Les coefficients estimés sont: ag = —Jgges ~ —9-129, 01 = Tgee15 ~ 8.629, a = 1509543 ~ 0.604

( )
import sympy as sp

x_data = [1, 20, 30, 40]
y_data = [1, 400, 800, 1300]

alpha_0, alpha_1, alpha_2 = sp.symbols('alpha_0 alpha_1 alpha_2')

error = sum((y_data[i] - (alpha_O + alpha_1 * x_datal[i] + alpha_2 *
— x_data[i]**2))**2 for i in range(len(x_data)))

grad_alpha_0 = sp.diff(error, alpha_0)
grad_alpha_1 = sp.diff(error, alpha_1)
grad_alpha_2 = sp.diff(error, alpha_2)

solution = sp.solve((grad_alpha_O, grad_alpha_1, grad_alpha_2), (alpha_oO,
— alpha_1, alpha_2))

latex_output = f'"Les coefficients estimés sont : \n"
latex_output += f"$\\alpha_O={sp.latex(solutions[0])} \\approx
— {solutions[0].evalf():.3f}$, "

latex_output += f£"$\\alpha_1={sp.latex(solutions[1])} \\approx
— {solutions[1].evalf():.3f}$, "

latex_output += f"$\\alpha_2={sp.latex(solutions[2])} \\approx
— {solutions[2].evalf():.3f}$"

print (latex_output)

Les coefficients estimés sont: ag = —% ~-9.129, a; = % ~ 8.629, op = iéggggg ~ (0.604

Exercice 3.5
Calculer le polyndéme de degré 3 d’équation y = ag + o X + a2 x? + a3 x> de meilleur approximation des données.

Correction
Le polynéme de degré au plus 3 de meilleur approximation d'un ensemble de 4 points n’est rien d’autre que le polynéme
d’interpolation qu’on peut écrire par exemple dans la base de Lagrange:

_ (x—20)(x—30)(x—40)+ (x -1 (x—30)(x—40) N (x—=1D(x—20)(x—40) +1300 (x -1 (x—20)(x—30)
~ T (1-20)(1-30)(1 - 40) (20-1)(20-30)(20 —40) (30-1)(30-20)(30—40) (40-1)(40-20)(40-30)
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import sympy as sp

x = sp.symbols('x")

n=3

pl = sp.polys.specialpolys.interpolating_poly(n+l, x, X='x', Y='y')
p2 = sp.polys.specialpolys.interpolating_poly(n+il, x, X=[1,20,30,40],
— Y=[1,400,800,1300])

p3 = sp.simplify(p2)

print (r"\begin{align*} p(x) &= " , sp.latex(pl) , r"\\")
print(r" &= " , sp.latex(p2) , r"\\")
print(r" &= " , sp.latex(p3) , r"\end{align*}")

_ Yox—x) (x—x2) (x—x3)  y1 (X —Xp) (X —x2) (X —x3) V2 (x = xo) (x — x1) (X — x3) V3 (x = xo) (x — x1) (X — x2)
C(o—x1) (Xo—x2) (X0 —X3) (=X +x1) (X1 —x2) (X1 — X3) (=X +X2) (—x1 +X) (X2 —X3) (=0 +X3) (—X1 + X3) (— X2 + X3)
3 (x—40) (x—30) (x—20) N 2(x-40)(x-30)(x—-1) N 8(x—-40)(x-20)(x—-1) N (x—30) (x—=20)(x—-1)
21489 19 29 6
3x%  647x%> 135x 1700

+
754 754 29 377

DONNEES POUR LES EXERCICES 6 ET 7

1 2 3 4 5 6
P;, 72 96 129 17.1 232 314

p(x)

Exercice 3.6

Un modele qui décrit I'évolution de la population en fonction du temps est P(#) = ce’’. Estimer c et r a partir des
données. Modifier les données pour utiliser une régression linéaire. (Le temps #; est mesuré en décennies et la
population P; = P(#;) en millions.)

Correction

Si on calcule le logarithme de cette fonction on trouve In(P) = In(c) + r£. On peut alors calculer la droite de meilleur
approximation sur ’ensemble {(1,In(7.2)), (2,In(9.6)), (3,In(12.9)), (4,In(17.1)), (5,In(23.2)), (6,In(31.4)) } et obtenir ainsi r et
In(c). Notons o = In(c) et ay = r, il s’agit de chercher ag et a; solution du systeme linéaire

(n+1) o x,-) ((xo) d ( oIn(y) )
ToXi X, x,g o X xiIn(y:)
5+1 1+2+3+4+5+6 o) _
142+3+4+5+6 12+22+432+4%2452+6%| (o)
_ In(7.2) +In(9.6) + In(12.9) +In(17.1) + In(23.2) +In(31.4)
"1 xIn(7.2) +2 x1n(9.6) +3 xIn(12.9) +4 xIn(17.1) + 5 x In(23.2) + 6 x In(31.4)
. 6 21)\(ag ~ 16.22311007
21 91)\og)  (61.92721176

Donc o =~ 1.67459 et a; =~ 0.29408 et enfin ¢ = e™ et r = a;.

( )
import sympy as sp
alpha, r = sp.symbols('alpha r')

t_data = [1, 2, 3, 4, 5, 6]
P_data = [72/sp.S(10), 96/sp.S(10), 129/sp.S(10), 171/sp.S(10), 232/sp.S(10),
—~ 314/sp.S(10)]

1n_P_data = [sp.log(p) for p in P_data]
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error = sum((1ln_P_datal[i] - (alpha + r * t_datal[i]))#**2 for i in
— range(len(t_data)))

grad_alpha = sp.diff (error, alpha)
grad_r = sp.diff(error, r)

solution = sp.solve((grad_alpha, grad_r), (alpha, r))

latex_output = f'"Les coefficients estimés sont : \n"

latex_output += £"$\\1n(c) \\approx {solution[alphal].evalf():.3f}$, $r \\approx
— {solution[r].evalf():.3£}$."

print(latex_output)

. J

Les coefficients estimés sont: In(c¢) = 1.675, r = 0.294.

Exercice 3.7
Un modele qui décrit 1'évolution de la population en fonction du temps est P(#) = 5.3¢”’. Estimer r a partir des données.
Attention, il n'y a pas de formule toute préte dans le cours, il faut réfléchir!

Correction
Si on calcule le logarithme de cette fonction on trouve In(P) = In(5.3) + r ¢.

On doit minimiser la fonction & : R — R, définie par

n n n p 2
gmzﬁyﬁ=2mﬂm—mmm—mf=Zbﬁ?ﬁ—nd.

i=0 i=0 i=0

Pour minimiser & on cherche d’abord les points stationnaires, i.e. les points r qui vérifient &' (r) = 0. Puisque
&'(r) 2§it(1 (Pi) t)
r)=- i|In|—|-rt
Par Sl W '

alors &'(r) = 0 ssi

< P d P; 1 imoli ln(%)
Zti(ln(—)—rti):o = Ztiln(—)—rz tl.Z:O — r:n—Z
i=0 5.3 i=0 5.3 i=0 i=0 li
Donc r =0.296

import sympy as Sp

r = sp.symbols(';T)

t_data = [1, 2, 3, 4, 5, 6]
P_data = [72/sp.S(10), 96/sp.S(10), 129/sp.S(10), 171/sp.S(10), 232/sp.S(10),
—~ 314/sp.S(10)]

error = sum( (sp.log(p/5.3) - r * t)**x2 for t,p in zip(t_data,P_data))

grad_r = sp.diff(error, r)

solution = sp.solve(grad_r, r)

latex_output = f'"Le coefficient estimé est : \n"
latex_output += £"$r \\approx {solution[0].evalf():.3f}$\n"
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l print(latex_output) J

Le coefficient estimé est: r = 0.296
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CHAPITRE 4

Controle par équipe @

Exercice 4.1

36 personnes sont interrogées sur le nombre de piéces dans leur logement. Les 36 réponses obtenues sont résumé
dans la série statistique suivante:

1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4,4,5,5,5,6,6,6].

1. Donner la distribution statistique associée a cette série (effectifs n; et fréquences f;).
2. Déterminer la moyenne, le mode, la médiane, la variance et I’écart type.

Correction
1. Distribution statistique et fréquences relatives:

Nombre de pieces (a;) Effectif (n;) Fréquence (f;)

1 5 5/36
2 11 11/36
3 8 8/36
4 6 6/36
5 3 3/36
6 3 3/36

Yin;=36 Yifi=1

2. Moyenne, mode, médiane et variance
¢ Moyenne: p=3.0
e Mode: 2 (fréquence la plus élevée)
* Médiane: 3.0 (car, apres les avoir classées en ordre croissant, la 18eme et la 19eme valeur sont égales a 3)
* Variance: V(x) = 3¢ Y70 (x; — ) =2.11111
o Fcart type: s(x) = /V(X) = 1.45297

Exercice 4.2
Etant donnée la série de données quantitatives discrétes

x=13,5,1,1,0,2,8,2,3, x]

avec x € R, trouver au moins une valeur a attribuer a x pour que

1. la moyenne arithmétique soitx = 3;

2. le mode soitx =2;

3. lamédiane soitx =2.5;

4. la médiane soit inférieure a la moyenne arithmétique X < x.

Correction

La série x contient n = 10 éléments. On notera y la suite constituée des éléments de x sans I’élément inconnu x, triée par
ordre croissant:

y=100,1,1,2,2,3,3,5,8].

OnayY !y =25.

25
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1. Moyenne:
Pour que la moyenne arithmétique soit égale a 3, il faut que x =5, car ’équation suivante doit étre vérifiée:

1 n—1
P (x+ lzzl yi) =3.
2. Mode:
Le couples («;, n;) pour les éléments de y sont
[(0,1),(1,2),(2,2),(,2),(5,1),(8,1)]

Les éléments 1, 2 et 3 apparaissent chacun 2 fois. Pour que 2 devienne le mode, il faut attribuer a x la valeur 2.
3. Médiane:

E3-25 six=z3,
2 six<2,
& si2<x<3.

4. Médiane inférieure a la moyenne:
La moyenne vautx =1 (x + X" y;) = & + 2.5 donc
e six=3onaX-%=7;+25-25=5>0;
. sixsZonai—ﬁ:1—’6+2.5—2=%+0.5>Ossix>—5;
o si2<x<30nai—fc=1—’%+2.5—1—’§‘>0ssix<%5doncpourtoutx€]2;3[.

En conclusion, I'inégalité est satisfaite pour tout x > —5.

Exercice 4.3
Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x:] 213456
Yi: |26 | y1 | y2|ys |45

On sait aussi que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est

18 23
y=—+—x=3.6+4.6x.
5 5

1. En déduirexety.

2. Si toutes les valeurs de x augmentent de 3, quelle est 'équation de la nouvelle droite de régression de y en
fonction de x?

3. Si toutes les valeurs de y augmentent de 3, quelle est I'équation de la nouvelle droite de régression de y en
fonction de x?

Correction
1. Onan=>5ainsi

1 n
x=—) x=4
=1
On sait que le point (X,y) appartient a la droite de régression qui a pour équation y = Yo + Y1 X avec Yo = % ety; = %,

donc
}_’Z Yo +Y1)_(= 22.
2. Sitoutes les valeurs de x augmentent de 3, alors
e la moyenne Xpew = %ZZZI (xx +3) =Xg|q + 3 augmente de 3,
* lavariance V(Xpew) = 5 X 7_, (X +3) —Xnew)? = V(Xo14) ne change pas,
* la covariance C(Xnew,Y) = 5 Lj_, ((xk +3) = Xnew) (Vi — ¥) = C(Xo14, y) ne change pas,
e la pente (Y1)new de la nouvelle droite de régression ne change pas non plus car
_ C(Xnew»Y) _ C(xold,Y) _ _ 23

(YU)new = V(Xpew) - V(Xo1d) _Yl—?,
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e comme la moyenne X, a changé, alors la nouvelle ordonnée a I'origine est

(Yo)new =¥ — Y1Xnew = Yo + Y1Xold — Y1Xnew = Yo — 3Y1-

En conclusion, ’équation de la nouvelle droite de régression de y en fonction de x est

51 23
V= (Y0o)new + (Y1) newX = _? + Ex =-10.2+4.6x.

On aurait pu I'obtenir directement en observant que, si toutes les valeurs de x augmentent de 3, alors la droite est

translatée vers la droite de 3, autrement dit
Yy=Yo+ty1(x-3)=(o—-3y)+ y1 X
———
(Yo)new (Y1) new

3. De la méme maniere, si toutes les valeurs de y augmentent de 3, alors
* lamoyenne ynew = = X1, (Vi +3) = Jola + 3 augmente de 3,

* la covariance C(X, Ypew) = % 1o Xk =X) ((Vk +3) — ¥new) = C(X,yo1q) ne change pas,

e la pente (Y1)new de la nouvelle droite de régression ne change pas non plus car

_ C(XJYnew) _ C(X’YOld) _ _ §
(Yl)new = V) = VX =Y1= 5 4

e comme la moyenne yyey a changé, alors la nouvelle ordonnée a l'origine est
(Yo)new = ¥new — Y1X = (Jold +3) — (Yoid — Yo) = Yo +3.

En conclusion, I'’équation de la nouvelle droite de régression de y en fonction de x est

33 23
V= (Y0)new + (Y1) newX = ? + E)C =6.6+4.6x.

On aurait pu I'obtenir directement en observant que, si toutes les valeurs de y augmentent de 3, alors la droite est

translatée vers le haut de 3, autrement dit

y=Fo+Y1X)+3=(o+3)+ Y1 x.

(Y0)new (Y1) new

Exercice 4.4 (Distribution statistique bivariée)
On considere les données suivantes:

{xi, ¥} =101,2),(2,2),2,2),2,3),(2,3),(1,3)].

Compléter les tableaux/valeurs/graphique suivants directement sur cette feuille.

1. Tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x et y:

B
=) =3
o ﬁl 52
a =1 ni,1 = nip =
a2 = na = 2 =
2. Tableau des fréquences:
B
=2 B2=3 Fréquence marginale de «;
of
o =1 fi= hp2= fi.=
ap=2 fa= fo2= fa, =
Fréquence marginalede $; | f1= fo2= 1

3. Tableau des profiles. ..

(©) 2024-2025 G. FACCANONI
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Profiles en colonne fj;
2 Profiles en ligne fjy;
p1=2 P2=3
o B
P1=2 P2=3

ar=1 | fin= fig = il
=2 | o= foz = a=1 | fin= fiz= !

1 1 @=2 | fon= forz = !

4. Calculer les moyennes, variances et covariances indiquées:
£= V() = Cay =
§= V(y) = C(Y;X) =

5. Calculer la droite de régression de y = yo + Y1 X et le coefficient de corrélation:

Y1= Yo = r(x,y) =

6. Représenter la distribution conjointe sur un plan comme un nuage de points (chaque point avec son poids).
Représenter aussi le point (X,y) et la droite de régression.

p

Correction
1. Tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x et y:

B
=2 =

of p1 f2=3

o = ni1=1|mp=1

o = 2 I’lz,l =2 I’Lg‘z =2

2. Tableau des fréquences:
B
B1=2 | P2=3 | Fréquence marginale de «;
of
O(1=l ﬁ’]:é ﬁ,ZZé fl,':%
ap =2 fo1= % fo2= % for = %
Fréquence marginale de f; | f,1 =3 2=3 1
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3. Tableau des profiles en colonne fj;:

Profiles en colonne fj;
B
pr=2 | P2=3
o
_ _1 _1
ar=1 fin=3 | fip=3
o =2 f2|1=§ f2|z=%
1 1
4. Tableau des profiles en ligne fj;;:
Profiles en ligne fj;
B
P1=2 | P2=3
o
_ _1 _1
a =1 fn=3 | fip=3 |1
ap =2 =% fre=311
5. Calcule des moyennes, variances et covariances:
_ 12 5
X=—) n;j.o;=—
n in W gl
1 5
y=-) nBj=3
nig 2
12 s o 2
VX)=—) n;.a; X" =—
0= ; -0 5
Viy) = ! in B2 372—1
< ni A 4
1P 4 -
Cxy)=—2 ) nijap;-xy=0
nizyi=1

C(y,x) = Cx,y)

6. Calcule de la droite de régression de y par rapport a x et du coefficient de corrélation r:

La droite cherchée a donc pour équation y = yo + Y1 X et le coefficient de corrélation est r.

7. On peut représenter la distribution conjointe sur un plan comme un nuage de points: chaque point correspond a un
couple («a;,f;) affecté de son poids n; ;, autrement dit chaque point correspond a une observation (xy, yx) et a coté
on indique combien de fois cette observation apparait. Il y aura donc p x g points (autant que de cases que dans le
tableau de contingence), chaque point se trouvant sur un coin de la grille de coordonnées («;,[ ;).
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