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INSTRUCTIONS

M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :
CIEI LI

DB

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

-5.9 ~ 1.
B0 E B E A ] A — Dixiemes

o Sujet numéro 1, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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DAY DYDY DD D Fonctionsdedeuxvariables » D D DV DV DAY DV DAYV DAY AN

1 On se donne la fonction

1073)?
flx,y) = (10‘1x——y ) +10°.

Un extremum de cette fonction est atteint pour xy = 10°. Que vaut s?

oo} Jojoiajolialolo

Explication :

,32
ﬂmw:J(wlx—u;) +105

1073
2|1071x— —— 1071
y

1073
Oxf(x,y)= = =0 ssi (10_1x—7):0
1 -3
2 (10‘1x—7) +10°
o[ 10-1 1073) 1073
V)R L1078
dyfx,y)= ssi (107" x———|=0
1073\ Y
2 (10‘1x—7) +10°

-3

10
Donc xy= — =10"2.
T

2 Une boite ouverte a la forme d'un parallélépipéde. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale
S de la boite pour un volume V fixé égale a 4 cm3. On doit donc minimiser la fonction S(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz sachant
que xyz = 4. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

ON NoEEnRnRnRORaROND
Opny pERnREnRnREROND

z

X

=l

Explication : On a x,y,z>0. On pose o(x,y) :S(x,y,xiy) =xy+ % +

Calcul des points critiques:

8
Y-z 0
Vo(x,y) = 8 donc Vo(x,y)= (0] = (x,))=(2,2).
-8
32
Il existe un seul point critique qui est (2,2).
Nature des points critiques:
16
= 1 2>0 1
Hy(x,y) = 1 1—2 donc Hy;(2,2) = 1 2 et detHyz(2,2)>0.
¥y

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et l'on a 5(2,2,%) =0(2,2)=12.

3 Soitla fonction f(x,y) = 10~ Parmiles réponses suivantes, laquelle est égale a 9, f ?
5 2 5 2 5 2 5 2 5 2
[] 50xe'0x" -7 [] 50e10%"-Y L[] —2yet0x-y [] 10e'0%-¥ B 5040y [ ] Autre

.. —_ay4 e N - —ay?
Explication : f(x,y) = eP* 4 donc la dérivée par rapport 3 x est bex¢™1ebx —ay®,

Sujet numéro 1, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.
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4 Soient f(x,y) =6x+13y, x(u,v) = uv et y(u, v) = u+ v. On définit g(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)). Calculer 6, g.

Mev+13 [Jev [Jeu+13 [J6 [J13u [ Autre:
Explication : %:%%4_%2%

5 Soit f: R? — R une fonction de classe €2. On suppose que (xo, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne

évaluée en ce point est

Quelle est la nature du point critique ?

[] c’est un point selle
[ ] c’est un minimum

1
Hp (X0, yo) = (_1

W)

[] c’est un maximum
B 1a matrice Hessienne ne permet pas de conclure

Explication : Puisque le déterminant de la matrice Hessienne est nul, on ne peut pas conclure sur la nature du point critique.

6 Parmi les graphes ci-dessous, lequel pourrait représenter les lignes de niveau d'une fonction f(x,y) telle que

0x f(x0,y0) <0 ety f(xo,y0) <0?

y n y -
o—am nN—o |
IR (IR
¥ X ¥ XX X X ¥ XX
y y
. x=-1 k=3
00 Ol NN = T = M
) k=1 ( T k=1 I
K=2 ! k=0 I
Xo k=3 ‘ Xo ¥ =1 I
| |
- -
X0 X Xo X
Explication : Comme 0y f(xp,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,y9) est décroissante. Puisque 8y f(xp,y0) <0, la fonction g(y) = f(xq,) est

décroissante.

7 Soit f: R?> — R la fonction définie par f(x, y) = x> + xy + y. Calculer I'équation du plan tangent a f en (-3, 3).

|:| -3x—-6 |:| x2+xy—3x—y—3 - -3x-2y
|:| -3x-2y-3 |:| -3x-2y+3 |:| Autre:

Explication : f(x,y) = f(xo, y0) + (x — X0)0x f (x0, yo) + (¥ — ¥0)9y f (X0, ¥0)-

DDV DIYDYDYDYD D Interpolation D DD DDA D

Sujet numéro 1, page 3/12, le sujet comporte 23 questions.
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8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —22, f(8) =13, f(13) = —-37, f(17) = —45. Que vaut
fanz

CHl MmO
_JIDROEBERNEnRERnON RORn

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :

B2y 1)4(-22) silsx<8

fo=4 25 «-8)+13) si8sx<13

(3D (x-13)+(-37) si 13<x<17

En substituant x =11, on trouve :
fan=-17

Spline linéaire

10 4

—10

flx)

—20

—30

—40

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 1, page 4/12, le sujet comporte 23 questions. o
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9 Soit f I'unique polynome qui interpole les points (—1;1), (1;5) et (2; —2). Que vaut f(6) ?

OO HOMEHE R
1l _ pOEBEnenaERnEnRnEn

Explication : Le seul polyndme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d'équation —3x% +2x+6 = (X_Z)G(x_l) - 5(x—22)(x+1) -
W. Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les

coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fX)=-3x?+2x+6

—20 4
_40 4
3 —60 -
—80 4
—-100 |

=120

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (1,26), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
26Lo(x)+17L1(x) +34L>(x). Que vaut Ly(17) ?

16 3 12 12 16 12 48 3 64
g 3 gk gk g gk 08 g3 0% e
65 35 91 35 35 65 91 65 91
Explication :
_(x—21)(x—14) _(x—21)(x—1) _(x—14)(x—1)
Lol = =, Liw="——g— Lo = =
L (17)—_712 L (17)—_764 L (17)—ﬁ
0= %60 10~ Tor 2507 a0

11 Dans la base de Newton, le polyndme de R3[x] qui interpole les quatre points (5,3), (8,24), (11,81) et (14,660) s’écrit
p(x)=a+b(x-5)+c(x—-5)(x—-8)+d(x—5)(x—8)(x—11). Quevaut c?

ElDROE ROEOEERONGEROED

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

i x| oy flxi—, %] flxi—p,xi—1,%] flxi—3,%i-1,%;]
0 3=a

1 8 24 7=b

2 11 81 19 2=c

3 14| 660 193 29 3=d

Sujet numéro 1, page 5/12, le sujet comporte 23 questions.
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12 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (5,2), (7,16), (11,92) et (15,1512) s’écrit
p(x) =2+7(x—5)+2(x—-5)(x—7)+4(x—5)(x—7)(x—11). En déduire 'équation du polynéme de Newton qui n'interpole

que les trois points (5,2), (7,16) et (11,92).

- Cases réservées au correcteur

Explication : p(x)=2+7(x—5)+2(x-5)(x—7).

DDA DYDYDYDYDY D D™D Fonctionde Meilleure Approximation & & & 2 2 9 2 2 Y D

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

Que vaut a ?

xi| -1 0 1
yil 2 01

CHE] WO L

Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire

Donc ap=1 et @y =-1/2.

SR o N et B F Y
o ToxiN\an) T \X Xy 0 2)\ap -1

2.00+

1.75 1

1.50

1.25 A

> 1.00

0.75 1

0.50

0.25 1

0.00 4

T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 1, page 6/12, le sujet comporte 23 questions.
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14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

xi|-2 -1 0 1 2
yil 3 -1 -2 -1 1

Que vaut a»?

ElO0N EEEnEnEERONaRnED

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

(n+1)  Yox XP o7 (ao) [ Ziovi 5 0 10)(ap
DIRE TR N xg ol la =2y xivi| = |0 10 o]|la
no .2 no a2 Z?:() xlgyi

i=0%i i=0%i i=0%i

Donc ag=-2, aj =-2/5et ap =1.

fix)

o Sujet numéro 1, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.
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15 Soit f(x) = ag + a; e* la fonction de meilleure approximation des points suivants :

x; | In(1) In@2) In(3)
vi| 18 6 6

Quevaut a; ?

_JIDROEBRORnRaN RERnEn

Explication : On doit minimiser la fonction & définie par
&R~ Ry
2 2
(ap, 1) — Eag, a1) = Y (¥i — (@opo(x)) + @191 ()"
i=0

ol ¢o(x) =1 et ¢1(x) =e*. On doit donc résoudre le systéme linéaire

Y 3 (x;) Z(po(xi)wl(xi))(ao):(Zyiwo(xl')) — Tiol  Xiget (“0): Tio¥i s ls 6
X o (xi)p1(x;) Y 2 (x;) ar) \Xyip1(x;) Y2 et xZ e if\ar) (X5 yieti

(&)

4

Ainsi ag =22 et a; =-6.

201 — fix)=22+ —6e*

10 4

flx)

—-10

—20 4

T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Sujet numéro 1, page 8/12, le sujet comporte 23 questions. o
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16 Considérons les points

X 1 2 3 4 5 6
y | -812 | 26 | 10 | 60 | 116 | 153

Parmi les droites de la forme f(x) = —4 + a1 x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

EDROEBENEORERONGR RO

Explication :
e Notons K =—4. On doit minimiser la fonction d'une seule variable

5
& =Y (yi-K+arx))*.

i=0
o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X 0i—Bx
a1 = ¥5 2
=0~

Sujet numéro 1, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
B1=5 Bo=7 Effectif marginal de «;
a;=1 ny,=2 nyp=2 n,.=4
a, =3 np1=0 ngo=1 ny.=1
Effectif marginal de §; n=2 n.,=3 N=5

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =5. Voici le tableau des

fréquences complétes :

p1 B2 Fréq. marg. de a;
a fi1=2=0.400 fi,2=2=0.400 fi,-=2%=0.800
a fo1=2=0.000 fo2=1£=0200 fo, =1 =0200
Fréq. marg. de f; fi1=%=0.400 f.2=2=0.600 1

o Sujet numéro 1, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.
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18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

. Cases réservées au correcteur

CIEIEIEIE

Explication :
n; . .

fuj= pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne fii = # donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
completes

fuj p1 B2 fili B1 B2

a 2 =1.000 2 =0.667 a 220500 2 20.500

0_ 1_ 0_ 1_
@ 9 =0.000 1=0333 a 9 = 0.000 L =1.000

19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)

m oL

H u
[-] I
Explication : On calcule d’abord
o les moyennes

_ 12 ajny.+agzny. 1x4+3x1 7
X:Ni;niy.al: 11’N 272 X s a :5:1.400,
_1¢ _Pina+Pony 5x247x3 31
Y—N];n-,]ﬁ]— ~ = = =6200,

e puis les variances

2 2 2 2 2
1 2 adm.+adna. (72 12x4+32x1 72 13 49 13x5-49
V@ =— Y nj.af-%= G-tz (07 17x4+37x1 =2 =27 Y _0.640,
N&Z" N 52 5 525 25 25
12 o BnatBne @12 52x2+7°x3 312 197 961 _ 197x5-961
Viy =< Y njBpioy e e S T T = = 0.960
N3 N 5 5 5 5 25 25

et enfin la covariance

1 &2 _ _ npi(a =X (1 -y +ny2(ar —X) (B2 —y) +ng (@2 —X)(B1 —y) + nz 2 (a2 —X) (B2 —y)

Coxy) = *Zzni,j(di— B9 = 1,1(@1 —X)(F1—¥) + n1,2(@1 —X)(F2 —§) + n2,1 (@2 —X)(B1 —§) + np2(@2 —X) (B2 —§
N iz 1j=1 N
2 Xx(I-X)xB-P+2x1-X)x(7-PN+0xB-X)xG-P+1x3-X) x (7-¥)

5
=0.320.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule 7 = —S%&¥ _ _ ¢ 408,
VX)) V(y)

Sujet numéro 1, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

47

On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = = + Ex.

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

-
[] L] M [-]
Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = %Zl'.’:l(x,-—f)Z.

21 Quelle estla moyenne y de la série y ?

..<—Dizaines
O OEHHNE EE O ][] —Unies

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, y est calculé comme y= % + % x4 =25,

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

=
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'), nous pouvons calculer la covariance

C(x,y) en multipliant y; par V(x).

23 Sitoutes les valeurs de y augmentent de 2, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

L1 OGE B EEEE W] - Unies
) ) M )G G L] ] « Dixiemes

Explication : Notons y =yg+7y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y=y+y1(x—X) avec yo=y—y1x. Si
on augmente toutes les valeurs de y de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée vers le haut de K. Ainsi, la pente de la nouvelle
droite de régression ne change pas, mais |'ordonnée a I'origine augmente de K. La nouvelle équation est donc y=y+K+y1(x—%) = (yo+K) +y1x
ainsi g=yo+K = % +2= %1 =8.2.

o Sujet numéro 1, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o
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INSTRUCTIONS

M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :
CIEI LI

DB

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

-5.9 ~ 1.
B0 E B E A ] A — Dixiemes

o Sujet numéro 2, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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1 Une boite ouverte a la forme d'un parallélépipede. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale
S de la boite pour un volume V fixé égale a 32 cm?. On doit donc minimiser la fonction S(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz sachant
que xyz = 32. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

ojoiaiol Nololalolio
ajaiofojolal Jo

z

-] [

X

Explication : On a x,y,z2>0. On pose o(x,y) = S(x,y, )‘%) =xy+ % + %.
Calcul des points critiques:

_ 64

2

Vo(x,y) = o4

0
donc Vo(x,y) = (OJ — (x,y)=(4,4).
G
Il existe un seul point critique qui est (4,4).

Nature des points critiques:
128

Hy(x,y) = ( xf @) donc Hy(4,4) = (
3

2>0 1

1 2) et detHys(4,4) >0.

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et l'on a 5(4,4,%) =0(4,4) =48.

2 Soit f: R* — R1a fonction définie par f(x,y) = xy + x + y. Calculer 'équation du plan tangent a f en (-3, 3).

[]4x-2y-9 B sx-2y+9 []4x-2y+18
|:| 4x+3 |:| Xy+5x—-y+18 |:| Autre:

Explication : f(x,y) = f(xo, yo) + (x — x0)0x f (X0, ¥0) + (¥ = ¥0)0y f (x0, ¥0)-

3 Parmi les graphes ci-dessous, lequel pourrait représenter les lignes de niveau d'une fonction f(x,y) telle que
0x f (x0, y0) <0 etdy f(xo, y0) <02

y

— —
lo—~am nN—o |

[[ITRRIINTIT! [[RTRNIINTINT!
N % MY
y y
. xk=-1 I:, xK=3
AN =0 Ol 1A x=2 Lyl --
k=1 1 k=1 1
Kx=2 I k=0 !
Xo 5K =3 ‘ ) | ‘
I I
— —
Xo X Xo X

Explication : Comme 0y f(xp,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,y9) est décroissante. Puisque 8y f(xp,y0) <0, la fonction g(y) = f(xo,) est
décroissante.

4 Soit f: R?> — R une fonction de classe €2. On suppose que (xo, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne
évaluée en ce point est

-2 -1
H (X0, yo) = (_1 _1)-

Quelle est la nature du point critique ?

B cest un maximum [ ] ¢’est un minimum
|:| c’est un point selle |:| la matrice Hessienne ne permet pas de conclure
Explication :

o Le déterminant de la matrice Hessienne est det(Hp) = (=2) x (1) — (-1%=1.

o Puisque det(Hp) =1 et que Oxx f(x0,¥0) =2, on en conclut que c'est un maximum.

Sujet numéro 2, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.
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5 On se donne la fonction

2
+10°.

-4

fy) = (103x— %

Un extremum de cette fonction est atteint pour xy = 10°. Que vaut s?

_ JIDROEBRORORERnN RORn

Explication :

2
1074
f,py= \j (103x— 7) +10°

1074
2(103x— — 108
y P (e
Oxf(x,y) = > =0 ssi |10 x—T =0
1074
2 103x——447) +105
\ ¥
s 1074) -107*
2[10 A B Lot
Oyflx,y) = Y ssi (103x—7):0

2
1074
2\(uﬁx—444J +10°
y

10
Donc xy = T8 = 1077,

6%HhmmmmeJhmgUﬁ—ﬁ}%mﬂ%%mmwmem%hmﬂb%wymémf?

28x3 2 1
W [Jos® [Jrdt-p? D—M—y [0 ——— [ Autre

7xt-y? -y? 7x4— )2

bex®!
bx¢—ay?"

Explication : f(x,y) :ln(bxcfayz) donc la dérivée par rapport a x est

7 Soient f(x,y) = —4x+12y, x(u,v) = uv et y(u,v) = u+ v. On définit g(u, v) = f(x(w, v), y(u, v)). Calculer 9, g.
Bi2-4u [J12-4v [J-4v [J-4 [J12u [] Autre:

Explication : =5 = =~ %% + 3o

VNV DYDYDYD D Interpolation D D DDAV D

o Sujet numéro 2, page 3/12, le sujet comporte 23 questions.
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8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —22, f(8) =13, f(13) = —-37, f(17) = —45. Que vaut
faey?

HNDROEERNN RERONGRORD
_JinpnpER EORERONaRnEn

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :

B2y 1)4(-22) silsx<8

fo=4 25 «-8)+13) si8sx<13

(3D (x-13)+(-37) si 13<x<17

En substituant x =16, on trouve :
f(16) =-43

Spline linéaire

10 4

—10

flx)

—20

—30

—40

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 2, page 4/12, le sujet comporte 23 questions. o
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9 Soit f I'unique polynome qui interpole les points (—1;3), (3;7) et (4; —2). Que vaut f(6) ?

HinEnEaN NORSanEnRDED
_Jinpnl pORnRERnEnRnEn

Explication : Le seul polyndme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d'équation —2x2 +5x+10 = 3()6_%"_3) - 7("_4;(“1] -
w. Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les

coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fix)= —2x2 +5x+10

101

-10 4
= 20
730 4
_40 1

—50

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (1,20), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
20Lo(x)+17L1(x) +34L>(x). Que vaut L (20) ?

19 3 57 6 3 114 19 57 19
Lol o g¥X gf o opl gl omd g2 oo Oae
140 130 70 91 70 91 91 130 260
Explication :
_(x—21)(x—14) _(x-21)(x-1) C(x-14)(x-1)
Lo(x) = ——— ——, L) = ———g—, Ly(x) = ——
Lo(20) = — Ley="22 Lp20) = 12
0= 560° 1= Tor 2 a0

11 Dans la base de Newton, le polynome de R3[x] qui interpole les quatre points (6,5), (9,23), (12,149) et (16,1325) s’écrit
px)=a+bx-6)+c(x—6)(x—9)+d(x—-6)(x—9)(x—12). Que vaut c ?

EDROEEROROREN NEROED

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

i x| oy flxi—, %] flxi—p,xi—1,%] flxi—3,%i-1,%;]
0 5=a

1 9 23 6=>

2 12| 149 42 6=c

3 16| 1325 294 36 3=d

Sujet numéro 2, page 5/12, le sujet comporte 23 questions.
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12 Dans la base de Newton, le polyndme de R3[x] qui interpole les quatre points (1,5), (6,25), (9,85) et (12,775) s’écrit
p(x) =5+4(x—-1)+2(x—-1)(x—6)+3(x—1)(x—6)(x —9). En déduire I'équation du polynéme de Newton qui n'interpole

que les trois points (1,5), (6,25) et (9,85). - Cases réservées au correcteur

Explication : p(x)=5+4(x—1)+2(x—-1)(x—6).

DDA DYDYDYDYDY D D™D Fonctionde Meilleure Approximation & & & 2 2 9 2 2 Y D

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

xi| -1 0 1
yil 4 0 2

Que vaut a; ?

o} Yejoloiajolialolo

Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire

SR o N et B F Y
o ToxiN\an) T \X Xy 0 2)\ap -2

Donc ap=2 et a; =-1.

4.0 1

3.5 1

3.0

2.5

2.0

flx)

1.5

1.04

0.5

0.0

T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 2, page 6/12, le sujet comporte 23 questions.
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14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

xi|-2 -1 0 1 2
yil 3 -1 -2 -1 1

Que vaut a(?

_JinpOE BOEnEERONaRnED

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

(n+1)  Yox XP o7 (ao) [ Ziovi 5 0 10)(ap
DIRE TR N xg ol la =2y xivi| = |0 10 o]|la
no .2 no a2 Z?:() xlgyi

i=0%i i=0%i i=0%i

Donc ag=-2, aj =-2/5et ap =1.

fix)

o Sujet numéro 2, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.
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15 Soit f(x) = @g cos(x) + a; cos(2x) la fonction de meilleure approximation des points suivants :

X | — 0
Vi 5 4 4

(S|

|
wlx
[SINE
[SINE

Que vaut g ?

EDROEBRNEORERON RORD

Explication : On doit minimiser la fonction & définie par

&:R® >Ry
4

(ap, a1) — Eag,a1) = Y (y; —agcos(x;) —alcos(in))z.
i=0

Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

08 <
—(ag,a1) =-2| Y. (y; — apcos(x;) — aj cos(2x;)) cos(x;) |,
dag i=0
08 4
—(@p,a1) =-2| Y (y;i — ap cos(x;) — a1 cos(2x;)) cos(2x;) |,
oo i=0
on obtient

98 (4p,a1) =0 4y - 2 =0

dag (@0, a1 — Y1 o (i — @0 cos(x;) — @y cos(2x;)) cos(x;) = —

‘%?1(“0' a1)=0 Z?:O (vi — ap cos(x;) — aj cos(2x;)) cos(2x;) = 0

Donc ag =7 et a; = —4.

64
4
24
0
=
=
—2
—a
—6 1
— fix)=7cos(x) + —4cos(2x)
—8 1 T T T T T
-2 -1 0 1 2
x

Sujet numéro 2, page 8/12, le sujet comporte 23 questions.
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16 Considérons les points

X 1 2 |3 4 5 6
y | -1401 | 21 | 8 | 64 | 133 | 167

Parmi les droites de la forme f(x) = 1+ a;x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

ElDROEBRENN RERONGROED

Explication :
e Notons K =1. On doit minimiser la fonction d'une seule variable

5
Ela) =) (yi— (K+a1xy)

i=0

2

o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X 0i—Bx
a1 = ¥5 2
=0~

Sujet numéro 2, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.



[ W[ .. +2/10/39+ P

DYDY D D™D Statistiques descriptives D D VU D D DV DD VDD D

Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
pr1=2 B2=3 Effectif marginal de «;
a;=1 ny,=2 nip=1 n,.=3
ar =2 ng =2 np>=3 ny.=5
Effectif marginal de §; n=4 n.p=4 N=8

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =8. Voici le tableau des

fréquences complétes :

B1 B2 Fréq. marg. de a;
_2_ _1_ _3_
a fin=2=0.250 fiz=1%=0125 fi,=3=0375
_2_ -3 _ _5_
a f1= § =0.250 2= § =0.375 P, = g =0.625
Fréq. marg. de f; fi1=7%=0.500 f.2=%=0.500 1

o Sujet numéro 2, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.
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18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

. Cases réservées au correcteur

CIEIEIEIE

Explication :
fuj= pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne fii = Z’—ll donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
completes
fuj p1 B2 fili B1 B2
a 2=0.500 1=0250 a 2 =0.667 1=0333
as 2=0.500 3 =0.750 as £ =0.400 2 =0.600
19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)
“Jujaioioiolciciolio
| |
] D |
Explication : On calcule d’abord
o les moyennes
_ 12 ajny.+azng. 1x3+2x5 13
X=— > nj.a;= 17, 77272 = — =1.625,
N& N 8 8
. Bin.i+Pony  2x4+3x4 20
= — n. = d — = = — =2.500,
VTN ]; P N 8 8
e puis les variances
2 2 2 2 2 2
12 ajny,. +asny, 13 19x3+2x5 13 23 169 23x8-169
Ve = = Y nyal -zt = A0 (T _17x3+27x5 1523 169 _23x8-109 ) 53,
N&Z" N 82 8 82 8 64 64
12 Bini+Biny (2002 22x4+32x4 202 52 400 52x8—400
VY =5 LBy s e s e s e s = = e 20250
= N 8 8 8 8 64 64
et enfin la covariance
2, & . o mala =X (B —y) +mi2(ar —X) (B2 —§) + np,1 (a2 —X) (1 —§) + n22 (a2 —X) (B2 - §)
Cxy = fZZ ijl@i =% -y =
NE = N
2 x(I-X)x2-P+1x1-X)x@B-yY+2x2-X)x2-y)+3x(2-X)x(3-Yy)
8
=0.062.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule r = % =0.258.

o Sujet numéro 2, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

47

On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = = + Ex.

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

5
HlinpnE RORORERnREROED

Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = %Zl'.’:l(x,- -2

21 Quelle estla moyenne y de la série y ?

..<—Dizaines
OO MmEE GO ][] —Unies

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, y est calculé comme y= % + % x4 =23,

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

[
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'), nous pouvons calculer la covariance

C(x,y) en multipliant y; par V(x).

23 Si toutes les valeurs de x augmentent de 3, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

DOBEHEBEGDE W —Unis

WL 0GB LG L)) [ M — Dixiémes

Explication : Notons y =yo+y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y =y+y1(x—x) avec yg = y—y1x. Sion
augmente toutes les valeurs de x de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée a droite de K. Ainsi, la pente de la nouvelle droite

de régression ne change pas, mais I'ordonnée a I'origine change. La nouvelle équation est donc y=y+y1(x—(x+K)) =yp+y1X+y1(x— (X +K)) =

(Yo—Y1K)+7y1x ainsi g=yo—y1K= %—% X3=—% =-9.9.

o Sujet numéro 2, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o
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[
M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :
CIEI LI

DB

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

-5.9 ~ 1.
B0 E B E A ] A — Dixiemes

o Sujet numéro 3, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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DAY DYDY DD D Fonctionsdedeuxvariables » D D DV DV DAY DV DAYV DAY AN

1 Soit f: R? — Rla fonction définie par f(x,y) = x> + xy + y. Calculer I'équation du plan tangent a f en (-3,3).
|:| % +xy+30x—-y+96

|:| Autre:

B 30x-2y+63 []30x-2y+96
[]30x-2y-33 [ ] 30x+57

Explication : f(x,y) = f(xo, y0) + (x — X0)0x f (X0, yo) + (¥ — ¥0)9y f (X0, ¥0)-

2 On se donne la fonction

2
+10°.

4
flx,y= (10‘2x— %

Un extremum de cette fonction est atteint pour xy = 10°. Que vaut s?
=
CL] L n

Explication :

1\2
f,py= \j (10’2x— %) +10°

104
2(1072x— — 1072
y o, 10t
Oxf(x,y) = > =0 ssi |10 X_T =0
10*
2 (10—2x——) +105
y
_, 10*) -10*
2110 X—T 3 4
10
Oyflx,y) = Y ssi (lo_zx—T):O

2
1 4
2\j (10—2x— i) +10°
y

1
Donc xy = oz~ 108,
3 Soitla fonction f(x, y) =log (8x6 -2 yz). Parmi les réponses suivantes, laquelle est égale a 0 f ?

1 48x° 4
] [Jasx® W —22  [sf-22 [J-—2 [ Aute

8x6—2y2 8x6—-2y2 8x6—2y2

. - Arivé 3 _1
Explication : f(x,y) =In(bx¢ —ay?) donc la dérivée par rapport a x est bl)’cix_cayz.

4 Parmi les graphes ci-dessous, lequel pourrait représenter les lignes de niveau d'une fonction f(x,y) telle que

Oyx f (x0,y0) <0etdy f(xo,y0) <0?
y mN—‘OT

—

lo—~am

I L T [
¥ ¥ ¥ XX

PR
y

DJ’O»—— :

—
S

S

|

1

|
ARARARR
| O~ W

ARARRR
I I Tl
W= |
=
S
=

=

Explication : Comme 0y f(xp,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,yo) est décroissante. Puisque 8y f(xo,0) =0, la fonction g(y) = f(xo,y) est

décroissante.

o Sujet numéro 3, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.



EEEEEEEEEE |
[ | +3/3/34+

5 Soient f(x,y) =3x+13y, x(u,v) = uv et y(u, v) = u+ v. On définit g(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)). Calculer 0, g.

BM3v+13 [J3v [J13a [13 [J3u+13 [ ] Autre:

ication : %8 =
Explication : 33 =

Q)‘ (=%}
==
S~
+
2
ge

6 Soit f: R?> — R une fonction de classe €2. On suppose que (xo, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne
évaluée en ce point est

-2 -1
Hf(xo»J/o)=(_1 1)-

Quelle est la nature du point critique ?

[ ] ¢’est un minimum B cestun point selle
[] la matrice Hessienne ne permet pas de conclure [] c’est un maximum
Explication :
e Le déterminant de la matrice Hessienne est det(Hf) =(=2)x (1) = (-1)% = -3.

¢ Puisque det(Hy) = -3 et que Oxx f(x0, o) =2, on en conclut que c’est un point selle.

7 Une boite ouverte a la forme d’un parallélépipede. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale
S de la boite pour un volume V fixé égale a 32 cm3. On doit donc minimiser la fonction S(x, ¥,2) =Xy +2xz+2yzsachant
que xyz = 32. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

OpONBRER RORORGROND
OO EEE L

1
vy

X

Explication : On a x,y,z>0. On pose o(x,y) = S(x,y, %,) =xy+ 674 + 674.
Calcul des points critiques:
64
-5 o
Vo(x,y) = o donc Vo(x,y)= (0] = (x,y)=(4,4).

2

Il existe un seul point critique qui est (4,4).

Nature des points critiques:
128

Hg(x,y):("f @) done Hoa0=*70
y3

1 2) et detHy(4,4)>0.

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et l'on a 8(4,4,%) =0(4,4) = 48.

DD DIYDYD D Interpolation D DD DD DD D

Sujet numéro 3, page 3/12, le sujet comporte 23 questions.



EEEEEEEEEE |
HEE BN EEEN | +3/4/33+ ®

8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —18, f(8) = 10, f(13) = —40, f(17) = —36. Que vaut
fQa4)?

HNDROEER RORERONGaRORD
B MDA E .

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :
W CE8 (x-1+(-18)  silsx=<8
f =4 2542 (x-8)+(10) si8sx<13
B0 (x-13) +(-40) si 13sx<17

En substituant x =14, on trouve :
f(14) = -39

Spline linéaire

101

-10

flx)

—20

—30 4

—40

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 3, page 4/12, le sujet comporte 23 questions. o
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9 Soit f I'unique polynome qui interpole les points (—1;1), (1;5) et (2; —2). Que vaut f(6) ?

OO HOMEHE R
1l _ pOEBEnenaERnEnRnEn

Explication : Le seul polyndme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d'équation —3x% +2x+6 = (X_Z)G(x_l) - 5(x—22)(x+1) -

W. Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les

coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fX)=-3x?+2x+6

—20 4
_40 4

3 —60 -
—80 4
—-100 |

=120

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (1,27), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
27Lo(x)+17L1(x) +34L,(x). Que vaut Ly (17) ?

12 64 12 16 3 12 3 48 16
o4 gk g 03 g2 032 g% 0% e
35 91 65 65 35 91 65 91 35
Explication :
_(x—21)(x—14) _(x—21)(x—1) _(x—14)(x—1)
Lol = =, Liw="——g— Lo = =
L (17)—_712 L (17)—_764 L (17)—ﬁ
0= %60 10~ Tor 2507 a0

11 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (6, 1), (7,2), (8,15) et (9, 15) s’écrit p(x) =
a+b(x—6)+c(x—6)(x—7)+d(x—6)(x—7)(x—8). Que vaut c ?

EDROEBENNOREN NEROED

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

x| i flxi—1, Xl flxi—g X1, X1 flxi—g,Xi—1, %]
17 2 1=b

2 8 15 13 [6=c]

39 15 0 -3

Sujet numéro 3, page 5/12, le sujet comporte 23 questions.
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12 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (9,7), (14,42), (19,377) et (21,1099)
s'écrit p(x) =7+7(x—9) +6(x —9)(x — 14) + 3(x — 9)(x — 14)(x — 19). En déduire I'équation du polynéme de Newton qui

n'interpole que les trois points (9,7), (14,42) et (19,377). - Cases réservées au correcteur

Explication : p(x)=7+7(x—9)+6(x—9)(x—14).

DDA DYDYDYDYDY D D™D Fonctionde Meilleure Approximation & 2 & 2 2 9 2 2 Y Y D

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

xi|-1 0 1
yil2 0 -4

Que vaut a; ?

| mpEN | []
Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire

S N et B F
o ToxiN\an) T \X Xy 0 2)\ap -6

Donc ag=-2/3 et a; =-3.

T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 3, page 6/12, le sujet comporte 23 questions. o
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14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

xi|-2 -1 0 1 2
yil-1 1 2 1 -3

Que vaut a(?

ElDROE ROEOEERONGEROED

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

(n+1) ?:0 Xi ?:0 x2 agp i=0Yi 5 0 10\ (ao 0
Yo% " xz nox e |={ 2, xéyl- = 0 10 0]laj|=]|-4
n 2 n n 4 n . —
i=0%; im0 %] o) \a2 Yo XiVi 10 0 34)\az 14

Donc ap=2, a; =-2/5 et ag =-1.

Sujet numéro 3, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.
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15 Soit f(x) = @gcos(x) + a; sin(x) la fonction de meilleure approximation des points suivants:

xi|—-5 O
yvi| 2 4

NE
o nlN

Que vaut g ?

ElDROEERNN RERONGROED

Explication : On doit minimiser la fonction & définie par

&:R® >Ry

(y; — agcos(x;) —ay sin(xi))z-

M=

(ap, a1) — &E(ag,a1) = .

i=0

Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

08 ” .
— (ag,a1) = —Z(Z (yi —apcos(x;) —ay sm(xi))cos(x,-)),

dayg =
08 w . .
—(ag,a1) =-2 Z(yi—aocos(xi)—alsm(xi))sm(xi) )
60!1 i=0
on obtient

a—g(a a;)=0 n . . in(x: =

dag (*0 A1 Zl.zo(y,—zxocos(xl)—alsm(xl))cos(xl)—0

%(ao,al) =0 Y i —agcos(x;) — a sin(x;))sin(x;) =0

_ (X1 yicos(x;)

— Z;’:O cosz(xi) ?:0 cos(x;)sin(x;) (010) _ ( )
Y visin(x;)

Y jcos(x)sin(x) X sinf(x)  [lar

Donc ag=4 et a; =-1.

—— fix)= —sin(x) + 4cos(x)

Sujet numéro 3, page 8/12, le sujet comporte 23 questions.
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16 Considérons les points

X 1 2 3 4 5 6
y | -1791 | 32 | 46 | 52 | 147 | 187

Parmi les droites de la forme f(x) = —3 + a1 x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

ElDROEBRENN RERONGROED

Explication :
e Notons K =—-3. On doit minimiser la fonction d'une seule variable

5
& =Y (yi-K+arx))*.

i=0
o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X2 i—Kx;

5 2
Yo%

a) =

Sujet numéro 3, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
B1=5 Bo=7 Effectif marginal de «;
a;=1 ny,=2 nip2=3 n,.=5
a, =3 np1=1 ngo=1 ny.=2
Effectif marginal de §; n.1=3 n.p=4 N=7

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =7. Voici le tableau des

fréquences complétes :

p1 B2 Fréq. marg. de a;
al fi1=2=0.286 fi2=32=0429 fi.=32=0714
az fo1=3%=0143 fop=5%=0143 fo.=2=0286

Fréq. marg. de f; fi1=3=0429 f2=4%=0571 1

o Sujet numéro 3, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.
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18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

. Cases réservées au correcteur

Explication :
fij= Z'—; pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne  fj); = Z’—ll donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
complétes :
fuj p1 B2 fili B1 B2
a 2 =0.667 3 =0.750 a 2 =0.400 3 =0.600
1_ 1_ 1_ 1_
as 1=0333 1=0250 as 1 =0.500 1=0.500
19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)
| [
u
= [] H
Explication : On calcule d’abord
o les moyennes
1 2 ayny.+azng. 1x5+3x2 11
X=— > nj.a;= 17, 77272 = — =1.571,
N&ZP N 7 7
. Pini+Pony 5x3+7x4 43
=—Y niBi= : = = == =6.143,
v Nj; P N 7 7
e puis les variances
2 2 2 2 2 2
12 ajn,.+asny,. 11 1x5+3“x2 11 23 121 23x7-121
Ve = = ¥ nyal-xp= DTG0 DT _17x5+37x2 11723 121 _2xTo12 g
N&Z" N 72 7 727 49 49
2 2 2 2 2 2 2
Vi) = - Y n (B = Pini+Pynz @3)°  52x3+7%x4 43% 271 1849 271x7-1849 oo
N5 Ehat) N 72 7 72 7 49 49

et enfin la covariance

1 &2 _ _ npi(a =X (1 -y +ny2(a; —X) (B2 —y) +ng 1 (@2 —X)(B1 —y) + n2 2 (a2 —X) (B2 —y)
Coop=~ ¥ i@ -RB; -9 = 1,1(@1 —X)(F1 —¥) + n1,2(@1 —X)(F2 —§) + n2,1 (@2 —X)(B1 —§) + np2(@2 —X) (B2 —§
NiZij= N
_2x(1-x)x(G-y+3x1-X)x(7-y)+1xB-X)x(5-y)+1x3-X) x (7-y)
- 7
=-0.082.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule r = —S&¥ _ — 0 091.
VX)) V(y)

Sujet numéro 3, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.



EEEEEEEEEE |
EE EEE BEE | +3/12/25+ PS

Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

47

On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = = + E

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

5
HlinpnE RORORERnREROED

Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = 1 Z (x,-—Y)Z.

21 Quelle estla moyenne y de la série y ?

..<—Dizaines
O ODHHNEGEEMGD ] Wl —Unies
51

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, ¥ est calculé comme y= < + % x4=29.

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

[
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'), nous pouvons calculer la covariance
C(x,y) en multipliant y; par V(x).

23 Si toutes les valeurs de x augmentent de 3, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

O EGEE MR ] —Unies

WL 0GB LG L)) [ M — Dixiémes

Explication : Notons y =yo+y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y =y+y1(x—x) avec yg = y—y1x. Sion
augmente toutes les valeurs de x de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée a droite de K. Ainsi, la pente de la nouvelle droite
de régression ne change pas, mais I ordonnee al origine change. La nouvelle équation est donc y=y+y1(x—(X+K)) =yp+y1x+y1(x— (X+K)) =

(Yo—Y1K)+7y1x ainsi g=y9— y1K—T——X3———0——39

o Sujet numéro 3, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o
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INSTRUCTIONS

M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :
CIEI LI

DB

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

-5.9 ~ 1.
B0 E B E A ] A — Dixiemes

o Sujet numéro 4, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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DAV DDNDIYNDIDDDDYD

1 Parmi les graphes ci-dessous, lequel pourrait représenter les lignes de niveau d'une fonction f(x,y) telle que

0y f(x0, y0) <0 et dy f(xo,y0) <0?

y

=
S
=
RAARRR
{1 I T}
W —O |

Explication :
décroissante.

2 On se donne la fonction

Un extremum de cette fonction e

Explication :

—
lo—am
I

Y
L1 5

L __ D Yo N
l
I Xo
|
7 Xo X

2
+103.

1074
103x— —
y

fx,y = (

st atteint pour xy = 10°. Que vaut s?

| ©O—=Nw

—

ARRRRR

&

Comme 09 f(x0,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,yp) est décroissante. Puisque 9y f(xo, o) <0,

_IDROEBENEnRERnN RORn

—4)\2
fy= \j (103x7 %) +103

0xf(x,y)=

-4
2[10%x- 29" 103
y

=0

2
1074
24| [103x = ——| +103
\ v
—4 —4
103, 1071} 10
y

2
y2

Oy f(x,y)=

10
—— =10"".

Donc xy =
TS

\

1074
ssi |103x— ——
y

3 Soitla fonction f(x,y) = 9*~2V* parmiles réponses suivantes, laquelle est égale a 9, f ?

5_ 5.2
. 45x469x 2y

d
Explication : f(x,y) = ePx“=ay" donc |

5 2
[] 45xe® %Y

D 969x5—2y2 D 4569165—2)/2

P N _ c_.d
a dérivée par rapport a x est bex¢1lebx -ay®,

D _4ye9x5—2y2

nN—o |
I
XX XXX

I:'J’o

la fonction g(y) = f(xp,y) est

0

D Autre

4 Soient f(x,y) =5x+17y, x(u,v) = uv et y(u,v) = u+ v. On définit g(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)). Calculer 6, g.

|:|5v

‘\
Q)‘
S

0.

=

+

Explication : 05 =

ou

Q)‘Q)
<l
QD
gs

Q)

X

[]17u []s W5+

[]5u+17

17

Sujet numéro 4, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.
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5 Soit f: R? — R une fonction de classe €2. On suppose que (xo, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne
évaluée en ce point est

-1 1
Hf(xo,yo)=(1 2)-

Quelle est la nature du point critique ?

|:| c’est un maximum |:| c’est un minimum
|:| la matrice Hessienne ne permet pas de conclure . c’est un point selle
Explication :

¢ Le déterminant de la matrice Hessienne est det(Hy) = (-1) x (2) - (1% =-3.
* Puisque det(Hy) = -3 et que 0xxf(x0,y0) =—1, on en conclut que c'est un point selle.

6 Soit f: R? — R la fonction définie par f(x, y) = x3 + xy + y?. Calculer 'équation du plan tangent a f en (-3, 3).
[] 30x+3y+81 B 30x+3y+54 []30x+63
L] 30x+3y-27 L] x3+xy+30x+y2+3y+81 [ ] Autre:

Explication : f(x,y) = f(xo, y0) + (x — X0)0x f (x0, Yo) + (¥ — ¥0)9y f (X0, ¥0)-

7 Une boite ouverte a la forme d’un parallélépipede. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale
S de la boite pour un volume V fixé égale a 4 cm>. On doit donc minimiser la fonction S(x, , z) = xy +2xz + 2yz sachant
que xyz = 4. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

ol jelolcioioialolio
ojjnj Jojuiojolajoio

z

X

Explication : On a x,y,z>0. On pose o(x,y) =S(x,y,xiy) =xy+
Calcul des points critiques:

8
Y-z 0
Vo(x,y) = 8 donc Vo(x,y)= (OJ = (x,))=(2,2).
x— 8
32
Il existe un seul point critique qui est (2,2).
Nature des points critiques:
16
= 1
Hy(x,y) = ()‘13 E) donc Hyz(2,2) = (2 T 0 ;) et detHs(2,2)>0.
3
y

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et I'on a 5(2,2,%) =0(2,2)=12.

DAYV DY D D Interpolation D DDV VAWV D

Sujet numéro 4, page 3/12, le sujet comporte 23 questions.
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8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —-31, f(8) =11, f(13) = -19, f(17) = —39. Que vaut
fanz

_JIDROEBERNEnRERnON RORn

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :

WS (v 1)4(-31)  sil<x<8
fo =4 25 x-8)+a1) sig<x<13
—39-(-19

9 (390 (x~13)+(-19) si13<x<17

En substituant x =11, on trouve :
fan=-7

Spline linéaire

10 1

—10

flx)

—20

—30

—40

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 4, page 4/12, le sujet comporte 23 questions. o
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9 Soit f I'unique polynome qui interpole les points (—1;1), (1;5) et (2; —2). Que vaut f(6) ?

OO HOMEHE R
1l _ pOEBEnenaERnEnRnEn

Explication : Le seul polyndme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d'équation —3x% +2x+6 = (X_Z)G(x_l) - 5(x—22)(x+1) -

W. Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les

coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fX)=-3x?+2x+6

—20 4
_40 4

3 —60 -
—80 4
—-100 |

=120

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (1,26), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
26Lo(x)+17L1(x) +34L>(x). Que vaut L;(17) ?

3 3 64 16 12 12 12 16 48
0-2 g-2 m% % g2 g g2 g8 9% e
35 65 91 65 91 65 35 35 91
Explication :
_(x—21)(x—14) _(x—21)(x—1) _(x—14)(x—1)
Lol = =, Liw="——g— Lo = =
L (17)—_712 L (17)—_764 L (17)—ﬁ
0= %60 10~ Tor 2507 a0

11 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (6, 1), (7,2), (8,15) et (9, 15) s’écrit p(x) =
a+b(x—6)+c(x—6)(x—7)+d(x—6)(x—7)(x—8). Que vaut c ?

EDROEBENNOREN NEROED

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

x| i flxi—1, Xl flxi—g X1, X1 flxi—g,Xi—1, %]
17 2 1=b

2 8 15 13 [6=c]

3 9 15 0 -13

Sujet numéro 4, page 5/12, le sujet comporte 23 questions.
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12 Dans la base de Newton, le polynome de R3[x] qui interpole les quatre points (3,3), (8,38), (11,203) et (14,1070) s’écrit
p(x) =3+7(x—3)+6(x—3)(x—8)+3(x—3)(x—8)(x—11). En déduire 'équation du polynéme de Newton qui n'interpole

que les trois points (3, 3), (8,38) et (11,203). - Cases réservées au correcteur

Explication : p(x)=3+7(x—3)+6(x—3)(x—38).

DDA DYDYDYDYDY D D™D Fonctionde Meilleure Approximation & & & 2 2 9 2 2 Y D

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

xi|-1 0 1
yi|-2 0 -1

Que vaut a ?

o} Yejoloiajolialolo

Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire

((n+1) Z?:gXé»)(ao):(Z?:Oyi) _ (3 0)(a0):(—3)
i=o%i imoxiN\ar) \Zi g xivi 0 2/\a; 1

Donc apg=-1 et @y =1/2.

0.00
-0.25 A
~0.50 A
-0.75 A

= -1.00 4
-1.25 A
~1.50 A

-1.75 1

—2.00 4

T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 4, page 6/12, le sujet comporte 23 questions.



([T W +4/7/18+

14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

xi|-2 -1 0 1 2
yil-1 1 2 1 -3

Que vaut a(?

ElDROE ROEOEERONGEROED

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

(n+1) ?:0 Xi ?:0 x2 agp i=0Yi 5 0 10\ (ao 0
Yo% " xz nox e | =2, xéyl- = 0 10 0]laj|=]|-4
n 2 n n 4 n . —
i=0%; im0 %] o) \a2 Yo XiVi 10 0 34)\az 14

Donc ap=2, a; =-2/5 et ag =-1.

Sujet numéro 4, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.
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15 Soit f(x) = @gcos(x) + a; sin(x) la fonction de meilleure approximation des points suivants:

xi|—-5 O
yi| 4 8

NE
o nlN

Que vaut a; ?

_JiDpOE ROEnRERONaRnED

Explication : On doit minimiser la fonction & définie par

&:R® >Ry

(y; — ap cos(x;) — ay sin(x;)2.

M:

(ap, a1) — &E(ag,a1) =

i=0

Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

08 " .
T(do, ayp)=-2 Z (y;i — apcos(x;) —ay sin(x;)) cos(x;) |,
@0 i=0

08 . .
g(a’o,al ——Z(Z(yl—aocos(xl) alsm(xi))sm(xi)),

on obtient
98 (00 a1) =0 _ (s =
dag (@0, a1 — Zl o i — @ocos(x;) — ay sin(x;)) cos(x;) = 0
%(ao,al):o leo(yl—aocos( 1) —aysin(x;))sin(x;) =0

— Y, cos? (x;) o cos(x;)sin(x;) (llo) _ (er.':o Vi cos(x,'))
Z?:o cos(x;) sin(x;) er‘lzo sin® (x;) a) Z?:o yisin(x;)

Donc ag=8 et a; = -2.

| — fix)= — 2sin (x) + 8cos(x)

-2 -1 Qo 1 2

Sujet numéro 4, page 8/12, le sujet comporte 23 questions.
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16 Considérons les points

X 1 2 3 4 5 6
y | -1721 | 30 | 39 | 70 | 132 | 166

Parmi les droites de la forme f(x) = —1+ a7 x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

ElDROEEE NORBRONGEROED

Explication :
e Notons K =—1. On doit minimiser la fonction d'une seule variable

5
& =Y (yi-K+arx))*.

i=0
o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X2 i—Kx;

5 2
Yo%

a) =

Sujet numéro 4, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
B1=5 Bo=7 Effectif marginal de «;
a;=1 ny,=2 nip=4 n,.=6
ar, =3 ng =2 npp=1 ny. =3
Effectif marginal de §; n=4 n.,=>5 N=9

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =9. Voici le tableau des

fréquences complétes :

B1 B2 Fréq. marg. de a;
_2_ _4_ _6_
a fir=2¢=0222 fi2=&=0444 fi, =8 =0667
_2_ - 1_ _3_
a f1= §=0.222 2= g =0.111 P, = 5 =0.333
Fréq. marg. de f; f1=8=0444 f.2=3=0.556 1

o Sujet numéro 4, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.
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18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

CIEIEIEIE

. Cases réservées au correcteur

Explication :
fij= Z'—; pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne  fj); = Z’—ll donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
complétes :
fuj p1 B2 fili B1 B2
a 2 =0.500 4 =0.800 a 2=0333 4 =0.667
2 _ 1_ 2 _ 1_
a 2 =0.500 1 =0.200 a 2 =0.667 1=0333
19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)
| [
H
= L] M
Explication : On calcule d’abord
o les moyennes
1 2 ajny.+azng. 1x6+3x3 15
R=— Y npa;= b T2 = — = 1.667,
N& N 9 9
. Prny+Pony 5x4+7x5 55
y=— Y n = = =— =6.111,
N7 N 9 9
e puis les variances
2 2 2 2 2 2
12 ayny,.+asny. 15 1“x6+3“x3 15 33 225 33x9-225
Ve = = ¥ nyal-x2= DTG0 (97 17x6+37x3 157 33 225 _33x9°225 _ ggg
N&Z" N 92 9 92 9 81 81
12 5 o Bini+Ping (552 52x4+72x5 552 345 3025 345x9-3025
V(y):ﬁzln.,j(ﬁj) el = S =T T T T - 0.988
j=

N 92 9 92 " 9 81 81

et enfin la covariance

1 &2 _ _ npi(a =X (1 -y +ny2(a; —X) (B2 —y) +ng 1 (@2 —X)(B1 —y) + n2 2 (a2 —X) (B2 —y)
Coop=~ ¥ i@ -RB; -9 = 1,1(@1 —X)(F1 —¥) + n1,2(@1 —X)(F2 —§) + n2,1 (@2 —X)(B1 —§) + np2(@2 —X) (B2 —§

NiZij= N

_ 2x(1-X)xG-yY+4x1-X)x(7-yP+2xB-X)x G-y +1xB-X) x(7-y)

- 9

=—0.296.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule r = —S&¥Y _ _ 316,
VX)) V(y)

Sujet numéro 4, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

47

On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = = + Ex.

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

5
HlinpnE RORORERnREROED

Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = %Zl'.’:l(x,- -2

21 Quelle estla moyenne y de la série y ?

..<—Dizaines
OO EDEE L O ][] —Uniés

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, y est calculé comme y= % + % x4=24.

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

[
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'), nous pouvons calculer la covariance

C(x,y) en multipliant y; par V(x).

23 Si toutes les valeurs de x augmentent de 3, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

OOBEEBEE R[] —Unis

WL 0GB LG L)) [ M — Dixiémes

Explication : Notons y =yo+y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y =y+y1(x—x) avec yg = y—y1x. Sion
augmente toutes les valeurs de x de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée a droite de K. Ainsi, la pente de la nouvelle droite

de régression ne change pas, mais I'ordonnée a I'origine change. La nouvelle équation est donc y=y+y1(x—(x+K)) =yp+y1x+y1(x— (X +K)) =

(Yo—Y1K)+7y1x ainsi g=yo—y1K= %—% X3=—% =-8.9.

o Sujet numéro 4, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o
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M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :
CIEI LI

DB

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

-5.9 ~ 1.
B0 E B E A ] A — Dixiemes

o Sujet numéro 5, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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DAY DYDY DD D Fonctionsdedeuxvariables » D D DV DV DAY DV DAYV DAY AN

1 Soitla fonction f(x,y) =log(8x* — y?). Parmi les réponses suivantes, laquelle est égale a 0, f ?
1 4 2 2y 32x3 3
[ 8xi— )2 [18x*-y* [ T | B2 [132x* [ Autre

bex®!
bx¢—ay?"

Explication : f(x,y) =In(bx¢ — ay?) donc la dérivée par rapport a x est

2 Parmi les graphes ci-dessous, lequel pourrait représenter les lignes de niveau d'une fonction f(x,y) telle que
0y f(x0, y0) <0 et dy f(xo,y0) <0?

y - y -
o —~am nN—o |
TN (ORI
NEVEVEVEY NRVEVEVIY
y y
. x=-1 I:, xk=3
AN =0 Oyl 10N x=2 Lyl --
k=1 I k=1 I
Kx=2 I k=0 !
Xo xK:3 1 Xo xK:_l 1
| |
- -
Xo X Xo X
Explication : Comme 0y f(xp,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,y9) est décroissante. Puisque 8} f(xp,y0) <0, la fonction g(y) = f(xo,y) est

décroissante.

3 Soit f: R? — R la fonction définie par f(x, y) = xy + x + y. Calculer 'équation du plan tangent a f en (-3, 3).

L] Xy+5x—y+18 L] 4x-2y-9 []4x+3
|:| 4x-2y+18 . 4x-2y+9 |:| Autre:

Explication : f(x,y) = f(xo, yo) + (x — X0)0x f (X0, ¥0) + (¥ = ¥0)0y f (x0, Y0)-

4 Soient f(x,y) =3x+12y, x(u,v) = uv et y(u, v) = u— v. On définit g(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)). Calculer 6, g.

B3v+12 [J3u-12 [J3v [J12ze [13 [ Autre:

Explication : g—g

Q)‘ =
=<
o
Sls
+
S
ge

5 Une boite ouverte ala forme d’'un parallélépipede. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale S
de la boite pour un volume V fixé égale a 108 cm®. On doit donc minimiser la fonction S(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz sachant
que xyz =108. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

ON NORERnRnRORaROND

: ) BOOD0D00DD
ey oDioieioEnioRoial Jo

X

Explication : On a x,y,z>0. On pose o(x,y) = S(x,y, lxoy) Xy+ M + %

Calcul des points critiques:

216

Y-z 0

Vo(x,y)= i donc Vo(x,y)= (0) > (x,¥) = (6,6).
2

y
Il existe un seul point critique qui est (6,6).
Nature des points critiques:
% 1
Hg(x,y) = ( xl 432) donc  Hy(6,6) = (
W3
y

2>0 1

1 2) et detHy(6,6)>0.

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et l'on a 8(6,6,13@) =0(6,6) =108.

Sujet numéro 5, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.
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6 Soit f: R?> — R une fonction de classe €2. On suppose que (xp, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne

évaluée en ce point est
2 -1
Hy(x0, y0) = (_1 _2)-

Quelle est la nature du point critique ?

. c’est un point selle |:| la matrice Hessienne ne permet pas de conclure
|:| c’est un minimum |:| c’est un maximum
Explication :
o Le déterminant de la matrice Hessienne est det(Hp) = (2) x (-2) - (-1)2 =-5.

* Puisque det(Hy) = -5 et que 0xxf(x0,)0) =2, on en conclut que c'est un point selle.

7 On se donne la fonction

10%)2
flx,y = (10%—%) +104,

Un extremum de cette fonction est atteint pour xy = 10°. Que vaut s?

CHE] WO

Explication :
2
10
f,py = (102x—7) +10%

3
2(10%—2)102

y
0xf(x,)) = ——————-—-—=0 ssi (102x——

2
1 3
2 (102x—i) +10%
y

, 10%) -10%
) e

[\

dyfx,y)=

2
1 3
2 (102x—L) +10%
y

3

10
Donc xy = ToZ° 10%.

VIV D D Interpolation D D DD DIDIDIDIDIDIDIDIID™IYD

Sujet numéro 5, page 3/12, le sujet comporte 23 questions.
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8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —-31, f(8) =11, f(13) = -19, f(17) = —39. Que vaut
f3)?

CHl MmO
B MDA E .

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :
WS (v 1)4(-31)  sil<x<8
fo =4 25 x-8)+a1) sig<x<13
19 (x-13) +(-19) i 13<x<17

En substituant x =3, on trouve :
fB)=-19

Spline linéaire

10 1

—10

flx)

—20

—30

—40

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 5, page 4/12, le sujet comporte 23 questions. o
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9 Soit f I'unique polynome qui interpole les points (—1;1), (1;5) et (2; —2). Que vaut f(6) ?

OO HOMEHE R
1l _ pOEBEnenaERnEnRnEn

Explication : Le seul polyndme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d'équation —3x% +2x+6 =

(x=2)(x=1) _ 5(x=2)(x+1) _
6 2

2(x—=1)(x+1)

S

Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les
coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fX)=-3x?+2x+6

0-
—20 4
_40 4

3 —60 -
—80 4

—-100 |

=120

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (1,26), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
26Lo(x)+17L1(x) +34L>(x). Que vaut Ly(17) ?

12 3 12 16 16 3 12 48 64
L g3 gk gl gl g3 gk g% A% He
65 65 35 65 35 35 91 91 91
Explication :
_(x—21)(x—14) _(x—21)(x—1) _(x—14)(x—1)

Lol = =, Liw="——g— Lo = =

L (17)—_712 L (17)—_764 L (17)—ﬁ

0= %60 10~ Tor 2507 a0

11 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (6, 1), (7,2), (8,33) et (9,33) s’écrit p(x) =
a+b(x—6)+c(x—6)(x—7)+d(x—6)(x—7)(x—8). Que vaut c ?

0N RERnanRaRONaRnRD
EDROEBRRNOE RONGROED

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

i x|y flxi—1, %] flxi—p,xi—1,%] flxi—3,%i-1,%;]
0 6 ||1=a
1 7 2 1=b
2 8 33 31 15=c¢
31
3 9| 33 0 -3

Sujet numéro 5, page 5/12, le sujet comporte 23 questions.
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12 Dans la base de Newton, le polyndme de R3[x] qui interpole les quatre points (1,5), (6,25), (9,85) et (12,775) s’écrit
p(x) =5+4(x—-1)+2(x—-1)(x—6)+3(x—1)(x—6)(x —9). En déduire I'équation du polynéme de Newton qui n'interpole

que les trois points (1,5), (6,25) et (9,85). - Cases réservées au correcteur

Explication : p(x)=5+4(x—1)+2(x—-1)(x—6).

DDA DYDYDYDYDY D D™D Fonctionde Meilleure Approximation & & & 2 2 9 2 2 Y D

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

xi| -1 0 1
yil 2 0 4

Que vaut a ?

|
HiinpnE RORORERnEnROED

Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire
e Hee-Fn) ~ 6 90
im0 Xi im0 X7\ YioXiVi 0 2)lm 2

Donc ap=2 et a; =1.

407 — fix)=x+2
3.5
3.0 1
2.5 1

2.0

flx)

1.5

1.04

0.5

0.0

T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 5, page 6/12, le sujet comporte 23 questions.
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14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

xi|-2 -1 0 1 2
yil-3 1 2 1 -1

Que vaut a»?

_JioN EERnEnEaRnNaRnEn

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

(n+1) i=0 xé 0% ) (@0 zn?:o i 5 0 10)(ao
zg:oxé Z:()xé g:()xi ay | = le'fgxé‘yi S 0 10 0 a | =
i=0%; i=0%i i=0 X ) \®*2 i=0 % Vi

Donc apg=2, a; =2/5 et ag =-1.

27— fl=-x+E+2

Sujet numéro 5, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.



15 Soit f(x) =

Que vaut g ?

Explication : On

[ N |
N | +5/8/5+

apcos(x) + a; sin(x) la fonction de meilleure approximation des points suivants:

xi|—-5 O
yi| 5 6

NE
o nlN

EDROEBROEOREN NEROED

doit minimiser la fonction & définie par

&:R® >Ry
n

=Ll

i=0

(ag,a1) — E(ap, a1) ; —apcos(x;) —ay sm(xl))z.

Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

on obtient

{gj)(ao,al)—o

08
m(aoﬂll)

Donc ap=6 et @y =—

=0

08 ” .

Fan (ag, 1) =-2 Z (y;i — apcos(x;) —ay sin(x;)) cos(x;) |,
@0 i=0

08 . .

g(a’o, ay)=-2 ( Z (y; —apcos(x;) — ay sin(x;)) sm(xi)) ,

{Zl —o Wi — @ cos(x;) — ay sin(x;)) cos(x;) =0

leo(yl — apcos(x;) — aq sin(x;)) sin(x;) =0
— Y, cos? (x;) X, cos(x;)sin(x;) (llo) _ (er.':o Vi cos(x,'))
Z?:o cos(x;) sin(x;) er‘lzo sin® (x;) a) Z?:o yisin(x;)

[\N[&]

— 20 4 6eos (x)

— fix)=

Sujet numéro 5, page 8/12, le sujet comporte 23 questions.
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16 Considérons les points

X 1 2 3 4 5 6
y | -1431 | 36 | 38 | 91 | 111 | 157

Parmi les droites de la forme f(x) = —3 + a1 x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

ElDROEBENNOE RONGRDED

Explication :
e Notons K =—-3. On doit minimiser la fonction d'une seule variable
> 2
Ela) =) (yi-K+a1x)).

i=0
o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X 0i—Bx
a1 = ¥5 2
=0~

Sujet numéro 5, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
pr1=2 B2=3 Effectif marginal de «;
a;=1 n,1=0 nip=1 n,.=1
ar =2 ng =2 npp=1 ny. =3
Effectif marginal de §; n=2 n.p=2 N=4

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =4. Voici le tableau des

fréquences complétes :

p1 B2 Fréq. marg. de a;
ay fi1=9=0.000 fi2=1%=0250 fi.=1=0250
az fo1=2%=0.500 fr2=1=0250 o, =3=0750

Fréq. marg. de f; fi1=2=0.500 f.2=2=0.500 1

o Sujet numéro 5, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.
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18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

CIEIEIEIE

. Cases réservées au correcteur

Explication :
n; i ) n; . . .

fuj= n’—; pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne  fj); = # donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
complétes :

fuj p1 B2 fili B1 B2

a 9 =0.000 1 =0.500 a 9 =0.000 1 =1.000

a 2=1.000 1 =0.500 a 2=0.667 1-0333

2 5 . 2 . 2 3 . 3 :

19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)

m oL
.

W[

[ [
[ [

Il

H-
.H
HH

-.

Explication : On calcule d’abord
o les moyennes

I ainy.+azny. 1x1+2x3 7
X==2 ni.a;= 2 = - =1.750,
NATh N 4 4
12 Binoi+Pany  2x2+3x2 10
=5 L njbi=—— == =— =2.500,
v Nj; 1P N 4 4
e puis les variances
2 2 2 2 2 2
12 ainy +asny. (72 12x1+22x3 72 13 49 13x4-49
Vo= LY nyadogp= A TSN (D7 1Tx1r27x3 713 49 _13x4°49 ) gy
NG N 42 4 21 16 16

CBina+finy (102 22x2+432x2 102 26 100 26x4—100 0250

2
2
Vy) = — (B2 - — = =
W N ];1 n.,j (ﬁ]) Y2 N 42 4 42 4 16 16

et enfin la covariance

122 _ _ npi(a =X (1 -y +ny2(a; —X) (B2 —y) +ng 1 (@2 —X)(B1 —y) + n2 2 (a2 —X) (B2 —y)
Coop=~ ¥ i@ -RB; -9 = 1,1(@1 —X)(F1 —¥) + n1,2(@1 —X)(F2 —§) + n2,1 (@2 —X)(B1 —§) + np2(@2 —X) (B2 —§
NiZij= N
_0><(17')><(2737)+1><(lfi)x(37)_')+2><(27)_()><(2751)+1><(27)_()><(37§')
- 4
=-0.125.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule r = Ly -0.577.
VX)) V(y)

Sujet numéro 5, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

8
On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = E + Ex.

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

-
[] L] M [-]
Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = %Zl'.’:l(x,-—f)Z.

21 Quelle estla moyenne y de la série y ?

B L) L)L L O[] [] < Dizaines
O 00 0HEMH [ [ - Units

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, y est calculé comme y= g + % x 4 =20.

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

=
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'), nous pouvons calculer la covariance

C(x,y) en multipliant y; par V(x).

23 Sitoutes les valeurs de y augmentent de 2, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

L1 G MG E G EE ] - Unies
CII0d O GG M ] ] < Dixiemes

Explication : Notons y =yg+7y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y=y+y1(x—X) avec yo=y—y1x. Si
on augmente toutes les valeurs de y de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée vers le haut de K. Ainsi, la pente de la nouvelle
droite de régression ne change pas, mais |'ordonnée a I'origine augmente de K. La nouvelle équation est donc y=y+K+y1(x—%) = (yo+K) +y1x
ainsi q=yO+K=%+2= % =3.6.

o Sujet numéro 5, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o
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M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :
CIEI LI

DB

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

-5.9 ~ 1.
B0 E B E A ] A — Dixiemes

o Sujet numéro 6, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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DAY DYDY DD D Fonctionsdedeuxvariables » D D DV DV DAY DV DAYV DAY AN

1 Soit f: R?> — R une fonction de classe 62. On suppose que (X, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne
évaluée en ce point est

1 1
Hy(x0, y0) = (1 2)-

Quelle est la nature du point critique ?

(] la matrice Hessienne ne permet pas de conclure [ ] c’est un maximum
[ ] c’estun point selle B cest un minimum
Explication :

o Le déterminant de la matrice Hessienne est det(Hp) = (1) x (2) - m2=1.

o Puisque det(Hy) =1 et que 0xxf(x0,y0) =1, on en conclut que c'est un minimum.

2 Parmi les graphes ci-dessous, lequel pourrait représenter les lignes de niveau d'une fonction f(x,y) telle que
0x f(x0,y0) <0etdyf(xo,y0) <0?

TR TINTIT! [[RTRNTINTINT!
MY MY
y y
. xk=-1 I:, xk=3
Yo A x=0 I Yo P IS K=2 L] wl--
k=1 ( k=1 {
Kx=2 I k=0 !
Xo 5K =3 ‘ Xo Sk =—1 ‘
I I
— —
Xo X Xo X

Explication : Comme 0y f(xp,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,y9) est décroissante. Puisque 8y f(xp,y0) <0, la fonction g(y) = f(xo,) est
décroissante.

3 Une boite ouverte a la forme d'un parallélépipede. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale
S de la boite pour un volume V fixé égale 4 32 cm®. On doit donc minimiser la fonction S(x, y, z) = xy +2xz + 2yz sachant
que xyz = 32. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

OpnRBRON RERONERONE
OpnEBRORnRaRONEN BB

¥4

X
Explication : On a x,y,z>0. On pose o(x,y) :S(x,y,%,) =xy+ % + %.
Calcul des points critiques:
_ 64
Y=z 0
Vo(x,y) = o donc Vo(x,y)= (0) — (x,y)=44).
x— 84
2
Il existe un seul point critique qui est (4,4).
Nature des points critiques:
128
-3 2 1
Hg(x,y) = ( "13 @) donc Hg(4,4):( TO 2) et detHy(4,4)>0.
3
y

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et I'on a 8(4,4,%) =0(4,4) =48.

Sujet numéro 6, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.
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4 On se donne la fonction

10732
flx,y)= (10‘4x——(} ) +105.

Un extremum de cette fonction est atteint pour xy = 10°. Que vaut s?

CHE] OO

Explication :

-3 2
f,p = $ (10’4x— %) +105

1073
2(1074x - —]1074
y . 4 1073
Ox f(x,y) = =0 ssi |10 x—T =0

2
1 -3
2 (10—4x—0—) +10°
y

4 1073} -1073
10™
Oy f(x,y)= Y ssi (10_4x—7):0

2
1 -3
2 (10—4x—0—) +10°
y

-3

10
Donc xy = o1 = 10%.

5 Soient f(x,y) =3x+14y, x(u,v) = uv et y(u,v) = u+ v. On définit g(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)). Calculer 4, g.

|:| 3 |:| 1l4u . 3v+14 |:| 3v |:| 3u+14 |:| Autre:

ication : 98 —
Explication : =

QJ‘Q)
==

Q)‘Q)
=
+
Q)‘Q)
<~
Q)‘Q}
Q=

6 Soit f: R? — Rla fonction définie par f(x, y) = x3 + xy + y?. Calculer 'équation du plan tangent a f en (-3, 1).

L] 23+ xy+28x+y°—y+85 []28x—y+85 []28x+55
|:| 28x—-y-29 . 28x—y+56 |:| Autre:

Explication : f(x,y) = f(xo, y0) + (x — X0)0x f (X0, Yo) + (¥ — ¥0)9y f (X0, ¥0)-

7 Soitla fonction f(x,y) = ¢7*'=27* Parmiles réponses suivantes, laquelle est égale a9, f 2

] 28¢7*' 2/ [ | —4ye7"4_2}’2 ] 28x3e7¥' -2V ] 7e7%' -2 ] 28ye7x4_2y ’ [ ] Autre

.. —ay? L N - —ay?
Explication : f(x,y) = b=y donc la dérivée par rapport 3 y est —ady? 1obx‘-ay®

DIV DIDIDIDDIDDIYDIYDYDYDD D Interpolation D DD DI DIDIDIDIDIDIDID™IYD
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8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —21, f(8) = 14, f(13) = —-21, f(17) = —9. Que vaut

f©?

ElDROEERNN RERONGEROED

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :

B2 (14 (-21) silsx<8
f =4 Zq (x-8)+(14) sig<x=<13
—9-(-21)

T7—13 (Xx—13)+(-21) si 13=x<17

En substituant x =6, on trouve :
fe)=4

Spline linéaire

15

10 4

—-10

—15

—-20

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 6, page 4/12, le sujet comporte 23 questions.
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9 Soit f I'unique polynome qui interpole les points (—1;1), (1;5) et (2; —2). Que vaut f(5) ?

HinEnEaRnNnN NORnRDEn
_JInpnEBRaRnRaRnRnRnE |

Explication : Le seul polyndme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d'équation —3x% +2x+6 = (X_Z)G(x_l) - 5(x—22)(x+1) -
W. Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les

coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fX)=-3x?+2x+6

—20

% —40 1
=

—60

—80

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (1,22), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
22Lo(x)+17L1(x) +34L>(x). Que vaut L (20) ?

19 57 19 3 3 19 6 114 57
- S ol oL o2 g g 2T [ Autre
260 70 91 70 130 140 91 91 130
Explication :
_(x—21)(x—14) _(x-21)(x-1) C(x-14)(x-1)
Lo(x) = ——— ——, L) = ———g—, Ly(x) = ——
Lo0) = =2 Ley="22 Lp20) = 12
0= 560° 1= Tor 2 a0

11 Dans la base de Newton, le polyndme de R3[x] qui interpole les quatre points (1,2), (5,22), (9,170) et (11,772) s’écrit
px)=a+bx-1)+cx—-1)(x-5+dx—-1)(x—-5)(x—9). Que vaut ¢ ?

ElDROEERNN RERONGEROED

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

i x| oy flxi—, %] flxi—p,xi—1,%] flxi—3,%i-1,%;]
0 1 |[2=a

1 5 22 5=b

2 170 37 4=c

3 11| 772 301 44 4=d

Sujet numéro 6, page 5/12, le sujet comporte 23 questions. o
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12 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (9,7), (14,42), (19,377) et (21,1099)
s'écrit p(x) =7+7(x—9) +6(x —9)(x — 14) + 3(x — 9)(x — 14)(x — 19). En déduire I'équation du polynéme de Newton qui

n'interpole que les trois points (9,7), (14,42) et (19,377). - Cases réservées au correcteur

Explication : p(x)=7+7(x—9)+6(x—9)(x—14).

DDA DYDYDYDYDY D D™D Fonctionde Meilleure Approximation & 2 & 2 2 9 2 2 Y Y D

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

xi|-1 0 1
yi|-4 0 -2

Que vaut a ?

_Jinpnl pORnRERnEnRnEn

Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire

((n+1) Z?:gXé»)(ao):(Z?:Oyi) _ (3 0)(a0):(—6)
X XisgxiNea) \Zilgxiyi 0 2){a;) (2

Donc ap=-2 et a; =1.

0.0
0.5
104
154

X 2.0
55
3.0

35

—4.04

T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 6, page 6/12, le sujet comporte 23 questions.
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14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

xi|-2 -1 0 1 2
yil 3 -1 -2 -1 1

Que vaut a(?

_JinpOE BOEnEERONaRnED

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

(n+1)  Yox XP o7 (ao) [ Ziovi 5 0 10)(ap
DIRE TR N xg ol la =2y xivi| = |0 10 o]|la
no .2 no a2 Z?:() xlgyi

i=0%i i=0%i i=0%i

Donc ag=-2, aj =-2/5et ap =1.

fix)

o Sujet numéro 6, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.
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15 Soit f(x) = @p + a; In(x) la fonction de meilleure approximation des points suivants :

I 2 3

x| e e e
yi| 6 12 36

Quevaut ap ?

ENOR RERORORE
IIEDIIEII

HH

Explication : On doit minimiser la fonction & définie par

&:R2 >Ry
2 2
(@0, 1) — E(ag, @) = Z = (@opo(x;) + @191 (x;))°.

ol @o(x) =1 et ¢ (x) =In(x). On doit donc résoudre le systéme linéaire

)=

T 5 (x;) ):<P0(xi)§01(xi))(a0):(ZJ’ﬂPO(xi)) - 22 3 ln(xt (“0) Zz 0Yi - [3 6
Tooprx)  Teit)  Jla)  \Zyigix) i x) 22 n?(x;) Y2 oviln(x;) 6 14

Ainsi ag=-12 et a; =15.

35 4 — fix)= —12 +15In(x) [.J
30 |
25

20+

fix)

154

10 1

T T T T T
2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
X

Sujet numéro 6, page 8/12, le sujet comporte 23 questions. o
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16 Considérons les points

X 1 213 4 5 6
y|-1863 | 5| 17 | 74 | 124 | 199

Parmi les droites de la forme f(x) = 1+ a;x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

ElDROE ROEOEERONGEROED

Explication :
e Notons K =1. On doit minimiser la fonction d'une seule variable

5
Ela) =) (yi— (K+a1xy)

i=0

2

o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X2 i—Kx;

5 2
Yo%

a) =

Sujet numéro 6, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
pr1=2 B2=3 Effectif marginal de «;
a;=1 ny,=2 nip=1 n,.=3
ar =2 ng =2 np>=3 ny.=5
Effectif marginal de §; n=4 n.p=4 N=8

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =8. Voici le tableau des

fréquences complétes :

B1 B2 Fréq. marg. de a;
_2_ _1_ _3_
a fin=2=0.250 fiz=1%=0125 fi,=3=0375
_2_ -3 _ _5_
a f1= § =0.250 2= § =0.375 P, = g =0.625
Fréq. marg. de f; fi1=7%=0.500 f.2=%=0.500 1

o Sujet numéro 6, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.
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18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

. Cases réservées au correcteur

CIEIEIEIE

Explication :
fuj= pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne fii = Z’—ll donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
completes
fuj p1 B2 fili B1 B2
a 2=0.500 1=0250 a 2 =0.667 1=0333
as 2=0.500 3 =0.750 as £ =0.400 2 =0.600
19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)
“Jujaioioiolciciolio
| |
] D |
Explication : On calcule d’abord
o les moyennes
_ 12 ajny.+azng. 1x3+2x5 13
X=— > nj.a;= 17, 77272 = — =1.625,
N& N 8 8
. Bin.i+Pony  2x4+3x4 20
= — n. = d — = = — =2.500,
VTN ]; P N 8 8
e puis les variances
2 2 2 2 2 2
12 ajny,. +asny, 13 19x3+2x5 13 23 169 23x8-169
Ve = = Y nyal -zt = A0 (T _17x3+27x5 1523 169 _23x8-109 ) 53,
N&Z" N 82 8 82 8 64 64
12 Bini+Biny (2002 22x4+32x4 202 52 400 52x8—400
VY =5 LBy s e s e s e s = = e 20250
= N 8 8 8 8 64 64
et enfin la covariance
2, & . o mala =X (B —y) +mi2(ar —X) (B2 —§) + np,1 (a2 —X) (1 —§) + n22 (a2 —X) (B2 - §)
Cxy = fZZ ijl@i =% -y =
NE = N
2 x(I-X)x2-P+1x1-X)x@B-yY+2x2-X)x2-y)+3x(2-X)x(3-Yy)
8
=0.062.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule r = % =0.258.

o Sujet numéro 6, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

22

On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = = + ?

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

5
HlinpnE RORORERnREROED

Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = 1 Z (x,-—Y)Z.

21 Quelle estla moyenne y de la série y ?

..<—Dizaines
OO EEEGELGQ [ [E] —Unites

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, y est calculé comme y= 22 25—2 x4=22.

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

=
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'), nous pouvons calculer la covariance
C(x,y) en multipliant y; par V(x).

23 Sitoutes les valeurs de y augmentent de 2, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

OGO E QL L] - Unies
ClCd 0] B C] MGE [E [e] [o] «— Dixiemes

Explication : Notons y =yg+7y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y=y+y1(x—X) avec yo=y—y1x. Si
on augmente toutes les valeurs de y de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée vers le haut de K. Ainsi, la pente de la nouvelle
droite de regression ne change pas, mais |'ordonnée a I'origine augmente de K. La nouvelle équation est donc y =y+K+7y1(x—X) = (yo+K)+y1x
ainsi g = yO+K— +2= Q =6.4.

o Sujet numéro 6, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o
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INSTRUCTIONS

M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :
CIEI LI

DB

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

-5.9 ~ 1.
B0 E B E A ] A — Dixiemes

o Sujet numéro 7, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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DAY DYDY DD D Fonctionsdedeuxvariables » D D DV DV DAY DV DAYV DAY AN

1 On se donne la fonction

1072)\?
fxy)= (10‘4x——y ) +108.

Un extremum de cette fonction est atteint pour xy = 10°. Que vaut s?

HiinpnE RORORERnEEROED

Explication :

1072 )?
f,py = (10*4x—7) +108

1072
2(1074x- —[107*
y .o, 1072
Oxf(x,y)= > =0 ssi |10 x—T =0
1072
2 (10‘4x——437—) +108
o[ 10-4 1072) -1072
) e (o, 1072
dyfx,y)= > ssi |10 xfT =0
1 -2
2 (10‘4x——4%7—) +108

1072
Donc xy = o1~ 102.

2 Soitla fonction f(x,y) = 8%°=¥* Parmi les réponses suivantes, laquelle est égale a 9, f ?
y p 8 y

] 4054850 B —2ye8"5_3’2 ] 40ye8"5_y2 ] gelx’ v’ ] 40685V [] Autre

.. —ay? L 5 - —ay?
Explication : f(x,y) = e?* =4 donc la dérivée par rapport & y est —ady4~1ebx ~ay®,
Y y y

3 Parmi les graphes ci-dessous, lequel pourrait représenter les lignes de niveau d'une fonction f(x,y) telle que
0x f(x0,y0) <0etdyf(xo,y0) <0?

— y —
lo—am nN—o |
L T e [ I
X X ¥ XX y X ¥ ¥ XX

K=-1 xk=3
o' O k- //y PORIF O~/
Kx=2 I k=0 !
x=3 ‘ K=-1
I I
— —
Xo X

Explication : Comme 0xf(xp,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,yp) est décroissante. Puisque 8y f(xp, o) <0, la fonction g(y) = f(xo,) est

décroissante.

4 Soit f: R*> — R1a fonction définie par f(x,y) = x> + xy + y°. Calculer 'équation du plan tangent a f en (-3, 3).

[ ] 30x+24y-9 L] B +xy+30x+y>+24y+18 M 30x+24y+9
[ ] 30x+81 []30x+24y+18 [ ] Autre:

Explication : f(x,y) = f(xo, yo) + (x — X0)0x f (x0, ¥0) + (¥ = 0)0y f (x0, Y0)-

o Sujet numéro 7, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.
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5 Soient f(x,y) =4x+ 13y, x(u,v) = uv et y(u, v) = u— v. On définit g(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)). Calculer 0, g.

|:| 4p |:| 13u |:| 4u—13 |:| 4 - 4v+13 |:| Autre:

ication : %8 =
Explication : 33 =

Q)‘ (=%}
==
S~
+
2
ge

6 Soit f: R?> — R une fonction de classe €2. On suppose que (xo, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne
évaluée en ce point est

1 1
Hy(x0, y0) = (1 2)-

Quelle est la nature du point critique ?

B cest un minimum [ ] cestun point selle
[] la matrice Hessienne ne permet pas de conclure [] c’est un maximum
Explication :

o Le déterminant de la matrice Hessienne est det(Hy) = (1) x (2) - W% =1.

o Puisque det(Hp) =1 et que Oxx f(x0,y0) =1, on en conclut que c'est un minimum.

7 Une boite ouverte a la forme d’un parallélépipede. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale
S de la boite pour un volume V fixé égale a 32 cm3. On doit donc minimiser la fonction S(x, ¥,2) =Xy +2xz+2yzsachant
que xyz = 32. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

OpONBRER RORORGROND
OO EEE L

lz
x Y
Explication : On a x,y,z>0. On pose o(x,y) = S(x,y, %,) =xy+ 674 + 674.
Calcul des points critiques:
64
-5 o
Vo(x,y) = o donc Vo(x,y) = (0] = (x,))=4,4).

2

Il existe un seul point critique qui est (4,4).

Nature des points critiques:
128

Hg(x,y):("f @) done Hoa0=*70
y3

1 2) et detHy(4,4)>0.

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et l'on a 8(4,4,%) =0(4,4) = 48.

DD DIYDYD D Interpolation D DD DD DD D
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8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —-31, f(8) =11, f(13) = -19, f(17) = —39. Que vaut
fQa4)?

HNODeOE RORORERONGaRORD
_JIDROEERnN RERONaRnED

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :
WS (v 1)4(-31)  sil<x<8
fo =4 25 x-8)+a1) sig<x<13
19 (x-13) +(-19) i 13<x<17

En substituant x =14, on trouve :
f(14) =24

Spline linéaire

10 1

—10

flx)

—20

—30

—40

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 7, page 4/12, le sujet comporte 23 questions. o
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9 Soit f I'unique polynome qui interpole les points (—1;1), (1;5) et (2; —2). Que vaut f(5) ?

HinEnEaRnNnN NORnRDEn
_JInpnEBRaRnRaRnRnRnE |

Explication : Le seul polyndme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d'équation —3x% +2x+6 =

(x=2)(x=1) _ 5(x=2)(x+1) _
6 2

2(x—=1)(x+1)

S

Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les
coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fX)=-3x?+2x+6

—20

% —40 1
=

—60

—80

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (1,21), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
21Lo(x)+17L1(x) +34L>(x). Que vaut Ly (17) ?

64 48 3 16 3 12 12 12 16
“ogB g3 gl g2 g2 g2 @2 0% Qe
91 91 65 65 35 91 65 35 35
Explication :
_(x—21)(x—14) _(x—21)(x—1) _(x—14)(x—1)

Lol = =, Liw="——g— Lo = =

L (17)—_712 L (17)—_764 L (17)—ﬁ

0= %60 10~ Tor 2507 a0

11 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (4, 1), (5,2), (6,27) et (7,27) s’écrit p(x) =
a+b(x—4)+c(x—4)(x—-5)+d(x—4)(x—5)(x—6). Que vaut c ?

0N RERnanRaRONaRnRD
ElDROE ROEOEERONGEROED

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

x| i flxi—1, Xl flxi—g X1, X1 flxi—g,Xi—1, %]
0 4 |[1=a

1 5 2 1=b

2 6 27 25 12=c

37 27 0 5

Sujet numéro 7, page 5/12, le sujet comporte 23 questions.
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12 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (9,7), (14,42), (19,377) et (21,1099)
s'écrit p(x) =7+7(x—9) +6(x —9)(x — 14) + 3(x — 9)(x — 14)(x — 19). En déduire I'équation du polynéme de Newton qui

n'interpole que les trois points (9,7), (14,42) et (19,377). - Cases réservées au correcteur

Explication : p(x)=7+7(x—9)+6(x—9)(x—14).

DDA DYDYDYDYDY D D™D Fonctionde Meilleure Approximation & 2 & 2 2 9 2 2 Y Y D

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

xi|-1 0 1
yi|-1 0 -2

Que vaut a ?

| | []
Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire

S o N et B F [
o ToxiN\an) T \X Xy 0 2)\ap -1

Donc ag=-1 et @y =-1/2.

0.00
-0.25 A
~0.50 A
-0.75 A

= -1.00 4
-1.25 A
~1.50 A

-1.75 1

—2.00 4

T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 7, page 6/12, le sujet comporte 23 questions.
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14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

xi|-2 -1 0 1 2
yil-3 1 2 1 -1

Que vaut a(?

ElDROE ROEOEERONGEROED

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

(n+1) ?:0 Xi ?:0 x2 agp i=0Yi 5 0 10\ (ao 0
Yo% " xz nox e |={ 2, xéyl- = 0 10 0lla]=] 4
n 2 n n 4 n . —
i=0%; im0 %] o) \a2 Yo XiVi 10 0 34)\az 14

Donc apg=2, a; =2/5 et ag =-1.

27— fl=-x+E+2

Sujet numéro 7, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.
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15 Soit f(x) = @p + a; In(x) la fonction de meilleure approximation des points suivants :

I 2 3

x| e e e
yi| 6 12 36

Quevaut a; ?

“al_jejoioiaioiaiolo
DDEODOMEO0 O

Explication : On doit minimiser la fonction & définie par

&: R Ry

(yi — (@opo(xi) + @11 (x))).

e

(@p,a1) — &(ap,a1) = ‘

i=0

ol @o(x) =1 et ¢ (x) =In(x). On doit donc résoudre le systéme linéaire

¥ 00 (x)1(x;) Yo Jar)  \Zyigr1x) ar)

T 5 (x;) Z(po(xz')%(xt))(ao):(Zyz'wo(xi)) - (Ziol Z?:oln(xi))(ao)_( TioYi ) .
X

Z?:Oln(xi) Z?ZOIHZ (x;) 12.:0 yiln(x;)

Ainsi ag=-12 et a; =15.

35 4 — fix)= —12 +15In(x) [.J
30 |
25

20+

fix)

154

10 1

T T T T T
2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
X

Sujet numéro 7, page 8/12, le sujet comporte 23 questions.
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16 Considérons les points

X 1 2 3 4 5 6
y | -1437 | 28 | 36 | 91 | 131 | 187

Parmi les droites de la forme f(x) = 1+ a;x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

EDROEBENEOREN NEROED

Explication :
e Notons K =1. On doit minimiser la fonction d'une seule variable

5
Ela) =) (yi— (K+a1xy)

i=0

2

o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X2 i—Kx;

5 2
Yo%

a) =

Sujet numéro 7, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
B1=2 B2=3 Effectif marginal de «;
a;=1 ny,1=3 nip=1 n,.=4
ar =2 ng =2 npp=4 n;.=6
Effectif marginal de §; n.;=5 n.p=5 N=10

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =10. Voici le tableau des

fréquences complétes :

B1 B2 Fréq. marg. de a;
_ 3 _ _ 1 _ _ 4 _
ay fil= 70 =0.300 fiz2= 10 = 0.100 h,.= 10 = 0.400
_ 2 _ _ 4 _ _6 _
a Pi1= 15 =0.200 2= 10 = 0.400 f,.= 10 = 0.600
Fréq. marg. de f; fi1 =15 =0.500 f.2 =15 =0.500 1

o Sujet numéro 7, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.
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18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

. Cases réservées au correcteur

CIEIEIEIE

Explication :
fuj= pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne fii = Z’—ll donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
completes
fuj p1 B2 fili B1 B2
a 3 =0.600 1 =0.200 a 3=0.750 1=0250
as £ =0.400 4 =0.800 as 2=0.333 2 =0.667
19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)
| ]
| |
] I
Explication : On calcule d’abord
o les moyennes
_ 12 aim, +agny. 1x4+2x6 _16
X=— > nj.a;= 1%, ~ %272, = — =1.600,
N&" N 10 10
B Bini+Pany 2x5+3x5 25
y=—2 nBj= = =22 2,500,
N5 N 10 10
e puis les variances
12 , o, ain +ainy. (16)2 12x4+22x6 162 28 256 28x10-256
V@ =— Y njaf-g= 12 = - = - =T ———— =(.240,
N4 N 102 10 10210 100 100
V- L i n B Pina+fine @52 22x5+32x5 25° 65 625 _65x10-625 _
V=N & i - N 102 10 10210 100 100 o

et enfin la covariance

122 _ _ npi(a =X (1 -y +ny2(ar —X) (B2 —y) +ng (@2 —X)(B1 —y) + nz 2 (a2 —X) (B2 —y)

Coxy) = 72’2””(“ (-9 = 1,1(@1 —X)(F1—¥) + n1,2(@1 —X)(F2 —§) + n2,1 (@2 —X)(B1 —§) + np2(@2 —X) (B2 —§
N iz 1j=1 N
3 x(I-X)x2-P+1x1-X)x@B-yY+2x2-X)x2-y)+4x(2-X)x(3-Yy)

10
=0.100.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule 7 = —S%&¥ _ _ ¢ 408,
VX)) V(y)

o Sujet numéro 7, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

47

On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = = + E

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

5
HlinpnE RORORERnREROED

Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = 1 Z (x,-—Y)Z.

21 Quelle estla moyenne y de la série y ?

..<—Dizaines
OO EDEE L O ][] —Uniés

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, y est calculé comme y= 26, 10 x4=24.

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

[
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'), nous pouvons calculer la covariance
C(x,y) en multipliant y; par V(x).

23 Sitoutes les valeurs de y augmentent de 2, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

L1 0GB G E E WG] - Unies
) ) M )G G L] ] « Dixiemes

Explication : Notons y =yg+7y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y=y+y1(x—X) avec yo=y—y1x. Si
on augmente toutes les valeurs de y de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée vers le haut de K. Ainsi, la pente de la nouvelle
droite de regression ne change pas, mais |'ordonnée a I'origine augmente de K. La nouvelle équation est donc y =y+K+7y1(x—X) = (yo+K)+y1x
ainsi g = yO+K— 619= E =7.2.

o Sujet numéro 7, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o
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[
M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :
CIEI LI

DB

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

-5.9 ~ 1.
B0 E B E A ] A — Dixiemes

o Sujet numéro 8, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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DAY DYDY DD D Fonctionsdedeuxvariables » D D DV DV DAY DV DAYV DAY AN

1 Soient f(x,y) =2x+13y, x(u,v) = uv et y(u, v) = u— v. On définit g(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)). Calculer 6, g.
[(J2v [J2 [J2u-13 [J132¢ W2v+13 [ ] Autre:

Explication : =2 =

‘Qa
=
Q)‘Q)
=
+

QJ‘QJ
<~
QJ‘Q)
2=

2 Parmi les graphes ci-dessous, lequel pourrait représenter les lignes de niveau d'une fonction f(x,y) telle que
0x f(x0,y0) <0etdy f(xo,y0) <0?

— —

|l o—~am nN—o |
e I
PR R PR
Yy y
Kk=-1 xKk=3
k=0 Dyo»—— K=2 Dyo»——
k=1 d xKk=1 I
K=2 I x=0 |
x=3 ‘ K=-1 |
| |
1 -
Xo X X0 X

Explication : Comme 0y f(xp,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,yp) est décroissante. Puisque 8y f(xp, o) <0, la fonction g(y) = f(xo,y) est
décroissante.

3 Soitla fonction f(x,y) = ¢7*~2¥_Parmiles réponses suivantes, laquelle est égale a d, f ?

(1352 [J35ye™ 2 [J7e2 W -2 []35x%"™ 2 [ Autre

. . _av4 L N _ —av?
Explication : f(x,y) = e?* =4 donc la dérivée par rapport a y est —ady4—1eb*-ay®

4 On se donne la fonction

1074)?
fl, = (10‘2x—7) +10°.

Un extremum de cette fonction est atteint pour xy = 10°. Que vaut s?

_Jinpnl pORnRERnEnRnEn

Explication :
2
1074
f(x'y)=J(10‘2x—y) +105
2(10—2x——)10—2 »
0xf(x,y) = > =0 ssi (10_2 ):0
1 —4
2J (10’2x— ) +10°
o[ 10-2 _107*) -107*
Ty , 1074
0y fx,y)= = ssi [107°x— ——|=0
1 —4
zd (10*%——) +10°
—4
Donc xy=——> = 1072

Sujet numéro 8, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.



EEEEEEEE EEE
EEEE BEEE B +8/3/34+

5 Une boite ouverte a la forme d’un parallélépipede. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale
S de la boite pour un volume V fixé égale a 32 cm®. On doit donc minimiser la fonction S(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz sachant
que xyz = 32. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

ojoiaiol Nololalolio
ojjnjojojalafolial §o

z

X

64

Explication : On a x,y,z>0. On pose U(x,y):S(x,y,%) =xy+%+7.

Calcul des points critiques:

Vo(x,y) = donc Vo(x,y)= (g] = (x,y)=44).

Il existe un seul point critique qui est (4,4).

Nature des points critiques:
128 1

Hg(x,y):(x3 @) donc Hg(4,4):(2>0 L
_)/3

1 2) et detHy(4,4)>0.

1

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et I'on a 5(4,4,%) =0(4,4) =48.

6 Soit f: R? — R la fonction définie par f(x, y) = xy + x + y*. Calculer 'équation du plan tangent a f en (-3, 3).

L] xy+5x+y2+3y+3 [ | 4x+3y []4x+9
|:| 4x+3y+3 |:| 4x+3y-3 |:| Autre:

Explication : f(x,y) = f(xo, y0) + (x — X0)0x f (x0, Yo) + (¥ — ¥0)9y f (X0, ¥0)-

7 Soit f: R? — R une fonction de classe €2. On suppose que (xo, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne
évaluée en ce point est

1 -1
Hf(xo,yo)—(_l 1 )
Quelle est la nature du point critique ?

B 1a matrice Hessienne ne permet pas de conclure [ ] c’est un point selle
|:| c’est un maximum |:| c’est un minimum

Explication : Puisque le déterminant de la matrice Hessienne est nul, on ne peut pas conclure sur la nature du point critique.

DDV DYDYD D Interpolation D DD DD DD D

Sujet numéro 8, page 3/12, le sujet comporte 23 questions.
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8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —22, f(8) =13, f(13) = —-37, f(17) = —45. Que vaut
f@)?

_JIDROEBERNEnRERnON RORn

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :

B2 (x-1n+(-22)  silsx=<8
fo=4 25 «-8)+13) si8sx<13
—45—(-37)

13~ (Xx—13)+(-37) si 13=x<17

En substituant x =4, on trouve :

f@=-

Spline linéaire

10 4

—10

flx)

—20

—30

—40

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 8, page 4/12, le sujet comporte 23 questions. o
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9 Soit f I'unique polynome qui interpole les points (—1;—3), (1;-13) et (4;2). Que vaut f(6) ?

_Jinpneny NonaananRnen
HiinpnE RORORERnEnRnED

Explication : Le seul polynéme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d’équation 2x% —5x—10 = —3("_?0“_1) + 13(’5_%)(“1) +
w. Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les

coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fix)=2x2-5x-10

50

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (1,21), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
21Lo(x)+17L1(x) +34L>(x). Que vaut L;(17) ?

64 16 3 12 3 12 12 48 16
o8 03 gk g2 g2 g2 gf% 0% Qe
91 65 35 35 65 91 65 91 35
Explication :
_(x—21)(x—14) _(x—21)(x—1) _(x—14)(x—1)

Lol = =, Liw="——g— Lo = =

L (17)—_712 L (17)—_764 L (17)—ﬁ

0= %60 10~ Tor 2507 a0

11 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (6, 1), (7,2), (8,27) et (9,27) s’écrit p(x) =
a+b(x—6)+c(x—6)(x—7)+d(x—6)(x—7)(x—8). Que vaut c ?

0N RERnanRaRONaRnRD
ElDROE ROEOEERONGEROED

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

x| i flxi—1, Xl flxi—g X1, X1 flxi—g,Xi—1, %]
0 6 ||l=a

17 2 1=b

2 8 27 25 12=c

3 9 27 0 -2

Sujet numéro 8, page 5/12, le sujet comporte 23 questions.
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12 Dans la base de Newton, le polynome de R3[x] qui interpole les quatre points (3,3), (8,38), (11,203) et (14,1070) s’écrit
p(x) =3+7(x—3)+6(x—3)(x—8)+3(x—3)(x—8)(x—11). En déduire 'équation du polynéme de Newton qui n'interpole

que les trois points (3, 3), (8,38) et (11,203). - Cases réservées au correcteur

Explication : p(x)=3+7(x—3)+6(x—3)(x—38).

DDA DYDYDYDYDY D D™D Fonctionde Meilleure Approximation & & & 2 2 9 2 2 Y D

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

xi|-1 0 1
yi|-4 0 -2

Que vaut a ?

_Jinpnl pORnRERnEnRnEn

Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire

((n+1) Z?:gXé»)(ao):(Z?:Oyi) _ (3 0)(a0):(—6)
X XisgxiNea) \Zilgxiyi 0 2){a;) (2

Donc ap=-2 et a; =1.

0.0
0.5
104
154

X 2.0
55
3.0

35

—4.04

T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 8, page 6/12, le sujet comporte 23 questions.



14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

+8/7/30+

Xi
Yi

-2
-3

-1
1

Que vaut a»?

_JioN EERnEnEaRnNaRnEn

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

zﬂ?:o Vi
XiloXiVi
n
i=0%

5 0 10\ (g
= o 10 ol|la]=
10 0 34)\ay

n . n 2
(1}14—1) fz:oxé l;l:ox.
Lizo%i =07 Zi=0 =
nx2 nox nooxd
=071 i=0"i =071
Donc ag =2, a; =2/5 et ap =-1.
27— fl=-x+E+2

Sujet numéro 8, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.
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15 Soit f(x) = @gcos(x) + a; sin(x) la fonction de meilleure approximation des points suivants:

xi|—-5 O
yi| 4 6

NE
o nlN

Que vaut a; ?

_JiDpOE ROEnRERONaRnED

Explication : On doit minimiser la fonction & définie par

&:R® >Ry

(y; — ap cos(x;) — ay sin(x;)2.

M=

(ap, a1) — &E(ag,a1) = .

i=0

Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

08 " .
T(do, ayp)=-2 Z (y;i — apcos(x;) —ay sin(x;)) cos(x;) |,
@0 i=0

08 1 . .
—l(afo, ay)=-2 Z (y; — apcos(x;) — aq sin(x;)) sin(x;) |,
i=0

oa
on obtient
(%g;(aoy 1) =0 Yo (i — apcos(x;) — a1 sin(x;)) cos(x;) =0
%(ao, a1)=0 Y1 i — @ocos(x;) —ay sin(x;)) sin(x;) = 0
— Y, cos? (x;) o cos(x;)sin(x;) (llo) N (er.':o Vi cos(x,'))
Z?:o cos(x;) sin(x;) er‘lzo sin® (x;) a) Z?:o yisin(x;)
Donc ag =6 et a; = -2.
6 —— fix)= — 2sin (x) + 6cos(x)
44
5
Z oA
5
74 m
_5 -

Sujet numéro 8, page 8/12, le sujet comporte 23 questions.
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16 Considérons les points

X 1 2 3 4 5 6
y | -1774 | 37 | 31 | 74 | 143 | 188

Parmi les droites de la forme f(x) =4 + a1 x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

ElDROEEE NORBRONGEROED

Explication :
e Notons K =4. On doit minimiser la fonction d'une seule variable

5
Ela) =) (yi— (K+a1xy)

i=0

2

o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X2 i—Kx;

5 2
Yo%

a) =

Sujet numéro 8, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
pr1=2 B2=3 Effectif marginal de «;
a;=1 ny,=2 nip=1 n,.=3
ar =2 ng =2 np>=3 ny.=5
Effectif marginal de §; n=4 n.p=4 N=8

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =8. Voici le tableau des

fréquences complétes :

B1 B2 Fréq. marg. de a;
_2_ _1_ _3_
a fin=2=0.250 fiz=1%=0125 fi,=3=0375
_2_ -3 _ _5_
a f1= § =0.250 2= § =0.375 P, = g =0.625
Fréq. marg. de f; fi1=7%=0.500 f.2=%=0.500 1

o Sujet numéro 8, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.
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18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

. Cases réservées au correcteur

CIEIEIEIE

Explication :
fuj= pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne fii = Z’—ll donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
completes
fuj p1 B2 fili B1 B2
a 2=0.500 1=0250 a 2 =0.667 1=0333
as 2=0.500 3 =0.750 as £ =0.400 2 =0.600
19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)
“Jujaioioiolciciolio
| |
] D |
Explication : On calcule d’abord
o les moyennes
_ 12 ajny.+azng. 1x3+2x5 13
X=— > nj.a;= 17, 77272 = — =1.625,
N& N 8 8
. Bin.i+Pony  2x4+3x4 20
= — n. = d — = = — =2.500,
VTN ]; P N 8 8
e puis les variances
2 2 2 2 2 2
12 ajny,. +asny, 13 19x3+2x5 13 23 169 23x8-169
Ve = = Y nyal -zt = A0 (T _17x3+27x5 1523 169 _23x8-109 ) 53,
N&Z" N 82 8 82 8 64 64
12 Bini+Biny (2002 22x4+32x4 202 52 400 52x8—400
VY =5 LBy s e s e s e s = = e 20250
= N 8 8 8 8 64 64
et enfin la covariance
2, & . o mala =X (B —y) +mi2(ar —X) (B2 —§) + np,1 (a2 —X) (1 —§) + n22 (a2 —X) (B2 - §)
Cxy = fZZ ijl@i =% -y =
NE = N
2 x(I-X)x2-P+1x1-X)x@B-yY+2x2-X)x2-y)+3x(2-X)x(3-Yy)
8
=0.062.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule r = % =0.258.

o Sujet numéro 8, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

22
On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = = + ?x.

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

5
HlinpnE RORORERnREROED

Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = %Zl'.’:l(x,- -2
21 Quelle estla moyenne y de la série y ?

B L) L)L L O[] [] < Dizaines
O 00 0HEMH [ [ - Units

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, y est calculé comme y= % + 25—2 x 4 =20.

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

[
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'),

C(x,y) en multipliant y; par V(x).

nous pouvons calculer la covariance

23 Si toutes les valeurs de x augmentent de 3, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

] B (2] =] 4] 5] [&] [] [¢] [¢] < Dizaines

B0 MMM O E ] - Unités
[1].
BOOOO0O0 00 MG - Disemes

Explication : Notons y =yo+Y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y =y+y1(x—X) avec yg =y—y1X. Sion
augmente toutes les valeurs de x de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée a droite de K. Ainsi, la pente de la nouvelle droite
de régression ne change pas, mais I'ordonnée a I'origine change. La nouvelle équation est donc y=y+y1(x—(x+K)) =yp+y1x+y1(x— (X +K)) =

(Yo—Y1K)+7y1x ainsi g=yo—y1K= %—% XSz—% =-10.8.

o Sujet numéro 8, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o
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INSTRUCTIONS

M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :
CIEI LI

DB

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

-5.9 ~ 1.
B0 E B E A ] A — Dixiemes

o Sujet numéro 9, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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DAY DYDY DD D Fonctionsdedeuxvariables » D D DV DV DAY DV DAYV DAY AN

1 Soit f: R?> — R une fonction de classe 62. On suppose que (X, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne
évaluée en ce point est

2 1
Hy(x0, y0) = (1 2)-

Quelle est la nature du point critique ?

[ ] c’est un maximum B cest un minimum
] la matrice Hessienne ne permet pas de conclure [ ] c’est un point selle
Explication :

o Le déterminant de la matrice Hessienne est det(Hp) =) x (2) - (12 =3.

o Puisque det(Hy) =3 et que 0xx f(x0,y0) =2, on en conclut que c'est un minimum.

2 On se donne la fonction

2
+106.

-3
fl,y= (102x— %

Un extremum de cette fonction est atteint pour xy = 10°. Que vaut s?

_JIDROEBEnnE RONGRnEn

Explication :

_3)\2
fy= \j (102x7 %) +106

1073
2(10%——)102
y (., 1073
0xf(x,y) = =0 ssi |10 x—T =0

2
1073
2\ (10%—7) +106
o[ 102 1073) -1073
Ty , 1073
0yf(x,y): ssi (10 x—T =0

2
1073
2\ (102x— —) +106
y

10
Donc xy= —— =1075.
Y7902

3 Parmi les graphes ci-dessous, lequel pourrait représenter les lignes de niveau d'une fonction f(x,y) telle que
Ox f (x0,y0) <0 etdy f(xo,y0) <0?

y n y in
o—am na—o |
I I
PR R PR R
y y
. Kk=-1 I:, xk=3
NN O wl-- NN O wl--
) k=1 ( : Kk=1 |
k=2 ! k=0 !
Xo 5K =3 | Xo Sk =—1 ‘
| |
—1 —1
Xo X Xo X

Explication : Comme 0y f(xp,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,y9) est décroissante. Puisque 8y f(xp,y0) <0, la fonction g(y) = f(xo,) est
décroissante.

Sujet numéro 9, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.
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4 Soit f: R? — R1a fonction définie par f(x,y) = x> + xy + y°. Calculer 'équation du plan tangent a f en (-2, 1).

[]13x+y+25 []13x+y-9 M 13x+y+16
[]13x+17 ] x3+xy+13x+y3+y+25 [ ] Autre:

Explication : f(x,y) = f(xo, yo) + (x — x0)0x f (x0, ¥0) + (¥ = ¥0)0y f (x0, o).

5 Soit la fonction f(x,y) = e!1**~Y Parmiles réponses suivantes, laquelle est égale a 0, f ?

[Je6xe™ Y [Je6e!™ 7 W e6x%e'™7  [J11e'* Y [] - ¥  [] Autre

.. - _ayd L N — c_ayd
Explication : f(x,y) = ebx°=ay" donc la dérivée par rapport a x est bex¢lebx -ay”

6 Soient f(x,y) =3x+12y, x(u,v) = uv et y(u, v) = u— v. On définit g(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)). Calculer 6, g.

[(J1zu [J3u-12 [J3v [J3 W3v+12 [ Aute:

o
Q)‘ (=%}
=1~
QJ‘Q)
SIS
+
SR
gle

. . 0,
Explication : 33

7 Une boite ouverte ala forme d'un parallélépipede. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale S
de la boite pour un volume V fixé égale a 108 cm®. On doit donc minimiser la fonction S(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz sachant
que xyz = 108. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

EIIIII
IE
] [

¥4

HH

X

( 108 216 | 216

Explication : On a x,y,z2>0. On pose o(x,y)=S|(x,, xy) xy+ SR+ 2

Calcul des points critiques:

Voix,y) = donc Vo(x,))= (8) = (1,)) = (6,6).

Il existe un seul point critique qui est (6,6).
Nature des points critiques:

432
31 2 1
Hg(x,y):(xls 432) donc Hg(e,ﬁ):( ?0 2) et detHy,(6,6)>0.
3
¥

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et I'on a 5(6,6,%) =0(6,6) =108.

DIV IDIDIDDIDDIYDIYDYDYDD D Interpolation D D DD DIDIDIDIDIDIDIDIDID

Sujet numéro 9, page 3/12, le sujet comporte 23 questions.
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8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —23, f(8) =12, f(13) = -23, f(17) = —35. Que vaut
fQaoy?

_JiDpOE BOnEERONaRnED

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :

122628 (v 1)4(-23)  silsx<8
f=4 22 «-8)+12) sig<x<13
—35—(-23

5 (2) (x-13)+(-23) si13<x<17

En substituant x =10, on trouve :
f10)=-2

Spline linéaire

10 4

= 101

flx

—20 4

—30

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 9, page 4/12, le sujet comporte 23 questions. o
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9 Soit f I'unique polynome qui interpole les points (—1;—3), (1;-13) et (4;2). Que vaut f(6) ?

_Jinpneny NonaananRnen
HiinpnE RORORERnEnRnED

Explication : Le seul polynéme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d’équation 2x% —5x—10 = —3("_?0”_1) + 13(’“‘8‘“” +

w. Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les
coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fix)=2x2-5x-10

50

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (1,22), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
22Lo(x)+17L1(x) +34L>(x). Que vaut L, (20) ?

19 57 19 6 3 19 57 3 114
- 7 on-L2 o ol » ¥o0-2 O-E Oaue
140 130 260 91 130 91 70 70 91
Explication :
_(x—21)(x—14) _(x-21)(x-1) C(x-14)(x-1)
Lo(x) = ——— ——, L) = ———g—, Ly(x) = ——
Lo(20) = — Ley="22 Lp20) = 12
0= 560° 1= Tor 2 a0

11 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (4, 1), (5,2), (6,33) et (7,33) s’écrit p(x) =
a+b(x—4)+c(x—4)(x—-5)+d(x—4)(x—5)(x—6). Que vaut c ?

ol eloioioioiaiolin
s]jojolaiolol Jolaiojo

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

i x|y flxi—1, %] flxi—p,xi—1,%] flxi—3,%i-1,%;]
0 4 ||1=a
1 5 2 1=b
2 6 33 31 15=c¢
31
3 7| 33 0 -3

Sujet numéro 9, page 5/12, le sujet comporte 23 questions. o
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12 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (9,7), (14,42), (19,377) et (21,1099)
s'écrit p(x) =7+7(x—9) +6(x —9)(x — 14) + 3(x — 9)(x — 14)(x — 19). En déduire I'équation du polynéme de Newton qui

n'interpole que les trois points (9,7), (14,42) et (19,377). - Cases réservées au correcteur

Explication : p(x)=7+7(x—9)+6(x—9)(x—14).

DDA DYDYDYDYDY D D™D Fonctionde Meilleure Approximation & 2 & 2 2 9 2 2 Y Y D

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

xi|-1 0 1
yi|-1 0 -2

Que vaut a ?

| | []
Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire

S o N et B F [
o ToxiN\an) T \X Xy 0 2)\ap -1

Donc ag=-1 et @y =-1/2.

0.00
-0.25 A
~0.50 A
-0.75 A

= -1.00 4
-1.25 A
~1.50 A

-1.75 1

—2.00 4

T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 9, page 6/12, le sujet comporte 23 questions.
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14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

xi|-2 -1 0 1 2
yil 1 -1 -2 -1 3

Que vaut a(?

_JinpOE BOEnEERONaRnED

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

(n+1) X0 ox XoxP)(ag\ ( Tiovi 5 0 10)(ap
Yo% Z?:Oxé o ||ar]= l’.’:Oxéy,- = 0 10 0|l
n 2 n n 4 ay ;7:0 xi Vi

=0~ i=0%i i=0%i

o

Donc ag=-2, a; =2/5 et ap =1.

g4 — fx)=x2+&-2

fix)

o Sujet numéro 9, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.



+9/8/17+

15 Soit f(x) = @g cos(x) + a; cos(2x) la fonction de meilleure approximation des points suivants :

Que vaut a; ?

X | — 0
Vil 5 9 9

(S|

|
wlx
[SINE
[SINE

_JIDRORERnN RERONaRnED

Explication : On doit minimiser la fonction & définie par

&:R® >Ry

4

(ap, a1) — Eag,a1) = Y (y; —agcos(x;) —alcos(in))z.

i=0

Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

on obtient

{ 98 (4p,a1) =0

aao

ngl(ao.m):O

Donc ap=12 et a; = —4.

6[10

oay

08
f(a0,a1)=—2('

08
—(@p,a1) = —2(

L

{):‘.1:0 (yi — ap cos(x;) — a; cos(2x;)) cos(x;) =0

M-

Il
o

(yi —apcos(x;) —aj cos(2x;)) cos(xi)) ,

[aglS

(yi —apcos(x;) — aj cos(2x;)) cos(2xi)) ,

I]
=1

Z?:O (yi —apcos(x;) —ay cos(2xi)) cos(2x;) =0

10

—-10 4

— fix)=12cos(x) + — 4cos(2x)

Sujet numéro 9, page 8/12, le sujet comporte 23 questions.
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16 Considérons les points

X 1 2 3 4 5 6
y | -1835 | 40 | 41 | 51 | 144 | 160

Parmi les droites de la forme f(x) = —1+ a7 x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

ElDROE ROEOEERONGEROED

Explication :
e Notons K =—1. On doit minimiser la fonction d'une seule variable

5
& =Y (yi-K+arx))*.

i=0
o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X2 i—Kx;

5 2
Yo%

a) =

Sujet numéro 9, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
pr1=2 B2=3 Effectif marginal de «;
a;=1 ny,=2 nip=1 n,.=3
ar =2 ng =2 np>=3 ny.=5
Effectif marginal de §; n=4 n.p=4 N=8

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =8. Voici le tableau des

fréquences complétes :

B1 B2 Fréq. marg. de a;
_2_ _1_ _3_
a fin=2=0.250 fiz=1%=0125 fi,=3=0375
_2_ -3 _ _5_
a f1= § =0.250 2= § =0.375 P, = g =0.625
Fréq. marg. de f; fi1=7%=0.500 f.2=%=0.500 1

o Sujet numéro 9, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.
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18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

. Cases réservées au correcteur

CIEIEIEIE

Explication :
fuj= pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne fii = Z’—ll donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
completes
fuj p1 B2 fili B1 B2
a 2=0.500 1=0250 a 2 =0.667 1=0333
as 2=0.500 3 =0.750 as £ =0.400 2 =0.600
19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)
“Jujaioioiolciciolio
| |
] D |
Explication : On calcule d’abord
o les moyennes
_ 12 ajny.+azng. 1x3+2x5 13
X=— > nj.a;= 17, 77272 = — =1.625,
N& N 8 8
. Bin.i+Pony  2x4+3x4 20
= — n. = d — = = — =2.500,
VTN ]; P N 8 8
e puis les variances
2 2 2 2 2 2
12 ajny,. +asny, 13 19x3+2x5 13 23 169 23x8-169
Ve = = Y nyal -zt = A0 (T _17x3+27x5 1523 169 _23x8-109 ) 53,
N&Z" N 82 8 82 8 64 64
12 Bini+Biny (2002 22x4+32x4 202 52 400 52x8—400
VY =5 LBy s e s e s e s = = e 20250
= N 8 8 8 8 64 64
et enfin la covariance
2, & . o mala =X (B —y) +mi2(ar —X) (B2 —§) + np,1 (a2 —X) (1 —§) + n22 (a2 —X) (B2 - §)
Cxy = fZZ ijl@i =% -y =
NE = N
2 x(I-X)x2-P+1x1-X)x@B-yY+2x2-X)x2-y)+3x(2-X)x(3-Yy)
8
=0.062.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule r = % =0.258.

o Sujet numéro 9, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.



EEEEEEEE BN |
EE EEEE B | +9/12/13+ PS

Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

8
On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = E + Ex.

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

5
HlinpnE RORORERnREROED

Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = %Zl'.’:l(x,- -2
21 Quelle estla moyenne y de la série y ?

B L) L)L L O[] [] < Dizaines
O 00 0HEMH [ [ - Units

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, y est calculé comme y= g + % x 4 =20.

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

[
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'),

C(x,y) en multipliant y; par V(x).

nous pouvons calculer la covariance

23 Si toutes les valeurs de x augmentent de 3, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

] B (2] =] 4] 5] [&] [] [¢] [¢] < Dizaines
OO G O [ [ < Unités
G-

Wi WG OE [ E G - Dixiémes

Explication : Notons y =yo+Y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y =y+y1(x—X) avec yg =y—y1X. Sion
augmente toutes les valeurs de x de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée a droite de K. Ainsi, la pente de la nouvelle droite
de régression ne change pas, mais I'ordonnée a I'origine change. La nouvelle équation est donc y=y+y1(x—(x+K)) =yp+y1x+y1(x— (X +K)) =

(Yo —vY1K) +7y1x ainsi qzyg—}qK:%—% XSz—% =-12.2.

o Sujet numéro 9, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o
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M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

—5.9
B[] EEEE ] B - Dixiemes

o Sujet numéro 10, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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DAY DYDY DD D Fonctionsdedeuxvariables » D D DV DV DAY DV DAYV DAY AN

1 Soient f(x,y) = -5x+13y, x(u, v) = uv et y(u,v) = u+v. On définit g(u, v) = f(x(w, v), y(u, v)). Calculerd, g.

[(1-5 [J-5v [J13u [J13-50v M 13-5u [ ] Autre:

Explication : =8 = 3L X L 2L 2

2 Parmi les graphes ci-dessous, lequel pourrait représenter les lignes de niveau d'une fonction f(x,y) telle que
0x f(x0,y0) <0etdy f(xo,y0) <0?

y 7 y -
oM = |
(IR T TI] (IR TITIN]
PR PR
Yy y
- K=-1 D xKk=3
Yo K=0 D Yol - - Yo K=2 D Yot - -
k=1 d xKk=1 I
Kx=2 I k=0 !
%K =3 | %K =—1 |
I I
— —
Xo X Xo X

Explication : Comme 0y f(xp,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,yp) est décroissante. Puisque 8y f(xp, o) <0, la fonction g(y) = f(xo,y) est
décroissante.

3 Une boite ouverte a la forme d’'un parallélépipede. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale
S de la boite pour un volume V fixé égale a 32 cm®. On doit donc minimiser la fonction S(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz sachant
que xyz = 32. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

ojnjaiol §oiolajoio
ojjojafojciciolial §o

—

X
Explication : On a x,y,z>0. On pose o(x,y) = S(x,y, %) =xy+ 674 + 674.
Calcul des points critiques:
_64
x2 0
Vo(x,y) = o donc Vo(x,y)= (0] = (x,y)=(4,4).
-2
y

Il existe un seul point critique qui est (4,4).
Nature des points critiques:

2>0 1

1 2] et detHy(4,4)>0.

128
Hg(x,y) = ( "13 @) donc Hy(4,4) = (
73

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et l'on a 8(4,4,%) =0(4,4) =

4 Soit f: R? — R une fonction de classe €. On suppose que (xo, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne
évaluée en ce point est

-1 -1
Hf(xoyJ/O)—(_l _1)-
Quelle est la nature du point critique ?

|:| c’est un maximum |:| c’est un point selle
|:| c’est un minimum . la matrice Hessienne ne permet pas de conclure

Explication : Puisque le déterminant de la matrice Hessienne est nul, on ne peut pas conclure sur la nature du point critique.

Sujet numéro 10, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.
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5 On se donne la fonction

1073)°
f(x, y) = (10‘4x— T) +1068.

Un extremum de cette fonction est atteint pour xy = 10°. Que vaut s?

Blio] Jajofojaiolalojio

Explication :

2
1073
fe,y = J (10’4x— T) +106

1073
2(1074x - —]1074
y 4 1073
Ox f(x,y) = > =0 ssi |10 x—T =0
1073
2,[11074x - ——| +106
y
4 1073} -1073
2(107 - — | —;
y y . 4 1073
dyfx,y)= ssi |10 x—T =0

2
1073
2 (10—4x— —) +106
y

-3

10
Donc xy = o1 = 101,

6 Soit f: R*? — R1a fonction définie par f(x,y) = x> + xy + y. Calculer 'équation du plan tangent a f en (-3, 2).

[]29x-2y-31 L] B +xy+29x—y+91 [ ] 29x+56
W 29x-2y+60 []29x-2y+91 [] Autre:

Explication : f(x,y) = f(xo, yo) + (x — X0)0x f (x0, ¥0) + (¥ = 0)0y f (x0, Y0)-

7 Soit la fonction f(x, y) =log(11x* - y?). Parmi les réponses suivantes, laquelle est égale a 0, f ?

1 2 4453
Taa® Duxtoyr J— O-——Y -2 [ aute

11x%—y? C11x4 -2 11x%—y2?

bext!

Explication : f(x,y) =In(bx¢ —ay?) donc la dérivée par rapport 3 x est bxt—ay

DV DYDY D Interpolation D DV DV DDV DUV D

Sujet numéro 10, page 3/12, le sujet comporte 23 questions.
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8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —23, f(8) =12, f(13) = -23, f(17) = —35. Que vaut
fQa2z2y?

CHl MmO
_JIDROEBRREnREN NERnEn

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :

122628 (v 1)4(-23)  silsx<8

f=4 22 «-8)+12) si8sx<13
008 (x-13)+(-23) si 13sx<17

En substituant x =12, on trouve :
f12)=-16

Spline linéaire

10 4

= 101

flx

—20 4

—30

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 10, page 4/12, le sujet comporte 23 questions. o
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9 Soit f I'unique polynome qui interpole les points (1;-13), (—1;—3) et (4;2). Que vaut f(6) ?

_Jinpneny NonaananRnen
HiinpnE RORORERnEnRnED

Explication : Le seul polynéme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d’équation 2x% —5x—10 = —3("_?0”_1) + 13(’“‘8‘“” +

2(x=1)(x+1)
15

coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fix)=2x2-5x-10

50

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (1,23), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
23Lo(x)+17L1(x) +34L>(x). Que vaut L, (18) ?

17 3 68 51 51 17 3 51 12
Tl g8 g g2 oglf g2 g3 02 0
35 65 91 260 91 65 35 140 91
Explication :
_(x—21)(x—14) _(x—21)(x—1) _(x—14)(x—1)
Lol = =, Liw="——g— Lo = =
L (18)—_712 L (18)—_751 L (18)—ﬁ
0= %60 L= Tor 2597 a0

11 Dans la base de Newton, le polyndme de R3[x] qui interpole les quatre points (3,1), (4,2), (5,3) et (6,3) s’écrit p(x) =
a+b(x—3)+c(x—3)(x—4)+d(x—-3)(x—4)(x—5). Que vaut c ?

[]
il pOEEEnEnEERONaRnED

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

x| i flxi—1, Xl flxi—g X1, X1 flxi—g,Xi—1, %]
0 3 |[1=a

1 4 2 1=b

2 5 3 1 0=c

3 6 3 0 3 -t=d

Sujet numéro 10, page 5/12, le sujet comporte 23 questions.

. Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les
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12 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (2,6), (3,10), (6,46) et (9,370) s’écrit
p(x) =6+4(x—2)+2(x—-2)(x—3) +2(x—2)(x — 3)(x — 6). En déduire I'équation du polynéme de Newton qui n'interpole

que les trois points (2,6), (3,10) et (6,46).

- Cases réservées au correcteur

Explication : p(x)=6+4(x—2)+2(x—-2)(x—3).

DAYV DYDIYDX™YD

Fonction de Meilleure Approximation & & & & 2 2 2 2 2 v

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

Que vaut a ?

yvi| 1

x; | -1

0 1
0 2

CHE] WO L

Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire

((n+1) Z?=ox£)(ao):(z;?=oyi) _ (3 0)(a0):(3)
X XisgxiNea) \Zilgxiyi 0 2)ler) 11

Donc ap=1 et a; =1/2.

2.00+

1.75 1

1.50

1.25 A

> 1.00

0.75 1

0.50

0.25 1

0.00 4

T T T T
-20 -15 -10 -05

T
0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 10, page 6/12, le sujet comporte 23 questions.
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14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

xi|-2 -1 0 1 2
yil 3 -1 -2 -1 1

Que vaut a(?

_JinpOE BOEnEERONaRnED

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

n n

(n+1) izoXi

o

i=0%i i=0%i i=0%i

Donc ag=-2, aj =-2/5et ap =1.

fix)

o Sujet numéro 10, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.

oX7) (@0 T 5 0 10)(ao
Yo Z?:oxé % [l |=|EizoTivi| = 0 10 0ffar|=
n 2 no oy n x4 a2 Z?:O xlgy,- 10 0 34 a?



15 Soit f(x) =

Que vaut g ?

Explication :

[ W]
l [T W

+10/8/5+

apcos(x) + a; sin(x) la fonction de meilleure approximation des points suivants:

Xi
Yi| 5

|
NE
o nlN

0
5

ElDROEBRRNNOE RONGROED

On doit minimiser la fonction & définie par

&:R® >Ry
n

=Ll

i=0

(ag,a1) — E(ap, a1) ; —apcos(x;) —ay sm(xl))z.

Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

on obtient

{gj)(ao,al)—o

08
m(aoﬂll)

Donc apg=5 et a; =—

=0

08 " .
T(do, ayp)=-2 Z (y;i — apcos(x;) —ay sin(x;)) cos(x;) |,
@0 i=0

08 . .
g(a’o,al ——Z(Z(yl—aocos(xl) alsm(xi))sm(xi)),

{Zl —o Wi — @ cos(x;) — ay sin(x;)) cos(x;) =0

leo(yl — apcos(x;) — aq sin(x;)) sin(x;) =0
— Y, cos? (x;) X, cos(x;)sin(x;) (llo) _ (er.':o Vi cos(x,'))
Z?:o cos(x;) sin(x;) er‘lzo sin® (x;) a) Z?:o yisin(x;)

[\N[&]

— 200 4 5¢0s (x)

— fix)=

Sujet numéro 10, page 8/12, le sujet comporte 23 questions.
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16 Considérons les points

X 1 2 3 4 5 6
y | -1145 | 27 | 25 | 73 | 120 | 156

Parmi les droites de la forme f(x) = —1+ a7 x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

EDROEBENEOREN NEROED

Explication :
e Notons K =—1. On doit minimiser la fonction d'une seule variable
> 2
Ela) =) (yi-K+a1x)).

i=0
o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X 0i—Bx
a1 = ¥5 2
=0~

Sujet numéro 10, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
pr1=2 B2=3 Effectif marginal de «;
a;=1 ny,=2 nip=1 n,.=3
ar =2 ng =2 np>=3 ny.=5
Effectif marginal de §; n=4 n.p=4 N=8

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =8. Voici le tableau des

fréquences complétes :

B1 B2 Fréq. marg. de a;
_2_ _1_ _3_
a fin=2=0.250 fiz=1%=0125 fi,=3=0375
_2_ -3 _ _5_
a f1= § =0.250 2= § =0.375 P, = g =0.625
Fréq. marg. de f; fi1=7%=0.500 f.2=%=0.500 1

o Sujet numéro 10, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.



N N __EEEE B +10/11/2+

18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

. Cases réservées au correcteur

CIEIEIEIE

Explication :
fuj= pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne fii = Z’—ll donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
completes
fuj p1 B2 fili B1 B2
a 2=0.500 1=0250 a 2 =0.667 1=0333
as 2=0.500 3 =0.750 as £ =0.400 2 =0.600
19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)
“Jujaioioiolciciolio
| |
] D |
Explication : On calcule d’abord
o les moyennes
_ 12 ajny.+azng. 1x3+2x5 13
X=— > nj.a;= 17, 77272 = — =1.625,
N& N 8 8
. Bin.i+Pony  2x4+3x4 20
= — n. = d — = = — =2.500,
VTN ]; P N 8 8
e puis les variances
2 2 2 2 2 2
12 ajny,. +asny, 13 19x3+2x5 13 23 169 23x8-169
Ve = = Y nyal -zt = A0 (T _17x3+27x5 1523 169 _23x8-109 ) 53,
N&Z" N 82 8 82 8 64 64
12 Bini+Biny (2002 22x4+32x4 202 52 400 52x8—400
VY =5 LBy s e s e s e s = = e 20250
= N 8 8 8 8 64 64
et enfin la covariance
2, & . o mala =X (B —y) +mi2(ar —X) (B2 —§) + np,1 (a2 —X) (1 —§) + n22 (a2 —X) (B2 - §)
Cxy = fZZ ijl@i =% -y =
NE = N
2 x(I-X)x2-P+1x1-X)x@B-yY+2x2-X)x2-y)+3x(2-X)x(3-Yy)
8
=0.062.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule r = % =0.258.

o Sujet numéro 10, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

47

On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = = + Ex.

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

5
HlinpnE RORORERnREROED

Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = %Zl'.’:l(x,- -2

21 Quelle estla moyenne y de la série y ?

..<—Dizaines
O OHHNEGEE D B[] —Unies

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, y est calculé comme y= % + % x4 =28.

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

[
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'), nous pouvons calculer la covariance

C(x,y) en multipliant y; par V(x).

23 Si toutes les valeurs de x augmentent de 3, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

OEE ®E R[] —Unies

WL 0GB LG L)) [ M — Dixiémes

Explication : Notons y =yo+y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y =y+y1(x—x) avec yg = y—y1x. Sion
augmente toutes les valeurs de x de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée a droite de K. Ainsi, la pente de la nouvelle droite

de régression ne change pas, mais I'ordonnée a I'origine change. La nouvelle équation est donc y=y+y1(x—(x+K)) =yp+y1X+y1(x— (X +K)) =

(Yo—Y1K)+7y1x ainsi g=yo—y1K= %—% X3=—% =-4.9.

o Sujet numéro 10, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o
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INSTRUCTIONS

M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :
CIEI LI

DB

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

-5.9 ~ 1.
B0 E B E A ] A — Dixiemes

o Sujet numéro 11, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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1 Parmi les graphes ci-dessous,
0x f (x0, y0) <0 etdy f(xo,y0) <02

y

+11/2/59+

DAV DDNDIYNDIDDDDYD

lequel pourrait représenter les lignes de niveau d'une fonction f(x,y) telle que

y —

—
lo—am

nN—o |
e [T
FRVEVEVEY] [PREVRVEVEY]
y y
. xK=-1 I:, xk=3
AN =0 Ol 1A x=2 Lyl --
k=1 ( k=1 |
Kx=2 I k=0 !
Xo xK:3 1 Xo xK:_l 1
| |
- -
Xo X Xo X
Explication : Comme 0y f(xp,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,y9) est décroissante. Puisque 8y f(xp,y0) <0, la fonction g(y) = f(xo,y) est

décroissante.

2 On se donne la fonction

2

2
) +102.

0
104x— —
y

fy= (

Un extremum de cette fonction est atteint pour xy = 10°. Que vaut s?

_JiDpOE BOEnRERONaRnED

Explication :
2
102
fl,y= (104x7—) +102
y
102
2(10%*x - — |10*
y o4 107
Oxf(x,y)= > =0 ssi |10 x—7 =0
102
2 (104x—7) +102
2(104X_E)L02
y 2 102
0yf(x,y)= —2y ssi (104x—7):0
102
2 (104x—7) +102
0,
Donc xy = Tt =10

Sujet

numeéro 11, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.
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3 Une boite ouverte a la forme d’un parallélépipeéde. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale
S de la boite pour un volume V fixé égale a 32 cm®. On doit donc minimiser la fonction S(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz sachant
que xyz = 32. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

ojoiaiol Nololalolio
ojjnjojojalafolial §o

z

X

64

Explication : On a x,y,z>0. On pose U(x,y):S(x,y,%) =xy+%+7.

Calcul des points critiques:
64
-8 o
Vo(x,y) = donc Va(x,y)z( ] = (x,y)=44).
x— 84 0

72

Il existe un seul point critique qui est (4,4).

Nature des points critiques:
128

Hg(x,y):(x3 @) donc Hg(4,4):(2>0 L
_)/3

1 2) et detHy(4,4)>0.

1

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et I'on a 5(4,4,%) =0(4,4) =48.

4 Soit f: R?> — R une fonction de classe €2. On suppose que (xo, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne
évaluée en ce point est

-1 1
Hf(xo,y0)=(1 2).

Quelle est la nature du point critique ?

B cestun point selle [ ] ¢’est un maximum
[] ¢’est un minimum [ ] la matrice Hessienne ne permet pas de conclure
Explication :

o Le déterminant de la matrice Hessienne est det(Hf) =(-1)x(2)—(1)2=-3.
* Puisque det(Hy) = -3 et que Oxx (X0, ¥0) =1, on en conclut que c’est un point selle.

5 Soit la fonction f(x,y) = e!1¥'~2V_parmiles réponses suivantes, laquelle est égale a ) f ?

D 1lellx4—2y D 44x3611x4—2y D 44yellx4—2y - _2611x4—2y D 44e11x4—2y |:| Autre

.. c d L N _ —ay?
Explication : f(x,y) = eP* =27 donc la dérivée par rapport 3 y est —ady? 1obx—ay”

6 Soient f(x,y) =3x+15y, x(u,v) = uv et y(u, v) = u— v. On définit g(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)). Calculer 6, g.

B3v+15 [J3v [J3u-15 [13 [J15u [ ] Autre:

12
I

Q;‘Qa
<l
QD
s

o8

Explication : 32 = +

Q)
D

X ou

7 Soit f: R? — Rla fonction définie par f(x,y) = xy + x + y?. Calculer I'équation du plan tangent a f en (-3, 1).

W 2x-y+2 []2x-y-5 [J2x+1
L] xy+3x+y2—y+7 |:|2x—y+7 [ ] Autre:
Explication : f(x,y) = f(xo, yo) + (x — X0)0x f (X0, ¥0) + (¥ = ¥0)0y f (x0, Y0)-

DAYV DN D Interpolation D DDV DV VAWV D

Sujet numéro 11, page 3/12, le sujet comporte 23 questions.
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8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —23, f(8) =12, f(13) = -23, f(17) = —35. Que vaut
f3?

[ |

[ | L] [ |

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :

122628 (v 1)4(-23)  silsx<8

f=4 22 «-8)+12) si8sx<13
008 (x-13)+(-23) si 13sx<17
En substituant x =3, on trouve :
f@)=-13

Spline linéaire

10 4

= 101

flx

—20 4

—30

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 11, page 4/12, le sujet comporte 23 questions. o
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9 Soit f 'unique polynome qui interpole les points (1;-13), (—1;—-3) et (4;2). Que vaut f(5) ?

_ ol oo aaanRnRnen
HiDpnEBRORnN pOREROED

Explication : Le seul polynéme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d’équation 2x% —5x—10 = —3("_?0”_1) + 13(’“‘8‘“” +
w. Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les
coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fix)=2x2-5x-10
204 fix)

204

10 4

fix)

—-10

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (1,29), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
29Lo(x)+17L1(x) +34L,(x). Que vaut Ly(20) ?

19 19 6 114 57 3 3 19 57
= -——  []= - — B-= []-= - = [ ] Autre
91 140 91 91 130 130 70 260 70
Explication :
—21)(x-14 21 (x-1 —14)(x—1
Lot = X2V 2)6(; ), L= E22D0D _)Q(lx ), L= EW6-D ljléx )
Lo0) = =2 Ley="22 Lo =12
0= 560° 1= Tor 2 a0

11 Dans la base de Newton, le polyndme de R3[x] qui interpole les quatre points (1,2), (5,22), (9,170) et (11,772) s’écrit
px)=a+bx-1)+cx—-1)(x-5+dx—-1)(x—-5)(x—9). Que vaut ¢ ?

ElDROEERNN RERONGEROED

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

i x| oy flxi—, %] flxi—p,xi—1,%] flxi—3,%i-1,%;]
0 1 |[2=a

1 5 22 5=b

2 170 37 4=c

3 11| 772 301 44 4=d

Sujet numéro 11, page 5/12, le sujet comporte 23 questions. o
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12 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (5,2), (7,16), (11,92) et (15,1512) s’écrit
p(x) =2+7(x—5)+2(x—-5)(x—7)+4(x—5)(x—7)(x—11). En déduire 'équation du polynéme de Newton qui n'interpole

que les trois points (5,2), (7,16) et (11,92). - Cases réservées au correcteur

Explication : p(x)=2+7(x—5)+2(x-5)(x—7).

DDA DYDYDYDYDY D D™D Fonctionde Meilleure Approximation & & & 2 2 9 2 2 Y D

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

xi| -1 0 1
yil 4 0 2

Que vaut a ?

|
HiinpnE RORORERnEnROED

Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire

SR o N et B F Y
o ToxiN\an) T \X Xy 0 2)\ap -2

Donc ap=2 et a; =-1.

4.0 1

3.5 1

3.0

2.5

2.0

flx)

1.5

1.04

0.5

0.0

T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 11, page 6/12, le sujet comporte 23 questions.
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14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

xi|-2 -1 0 1 2
yil-1 1 2 1 -3

Que vaut a(?

ElDROE ROEOEERONGEROED

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

(n+1) ?:0 Xi ?:0 x2 agp i=0Yi 5 0 10\ (ao 0
Yo% " xz nox e |={ 2, xéyl- = 0 10 0]laj|=]|-4
n 2 n n 4 n . —
i=0%; im0 %] o) \a2 Yo XiVi 10 0 34)\az 14

Donc ap=2, a; =-2/5 et ag =-1.

Sujet numéro 11, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.
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15 Soit f(x) = @p + a; In(x) la fonction de meilleure approximation des points suivants :

I 2 3

xXi | e e e
yi| 6 15 36

Quevaut ap ?

DomME00Q
EOECDO0O0O

H-
HH

Explication : On doit minimiser la fonction & définie par

&R - Ry
2 2
(ap, 1) — Eag, a1) = Y (¥i — (@opo(x)) + @191 ()"
=0

ol @o(x) =1 et ¢ (x) =In(x). On doit donc résoudre le systéme linéaire

L 3(x;) ):<P0(xi)<ﬂl(xt))(a0)_(Zyiwo(xi)) " (z?zol z?zolmxn)(ao)_( Y2 i ) . [3 6 [ao)_l57]
- b ay) 144

Y o (x) 1 (x;7) L 3(x) ai) \Xyip1(x;) Y2 oIt Xi_n?(xp)\ar) X2 yilnx) 6 14

Ainsi ag=-11 et a; =15.

354 — fix)=—11+15In(x) [.J

T T T T T T T T
2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
X

Sujet numéro 11, page 8/12, le sujet comporte 23 questions. o
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16 Considérons les points

X 1 2 3 4 5 6
y | -1839 | 22 | 30 | 81 | 117 | 184

Parmi les droites de la forme f(x) = —4 + a1 x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

ElDROEEE NORBRONGEROED

Explication :
e Notons K =—4. On doit minimiser la fonction d'une seule variable

5
& =Y (yi-K+arx))*.

i=0
o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X2 i—Kx;

5 2
Yo%

a) =

Sujet numéro 11, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.
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DYDY D D™D Statistiques descriptives D D VU D D DV DD VDD D

Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
pr1=2 B2=3 Effectif marginal de «;
a;=1 n,1=0 nip=1 n,.=1
ar =2 ng =2 npp=1 ny. =3
Effectif marginal de §; n=2 n.p=2 N=4

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =4. Voici le tableau des

fréquences complétes :

p1 B2 Fréq. marg. de a;
ay fi1=9=0.000 fi2=1%=0250 fi.=1=0250
az fo1=2%=0.500 fr2=1=0250 o, =3=0750

Fréq. marg. de f; fi1=2=0.500 f.2=2=0.500 1

o Sujet numéro 11, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.
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18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

CIEIEIEIE

. Cases réservées au correcteur

Explication :
n; i ) n; . . .

fuj= n’—; pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne  fj); = # donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
complétes :

fuj p1 B2 fili B1 B2

a 9 =0.000 1 =0.500 a 9 =0.000 1 =1.000

a 2=1.000 1 =0.500 a 2=0.667 1-0333

2 5 . 2 . 2 3 . 3 :

19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)

m oL
.

W[

[ [
[ [

Il

H-
.H
HH

-.

Explication : On calcule d’abord
o les moyennes

I ainy.+azny. 1x1+2x3 7
X==2 ni.a;= 2 = - =1.750,
NATh N 4 4
12 Binoi+Pany  2x2+3x2 10
=5 L njbi=—— == =— =2.500,
v Nj; 1P N 4 4
e puis les variances
2 2 2 2 2 2
12 ainy +asny. (72 12x1+22x3 72 13 49 13x4-49
Vo= LY nyadogp= A TSN (D7 1Tx1r27x3 713 49 _13x4°49 ) gy
NG N 42 4 21 16 16

CBina+finy (102 22x2+432x2 102 26 100 26x4—100 0250

2
2
Vy) = — (B2 - — = =
W N ];1 n.,j (ﬁ]) Y2 N 42 4 42 4 16 16

et enfin la covariance

122 _ _ npi(a =X (1 -y +ny2(a; —X) (B2 —y) +ng 1 (@2 —X)(B1 —y) + n2 2 (a2 —X) (B2 —y)
Coop=~ ¥ i@ -RB; -9 = 1,1(@1 —X)(F1 —¥) + n1,2(@1 —X)(F2 —§) + n2,1 (@2 —X)(B1 —§) + np2(@2 —X) (B2 —§
NiZij= N
_0><(17')><(2737)+1><(lfi)x(37)_')+2><(27)_()><(2751)+1><(27)_()><(37§')
- 4
=-0.125.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule r = Ly -0.577.
VX)) V(y)

Sujet numéro 11, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

47

On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = = + Ex.

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

-
[] L] M [-]
Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = %Zl'.’:l(x,-—f)Z.

21 Quelle estla moyenne y de la série y ?

..<—Dizaines
OO EEEGELGQ [ [E] —Unites

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, y est calculé comme y= % + % x4=22.

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

=
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'), nous pouvons calculer la covariance

C(x,y) en multipliant y; par V(x).

23 Sitoutes les valeurs de y augmentent de 3, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

L1 0GB G E WA E ] - Unies
) ) M )G G L] ] « Dixiemes

Explication : Notons y =yg+7y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y=y+y1(x—X) avec yo=y—y1x. Si
on augmente toutes les valeurs de y de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée vers le haut de K. Ainsi, la pente de la nouvelle
droite de régression ne change pas, mais |'ordonnée a I'origine augmente de K. La nouvelle équation est donc y=y+K+y1(x—%) = (yo+K) +y1x
ainsi g=yo+K = % +3= 35—1 =6.2.

o Sujet numéro 11, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o
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INSTRUCTIONS

M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :
CIEI LI

DB

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

-5.9 ~ 1.
B0 E B E A ] A — Dixiemes

o Sujet numéro 12, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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DAY DYDY DD D Fonctionsdedeuxvariables » D D DV DV DAY DV DAYV DAY AN

1 Parmi les graphes ci-dessous, lequel pourrait représenter les lignes de niveau d'une fonction f(x,y) telle que
0x f (x0, y0) <0 etdy f(xo,y0) <02

y

-
lo—am

Y nN—o |
e [T
¥ X X X X ¥ ¥ X X X
y y
. xK=-1 I:, xk=3
» > =0 Ol 1A x=2 Lyl --
k=1 ( k=1 |
Kx=2 I k=0 !
Xo xK:3 1 Xo xK:_l 1
| |
- -
Xo X Xo X
Explication : Comme 0y f(xp,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,y9) est décroissante. Puisque 8y f(xp,y0) <0, la fonction g(y) = f(xo,y) est

décroissante.

2 Soit f: R? — R la fonction définie par f(x, y) = xy + x + y. Calculer 'équation du plan tangent a f en (-2, 2).

L] 3x—y—-4 .3x—y+4 ] xy+4x+8
|:| 3x—y+8 |:| 3x+2 |:|Autre:
Explication : f(x,y) = f(xo, y0) + (x — x0)0x f (x0, Yo) + (¥ — ¥0)0y f (X0, ¥0)-

3 Soit f: R? — R une fonction de classe €2. On suppose que (xo, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne
évaluée en ce point est

2 1
Hf(xo,yo)—(l 1)-
Quelle est la nature du point critique ?

[] la matrice Hessienne ne permet pas de conclure [] c’est un maximum

[ ] c’estun point selle B cest un minimum

Explication :
o Le déterminant de la matrice Hessienne est det(Hp) =) x (1) - m2=1.

¢ Puisque det(Hy) =1 et que 0xxf(x0,y0) =2, on en conclut que c’est un minimum.

4 Soitla fonction f(x,y) =log(8x* — y*). Parmi les réponses suivantes, laquelle est égale & 0, f ?

32x3 1 2
ll i 2 [] 32x3 [] ad 2 [] 8x4—-y2 [] —-—Z¥K—E [] Autre
8x*—y 8x*—y 8x*—y
Explication : f(x,y) =In(bx¢ —ay?) donc la dérivée par rapport 3 x est bﬁ’;{c;;z.

Sujet numéro 12, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.
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5 On se donne la fonction

2
+103.

4
f,y= (10‘2x— %

Un extremum de cette fonction est atteint pour xy = 10°. Que vaut s?

HiDROEOROROREN REROED

Explication :

2
104
f,py= \j (10’2x— 7) +103

10%
2[1072x - —|1072
y ., 10%
Oxf(x,y) = > =0 ssi |10 x—T =0
10*
10—2x——) +103
y

_, 10*) -10*
21107°x— 7 5 104
Oyflx,y) = Y ssi (lofzx— 7) =0

10%)?
1072x-—| +103
y

10
Donc xy = oz~ 106,

6 Soient f(x,y) =—-6x+ 15y, x(u, v) = uv et y(u, v) = u+ v. On définit g(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)). Calculer 9, g.

|:| 15u |:| -6 |:| —6v |:| 15-6v - 15-6u |:| Autre:

Explication : % = 9fox  0f oy

7 Une boite ouverte a la forme d’un parallélépipéde. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale
S de la boite pour un volume V fixé égale a 4 cm3. On doit donc minimiser la fonction S(x, y, z) = xy +2xz + 2yz sachant
que xyz = 4. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

ol jelolcioioialolio
ojjnl Jojuiojolajoio

z

X

[>=]

Explication : On a x,y,z2>0. On pose U(x,y)zS(x,y,xiy) =xy+%+}.

Calcul des points critiques:

_ ;;2 .
Vo(x,y) = s donc Vo(x,y) = (OJ = (x,))=(2,2).

X I
Il existe un seul point critique qui est (2,2).
Nature des points critiques:

Lo 2>0 1
Hy(x,y)= (xl 1—?) donc Hyz(2,2) = ( 1 2) et detHs(2,2)>0.
¥y

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et I'on a 5(2,2,%) =0(2,2)=12.

DYV D D Interpolation D DDV DWWV D

Sujet numéro 12, page 3/12, le sujet comporte 23 questions.
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8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —18, f(8) = 10, f(13) = —40, f(17) = —36. Que vaut
f@)?

_JIDROEBRREnREN NERnEn

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :

WC8 (x_1)4(-18) sil<x<8
f =4 2542 (x-8)+(10) sig<x<13
—36—(—40

17-13 ) (x—13)+(-40) si13<x<17

En substituant x =4, on trouve :
f4=-6

Spline linéaire

101

-10

flx)

—20

—30 4

—40

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 12, page 4/12, le sujet comporte 23 questions. o
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9 Soit f I'unique polynome qui interpole les points (1;5), (2;—2) et (—1;1). Que vaut f(6) ?

OO HOMEHE R
1l _ pOEBEnenaERnEnRnEn

Explication : Le seul polyndme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d'équation —3x% +2x+6 =
2(x—1)(x+1)
I

(x=2)(x=1) _ 5(x=2)(x+1) _
6 2

Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les
coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fX)=-3x?+2x+6

—20 4
_40 4
3 —60 -
—80 4
—-100 |

=120

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (1,22), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
22Lo(x)+17L1(x) +34L>(x). Que vaut L, (20) ?

3 19 6 114 19 57 19 57 3
O-- O-— gf p-2 o2 g g-2 w2 g-2 D
130 260 91 91 91 130 140 70 70
Explication :
_(x—21)(x—14) _(x-21)(x-1) C(x-14)(x-1)
Lo(x) = ——— ——, L) = ———g—, Ly(x) = ——
Lo(20) = — Ley="22 Lp20) = 12
0= 560° 1= Tor 2 a0

11 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (3, 1), (4,2), (5,15) et (6, 15) s’écrit p(x) =
a+b(x—3)+c(x—3)(x—4)+d(x—3)(x—4)(x—5). Que vaut c ?

EDROEBENNOREN NEROED

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

x| i flxi—1, Xl flxi—g X1, X1 flxi—g,Xi—1, %]
1 4 2 1=b

2 5 15 13 [6=c]

3 6 15 0 -5

Sujet numéro 12, page 5/12, le sujet comporte 23 questions.
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12 Dans la base de Newton, le polyndme de R3[x] qui interpole les quatre points (1,5), (6,25), (9,85) et (12,775) s’écrit
p(x) =5+4(x—-1)+2(x—-1)(x—6)+3(x—1)(x—6)(x —9). En déduire I'équation du polynéme de Newton qui n'interpole

que les trois points (1,5), (6,25) et (9,85). - Cases réservées au correcteur

Explication : p(x)=5+4(x—1)+2(x—-1)(x—6).

DDA DYDYDYDYDY D D™D Fonctionde Meilleure Approximation & & & 2 2 9 2 2 Y D

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

xi|-1 0 1
yi|-2 0 -4

Que vaut a ?

_Jinpnl pORnRERnEnRnEn

Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire

S e N et B [
o ToxiN\an) T \X Xy 0 2)\ap -2

Donc ag=-2 et a; =-1.

0.0
0.5
104
154

X 2.0
55
3.0

35

—4.04

T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 12, page 6/12, le sujet comporte 23 questions.
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14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

xi|-2 -1 0 1 2
yil 3 -1 -2 -1 1

Que vaut a»?

ElO0N EEEnEnEERONaRnED

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

(n+1) e

é n 4
i=0%i i=0%i i=0%i

2
no .2 as Z?:() X5 Vi

Donc ag=-2, aj =-2/5et ap =1.

fix)

o Sujet numéro 12, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.
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15 Soit f(x) = @gcos(x) + a; sin(x) la fonction de meilleure approximation des points suivants:

xi|—-5 O
yi| 2 7

NE
o nlN

Que vaut a; ?

_JioN RERnenEaRnNaRnEn

Explication : On doit minimiser la fonction & définie par

&:R® >Ry

(y; — ap cos(x;) — ay sin(x;)2.

M=

(ap, a1) — &E(ag,a1) = .

i=0

Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

08 " .
T(do, ayp)=-2 Z (y;i — apcos(x;) —ay sin(x;)) cos(x;) |,
@0 i=0

08 1 . .
—l(afo, ay)=-2 Z (y; — apcos(x;) — aq sin(x;)) sin(x;) |,
i=0

oa
on obtient
a—g(a a;)=0 n . . in(x: =
dag (*0 A1 Zizo(y,—aocos(xl)—alsm(xl))cos(xl)—0
%(GOval) =0 Y1 i — @ocos(x;) —ay sin(x;)) sin(x;) = 0

_ (X1 yicos(x;)

— Z;’:O cosz(xi) ?:0 cos(x;)sin(x;) (ao) _ ( )
Y visin(x;)

Y jcos(x)sin(x) X sinf(x)  [lar

Donc ag=7 et a; =-1.

— fix)= —sin(x) + 7cos(x)

T
-2 -1 Qo 1 2

Sujet numéro 12, page 8/12, le sujet comporte 23 questions.
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16 Considérons les points

X 1 2 3 4 5 6
y | -1117 | 38 | 33 | 82 | 116 | 169

Parmi les droites de la forme f(x) = —5+ a1 x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

EDROEBENEORERONGR RO

Explication :
e Notons K =—5. On doit minimiser la fonction d'une seule variable

5
& =Y (yi-K+arx))*.

i=0
o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X2 i—Kx;

5 2
Yo%

a) =

Sujet numéro 12, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
B1=5 Bo=7 Effectif marginal de «;
a;=1 ny,=2 nip=4 n,.=6
ar, =3 ng =2 npp=1 ny. =3
Effectif marginal de §; n=4 n.,=>5 N=9

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =9. Voici le tableau des

fréquences complétes :

B1 B2 Fréq. marg. de a;
_2_ _4_ _6_
a fir=2¢=0222 fi2=&=0444 fi, =8 =0667
_2_ - 1_ _3_
a f1= §=0.222 2= g =0.111 P, = 5 =0.333
Fréq. marg. de f; f1=8=0444 f.2=3=0.556 1

o Sujet numéro 12, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.
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18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

CIEIEIEIE

. Cases réservées au correcteur

Explication :
fij= Z'—; pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne  fj); = Z’—ll donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
complétes :
fuj p1 B2 fili B1 B2
a 2 =0.500 4 =0.800 a 2=0333 4 =0.667
2 _ 1_ 2 _ 1_
a 2 =0.500 1 =0.200 a 2 =0.667 1=0333
19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)
| [
H
= L] M
Explication : On calcule d’abord
o les moyennes
1 2 ajny.+azng. 1x6+3x3 15
R=— Y npa;= b T2 = — = 1.667,
N& N 9 9
. Prny+Pony 5x4+7x5 55
y=— Y n = = =— =6.111,
N7 N 9 9
e puis les variances
2 2 2 2 2 2
12 ayny,.+asny. 15 1“x6+3“x3 15 33 225 33x9-225
Ve = = ¥ nyal-x2= DTG0 (97 17x6+37x3 157 33 225 _33x9°225 _ ggg
N&Z" N 92 9 92 9 81 81
12 5 o Bini+Ping (552 52x4+72x5 552 345 3025 345x9-3025
V(y):ﬁzln.,j(ﬁj) el = S =T T T T - 0.988
j=

N 92 9 92 " 9 81 81

et enfin la covariance

1 &2 _ _ npi(a =X (1 -y +ny2(a; —X) (B2 —y) +ng 1 (@2 —X)(B1 —y) + n2 2 (a2 —X) (B2 —y)
Coop=~ ¥ i@ -RB; -9 = 1,1(@1 —X)(F1 —¥) + n1,2(@1 —X)(F2 —§) + n2,1 (@2 —X)(B1 —§) + np2(@2 —X) (B2 —§

NiZij= N

_ 2x(1-X)xG-yY+4x1-X)x(7-yP+2xB-X)x G-y +1xB-X) x(7-y)

- 9

=—0.296.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule r = —S&¥Y _ _ 316,
VX)) V(y)

Sujet numéro 12, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.



EEEEEEEE B
HE BN BEE B | +12/12/37+ PS

Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

8
On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = E + Ex.

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

-
[] L] M [-]
Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = %Zl'.’:l(x,-—f)Z.

21 Quelle estla moyenney de la série y ?
(L]0 M L] L] GG [ [ ] < Dizaines
O 00 0HEMH [ [ - Units

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, y est calculé comme y= g + % x 4 =20.

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

[
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'), nous pouvons calculer la covariance

C(x,y) en multipliant y; par V(x).

23 Sitoutes les valeurs de y augmentent de 3, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

C1OCEE M E EEE ] - Unies
CII0d O GG M ] ] < Dixiemes

Explication : Notons y =yg+7y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y=y+y1(x—X) avec yo=y—y1x. Si
on augmente toutes les valeurs de y de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée vers le haut de K. Ainsi, la pente de la nouvelle
droite de régression ne change pas, mais |'ordonnée a I'origine augmente de K. La nouvelle équation est donc y=y+K+y1(x—%) = (yo+K) +y1x
ainsi q=yO+K=%+3= % =4.6.

o Sujet numéro 12, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o
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[
M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :
CIEI LI

DB

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

-5.9 ~ 1.
B0 E B E A ] A — Dixiemes

o Sujet numéro 13, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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DAY DYDY DD D Fonctionsdedeuxvariables » D D DV DV DAY DV DAYV DAY AN

1 Une boite ouverte a la forme d'un parallélépipede. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale
S de la boite pour un volume V fixé égale a 32 cm?. On doit donc minimiser la fonction S(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz sachant
que xyz = 32. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

ojoiaiol Nololalolio
ajaiofojolal Jo

-] [

X

Explication : On a x,y,z2>0. On pose o(x,y) = S(x,y, )‘%) =xy+ % + %.
Calcul des points critiques:
64
-5 .
Vo(x,y) = o donc Vo(x,y) = (OJ = (x,y)=44).
X=z
Y

Il existe un seul point critique qui est (4,4).

Nature des points critiques:
128

Hy(x,y) = ( xf @) donc Hy(4,4) = (
3

2>0 1

1 2] et detHys(4,4) >0.

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et l'on a 5(4,4,%) =0(4,4) =48.

2 Soit f: R* — Rla fonction définie par f(x,y) = x> + xy + y*. Calculer I'équation du plan tangent a f en (-3, 1).

-5x-8 -5x—-y-14 X“+xy-5x+y " —y-14

[] [] L] #? g
=5x—-y+7 =5x—-y-7 Autre:

[] y n y L]

Explication : f(x,y) = f(xo, o) + (x — x0)dx f (x0, ¥0) + (¥ — ¥0)3y f (x0, Yo)-

3 Soitla fonction f(x, y) =1og(10x® — y?). Parmi les réponses suivantes, laquelle est égale a dyf?

2y 6 2 y 60x°
—-_—— 10x° — —_——— -2 —_— Autre
B Doy Ogedes O Ogeys O
Explication : f(x,y) =In(bx¢ —ay?) donc la dérivée par rapport a y est 17;02—%'

4 Soient f(x,y) =—-6x+16y, x(u,v) = uv et y(u,v) = u+ v. On définit g(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)). Calculer 8, g.

Bic-6u [Jieu [J-6v []-6 []16-6v [ ] Autre:

Explication : =8 = 328X L 2L 2

5 Soit f: R*> — R une fonction de classe €2. On suppose que (xp, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne
évaluée en ce point est

-1 1
Hy(x0,y0) = ( 1 _2)-

Quelle est la nature du point critique ?

|:| c’est un point selle |:| c’est un minimum
- c’est un maximum |:| la matrice Hessienne ne permet pas de conclure
Explication :

o Le déterminant de la matrice Hessienne est det(Hf) =(-Dx(-2)-1)2=1.

e Puisque det(Hf) =1 et que dxxf(xp,y0) =—1, on en conclut que c'est un maximum.

Sujet numéro 13, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.
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6 On se donne la fonction

2
+10°.

104
107 lx— —
¥y

fx,y= (

Un extremum de cette fonction est atteint pour xy = 10°. Que vaut s?

HlinpOEBRaRnN RORBROED

Explication :

4

2
10
107 1x - —| +10°
y

f(x,y):\J(

10%
2[1071x- — 107!
y

Oxf(x,y) = =0 ssi (loflx—
4 2
2\ (10—1x ) +10°
_y. 10*) -10*
2110 x—7 T
Oyflx,y) = Y ssi (10’1x—
0*)?
2\ (10—1x——) +10°

10
Donc xy = o1 = 10°.

+13/3/34+

10*

— =0
y

10%

7]

0

7 Parmi les graphes ci-dessous, lequel pourrait représenter les lignes de niveau d'une fonction f(x,y) telle que

0x f (x0,y0) <0etdyf(xo,y0) <0?

-
lo—am
I
X X ¥ XX

,_
| O—=Nw

WO |

RRRRR

&
RRRARRR

=
S

Explication :
décroissante.

D)’o

—
naN—o |
I n
X ¥ ¥ XX

Comme 0y f(xg,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,y0) est décroissante. Puisque 9y f(xo,y0) <0, la fonction g(y) = f(xo,y) est

DIV DIDIDIDIDDIYDIYDYDYDD D Interpolation D DD DI DIDIDIDIDIDIDID™ID

Sujet numéro 13, page 3/12, le sujet comporte 23 questions.
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8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —-31, f(8) =11, f(13) = -19, f(17) = —39. Que vaut
f9)?

EDROEBRRNNON RONGROED

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :

WS (v 1)4(-31)  sil<x<8
fo =4 25 x-8)+a1) sig<x<13
—39-(-19

9 (390 (x~13)+(-19) si13<x<17

En substituant x=9, on trouve :
f9=5

Spline linéaire

10 1

—10

flx)

—20

—30

—40

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 13, page 4/12, le sujet comporte 23 questions. o



RN N __BEEEEE +13/5/32+

9 Soit f I'unique polynome qui interpole les points (—1;1), (1;5) et (2; —2). Que vaut f(5) ?

HinEnEaRnNnN NORnRDEn
_JInpnEBRaRnRaRnRnRnE |

Explication : Le seul polyndme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d'équation —3x% +2x+6 =

(x=2)(x=1) _ 5(x=2)(x+1) _
6 2

2(x—=1)(x+1)

S

Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les
coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fX)=-3x?+2x+6

—20

% —40 1
=

—60

—80

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (1,26), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
26Lo(x)+17L1(x) +34L>(x). Que vaut Ly (17) ?

3 3 12 48 12 16 16 12 64
0-2 g2 gk o8 g2 g8 g8 02 9% e
35 65 65 91 35 65 35 91 91
Explication :
_(x—21)(x—14) _(x—21)(x—1) _(x—14)(x—1)
Lol = =, Liw="——g— Lo = =
L (17)—_712 L (17)—_764 L (17)—ﬁ
0= %60 10~ Tor 2507 a0

11 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (3, 1), (4,2), (5,21) et (6,21) s’écrit p(x) =
a+b(x—3)+c(x—3)(x—4)+d(x—3)(x—4)(x—5). Que vaut c ?

OO EMEE .

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

x| i flxi—1, Xl flxi—g X1, X1 flxi—g,Xi—1, %]
1 4 2 1=b

2 5 21 19 [9=c]

3 6 21 0 -1

Sujet numéro 13, page 5/12, le sujet comporte 23 questions.
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12 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (2,6), (3,10), (6,46) et (9,370) s’écrit
p(x) =6+4(x—2)+2(x—-2)(x—3) +2(x—2)(x — 3)(x — 6). En déduire I'équation du polynéme de Newton qui n'interpole

que les trois points (2,6), (3,10) et (6,46). - Cases réservées au correcteur

Explication : p(x)=6+4(x—2)+2(x—-2)(x—3).

DDA DYDYDYDYDY D D™D Fonctionde Meilleure Approximation & & & 2 2 9 2 2 Y D

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

xi|-1 0 1
yi|-2 0 -4

Que vaut a; ?

o} Yejoloiajolialolo

Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire

S e N et B [
o ToxiN\an) T \X Xy 0 2)\ap -2

Donc ag=-2 et a; =-1.

0.0
0.5
104
154

X 2.0
55
3.0

35

—4.04

T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 13, page 6/12, le sujet comporte 23 questions.
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14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

xi|-2 -1 0 1 2
yil-3 1 2 1 -1

Que vaut a(?

ElDROE ROEOEERONGEROED

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

(n+1) ?:0 Xi ?:0 x2 agp i=0Yi 5 0 10\ (ao 0
Yo% " xz nox e |={ 2, xéyl- = 0 10 0lla]=] 4
n 2 n n 4 n . —
i=0%; im0 %] o) \a2 Yo XiVi 10 0 34)\az 14

Donc apg=2, a; =2/5 et ag =-1.

27— fl=-x+E+2

Sujet numéro 13, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.



N EEEE B +13/8/29+

15 Soit f(x) = @gcos(x) + a; sin(x) la fonction de meilleure approximation des points suivants:

Xi | —
yi| 4

NE
o nlN

0
5

Que vaut g ?

ElDROEBRRNNOE RONGROED

Explication : On doit minimiser la fonction & définie par

&:R® >Ry

(y; — agcos(x;) —ay sin(xi))z-

M=

(ap, a1) — &E(ag,a1) = .

i=0

Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

08 " .
T(do, ayp)=-2 Z (y;i — apcos(x;) —ay sin(x;)) cos(x;) |,
@0 i=0

08 1 . .
a—((xo, ay)=-2 Z (y; — apcos(x;) — aq sin(x;)) sin(x;) |,
a1 i=0

on obtient
98 (00 a1) =0 n : _
dag (40, X1 — Zl.zo(yi—zxocos(xl-)—alsm(xi))cos(xl-)—0
%(GOval) =0 Y1 i — @ocos(x;) —ay sin(x;)) sin(x;) = 0

_ (X1 yicos(x;)

— Z;’:O cosz(xi) ?:0 cos(x;)sin(x;) (010) _ ( )
Y visin(x;)

Y jcos(x)sin(x) X sinf(x)  [lar

Donc ag =5 et a; =-2.

— filx) = — 25in (x) + 5cos (x)

Sujet numéro 13, page 8/12, le sujet comporte 23 questions.
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16 Considérons les points

X 1 2 3 4 5 6
y | -1661 | 29 | 23 | 54 | 146 | 154

Parmi les droites de la forme f(x) = 2 + a1 x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

ElDROE ROEOEERONGEROED

Explication :
e Notons K =2. On doit minimiser la fonction d'une seule variable

5
Ela) =) (yi— (K+a1xy)

i=0

2

o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X2 i—Kx;

5 2
Yo%

a) =

Sujet numéro 13, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
B1=5 Bo=7 Effectif marginal de «;
a;=1 ny,=2 nyp=2 n,.=4
a, =3 np1=0 ngo=1 ny.=1
Effectif marginal de §; n=2 n.,=3 N=5

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =5. Voici le tableau des

fréquences complétes :

p1 B2 Fréq. marg. de a;
a fi1=2=0.400 fi,2=2=0.400 fi,-=2%=0.800
a fo1=2=0.000 fo2=1£=0200 fo, =1 =0200
Fréq. marg. de f; fi1=%=0.400 f.2=2=0.600 1

o Sujet numéro 13, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.
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18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

. Cases réservées au correcteur

CIEIEIEIE

Explication :
n; . .

fuj= pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne fii = # donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
completes

fuj p1 B2 fili B1 B2

a 2 =1.000 2 =0.667 a 220500 2 20.500

0_ 1_ 0_ 1_
@ 9 =0.000 1=0333 a 9 = 0.000 L =1.000

19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)

m oL

H u
[-] I
Explication : On calcule d’abord
o les moyennes

_ 12 ajny.+agzny. 1x4+3x1 7
X:Ni;niy.al: 11’N 272 X s a :5:1.400,
_1¢ _Pina+Pony 5x247x3 31
Y—N];n-,]ﬁ]— ~ = = =6200,

e puis les variances

2 2 2 2 2
1 2 adm.+adna. (72 12x4+32x1 72 13 49 13x5-49
V@ =— Y nj.af-%= G-tz (07 17x4+37x1 =2 =27 Y _0.640,
N&Z" N 52 5 525 25 25
12 o BnatBne @12 52x2+7°x3 312 197 961 _ 197x5-961
Viy =< Y njBpioy e e S T T = = 0.960
N3 N 5 5 5 5 25 25

et enfin la covariance

1 &2 _ _ npi(a =X (1 -y +ny2(ar —X) (B2 —y) +ng (@2 —X)(B1 —y) + nz 2 (a2 —X) (B2 —y)

Coxy) = *Zzni,j(di— B9 = 1,1(@1 —X)(F1—¥) + n1,2(@1 —X)(F2 —§) + n2,1 (@2 —X)(B1 —§) + np2(@2 —X) (B2 —§
N iz 1j=1 N
2 Xx(I-X)xB-P+2x1-X)x(7-PN+0xB-X)xG-P+1x3-X) x (7-¥)

5
=0.320.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule 7 = —S%&¥ _ _ ¢ 408,
VX)) V(y)

Sujet numéro 13, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

22

On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = = + ?x.

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

5
HlinpnE RORORERnREROED

Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = %Zl'.’:l(x,- -2

21 Quelle estla moyenne y de la série y ?

..<—Dizaines
OO HHNEE QD [ [E] —Uniés

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, y est calculé comme y= % + 25—2 x4 =26.

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

=
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'), nous pouvons calculer la covariance

C(x,y) en multipliant y; par V(x).

23 Sitoutes les valeurs de y augmentent de 2, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

C] M ]G] G  [] [ - Dizaines
B0 MMM O E ] - Unités
| .
Sliofofalo) §ofofofofo|ie e

Explication : Notons y =yo+7y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y=y+y1(x—X) avec yo=y—y1%. Si
on augmente toutes les valeurs de y de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée vers le haut de K. Ainsi, la pente de la nouvelle
droite de régression ne change pas, mais |'ordonnée a I'origine augmente de K. La nouvelle équation est donc y=y+K+y1(x—%) = (yo+K) +y1x

ainsi q=yO+K=%+2: %2 =10.4.

o Sujet numéro 13, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o
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INSTRUCTIONS

M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :
CIEI LI

DB

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

-5.9 ~ 1.
B0 E B E A ] A — Dixiemes

o Sujet numéro 14, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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DAY DYDYDIYDIYDY D D Ponctionsdedeuxvariables D D D DD DV DY DAY DYDY D

1 Soient f(x,y) =2x+13y, x(u,v) = uv et y(u, v) = u+ v. On définit g(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)). Calculer 6, g.

BW2v+13 [J2 [J2u+13 [J2v [J13u [ ] Autre:

i
=

Q;‘Qa
<l
QD
s

+

Explication : =2 = %

QD

u

2 Soit la fonction f(x,y) = e%°~Y_ Parmi les réponses suivantes, laquelle est égale a 9, f ?

[] 45x4 957 [] 459V B _ed* Y [] 9e9%" -y [] 45y69x5_y [ ] Autre

.. —ay? Lo N - —ay?
Explication : f(x,y) = b=y donc la dérivee par rapport a y est —ady® 1obx‘-ay?

3 Soit f: R?> — R une fonction de classe €2. On suppose que (xo, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne
évaluée en ce point est

1 1
Hy(x0,y0) = (1 2)-

Quelle est la nature du point critique ?

B cest un minimum [ ] la matrice Hessienne ne permet pas de conclure
[ ] c’est un maximum [ ] c’estun point selle
Explication :

e Le déterminant de la matrice Hessienne est det(Hp) = (1) x (2) - m2=1.

o Puisque det(Hy) =1 et que 0xxf(x0,y0) =1, on en conclut que c’est un minimum.

4 On se donne la fonction

1072)?
fle,y= (104x—7) +104.

Un extremum de cette fonction est atteint pour xy = 10°. Que vaut s?

[]
_JIDROEBEnEnREN NaRnEn

Explication :
2
1072
ﬂnw:Jbe—)+m4
y
1072
2(uﬂx——447)1w
y o4 1072
0xf(x,y) = > =0 ssi 10 x—T =0
1072
2J(1Mx—) +104
y
o[ 108 1072} -1072
oy ) 4 1072
0y fx,y)= > ssi [10°x———|=0
1 -2
2J(1Mx—) +10%
1072
Donc xy= —— =105
T

Sujet numéro 14, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.
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5 Parmi les graphes ci-dessous, lequel pourrait représenter les lignes de niveau d’'une fonction f(x,y) telle que
0. f(x0, y0) <0 et dy f(xo,y0) <0?

y - y n
oS —~aNm nN—o |
I I
XX K¥X XN N XN
y y
. K=-1 I:, K=3
Yo < N k=0 D Yol - - Yo X K=2 D Yol - -
k=1 I k=1 I
K=2 I xk=0 |
Xo 5%K=3 ‘ % k=1 ‘
| |
—1 —
X0 X Xo X

Explication : Comme 0y f(xp,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,y9) est décroissante. Puisque 8y f(xo,y0) <0, la fonction g(y) = f(xo,) est
décroissante.

6 Une boite ouverte a la forme d'un parallélépipede. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale
S de la boite pour un volume V fixé égale a 4 cm®. On doit donc minimiser la fonction S(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz sachant
que xyz = 4. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

BeERnRaRnRaNORD

ajjoll Juioiojciaiolo

|
[] [

X

+

=l

Explication : On a x,y,z>0. On pose o(x,y) :S(x,y,xiy) :xy+%
Calcul des points critiques:

8
Y-z 0
Vo(x,y) = 8 donc Vo(x,y) = (OJ = (x,y)=(2,2).
-8
12
Il existe un seul point critique qui est (2,2).
Nature des points critiques:
16
3 L 2>0 1
Hy(x,y) = 1 16 donc Hyz(2,2) = 1 et detHys(2,2)>0.
33

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et l'on a S(Z,Z,%) =0(2,2)=12.

7 Soit f: R? — Rla fonction définie par f(x, y) = x> + xy + y°. Calculer I'équation du plan tangent a f en (-2, 3).

L] x2+xy—x+y3+25y—77 L] —X+25y =77 []23-x
|:| -Xx+25y+25 . —x+25y—52 |:| Autre:
Explication : f(x,y) = f(xo, y0) + (x — X0)0x f (x0, Yo) + (¥ — ¥0)0y f (X0, ¥0)-

VNV DYDNYDY D D Interpolation D DDAV VVIVIIIII™YD

Sujet numéro 14, page 3/12, le sujet comporte 23 questions. o
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8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —-31, f(8) =11, f(13) = -19, f(17) = —39. Que vaut
fas)?

HNODeOE RORORERONGaRORD
B MDA E .

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :
WS (v 1)4(-31)  sil<x<8
fo =4 25 x-8)+a1) sig<x<13
S99 (x-13) 4 (-19) i 13<x<17

En substituant x =15, on trouve :
f£(15) =29

Spline linéaire

10 1

—10

flx)

—20

—30

—40

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 14, page 4/12, le sujet comporte 23 questions. o
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9 Soit f I'unique polynome qui interpole les points (—1;1), (1;5) et (2; —2). Que vaut f(5) ?

HinEnEaRnNnN NORnRDEn
_JInpnEBRaRnRaRnRnRnE |

Explication : Le seul polyndme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d'équation —3x% +2x+6 = (X_Z)G(x_l) - 5(x—22)(x+1) -

W. Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les

coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fX)=-3x?+2x+6

—20

% —40 1
=

—60

—80

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (1,27), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
27Lo(x)+17L1(x) +34L>(x). Que vaut L;(17) ?

16 16 12 64 3 3 48 12 12
B L e O o I N R T A i T VTS
35 65 35 91 65 35 91 91 65
Explication :
_(x—21)(x—14) _(x—21)(x—1) _(x—14)(x—1)
Lol = =, Liw="——g— Lo = =
L (17)—_712 L (17)—_764 L (17)—ﬁ
0= %60 10~ Tor 2507 a0

11 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (4, 1), (5,2), (6,33) et (7,33) s’écrit p(x) =
a+b(x—4)+c(x—4)(x—-5)+d(x—4)(x—5)(x—6). Que vaut c ?

ol eloioioioiaiolin
s]jojolaiolol Jolaiojo

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

i x|y flxi—1, %] flxi—p,xi—1,%] flxi—3,%i-1,%;]
0 4 ||1=a
1 5 2 1=b
2 6 33 31 15=c¢
31
3 7| 33 0 -3

Sujet numéro 14, page 5/12, le sujet comporte 23 questions.
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12 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (5,2), (7,16), (11,92) et (15,1512) s’écrit
p(x) =2+7(x—5)+2(x—-5)(x—7)+4(x—5)(x—7)(x—11). En déduire 'équation du polynéme de Newton qui n'interpole

que les trois points (5,2), (7,16) et (11,92). - Cases réservées au correcteur

Explication : p(x)=2+7(x—5)+2(x-5)(x—7).

DDA DYDYDYDYDY D D™D Fonctionde Meilleure Approximation & & & 2 2 9 2 2 Y D

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

xi| -1 0 1
yil 2 0 4

Que vaut a; ?

CHE] WO L

Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire
e Hee-Fn) ~ 6 90
im0 Xi im0 X7\ YioXiVi 0 2)lm 2

Donc ap=2 et a; =1.

407 — fix)=x+2
3.5
3.0 1
2.5 1

2.0

flx)

1.5

1.04

0.5

0.0

T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 14, page 6/12, le sujet comporte 23 questions.
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14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

xi|-2 -1 0 1 2
yil 1 -1 -2 -1 3

Que vaut a»?

ElO0N EEEnEnEERONaRnED

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

(n+1) T Xi n

o

n 2 4 n 2.,
i=0%i i=0%i i=0 % ) \®*2 i=0%; Vi

Donc ag=-2, a; =2/5 et ap =1.

g4 — fx)=x2+&-2

fix)

o Sujet numéro 14, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.
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15 Soit f(x) = @gcos(x) + a; sin(x) la fonction de meilleure approximation des points suivants:

Xi | —
yi| 2

NE
o nlN

0
5

Que vaut g ?

ElDROEBRRNNOE RONGROED

Explication : On doit minimiser la fonction & définie par

&:R® >Ry

(y; — ap cos(x;) — ay sin(x;)2.

M=

(ap, a1) — &E(ag,a1) = .

i=0

Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

08 " .
T(do, ayp)=-2 Z (y;i — apcos(x;) —ay sin(x;)) cos(x;) |,
@0 i=0

08 1 . .
a—((xo, ay)=-2 Z (y; — apcos(x;) — aq sin(x;)) sin(x;) |,
a1 i=0

on obtient
98 (00 a1) =0 n : _
dag (40, X1 — Zizo(yi—aocos(xl-)—alsm(xi))cos(xl-)—0
%(GOval) =0 Y1 i — @ocos(x;) —ay sin(x;)) sin(x;) = 0

_ (X1 yicos(x;)

— Z;’:O cosz(xi) ?:0 cos(x;)sin(x;) (ao) _ ( )
Y visin(x;)

Y jcos(x)sin(x) X sinf(x)  [lar

Donc ag=5 et a; =-1.

— fix)= —sin(x) + 5cos(x)

T
-2 -1 Qo 1 2

Sujet numéro 14, page 8/12, le sujet comporte 23 questions.
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16 Considérons les points

X 1 2 3 4 5 6
y | -825 | 22 | 47 | 76 | 106 | 159

Parmi les droites de la forme f(x) = 1+ a;x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

EDROEBENEORERONGR RO

Explication :
e Notons K =1. On doit minimiser la fonction d'une seule variable

5
Ela) =) (yi— (K+a1xy)

i=0

2

o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X2 i—Kx;

5 2
Yo%

a) =

Sujet numéro 14, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
B1=5 Bo=7 Effectif marginal de «;
a;=1 ny,=2 nip=4 n,.=6
ar, =3 ng =2 npp=1 ny. =3
Effectif marginal de §; n=4 n.,=>5 N=9

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =9. Voici le tableau des

fréquences complétes :

B1 B2 Fréq. marg. de a;
_2_ _4_ _6_
a fir=2¢=0222 fi2=&=0444 fi, =8 =0667
_2_ - 1_ _3_
a f1= §=0.222 2= g =0.111 P, = 5 =0.333
Fréq. marg. de f; f1=8=0444 f.2=3=0.556 1

o Sujet numéro 14, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.
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18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

CIEIEIEIE

. Cases réservées au correcteur

Explication :
fij= Z'—; pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne  fj); = Z’—ll donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
complétes :
fuj p1 B2 fili B1 B2
a 2 =0.500 4 =0.800 a 2=0333 4 =0.667
2 _ 1_ 2 _ 1_
a 2 =0.500 1 =0.200 a 2 =0.667 1=0333
19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)
| [
H
= L] M
Explication : On calcule d’abord
o les moyennes
1 2 ajny.+azng. 1x6+3x3 15
R=— Y npa;= b T2 = — = 1.667,
N& N 9 9
. Prny+Pony 5x4+7x5 55
y=— Y n = = =— =6.111,
N7 N 9 9
e puis les variances
2 2 2 2 2 2
12 ayny,.+asny. 15 1“x6+3“x3 15 33 225 33x9-225
Ve = = ¥ nyal-x2= DTG0 (97 17x6+37x3 157 33 225 _33x9°225 _ ggg
N&Z" N 92 9 92 9 81 81
12 5 o Bini+Ping (552 52x4+72x5 552 345 3025 345x9-3025
V(y):ﬁzln.,j(ﬁj) el = S =T T T T - 0.988
j=

N 92 9 92 " 9 81 81

et enfin la covariance

1 &2 _ _ npi(a =X (1 -y +ny2(a; —X) (B2 —y) +ng 1 (@2 —X)(B1 —y) + n2 2 (a2 —X) (B2 —y)
Coop=~ ¥ i@ -RB; -9 = 1,1(@1 —X)(F1 —¥) + n1,2(@1 —X)(F2 —§) + n2,1 (@2 —X)(B1 —§) + np2(@2 —X) (B2 —§

NiZij= N

_ 2x(1-X)xG-yY+4x1-X)x(7-yP+2xB-X)x G-y +1xB-X) x(7-y)

- 9

=—0.296.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule r = —S&¥Y _ _ 316,
VX)) V(y)

Sujet numéro 14, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.



Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

+14/12/13+ o

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

22

On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = = + ?x.

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

5
HlinpnE RORORERnREROED

Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = %Zl'.’:l(x,- -2

21 Quelle estla moyenne y de la série y ?

..<—Dizaines
OO MmEE GO ][] —Unies

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, y est calculé comme y= % + 25—2 x4 =23,

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

[
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'), nous pouvons calculer la covariance

C(x,y) en multipliant y; par V(x).

23 Si toutes les valeurs de x augmentent de 3, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

DOBEEBE ][] —Unies

WL 0] E) LG [ ) W[ — Dixiemes

Explication : Notons y =yo+y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y =y+y1(x—x) avec yg = y—y1x. Sion
augmente toutes les valeurs de x de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée a droite de K. Ainsi, la pente de la nouvelle droite
de régression ne change pas, mais I'ordonnée a I'origine change. La nouvelle équation est donc y=y+y1(x—(x+K)) =yp+y1X+y1(x— (X +K)) =
(Yo—Y1K)+7y1x ainsi g=yo—y1K= % - % x3= —% =-7.8.

o Sujet numéro 14, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o
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M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :
CICTE B BB ] ] ]

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

—5.9
B[] EEEE ] B - Dixiemes

o Sujet numéro 15, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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1 Une boite ouverte a la forme d'un parallélépipede. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale
S de la boite pour un volume V fixé égale a 4 cm®. On doit donc minimiser la fonction S(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz sachant
que xyz = 4. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

. o |
[ [

ojaioiolciaioln
“Julojojciafolo

X

Explication : On a x,y,z2>0. On pose d(x,y) :S(x,y,xiy) =xy+
Calcul des points critiques:

8
Y-z 0
Vo(x,y) = 8 donc Vo(x,y)= (OJ = (x,y)=1(2,2)
x— 8
32
Il existe un seul point critique qui est (2,2).
Nature des points critiques:
16
Hy(x,y)= (xlg &) donc Hyz(2,2) = (2 T 0 ;) et detHys(2,2)>0.
)3

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et l'on a 5(2,2,3) =0(2,2)=12.

2 Soit f: R?> — R une fonction de classe €2. On suppose que (xo, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne
évaluée en ce point est

2 -1
Hy(x0,y0) = (—1 1 )

Quelle est la nature du point critique ?

[ ] ¢’estun maximum [ ] cestun point selle
[] la matrice Hessienne ne permet pas de conclure B cest un minimum
Explication :
e Le déterminant de la matrice Hessienne est det(Hf) =@)x1)-(-1)2=1.

o Puisque det(Hy) =1 et que Oxx f(x0,y0) =2, on en conclut que c'est un minimum.

. . 6_ . . . . N
3 Soit la fonction f(x, y) = e’* 7. Parmi les réponses suivantes, laquelle est égale a 0yf?

M- aze™r Oazpe™ ™ Ore™r 4287 [ utee

. . _av4 L N _ —av?
Explication : f(x,y) = e?* 4" donc la dérivée par rapport a y est —ady4—1eb* —ay®

Sujet numéro 15, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.
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4 On se donne la fonction
2

+107.

3
flx,y= (10‘2x— %

Un extremum de cette fonction est atteint pour xy = 10°. Que vaut s?

HinpOEBRORnN ROREROED

Explication :
2
103
f(x,y)—\“wa—y) +107
103
2|1072x - —|1072
y o, 108
Oxf(x,y) = > =0 ssi |10 X_T =0
103
2\ (10‘2x—7) +107
2(10—2)6_E)L03
y 2 10
Oyflx,y) = Zy ssi (10‘%——):0
103
2\ (10‘2x—7) +107
103
— =10°.

Donc xy= 02"

5 Soit f: R? — Rla fonction définie par f(x,y) = xy + x + y. Calculer I'équation du plan tangent a f en (-2,2).
W3x-y+4 []3x+2 []3x-y-4
|:| xy+4x+8 |:| 3x—y+8 |:|Autre:

Explication : f(x,y) = f(xo, yo) + (x — X0)0x f (x0, o) + (¥ = ¥0)0y f (x0, y0).

6 Parmi les graphes ci-dessous, lequel pourrait représenter les lignes de niveau d'une fonction f(x,y) telle que

0x f(x0,y0) <0etdyf(xo,y0) <0?
MNHOT

y
([T

’_\‘Ov—4~’\l0’>

(IR T TI]

PR PR

Yy ¥y
Kk=-1 D k=3
xZo Myl 10 EAQI e <=2 L yof--
k=1 d ) k=1 I
K=2 ! k=0 !
x=3 ‘ Xo %K =—1 |
I

Explication : Comme 0y f(xp,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,yp) est décroissante. Puisque 8y f(xp, o) <0, la fonction g(y) = f(xo,y) est
décroissante.

7 Soient f(x,y) = —6x+ 15y, x(u,v) = uv et y(u,v) = u+ v. On définit g(u, v) = f(x(w, v), y(u, v)). Calculer 9, g.

[J-6 [J1w5u [J15-6v W 15-6u [ ]-6v [ ] Autre:

>
1<
Q)‘QJ
<R
+
Q)‘Qz
<~
Q)‘Q)
<=

ication : %8 —
Explication : 5=

Q|

X

VYV DYDYDYD D Interpolation D D DDAV D
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8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —-31, f(8) =11, f(13) = -19, f(17) = —39. Que vaut
fB)?

_JIDROEBERNEnRERnON RORn

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :

WS (v 1)4(-31)  sil<x<8
fo =4 25 x-8)+a1) sig<x<13
—39-(-19

9 (390 (x~13)+(-19) si13<x<17

En substituant x =5, on trouve :
fe&=-7

Spline linéaire

10 1

—10

flx)

—20

—30

—40

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 15, page 4/12, le sujet comporte 23 questions. o
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9 Soit f I'unique polynome qui interpole les points (—1;1), (1;5) et (2; —2). Que vaut f(6) ?

OO HOMEHE R
1l _ pOEBEnenaERnEnRnEn

Explication : Le seul polyndme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d'équation —3x% +2x+6 =

(x=2)(x=1) _ 5(x=2)(x+1) _
6 2

2(x—=1)(x+1)

S

Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les
coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fX)=-3x?+2x+6

0-
—20 4
_40 4

3 —60 -
—80 4

—-100 |

=120

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (1,21), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
21Lo(x)+17L1(x) +34L>(x). Que vaut Ly(17) ?

12 3 12 64 3 16 16 48 12
g3 gk gy g3 g8 gl g% 0 M
91 35 35 91 65 35 65 91 65
Explication :
_(x—21)(x—14) _(x—21)(x—1) _(x—14)(x—1)

Lol = =, Liw="——g— Lo = =

L (17)—_712 L (17)—_764 L (17)—ﬁ

0= %60 10~ Tor 2507 a0

11 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (4, 1), (5,2), (6,15) et (7,15) s’écrit p(x) =
a+b(x—4)+c(x—4)(x—-5)+d(x—4)(x—5)(x—6). Que vaut c ?

EDROEBENNOREN NEROED

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

x| i flxi—1, Xl flxi—g X1, X1 flxi—g,Xi—1, %]
1 5 2 1=b

2 6 15 13 [6=c]

3 7 15 0 -13

Sujet numéro 15, page 5/12, le sujet comporte 23 questions.
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12 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (6,2), (8,10), (13,135) et (16,762) s’écrit
p(x) =2+4(x—6)+3(x—6)(x—8)+2(x—6)(x—8)(x —13). En déduire 'équation du polynéme de Newton qui n'interpole

que les trois points (6,2), (8,10) et (13,135). - Cases réservées au correcteur

Explication : p(x) =2+4(x—6)+3(x—6)(x—38).

DDA DYDYDYDYDY D D™D Fonctionde Meilleure Approximation & & & 2 2 9 2 2 Y D

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

xi|-1 0 1
yi|-4 0 -2

Que vaut a; ?

CHE] WO L

Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire

((n+1) Z?:gXé»)(ao):(Z?:Oyi) _ (3 0)(a0):(—6)
X XisgxiNea) \Zilgxiyi 0 2){a;) (2

Donc ap=-2 et a; =1.

0.0
0.5
104
154

X 2.0
55
3.0

35

—4.04

T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 15, page 6/12, le sujet comporte 23 questions.
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14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

xi|-2 -1 0 1 2
yil-3 1 2 1 -1

Que vaut a(?

ElDROE ROEOEERONGEROED

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

(n+1) ?:0 Xi ?:0 x2 agp i=0Yi 5 0 10\ (ao
Yo ?:oxz 0% || [=| Eisexivi| = 0 10 0ffar|=
n 2 no n 4 ay Z?:ox%yi

=0~ i=0%i i=0%i

Donc apg=2, a; =2/5 et ag =-1.

27— fl=-x+E+2

Sujet numéro 15, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.
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15 Soit f(x) = @p + a; In(x) la fonction de meilleure approximation des points suivants :

I 2 3

Xi | e e e
yi |12 12 18

Quevaut ap ?

HiDpOEBRORORERnRGN RO

Explication : On doit minimiser la fonction & définie par

&: R Ry

(yi — (@opo(xi) + @11 (x))).

e

(@p,a1) — &(ap,a1) = ‘

i=0

ol @o(x) =1 et ¢ (x) =In(x). On doit donc résoudre le systéme linéaire

a1) \Xyie1(x) ay)

Y 950x) ):<P0(xi)(ﬂ1(xt))(a0):(z}’i<.00(xi)) - (Z?zol Z?:oln(xi))(%)_( Tigvi ) .
X

Yool)e1(x) Tt Y2 ,In0x) X7 n?(x) S yiln(x)

Ainsi ag =8 et a; =3.

18 1 — fix)=8+3In(x)

16

14 -

fix)

12 4

101

T T T T T
2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
X

Sujet numéro 15, page 8/12, le sujet comporte 23 questions.
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16 Considérons les points

X 1 2 3 4 5 6
y | -616 | 11 | 35 | 66 | 101 | 182

Parmi les droites de la forme f(x) =4 + a1 x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

DM EMNAEE .

Explication :
e Notons K =4. On doit minimiser la fonction d'une seule variable

5
Ela) =) (yi— (K+a1xy)

i=0

2

o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X 0i—Bx
a1 = ¥5 2
=0~

Sujet numéro 15, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
B1=5 Bo=7 Effectif marginal de «;
a;=1 ny,=2 nyp=2 n,.=4
a, =3 np1=0 ngo=1 ny.=1
Effectif marginal de §; n=2 n.,=3 N=5

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =5. Voici le tableau des

fréquences complétes :

p1 B2 Fréq. marg. de a;
a fi1=2=0.400 fi,2=2=0.400 fi,-=2%=0.800
a fo1=2=0.000 fo2=1£=0200 fo, =1 =0200
Fréq. marg. de f; fi1=%=0.400 f.2=2=0.600 1

o Sujet numéro 15, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.
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18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

. Cases réservées au correcteur

CIEIEIEIE

Explication :
n; . .

fuj= pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne fii = # donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
completes

fuj p1 B2 fili B1 B2

a 2 =1.000 2 =0.667 a 220500 2 20.500

0_ 1_ 0_ 1_
@ 9 =0.000 1=0333 a 9 = 0.000 L =1.000

19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)

m oL

H u
[-] I
Explication : On calcule d’abord
o les moyennes

_ 12 ajny.+agzny. 1x4+3x1 7
X:Ni;niy.al: 11’N 272 X s a :5:1.400,
_1¢ _Pina+Pony 5x247x3 31
Y—N];n-,]ﬁ]— ~ = = =6200,

e puis les variances

2 2 2 2 2
1 2 adm.+adna. (72 12x4+32x1 72 13 49 13x5-49
V@ =— Y nj.af-%= G-tz (07 17x4+37x1 =2 =27 Y _0.640,
N&Z" N 52 5 525 25 25
12 o BnatBne @12 52x2+7°x3 312 197 961 _ 197x5-961
Viy =< Y njBpioy e e S T T = = 0.960
N3 N 5 5 5 5 25 25

et enfin la covariance

1 &2 _ _ npi(a =X (1 -y +ny2(ar —X) (B2 —y) +ng (@2 —X)(B1 —y) + nz 2 (a2 —X) (B2 —y)

Coxy) = *Zzni,j(di— B9 = 1,1(@1 —X)(F1—¥) + n1,2(@1 —X)(F2 —§) + n2,1 (@2 —X)(B1 —§) + np2(@2 —X) (B2 —§
N iz 1j=1 N
2 Xx(I-X)xB-P+2x1-X)x(7-PN+0xB-X)xG-P+1x3-X) x (7-¥)

5
=0.320.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule 7 = —S%&¥ _ _ ¢ 408,
VX)) V(y)

Sujet numéro 15, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

22

On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = = + ?x.

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

5
HlinpnE RORORERnREROED

Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = %Zl'.’:l(x,- -2

21 Quelle estla moyenne y de la série y ?

..<—Dizaines
O OHMNEGEE B [ [E] —Unies

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, y est calculé comme y= % + 25—2 x4=27.

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

[
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'), nous pouvons calculer la covariance

C(x,y) en multipliant y; par V(x).

23 Si toutes les valeurs de x augmentent de 2, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

B GG E O E L] —Unites
O O EE MG M G [ ] - Dixiemes

Explication : Notons y =yo+y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y =y+y1(x—x) avec yg = y—y1x. Sion
augmente toutes les valeurs de x de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée a droite de K. Ainsi, la pente de la nouvelle droite
de régression ne change pas, mais I'ordonnée a I'origine change. La nouvelle équation est donc y=y+y1(x—(x+K)) =yp+y1x+y1(x— (X +K)) =
(Yo—Y1K)+7y1x ainsi g=yo—y1K= % - % x2= % =0.6.

o Sujet numéro 15, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o
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INSTRUCTIONS

M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :
CIEI LI

DB

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

-5.9 ~ 1.
B0 E B E A ] A — Dixiemes

o Sujet numéro 16, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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DAY DYDY DD D Fonctionsdedeuxvariables » D D DV DV DAY DV DAYV DAY AN

1 Parmi les graphes ci-dessous, lequel pourrait représenter les lignes de niveau d'une fonction f(x,y) telle que
0x f (x0, y0) <0 etdy f(xo,y0) <02

[[ITRR AT [[ITRNTINTINT!
MY MY
y y
. xk=-1 I:, xk=3
AN =0 Ol 1A x=2 Lyl --
x=1 k=1
k=2 ! k=0 !
Xo 5K=3 ‘ Xo Sk =—1 ‘
I I
— —
Xo x Xo X

Explication : Comme 0y f(xp,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,y9) est décroissante. Puisque 8y f(xp,y0) <0, la fonction g(y) = f(xo,y) est
décroissante.

2 Soient f(x,y) =-3x+14y, x(u, v) = uv et y(u,v) = u—v. On définit g(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)). Calculer 8, g.
[(1-3 WM-3u-14 [J1-3v [Juu []-3v []Autre

Explication : =°

3 Une boite ouverte a la forme d’'un parallélépipéde. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale
S de la boite pour un volume V fixé égale a 4 cm3. On doit donc minimiser la fonction S(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz sachant
que xyz = 4. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

ON NORERnRnRONaROND
Opoy RERnEnREORaROND

Z

X

oo

Explication : On a x,y,z>0. On pose U(x,y):S(x,y,xiy) xXy+ S+

8
. o . y
Calcul des points critiques:

Vo(x,y) = donc Vo(x,y)= (g] = (x,))=(2,2).

Il existe un seul point critique qui est (2,2).

Nature des points critiques:
16
3 2>0 1
Hy(x,y) = ()613 16) donc Hy(2,2)= ( 1 2) et detHy(2,2)>0.
3
¥y

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et l'on a 5(2,2,%) =0(2,2)=12.

4 Soit f: R?> — R une fonction de classe €2. On suppose que (xo, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne
évaluée en ce point est

-2 -1
Hf(Xo,yo)=(_1 1)-

Quelle est la nature du point critique ?

. c’est un point selle |:| la matrice Hessienne ne permet pas de conclure
|:| c’est un minimum |:| c’est un maximum
Explication :

e Le déterminant de la matrice Hessienne est det(Hp) = (-2) x (1) - (-1)2=-3.

* Puisque det(Hy) = -3 et que 0xxf(x0,y0) =—2, on en conclut que c'est un point selle.

Sujet numéro 16, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.
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5 On se donne la fonction

2
+10°.

-2
fy) = (102x— %

Un extremum de cette fonction est atteint pour xy = 10°. Que vaut s?

Slinjolsfio] Rajoliaiolo

Explication :

2
1072
ﬂmﬁ=¢b@x—J’)+m5

1072
2[102x— —|10%
y .o, 1072
Oxf(x,y) = > =0 ssi |10 x—T =0
1072
2 102x——447) +105
\ ¥
, 1072) -1072
2[10 A B 102
Oyflx,y) = Y ssi (lozx—T):O

2
1072
2\(uﬂx—444J +10°
y

1072
Donc xy = Tz T 1074,

. . _292 . . . . 5
GSmHMManﬂnwzﬁﬁZyPmmﬂ%mmmwwmwmw&deb%mybamf?

[] 9ed% -2V [] 45xe9% "2V [] 45¢9% =2Y* B 8 O -2y [] —4)/69’65_23’2 [ ] Autre

.. _av? L N - —ay®
Explication : f(x,y) = b =ay® donc la dérivee par rapport a x est bcx® 1obx‘=ay®

7 Soit f: R?> — R la fonction définie par f(x, y) = xy + x + y°. Calculer I'équation du plan tangent a f en (~1,3).

L] 4x+26y-74 L] ax+27 []4x+26y+23
] xy+5x+y3+26y—74 [ ] 4x+26y-51 [ ] Autre:
Explication : f(x,y) = f(xo, y0) + (x — X0)x f (x0, yo) + (¥ — ¥0)0y f (X0, ¥0)-

VIV DIYDYDYDYD D Interpolation D DD DI D

Sujet numéro 16, page 3/12, le sujet comporte 23 questions.



\I HEEE EEEE
H BER BN | +16/4/57+ P

8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —-31, f(8) =11, f(13) = -19, f(17) = —39. Que vaut
fQaoy?

_JioN EERnenEnRnNaRnEn

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :

WU (x-1D+(-31)  silsx=<8

fo =4 25 x-8)+a1) si8sx<13
BN (x-13)+(-19) si 13sx<17

En substituant x =10, on trouve :

£10) = -

Spline linéaire

10 1

—10

flx)

—20

—30

—40

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 16, page 4/12, le sujet comporte 23 questions. o
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9 Soit f I'unique polynome qui interpole les points (—1;—3), (1;-13) et (4;2). Que vaut f(5) ?

_ ol oo aaanRnRnen
HiDpnEBRORnN pOREROED

Explication : Le seul polynéme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d’équation 2x% —5x—10 = —3("_?0”_1) + 13(’“‘8‘“” +
w. Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les

coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fix)=2x2-5x-10
204 fix)

204

10 4

fix)

—-10

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (1,20), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
20Lo(x)+17L1(x) +34L>(x). Que vaut L, (20) ?

3 57 19 19 114 19 6 57 3
02 mY o-=2 po-2 g2 gl gf o2 g-2 D
70 70 260 140 91 91 91 130 130
Explication :
_(x—21)(x—14) _(x-21)(x-1) C(x-14)(x-1)
Lo(x) = ——— ——, L) = ———g—, Ly(x) = ——
Lo(20) = — Ley="22 Lp20) = 12
0= 560° 1= Tor 2 a0

11 Dans la base de Newton, le polyndme de R3[x] qui interpole les quatre points (6,1), (7,2), (8,3) et (9,3) s’écrit p(x) =
a+b(x—6)+c(x—6)(x—7)+d(x—6)(x—7)(x—8). Que vaut c ?

il pOEEEnEnEERONaRnED

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

xi | i flxi—1, %] flxi—p,xi—1,%] flxi—3,%i-1,%;]

2 1=b
3 1 0=c
3 0 -

w N = O~

Sujet numéro 16, page 5/12, le sujet comporte 23 questions.



+16/6/55+

12 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (2,6), (3,10), (6,46) et (9,370) s’écrit
p(x) =6+4(x—2)+2(x—-2)(x—3) +2(x—2)(x — 3)(x — 6). En déduire I'équation du polynéme de Newton qui n'interpole

que les trois points (2,6), (3,10) et (6,46). - Cases réservées au correcteur

Explication : p(x)=6+4(x—2)+2(x—-2)(x—3).

DDA DYDYDYDYDY D D™D Fonctionde Meilleure Approximation & & & 2 2 9 2 2 Y D

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

xi| -1 0 1
yi|-4 0 2

Que vaut a; ?

|
HlinpnEaN pORERnEnRnED

Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire

((n+U Zi°2)rm):(zi°”) _ (3 oﬂaﬂ:(—ﬂ
i=o%i imoxiN\ar) \Zi g xivi 0 2/\a; 6

Donc ag=-2/3 et a; =3.

T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 16, page 6/12, le sujet comporte 23 questions. o
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14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

xi|-2 -1 0 1 2
yil 1 -1 -2 -1 3

Que vaut a»?

ElO0N EEEnEnEERONaRnED

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

(n+1) T Xi n

o

n 2 4 n 2.,
i=0%i i=0%i i=0 % ) \®*2 i=0%; Vi

Donc ag=-2, a; =2/5 et ap =1.

g4 — fx)=x2+&-2

fix)

o Sujet numéro 16, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.

i X x%) (ao oV 5 0 10\ (ao
Yo Z?:oxé 0% e[ =| Eitexivi| = 0 10 0ffar|=
n n
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15 Soit f(x) = @gcos(x) + a; sin(x) la fonction de meilleure approximation des points suivants:

xi|—-5 O
yvi| 4 9

NE
o nlN

Que vaut a; ?

_JiDpOE ROEnRERONaRnED

Explication : On doit minimiser la fonction & définie par

&:R® >Ry

(y; — ap cos(x;) — ay sin(x;)2.

M=

(ap, a1) — &E(ag,a1) = .

i=0

Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

08 " .
T(do, ayp)=-2 Z (y;i — apcos(x;) —ay sin(x;)) cos(x;) |,
@0 i=0

08 1 . .
—l(afo, ay)=-2 Z (y; — apcos(x;) — aq sin(x;)) sin(x;) |,
i=0

oa
on obtient
a—g(a a;)=0 n . . in(x: =
dag (*0 A1 Zizo(y,—aocos(xl)—alsm(xl))cos(xl)—0
%(GOval) =0 Y1 i — @ocos(x;) —ay sin(x;)) sin(x;) = 0

— Z;':OCOSZ(JQ) ;?:Ocos(xi)sin(xi) (ao)
Y jcos(x)sin(x) X sinf(x)  [lar

Donc ag=9 et a; =-2.

10.0

7.5 1

5.0 4

2.5

fix)

0.0 4

-2.54

—5.04

—7.54
— fix)= — 2sin (x) + 9cos(x)

Sujet numéro 16, page 8/12, le sujet comporte 23 questions.
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T\ visin(x;)

=

1
0

0
2

I

ao
a

(

9
-4
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16 Considérons les points

X 1 213 4 5 6
y | -819 | 8 | 45 | 67 | 116 | 152

Parmi les droites de la forme f(x) =4 + a1 x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

EDROEBENEORERON RORD

Explication :
e Notons K =4. On doit minimiser la fonction d'une seule variable

5
Ela) =) (yi— (K+a1xy)

i=0

2

o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X2 i—Kx;

5 2
Yo%

a) =

Sujet numéro 16, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
pr1=2 B2=3 Effectif marginal de «;
a;=1 ny=4 nip=1 n,.=5
ar =2 ng =2 np»>=>5 ny. =7
Effectif marginal de §; n.;1==6 n.,==6 N=12

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =12. Voici le tableau des

fréquences complétes :

B1 B2 Fréq. marg. de a;
a fi1=15=0333 fi2= 15 =0.083 fi, =15 =0.417
_ 2 _ _ 5 _ _ 7 _
a Pi1= 15 =0.167 2= 13 = 0417 f,.= 1z =0.583
Fréq. marg. de f; fi1 =15 =0.500 f.2 =15 =0.500 1

o Sujet numéro 16, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.
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18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

. Cases réservées au correcteur

CIEIEIEIE

Explication :
fuj= pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne fii = Z’—ll donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
completes
fuj p1 B2 fili B1 B2
a 4 =0.667 t=0167 a 4 =0.800 1 =0.200
as 2-0333 2=0.833 as 2=0.286 3=0.714
19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)
| ]
| |
] I
Explication : On calcule d’abord
o les moyennes
_ 12 aim, +any. _1x5+2x7 19
X=— > nj.a;= 1%, ~ %272, = — =1.583,
N&" N 12 12
B Bini+Pann 2x6+3x6 30
V= -Zl n.;Bj= v = > = 5 =2:500,
=
e puis les variances
12 , o, ain+adny. (192 12x5+22x7 192 33 361 33x12-361
V@ =— Y njaf-g= 12 = -5 = - —— = =(.243,
N4 N 122 12 122 12 144 144
12 L, BEna+ping 302 22x6+32 x6 30° 78 900 _ 78x12-900
Vip =< Y onBpi-ye e R e S o s 20250
N & N 12 12 122 12 144 144

et enfin la covariance

122 _ _ npi(a =X (1 -y +ny2(ar —X) (B2 —y) +ng (@2 —X)(B1 —y) + nz 2 (a2 —X) (B2 —y)

Coxy) = 72’2””(“ (-9 = 1,1(@1 —X)(F1—¥) + n1,2(@1 —X)(F2 —§) + n2,1 (@2 —X)(B1 —§) + np2(@2 —X) (B2 —§
N iz 1j=1 N
4 x(I-X)x2-P+1x1-X)x@B-y)+2x2-X)x2-y)+5x(2-X)x(3-Yy)

12
=0.125.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule r = _Cxy) =0.507.
VX)) V(y)

Sujet numéro 16, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

47

On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = = + Ex.

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

5
HlinpnE RORORERnREROED

Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = %Zl'.’:l(x,- -2

21 Quelle estla moyenne y de la série y ?

..<—Dizaines
OO EDEE L O ][] —Uniés

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, y est calculé comme y= % + % x4=24.

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

[
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'), nous pouvons calculer la covariance

C(x,y) en multipliant y; par V(x).

23 Si toutes les valeurs de x augmentent de 3, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

OOBEEBEE R[] —Unis

WL 0GB LG L)) [ M — Dixiémes

Explication : Notons y =yo+y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y =y+y1(x—x) avec yg = y—y1x. Sion
augmente toutes les valeurs de x de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée a droite de K. Ainsi, la pente de la nouvelle droite

de régression ne change pas, mais I'ordonnée a I'origine change. La nouvelle équation est donc y=y+y1(x—(x+K)) =yp+y1x+y1(x— (X +K)) =

(Yo—Y1K)+7y1x ainsi g=yo—y1K= %—% X3=—% =-8.9.

o Sujet numéro 16, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o
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INSTRUCTIONS

M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :
CIEI LI

DB

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

-5.9 ~ 1.
B0 E B E A ] A — Dixiemes

o Sujet numéro 17, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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DAV DDNDIYNDIDDDDYD

1 Parmi les graphes ci-dessous, lequel pourrait représenter les lignes de niveau d'une fonction f(x,y) telle que

0y f(x0, y0) <0 et dy f(xo,y0) <0?

y
. xk=-1
Yo NN x=0
k=1
k=2
Xo 5K=3
Explication :

décroissante.

2 On se donne la fonction

Un extremum de cette fonction es

—
lo—am
I

Y
L1 5

L __ D Yo N
l
I Xo
|
7 Xo X

Comme 0y f(xg,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,y9) est décroissante. Puisque

-2

2
fl,n= (10‘1x—7) +107.

t atteint pour xy = 10°. Que vaut s?

| ©O—=Nw

—

ARRRRR

&

0yf(x0, yo) =0,

_JioN RERnenEaRnNaRnEn

Explication :
2
1072
f(x,y):J(lO_lx) +107
y
1072
2(10*%—7)10*1
0xf(x,y)= ; =0
0—2
2 (10’1x— ) ) +107
2(10*1x— —10_2) “10”
v |
0y fx,y)=
_2 2
2 (10*%——) +107
_2 1
Donc xy:F 10

Sujet numéro 17, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.
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3 Une boite ouverte a la forme d’un parallélépipeéde. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale
S de la boite pour un volume V fixé égale a 32 cm®. On doit donc minimiser la fonction S(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz sachant
que xyz = 32. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

ojoiaiol Nololalolio
ojjnjojojalafolial §o

z

X

Explication : On a x,y,z>0. On pose U(x,y):S(x,y,%) =xy+%+%.

Calcul des points critiques:
_ 64
2

Vo(x,y) = donc Vo(x,y)= (g] = (x,y)=44).

64

I
Il existe un seul point critique qui est (4,4).
Nature des points critiques:
128
3 2>0 1

Hg(x,y):(xf @) donc Hg(4,4):( 1 2) et detHy(4,4) > 0.
_)/3

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et I'on a 5(4,4,%) =0(4,4) =48.

4 Soient f(x,y) =4x+16y, x(u,v) = uv et y(u, v) = u+ v. On définit g(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)). Calculer 6, g.

[(Jieu [J4au+16 WWav+16 [J4av [J4 [ Autre:

12
Q)‘Q)
=

og

Explication : 3> = +

Q|

Q‘Q)
<l
QD
e

X

5 Soit la fonction f(x,y) = 7’ =Y, Parmiles réponses suivantes, laquelle est égale a 9, f ?

[] 4207y [] 7675y [] —e™*y B 425567V [] 425XV [ ] Autre

.. o o R _ _od
Explication : f(x,y) = eP* =4 donc la dérivée par rapport 3 x est bex¢™1ebx ~ay®,

6 Soit f: R?> — R une fonction de classe €2. On suppose que (xo, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne
évaluée en ce point est

-2 1
Hy(x0,y0) = ( 1 _1)-

Quelle est la nature du point critique ?

|:| c’est un minimum . c’est un maximum
|:| c’est un point selle |:| la matrice Hessienne ne permet pas de conclure
Explication :
e Le déterminant de la matrice Hessienne est det(Hf) =(=2)x(-1)- 12 =1.

e Puisque det(Hf) =1 et que dxx f(xp,y0) = —2, on en conclut que c'est un maximum.

7 Soit f: R?> — R la fonction définie par f(x, y) = x>+ xy + y>. Calculer 'équation du plan tangent a f en (-3, 2).

L] 3 +xy+29x+y°+9y+69 (] 29x+9y+69 B 29x+9y+44
[ ] 29x+62 []29x+9y-25 [ ] Autre:

Explication : f(x,y) = f(xo, yo) + (x — x0)0x f (x0, ¥0) + (¥ = ¥0)0y f (x0, Y0)-

DIV DIYDIYDYD D Interpolation D DD DI DIDIDIDIDIDIDIDIID™IYD

Sujet numéro 17, page 3/12, le sujet comporte 23 questions.
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8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —18, f(8) = 10, f(13) = —40, f(17) = —36. Que vaut
fanz

HNODeOE RORORERONGaRORD
Ll _pOpnEnenEaRnNaRnEn

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :
WC8 (x_1)4(-18) sil<x<8
f =4 2542 (x-8)+(10) sig<x<13
3640 (x—13) + (-40) i 13<x<17

En substituant x =11, on trouve :
fa1=-20

Spline linéaire

101

-10

flx)

—20

—30 4

—40

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 17, page 4/12, le sujet comporte 23 questions. o
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9 Soit f I'unique polynome qui interpole les points (—1;3), (3;7) et (4; —2). Que vaut f(6) ?

HinEnEaN NORSanEnRDED
_Jinpnl pORnRERnEnRnEn

Explication : Le seul polyndme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d'équation —2x2 +5x+10 = 3()6_%"_3) - 7("_4;(“1] -
w. Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les

coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fix)= —2x2 +5x+10

101

-10 4
= 20
730 4
_40 1

—50

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R;[x] qui interpole les trois points (1,24), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
24Lo(x)+17L1(x) +34L,(x). Que vaut L;(16) ?

1 1 3 15 3 10 30 75 15
O-L1 o-2 g2 g8 pd ol o2 w2 0-8 Que
26 14 26 28 14 91 91 91 52
Explication :
_(x—21)(x—14) _(x—21)(x—1) _(x—14)(x—1)
Lol = =, Liw="——g— Lo = =
L (16)—;10 L (16)—_775 L (16)—ﬂ
0= %60 L= Tor 2527 a0

11 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (2,5), (5,17), (10,117) et (12,605) s’écrit
p(x)=a+bx-2)+c(x—-2)(x—-5)+d(x—2)(x—5)(x—10). Que vaut c ?

ElDROE ROEOEERONGEROED

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

i x| oy flxi—, %] flxi—p,xi—1,%] flxi—3,%i-1,%;]
0 5=a

1 5 17 4=b

2 10| 117 20 2=c

3 12| 605 244 32 3=d

Sujet numéro 17, page 5/12, le sujet comporte 23 questions.
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12 Dans la base de Newton, le polynéme de R3[x] qui interpole les quatre points (9,7), (14,42), (19,377) et (21,1099)
s'écrit p(x) =7+7(x—9) +6(x —9)(x — 14) + 3(x — 9)(x — 14)(x — 19). En déduire I'équation du polynéme de Newton qui

n'interpole que les trois points (9,7), (14,42) et (19,377). - Cases réservées au correcteur

Explication : p(x)=7+7(x—9)+6(x—9)(x—14).

DDA DYDYDYDYDY D D™D Fonctionde Meilleure Approximation & 2 & 2 2 9 2 2 Y Y D

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

xi| -1 0 1
yil 4 0 2

Que vaut a; ?

| | []
Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire

SR o N et B F Y
o ToxiN\an) T \X Xy 0 2)\ap -2

Donc ap=2 et a; =-1.

4.0 1

3.5 1

3.0

2.5

flx)

2.0

1.5

1.04

0.5

0.0

T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 17, page 6/12, le sujet comporte 23 questions.
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14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

xi|-2 -1 0 1 2
yil 1 -1 -2 -1 3

Que vaut a»?

ElO0N EEEnEnEERONaRnED

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

(n+1) T Xi n

o

n 2 4 n 2.,
i=0%i i=0%i i=0 % ) \®*2 i=0%; Vi

Donc ag=-2, a; =2/5 et ap =1.

g4 — fx)=x2+&-2

fix)

o Sujet numéro 17, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.
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15 Soit f(x) = @p + a; In(x) la fonction de meilleure approximation des points suivants :

Xi | e
yil24 9 6

Quevaut a; ?

L] L] |
Explication : On doit minimiser la fonction & définie par
&R~ Ry
2
(@, @) — &g, a1) = Y. (yi — (@opo(x;) + a1 (x)*.
i=0

ol @o(x) =1 et ¢ (x) =In(x). On doit donc résoudre le systéme linéaire

L o20x) ):4’0(36[)471()6[))(‘10)_(ZJ’iwo(xi)) . (z?zol z?zolmxn)(ao)_( Y2 Vi ) . [3 6 (060)_[39
= Z a] _60

Y o (x) 1 (x;7) L 3(x) ai) \Xyip1(x;) Y2 oIt Xi_n?(xp)\ar) X2 yilnx) 6 14

Ainsi ag =31 et a; =-9.

— fix)=31+ —9In(x)
25

204

10 4

T T T T T
2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
X

Sujet numéro 17, page 8/12, le sujet comporte 23 questions. o
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16 Considérons les points

X 1 2 3 4 5 6
y | -1437 | 28 | 36 | 91 | 131 | 187

Parmi les droites de la forme f(x) = 1+ a;x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

EDROEBENEOREN NEROED

Explication :
e Notons K =1. On doit minimiser la fonction d'une seule variable

5
Ela) =) (yi— (K+a1xy)

i=0

2

o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X2 i—Kx;

5 2
Yo%

a) =

Sujet numéro 17, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.
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DYDY D D™D Statistiques descriptives D D VU D D DV DD VDD D

Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
B1=5 Bo=7 Effectif marginal de «;
a;=1 ny,=2 nip=4 n,.=6
ar, =3 ng =2 npp=1 ny. =3
Effectif marginal de §; n=4 n.,=>5 N=9

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =9. Voici le tableau des

fréquences complétes :

B1 B2 Fréq. marg. de a;
_2_ _4_ _6_
a fir=2¢=0222 fi2=&=0444 fi, =8 =0667
_2_ - 1_ _3_
a f1= §=0.222 2= g =0.111 P, = 5 =0.333
Fréq. marg. de f; f1=8=0444 f.2=3=0.556 1

o Sujet numéro 17, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.
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18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

CIEIEIEIE

. Cases réservées au correcteur

Explication :
fij= Z'—; pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne  fj); = Z’—ll donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
complétes :
fuj p1 B2 fili B1 B2
a 2 =0.500 4 =0.800 a 2=0333 4 =0.667
2 _ 1_ 2 _ 1_
a 2 =0.500 1 =0.200 a 2 =0.667 1=0333
19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)
| [
H
= L] M
Explication : On calcule d’abord
o les moyennes
1 2 ajny.+azng. 1x6+3x3 15
R=— Y npa;= b T2 = — = 1.667,
N& N 9 9
. Prny+Pony 5x4+7x5 55
y=— Y n = = =— =6.111,
N7 N 9 9
e puis les variances
2 2 2 2 2 2
12 ayny,.+asny. 15 1“x6+3“x3 15 33 225 33x9-225
Ve = = ¥ nyal-x2= DTG0 (97 17x6+37x3 157 33 225 _33x9°225 _ ggg
N&Z" N 92 9 92 9 81 81
12 5 o Bini+Ping (552 52x4+72x5 552 345 3025 345x9-3025
V(y):ﬁzln.,j(ﬁj) el = S =T T T T - 0.988
j=

N 92 9 92 " 9 81 81

et enfin la covariance

1 &2 _ _ npi(a =X (1 -y +ny2(a; —X) (B2 —y) +ng 1 (@2 —X)(B1 —y) + n2 2 (a2 —X) (B2 —y)
Coop=~ ¥ i@ -RB; -9 = 1,1(@1 —X)(F1 —¥) + n1,2(@1 —X)(F2 —§) + n2,1 (@2 —X)(B1 —§) + np2(@2 —X) (B2 —§

NiZij= N

_ 2x(1-X)xG-yY+4x1-X)x(7-yP+2xB-X)x G-y +1xB-X) x(7-y)

- 9

=—0.296.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule r = —S&¥Y _ _ 316,
VX)) V(y)

Sujet numéro 17, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

22

On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = = + ?x.

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

|
HlinpnE RORORERnREROED

Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = %Zl'.’:l(x,- -2

21 Quelle estla moyenne y de la série y ?

..<—Dizaines
O OHMNEGEE B [ [E] —Unies

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, y est calculé comme y= % + 25—2 x4=27.

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

[
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'), nous pouvons calculer la covariance

C(x,y) en multipliant y; par V(x).

23 Si toutes les valeurs de x augmentent de 2, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

B GG E O E L] —Unites
O O EE MG M G [ ] - Dixiemes

Explication : Notons y =yo+y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y =y+y1(x—x) avec yg = y—y1x. Sion
augmente toutes les valeurs de x de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée a droite de K. Ainsi, la pente de la nouvelle droite
de régression ne change pas, mais I'ordonnée a I'origine change. La nouvelle équation est donc y=y+y1(x—(x+K)) =yp+y1x+y1(x— (X +K)) =
(Yo—Y1K)+7y1x ainsi g=yo—y1K= % - % x2= % =0.6.

o Sujet numéro 17, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o
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M1-INFO — UE 731 Remise a niveau - Mathématiques — 7 octobre 2024 Durée : 2h

Sélectionnez les quatre derniers chiffres de votre numéro d’étudiant (par ex., sile numéro est 22002681, cochez 2

sur la premiere ligne, 6 sur la deuxiéme, etc.) :
CIEI LI

DB

¢ Une feuille A4 recto-verso manuscrite et une calculatrice sont autorisées. Tout autre document est interdit.
¢ Veuillez noircir complétement les cases.

« Il existe trois types de questions :

¢ Questions a choix unique.
Choisissez une seule réponse parmi celles proposées. Des points négatifs seront attribués pour une réponse

incorrecte.
¢ Questions ouvertes.
Répondez en remplissant un tableau. La correction sera effectuée manuellement.

¢ Questions numériques.
La réponse est une valeur numérique a coder. Cochez exactement un chiffre par ligne.

. Exemple d’'une question o1 la réponse est un entier :

W] ] W ]G G [e] [ - Dizaines
CIE 0 G GGG E WG] [ o Unies
. Exemple d’'une question ot la réponse est un nombre décimal :

Ol O CE D@ E [ E ] < Unités

+27

-5.9 ~ 1.
B0 E B E A ] A — Dixiemes

o Sujet numéro 18, page 1/12, le sujet comporte 23 questions. o
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DAY DYDY DD D Fonctionsdedeuxvariables » D D DV DV DAY DV DAYV DAY AN

1 On se donne la fonction

1072)\?
fxy)= (10‘4x——y ) +108.

Un extremum de cette fonction est atteint pour xy = 10°. Que vaut s?

HiinpnE RORORERnEEROED

Explication :

,22
ﬂmﬂ:d(m4x—f,)+m8

-2
210745 - 107 1o
y

1072
0xf(x,y)= = =0 ssi (10_4x—7):0
1072
2 (10‘4x—7) +108
o[ 10-4 1072) -1072
V)R . 1072
dyfx,y)= ssi (107" x———|=0
1072\? Y
2 (10‘4x—7) +108

-2

10
Donc xy = o1~ 102.

2 Parmi les graphes ci-dessous, lequel pourrait représenter les lignes de niveau d’une fonction f(x,y) telle que
Oyx f (x0,y0) <0etdy f(xo,y0) <0?

([T T T (IR TR
PR PR
y y
Kk=-1 D k=3
xZo oyl PRI =2 L yof--
k=1 ( T k=1 I
K=2 | x=0 |
Kk=3 | Xo %Kk =-1 |
I I
— —
Xo x Xo X

Explication : Comme 0y f(x,y0) <0, la fonction h(x) = f(x,yo) est décroissante. Puisque 8y f(xo,0) =0, la fonction g(y) = f(xp,y) est
décroissante.

3 Soit f: R? — Rla fonction définie par f(x, y) = x> + xy + y?. Calculer 'équation du plan tangent a f en (-3, 3).

[]30x+3y—27 [ ] 30x+63 M 30x+3y+54
] x3+xy+30x+y2+3y+81 ] 30x+3y+81 [ ] Autre:

Explication : f(x,y) = f(xo, yo) + (x — x0)0x f (x0, ¥0) + (¥ = ¥0)0y f (x0, Y0)-

. . 6_9y2 . . . < R
4 Soit la fonction f(x,y) = e’ ~2Y", Parmi les réponses suivantes, laquelle est égale 2 0, f ?

[] —4ye7x6_2y2 B 22572 [Ja2xe™ 2" [7e7°2°  []42e7°2" [ Autre

. . c_ A L., N _ c_.d
Explication : f(x,y) = e?* ~%" donc la dérivée par rapport a x est bex¢lebx —ay®,

Sujet numéro 18, page 2/12, le sujet comporte 23 questions.
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5 Soient f(x,y) =4x+ 15y, x(u,v) = uv et y(u, v) = u+ v. On définit g(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)). Calculer 0, g.

[(Jau+15 [J150 WWav+15 [J4av [J4 [ Autre:

QJ‘QJ
=
(4
+
Q)‘Qa
<~
|
gle

. . 0,
Explication : 33

D
<

6 Une boite ouverte ala forme d’'un parallélépipede. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale S
de la boite pour un volume V fixé égale a 108 cm®. On doit donc minimiser la fonction S(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz sachant
que xyz = 108. Que vaut S dans son minimum (en cm?)?

IEIIII
DeBRaRn
mpBRaRn

H.
H.

X

216 , 216

Explication : On a x,y,z2>0. On pose U(x,y):S(x,y,%?) =xy+5; =

Calcul des points critiques:

_ 216
Y-z 0
Vo(x,y) = donc Vo(x,y)= ( ) < (x,¥) =(6,6).
x— 216 0
12
Il existe un seul point critique qui est (6,6).
Nature des points critiques:
= 2>0 1
Hy(x,y) = ( "13 432) donc  Hy(6,6) :( ! 2) et detHy(6,6)> 0.
W3
y

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et I'on a 8(6,6,%) =0(6,6) =108.

7 Soit f: R*> — R une fonction de classe €2. On suppose que (xp, yo) est un point critique et que la matrice Hessienne
évaluée en ce point est

1 1
Hy(x0, y0) = (1 2).

Quelle est la nature du point critique ?

[] c’est un maximum B cest un minimum
|:| la matrice Hessienne ne permet pas de conclure |:| c’est un point selle
Explication :

¢ Le déterminant de la matrice Hessienne est det(Hf) =()x@2)-M2=1.

e Puisque det(Hf) =1 et que dxxf(xp,¥0) =1, on en conclut que c’est un minimum.

DYDY DIYDYD D Interpolation D DD DD DD D

Sujet numéro 18, page 3/12, le sujet comporte 23 questions.
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8 Soit f: [1;17] — R la spline linéaire qui interpole les points f(1) = —-31, f(8) =11, f(13) = -19, f(17) = —39. Que vaut
fanz

_JIDROEBERNEnRERnON RORn

Explication : La spline linéaire f: [1;17] — R a pour équation :

WU (x-1D+(-31)  silsx=<8

fo =4 25 x-8)+a1) si8sx<13
BN (x-13)+(-19) si 13sx<17

En substituant x =11, on trouve :

fan=-

Spline linéaire

10 1

—10

flx)

—20

—30

—40

2 4 6 8 10 12 14 16

Sujet numéro 18, page 4/12, le sujet comporte 23 questions. o



RN N __BEEEEE +18/5/32+

9 Soit f I'unique polynome qui interpole les points (—1;1), (1;5) et (2; —2). Que vaut f(6) ?

OO HOMEHE R
1l _ pOEBEnenaERnEnRnEn

Explication : Le seul polyndme de Ry[x] qui passe par les trois points est la parabole d'équation —3x% +2x+6 = (X_Z)G(x_l) - 5(x—22)(x+1) -
W. Pour la calculer I'équation de ce polynome on peut utiliser soit la méthode directe (résolution du systéme linéaire pour trouver les

coefficients dans la base canonique), soit |'écrire dans la base de Lagrange ou encore dans la base de Newton.

Parabole passant par les points donnés

— fX)=-3x?+2x+6

—20 4
_40 4
3 —60 -
—80 4
—-100 |

=120

10 Dans la base de Lagrange, le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (1,21), (14,17) et (21,34) s’écrit p(x) =
21Lo(x)+17L1(x) +34L>(x). Que vaut Ly(17) ?

16 12 48 64 3 3 12 12 16
L o - o R o T o N A A A o T o L o Ve
35 65 91 91 35 65 35 91 65
Explication :
_(x—21)(x—14) _(x—21)(x—1) _(x—14)(x—1)
Lol = =, Liw="——g— Lo = =
L (17)—_712 L (17)—_764 L (17)—ﬁ
0= %60 10~ Tor 2507 a0

11 Dans la base de Newton, le polyndme de R3[x] qui interpole les quatre points (3,2), (7,14), (11,122) et (14,1190) s’écrit
px)=a+bx-3)+c(x-3)(x-7)+d(x-3)(x—7)(x—11). Que vaut c ?

ElDROEEE NORERONGEROED

Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous:

i x| oy flxi—, %] flxi—p,xi—1,%] flxi—3,%i-1,%;]
0 2=a

1 7 14 3=b

2 11| 122 27 3=c

3 14| 1190 356 47 4=d

Sujet numéro 18, page 5/12, le sujet comporte 23 questions.
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12 Dans la base de Newton, le polynome de R3[x] qui interpole les quatre points (4,5), (7,26), (12,221) et (16,2249) s’écrit
px)=5+7(x—-4)+4(x—-4)(x—7)+4(x—4)(x—7)(x — 12). En déduire 'équation du polynéme de Newton qui n'interpole

que les trois points (4,5), (7,26) et (12,221).

- Cases réservées au correcteur

Explication : p(x)=5+7(x—4)+4(x—-4)(x—7).

DDA DYDYDYDYDY D D™D Fonctionde Meilleure Approximation & & & 2 2 9 2 2 Y D

13 Soit f(x) = ag + a; x la droite de meilleure approximation des points suivants:

Que vaut a ?

xi| -1 0 1
yil 1 0 2

CHE] WO L

Explication : n=2 et il s'agit de chercher ag et aj solution du systéme linéaire

Donc ap=1 et a; =1/2.

((n+1) Z?=ox£)(ao):(z;?=oyi) _ (3 0)(a0):(3)
X XisgxiNea) \Zilgxiyi 0 2)ler) 11

2.00+

1.75 1

1.50

1.25 A

> 1.00

0.75 1

0.50

0.25 1

0.00 4

T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0
X

Sujet numéro 18, page 6/12, le sujet comporte 23 questions.
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14 Soit f(x) = ag + a; x + a»x? la parabole de meilleure approximation des points suivants:

xi|-2 -1 0 1 2
yil 3 -1 -2 -1 1

Que vaut a(?

_JinpOE BOEnEERONaRnED

Explication : n=4 et il s'agit de chercher ap, a; et ay solution du systéme linéaire

(n+1) e

é n 4
i=0%i i=0%i i=0%i

2
no .2 as Z?:() X5 Vi

Donc ag=-2, aj =-2/5et ap =1.

fix)

o Sujet numéro 18, page 7/12, le sujet comporte 23 questions.
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15 Soit f(x) = @p + a; In(x) la fonction de meilleure approximation des points suivants :

I 2 3

x| e e e
yi| 6 12 36

Quevaut a; ?

“al_jejoioiaioiaiolo
DDEODOMEO0 O

Explication : On doit minimiser la fonction & définie par
&R~ Ry
2 2
(ap, 1) — Eag, a1) = Y (¥i — (@opo(x)) + @191 ()"
i=0

ol @o(x) =1 et ¢ (x) =In(x). On doit donc résoudre le systéme linéaire

L 3(x;) ):<P0(xi)<ﬂl(xt))(a0)_(Zyiwo(xi)) " (z?zol z?zolmxn)(ao)_( Y2 i ) . [3 6 [ao)_l54]
B ¥ a1 138

Y o (x) 1 (x;7) L 3(x) ai) \Xyip1(x;) Y2 oIt Xi_n?(xp)\ar) X2 yilnx) 6 14

Ainsi ag=-12 et a; =15.

35 4 — fix)= —12 +15In(x) [.J
30 |
25

20+

fix)

154

10 1

T T T T T T T T
2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
X

Sujet numéro 18, page 8/12, le sujet comporte 23 questions. o
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16 Considérons les points

X 1 2 3 4 5 6
y | -1145 | 27 | 25 | 73 | 120 | 156

Parmi les droites de la forme f(x) = —1+ a7 x, on cherche celle de meilleure approximation des points donnés. Calculer la
valeur de a;.

EDROEBENEOREN NEROED

Explication :
e Notons K =—1. On doit minimiser la fonction d'une seule variable

5
& =Y (yi-K+arx))*.

i=0
o On obtient

5
E'ap=-2Y (yi- K+a1x)x;.
i=0

e Ainsi,
X2 i—Kx;

5 2
Yo%

a) =

Sujet numéro 18, page 9/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 3 questions suivantes.

On considere le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x = [a1, @2] ety = [B1, B2l:
B1=5 Bo=7 Effectif marginal de «;
a;=1 ny,=2 nip=4 n,.=6
ar, =3 ng =2 npp=1 ny. =3
Effectif marginal de §; n=4 n.,=>5 N=9

17 Compléter les cases vides du tableau des fréquences :

b1 B2 Fréq. marg. de a;

)

a2

Fréq. marg. de f;

. Cases réservées au correcteur

Explication : Les fréquences s'obtiennent en divisant chaque effectif du tableau donné dans I'énoncé par le total N =9. Voici le tableau des

fréquences complétes :

B1 B2 Fréq. marg. de a;
_2_ _4_ _6_
a fir=2¢=0222 fi2=&=0444 fi, =8 =0667
_2_ - 1_ _3_
a f1= §=0.222 2= g =0.111 P, = 5 =0.333
Fréq. marg. de f; f1=8=0444 f.2=3=0.556 1

o Sujet numéro 18, page 10/12, le sujet comporte 23 questions.
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18 Compléter les tableaux suivants:

Profils en colonne f;; des fréquences conditionnelles de @  Profils en ligne f}|; des fréquences conditionnelles de 5 sa-

sachant 3 : chant a:
Juj B B2 fii B B2
aq aq
a2 a2

CIEIEIEIE

. Cases réservées au correcteur

Explication :
fij= Z'—; pour chaque colonne. Voici le tableau des profils en colonne  fj); = Z’—ll donc voici le tableau des profils en ligne complétes :
complétes :
fuj p1 B2 fili B1 B2
a 2 =0.500 4 =0.800 a 2=0333 4 =0.667
2 _ 1_ 2 _ 1_
a 2 =0.500 1 =0.200 a 2 =0.667 1=0333
19 Le coefficient de corrélation linéaire vaut ? (arrondir a deux chiffres derriére la virgule)
| [
H
= L] M
Explication : On calcule d’abord
o les moyennes
1 2 ajny.+azng. 1x6+3x3 15
R=— Y npa;= b T2 = — = 1.667,
N& N 9 9
. Prny+Pony 5x4+7x5 55
y=— Y n = = =— =6.111,
N7 N 9 9
e puis les variances
2 2 2 2 2 2
12 ayny,.+asny. 15 1“x6+3“x3 15 33 225 33x9-225
Ve = = ¥ nyal-x2= DTG0 (97 17x6+37x3 157 33 225 _33x9°225 _ ggg
N&Z" N 92 9 92 9 81 81
12 5 o Bini+Ping (552 52x4+72x5 552 345 3025 345x9-3025
V(y):ﬁzln.,j(ﬁj) el = S =T T T T - 0.988
j=

N 92 9 92 " 9 81 81

et enfin la covariance

1 &2 _ _ npi(a =X (1 -y +ny2(a; —X) (B2 —y) +ng 1 (@2 —X)(B1 —y) + n2 2 (a2 —X) (B2 —y)
Coop=~ ¥ i@ -RB; -9 = 1,1(@1 —X)(F1 —¥) + n1,2(@1 —X)(F2 —§) + n2,1 (@2 —X)(B1 —§) + np2(@2 —X) (B2 —§

NiZij= N

_ 2x(1-X)xG-yY+4x1-X)x(7-yP+2xB-X)x G-y +1xB-X) x(7-y)

- 9

=—0.296.
On trouve alors le coefficient de corrélation en utilisant la formule r = —S&¥Y _ _ 316,
VX)) V(y)

Sujet numéro 18, page 11/12, le sujet comporte 23 questions.
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Enoncé commun aux 4 questions suivantes :

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

x| 2[3]4]57]6
Yy |26 | y1|ye|ys| 45

22

On nous dit que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est y = = + ?x.

20 Quelle est la variance V (x) de la série x 2

5
HlinpnE RORORERnREROED

Explication : La variance est calculée en utilisant la formule V(x) = %Zl'.’:l(x,- -2

21 Quelle estla moyenne y de la série y ?

..<—Dizaines
O OEHHNE EE O ][] —Unies

Explication : Puisque le point moyen (X,y) appartient a la droite de régression, y est calculé comme y= % + 25—2 x4 =25,

22 Quelle est la covariance entre les sériesx ety ?

=
O 0D EMGEM [ [ Bl — Unites

Explication : Puisque la pente de la droite de regression de y par rapport a x est égale a y; = C‘y&’)'), nous pouvons calculer la covariance

C(x,y) en multipliant y; par V(x).

23 Sitoutes les valeurs de y augmentent de 3, notons y = g + mx la nouvelle équation de la droite de régression de y en
fonction x. Que vaut g ?

C] M ]G] G  [] [ - Dizaines
B0 MMM O E ] - Unités
| .
Sliofofalo) §ofofofofo|ie e

Explication : Notons y =yo+7y1x la droite de regression donnée dans |'énoncé. Elle se réécrit aussi comme y=y+y1(x—X) avec yo=y—y1%. Si
on augmente toutes les valeurs de y de K, sa moyenne augmente de K et la droite est translatée vers le haut de K. Ainsi, la pente de la nouvelle
droite de régression ne change pas, mais |'ordonnée a I'origine augmente de K. La nouvelle équation est donc y=y+K+y1(x—%) = (yo+K) +y1x

ainsi q=yO+K=%+3: %2 =10.4.

o Sujet numéro 18, page 12/12, le sujet comporte 23 questions. o



