Chapitre 2 : Les bases des nombres complexes pour le GEII
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l Partie A : Définitions et notations du GEII

I. Introduction
" Ensemble des nombres entiers naturels : N ={0:;1;2:3; ..;n;..}

—® Ensemble des nombres entiers relatifs :
Z=fu.:-3:—-2:-1;0:1:2:3;.:k:.}

Ensembles des nombres rationnels : § = {% ;a€Zetbe Z'}

* Ensembles des nombres réels : R = Q U {ﬁ: e; Tt;...:x;...}
nombres irationnels

Ensemble des nombres complexes :
] C={a+ib;a,beReti:=—1}
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—*  Ensemble des nombres entiers naturels : N ={0:1:2:3; ...;n:..}

% Ensemble des nombres entiers relatifs :
Z={u;—3;—2;-1;031:2;3; ik}
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Ensembles des nombres rationnels : Q = {% ;a€Zetbe Z'}

4 Ensemblesdesnombresréels:R=QU{\/_2_: e; n:...:x:...}

nombres urationnels
Ensemble des nombres complexes :
e C={a+ib:a.beﬁleti:=-l}

AN

On appelle i le nombre imaginaire, défini par { 2= -l.)

L’ensemble des nombres complexesestnotée C: C={z=a+1b;a € R,b € R}

Dans cet ensemble toute équation du second degré possede deux solutions.

En electricite la lettre i étant reser\ ée a I'intensité d'un courant, nous la remplacerons par la

lettre 1. W azZ +LZ-\- C=0 oNec A B —lWac
: n 0O W"U/\M" 2|=-l>-rlr-l_ X Z,. = -b- L\r'_AJ.J
RcC
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I1. Définitions et notations du GEII

Pa
8e 7
v Tout nombre complexe Z s’écrit de la forme :

Z=x+)y ouxeR,yecR et jzz—l

X est la partie réelle de Z \ y est l1a partie imaginaire de Z
On note : X = Re(Z) On note : v = Im(Z )
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II. Définitions et notations du GEII

Page 7Cha
" pi
v Tout nombre complexe Z s’écrit de la forme : re 2

Z=x+)y ouxeR,yeR et j2=—1

X est la partie réelle de Z / y est la partie imaginaire de Z
On note : X = Re(Z) On note : y = Im(Z)

v Le plan complexe : On représente un nombre réel sur une droite munie d’un

repeére (O ' Ol) . Tout nombre complexeZ =x+j.y(oux €R,y €R) est

représenté dans un plan muni d’un repére orthonormeé (0; Ol, 0]) par le point

M d’abscisse x = Re(Z ) et d’ordonnée y = Im(Z )
Le point M(x,y) est appelé image de Z.
Z est appelé I’affixe du point M.

Z est aussi appelé I’affixe du vecteur OM =X.i + V.

10
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eZ = - x’ry hapitrg
n Z.=9C+Jg> ........................... ! ...... &Z:Z— 3_+L‘

o Re(Z) O x.,_HK,, . ___.-Z

in(6) = P ¥ oy (2
Cﬂf"a rm __.) G:orc’ Pﬁcnm sm(El)—..gp_....:.. TR S A A

(x.gr (z, o) H"&f omn \] _——‘.xz,,z,, ya =

é6e\ flaxws
v' Le module de 7 est noté 7 ou encore | Z |, c’est la distance de O a M, ainsi :

1678 IO o, —
| & Z i VA T y
v' L’argument de Z est noté arg(;), c’est la mesure en radians de I’angle de p

vecteur orienté (OI,OM), déterminée a 2Kt prés (K € Z). On note 6 = arg(z_),

cos(6) = _ partie réelle de Z Re(Z)
on a alors :

[sm(e) =

lule de Z Z
module de GZ 0.

Z
Y _ partie imaginaire de Z Im(Z)
7z module de Z Z
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Page 788

Chapitl'e2
= X _ partie réelle de Z _ Re(Z)
Z module de Z Z .
on a alors : < P eaton Bl i siZ=0.
sin(0) = Y _ partieimaginairede Z _ m(Z)
| Z module de Z Z

Remarques : 1. s1 Z=0, alors M=0, I’origine du repere, O, ne posséde pas d’argument.

2.smon,onaalors :X=.................. 2 A

3. (x.y) sont appelées « coordonnées cartésiennes » du point M. image
du nombre complexe Z = x + j.y et (| Z | 0) sont appelées « les

coordonnées polaires » du point M.




Forme algébrique de Z : (coordonnées cartésiennes)

L=x+)y

Forme trigonométrique de Z : (coordonnées polaires)
Z=17Z.cos(8)+j.Z.sin(8) = Z.[cos(8) + j.sin(8)) aussi noté : Z=[Z,0]

. L. . . j8 ..
Forme exponentielle. géométrigque ou polaire : Euler a noté e’ =cos®) + j-sin(®)
Z=27¢"

Nou r/b?e 19

'Dageg
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Exercice S Résolution d’équations du second degré :

Rappel : Soit P(x) = ax* + bx + cavec a, b, c réels et a # 0.

Pour résoudre I’équation P(x) = 0, on calcule le discriminant A = b? — 4ac

—b+VA ~b—VA
etx, =
2a . 2a
- SiA = 0,P possede une racine réelle double : x; = —

- Si A > 0, P possede deux racines réelles : x; =

- Si A < 0, P possede deux racines complexes conjuguées :

Résoudre I'équation 1 + 2+ 2% =0 = 2*+z+A =0

ZLyeXT; MW .’_'z__
A-lo-Yac = 45 L ()A) =Au-240 \L th(t} © \"e\e\\u ) lei;\ =
N kil N &
= —_‘O_%E—K\ = -A+ir = <> ©- Zr_*,z)p,\\ \— ( \ \2.) 3’
" : Iy T ang (2 & e\ N
Za - ~% — \ﬁi\ - - G _ - \ReZ C‘“ = !
2 o DA T —
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Forme algébrique de Z : (coordonnées cartésiennes)

L=x+)y

Forme trigonométrique de Z : (coordonnées polaires) <= "é""ﬁl
Z=17Z.cos(8)+j.Z.sin(8) = Z.[cos(8) + j.sin(8)) aussi noté : Z=[Z,0]<— Nr K.

. T . . j8 ..
Forme exgonennelle,/_geometngue eu-pelaire : Euler a noté e’ =cos®)+ j-sin(®)

Z=27Z¢""

*, —3®

Vme cofopb 302 2 2= xojy = CC < [2,-8)
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Forme algébrique de Z : (coordonnées cartésiennes)
L=x+]}y

Forme trigonométrique de Z : (coordonnees polaires) <= ey

L=1. cos(9)+ J-Z. sm 0 Z(cos(9)+ J- 5111(9)) aussi noté : }Z/@ ic. ,;

Forme exponentlelle., géométriqueoupolaire : Euler a noté € L’e =c0s(0) +j w e

Z=27Z¢""

Nombre complexe conjugué de Z : Soit {{— X+ j.y,on appelle conjugué de Z, et on note Z', le
y

nombre complexe défini par : P=x- j Si Z=Z7.e"°, alors Z'=1Z.e -jo< @ i(6-o')

/—7X = = ze _Z e

~ . . ==
g . _z; -Z(CSB*JA\MS'! »x L C&B{-& /\—\.,.e) Z 853 Z

Ze/ KZG - 2Z ( -G 0" -\—AC&S Do @ 4—‘3,&\..9 &6’ -\—JZ/&@.S )w-i.‘.@l)

J J&\'se"
77 oy 2 (G0 A or) Lo Bone s meaGro)
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Z=x+jy Ecriture Conjugué: Z' =x — i
Z=7.¢e° Re(Z)=x Im(Z)=y |Z|=\/x2+y2 Are(Z)=6 exponentielle onjugu‘n— __wu
% 2 6 Re(Z)=7Z.cos8 | Im(Z)=Z.sin® |z| =7 L5 ou Z=1e
£=12.9] — .| algébrique Z'=(Z,- 0]
2 bz = ) j-o % — -lo
;J . .9 Z —
&:5 ) 5' O Z\ 5‘540 éw"%"a 5.6 _(—S:be, :[S/Q]
T 2 c\r::;‘;l_" . =2:0 -\= Z*- . Ly R
é" 3) O _3 * 3"’ f,&r.?/f_i'_sc_i 3& <, = 3&;’5.62__ [3)60
- ZJma [ 8 | 5 A 228t q 33
Z3=\/§+] /\ * b 'E:Z 26 -3 ‘) =2'30
- \jg ) W/é% ) ==
T, 7 B /L S
Z,=V3-j {% | 2 ___W/é 2 é EL&:G'U: 2e =[_.L,30J
Posg A1\ A2, A2 \&ay
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Partie C : Opérations sur les module et arguments d’un nombre complexe

Page 1 5
I. Argument d’un nombre complexe et arctangente

Chapitf'e >

Comment obtenir 8 l'argument d'un nombre complexe. lorsqu'il n'est pas remarquable ?

Soit Z=a + ;b un nombre complexe non nul et a=0.
Pour déterminer un argument de Z . on calcule

cos(8) = partie réelle de Z _ 1az :
I module de Z a’ + b
il partie imaginaire de Z = b
| module de Z Ja? + b
S1 0 n'est pas un angle remarquable, alors on calcule : tan(0) = :i:’—((ee)) = %.

On peut alors en déduire 6, en utilisant la fonction Arctangente, mais en faisant trés attention,

car Arctan(x)€E ]— %;[ 11 En effet, lorsque la partie réelle de Z est négative, la mesure
principale de son argument 6 n'est pas dans l'intervalle ]—;.%[ pour obtenir le bon résultat, 1l

- : X b
suffit donc d'ajouter ou de soustraire 1w a Arctan (:)

A retenir

Soit Z =2+ ;% un nombre complexe non nul, tel que a= 0.

(b
Arctanl — | si a
{7 <
arc =

dl S\ )

26
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Remarque : Que se passe-t-ils1a=07? Chap,'trez

, >
...... C.a.ms....-.. - - T2 - - - N> e L e

Im(Z) .
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Exercice 1
/-\/

Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :

Z,=4+3j;2,=65+3j; Z,=\T-j\2
¥ E‘I:L"+3J <e

Z\ =Q 47-4.3"‘-_-\&_\(:?: 25 =65

|

Pg
8
& 21 Chapitl"e 5

*-_Zs— E‘GJ’Z
‘2.5;. F 4.2 =\r§=.3

_ R ED A . _ P
rvy (2 = oo TLEYN = oo (B fong (2 = ondhen (2
* Z,=.=5% 3 = _@M(ﬂxﬁ)
- 5 _ B
2.2\ 543 = {25+ -3y ““3[3‘>‘- _ ahdro E;l
C\J‘%(EA: GJ\(“)‘.GM K‘%’ AT\ o P‘th?):_g:\/

Mbmnﬁ'u-—?ojfe Con aw:)*omQ-x\= JRPRYS e

P (2 2% - v [3)
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2) Produit de deux nombres complexes (Comme ]e e’ = ea+b\ll est préférable d’utiliser I'é_“mre
exponentielle/polaire le plus possible) e 16 Chap; tre
2

7.7 =7¢e°.7'e"” —ZZ'eJ( ‘” on en déduit que

ma(ZZ')_‘ug(Z)+¢ug(Z)+4kn keZ etIZ Y 4 I: Z{ }Zl
- 2w \1__ <> _ ‘T-\—\'L%«-&T\____\g_._'\_r_ -

[Z,0] % [Z',0']=[ZZ',0 + 0] mﬂ(zB ‘*‘—\’,f axd T T o 12

e module d’un produit de nombies complexes est le produit des modules, ’argument
d’un produit de nombres complexes est la somme des arguments (a 2Kt pres)

o s
x 5y ’\rﬂy"*’))
2= - «3+J\,\A+3) {2aA x{art - (axiz =20

\Mﬁ%/ o,'%(zu) m% (%—\r +J)(,|tl)) ..\F_\,-\-J)’t_ A%y :-\-j)
S) T maw)_, T L

1BY



. e Page 16 Ch
3) Quotient ( Rappel : - = e*® |on utilisera l'écriture exponentielle/polaire si possible) Witre 5

¢
z B" (0= ot
o eJ(‘L—Q on en déduit que :
— e .

m\.%/u-.n,_t .
~nodude
7/ Z' Z
mg(:—'\— arg(Z) —arg(Z')+2krr, KEZ , et —.
z) o 2] |21 og
*Z _- | T 2
- A+] L Z\IZ
Z,0 . . . u!
;’9]= %,G—G’j ZS= -E‘U :_.[_G*J,\_: %+A4={_LT_=_2;_ -2
\Zr,07] Axy \ A+y) NAyA \Z 2 —

e module d’un quotient de nombres complexes est le quotient des modules, I’argument
d’un quotient de nombres complexes est la soustraction des arguments (a 2K prés)

“""ktés\"‘ b ( ‘b”\ [ Gl ) — g (417 =cndram (A N+ —méu:ﬁ)
u A‘\'.\ ! ZTTCIZ.? KD N 30

A I 6""""/



Page 1 7C A
. - . apitr,
4) Puissances n'"® d’un nombre complexe (n est un entier naturel) €2

Rappel : (ep )n =eP et (a.b)* =a". b")

Z = (Zej'e )n =7"e"" on en déduit que :

7" '

arg(Z“)zn Xarg(Z)t+2km, KEZ ,et

=|Z

(Z,0]"=[Z",n.0]

Le module de Z" est le module de Z a la puissance n, ’argument de Z" est n fois
Pargument de Z (a 2Kkt preés)

31




II. Propriétés et Opérations sur les module et arguments

4) Puissances n"™™ d’un nombre complexe (n est un entier naturel)

Pa
e
g 17 Chapitr62

=|Z[

arg(Z") n Xarg(Z)+2km, KEZ , et ’;"

Le module de Z" est le module de Z a la puissance n, I’argument de Z" est n fois
I’argument de Z (a 2KTt pres)

AD

N Z¢ = (»\FM. Ao

\(-aﬂ)“’) -Mg“—ﬁ‘: -

(0\3(2@ = OJ\?f (( \E*d) > = A0 % o"‘%’(‘ﬁ*'\)) X(Cb\c)'ﬂv[-f'-\)—;) -\-T\‘B
5 Yews LR pre,
- oafc}cw _,> ,\-/(oT" = _AQZE\' ,\,?<_—= —i‘i WEL az)a’l-fﬂ\--




Pq
8e 15 Chapltre

1 1 | R
Cas particulier : (Rappel :ela =™ %) = = 7 i 9 avec Z #0. On en déduit que :
£ Ze

1 1 1
-] = — -+ = — == =
arg (Z) arg(Z) +2km, KEZ , et |Z| Z.0] [ 0]

Le module de I’inverse d’un nombre complexe est I’inverse de son module, I’argument de
I’inverse d’un nombre complexe est [’opposé de son argument (a 2kt pres)

Z

33



Exercice 1

Page 2

Détermmer le module et un argument des nombres complexes suivants : L chapgy,
e 2

1 A
ey = —— f
=7 14 \\\2,

Z} - A - /\ [t /' —_— _/l___..x_\r’z- = \.l:z'_
Ay |2+ | \peer Vz Ve 2

arg(2+)= ey (—f;;—) = - oxg(nf) = - anden ) = 2T

34



Exercice 2

Page 2
. 1 Chapitre 2
Soient les deux nombres complexes : 29 =2 — 33 et 22 = 5 + 7.
1 1 1
Calculer I'argument du nombre complexe z défini par : — = — 4+ —. Ce calcul correspond
z a2
au ca]cul de I'impédance équivalente de deux impédances z z1 et z2 montées en parallele.

arg (2) = —axkan(}) +ardran (L) +adron () iz V22 = Ji Vo

= Bl o i TV
e — 2 |- :\r"_:;jz“
—12Vz.
L; L_‘, 4__\ Z:— Zl.gz :_ (;\: Gj\? El'_L\
3 g"l. é Z.""Z?— \ §‘+;b/
A . 22+, - \7\:\' E:\\ C%LE)= Q,,%(g\.é,) _w\%(gl+§L>
z Z.-& . Z. v <e
- = (z [z‘z- ™ z|\'31
z _ =z 120 )z ong (20 - ong [22) —ong (2,429
T ERE T T EaT e ‘a"?(?‘gé)*‘“%(g‘*a)— (4 27)
| =2 _ .V /yor - archon [ 2) vaudem (4 5 ouchss [ ~2)




Exercice 3 Dans les impédances suivantes R, L,C et w sont des nombres réels strictement
positifs ; déterminer leurs module et argument :

. Ps

jRLw §e 21

. 1
Zi=R+j.Lw,; ZZ:R-I_j.C. : Z3—R+]Lw+]—w Z4=R+jLw “apitre

_ (1+jx)10
= 7 (1-jx)8

v Zan R Lo 2. (7 IRl
>0 L

ou X est un nombre réel.

*Za=Ra ——-——-2 Tl Nelre /
o W RO + 4 :
%1. = 0 %L: -+ A — =
JCQw JCw Cuw

= R-d' .

2, . \4"5&@ _ iRl e =

= Zs: =\R %" \)’L = e, A
§ CwW \y Cw - 5 \FR chus”

s R wt+ A
2, = P"Cﬂ(w\t - V A+ R \j ctw®
CC-LIJ)L Cw >0 36




A5
g (2e) = g

ang (20) = ang (arjRew) — ang ({C
GJ\%(E?—) = OJLC)—O-M(RCW) — 0%
e X

N

T (Z)
I

n

AR 0w
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Exercice4 SoitU =1 (R - é) l'expression complexe de la tension aux bornes de

l'association en série comprenant une résistance R et un condensateur C. Déterminer le
module et un argument de I, nombre complexe associ¢€ a l'intensité 1 du courant dans le circuit.

Pa
ge
21 Chapit[‘e 5
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