Partie A : Rappels sur les propriétés et calculs de base

Théoremes/Définitions/Notations :

1) Toute fonction continue sur [a,b] est intégrable sur [a,b]
2) Soit f, une fonction intégrable sur [a,b]. On appelle fonction primitive de f sur [a,b]
toute fonction notée F, définie par : F’'(x) = f(x) Vx & [a,b].

3) On note If (x)dx toutes les fonctions primitives de f, on a donc :

I f(x)dx = F(x) + cte

4) Soit f, une fonction continue sur [a,b], soit F, une fonction primitive de f. On a alors :

b
f f(x)dx = [F(X)]2 = F(b) — F(a)
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Propriétés

1) Soit f, g deux fonctions continues sur [a,b]. Soit o et § deux nombres réels. On a

b b b
alors : j’ (af(t) + Bg(t))dt = o j f(t)dt + B j g(t)dt
2) Relation de Chasles : Soit f une fonction continue sur un intervalle ferme I. Soit a,b,c

b c b
trois réels de I. On a alors : j f(t)ydt = jf (Hdt + If (t)dt

3) ]'f(t)dt = -} £(t)dt
b a

4) Soit f et g, deux fonctions continues sur [a,b] telles que f(x) < g(x) Vx € [a,b], on a

b b
alors : If(x)dx < Ig(x)dx




IPartie C : Calcul d’intégrales doubles

g 63
I. Généralités : Chap,'t,.e 1

1) Domaine fermé de R 2

Définition On appelle domaine fermé de R ? tout domaine du plan délimité par une
courbe fermée

Exemples
D, = [0;1]x[—-l;3]= {(x,y) elR’/x e [O;I]ct ye [- l;3]} ¢ 08?:: EO ; 4(:)< (:-4 ;3J Qp“Ou\/e»-t

%D, ={(x.y) IR /(x-2) +(y+3)' <4f = (2, 2} oxx —2 (2, -3) .
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2) Intégrale double
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Définition/théoréme Soit f, une fonction continue dans D, un domaine fermé de R 2.
Alors I'intégrale double I = Hof (x,v)dxdy existe.




3) Applications

Pg
. , . . se2s hapjy
-Si f(x,y)=1 V(x,y)eD,alors I = ”D f(x,y)dxdy représente 1'aire du domaine D. e 1

- S1 f(x,y) est la masse surfacique au point M(x,y) du domaine D, alors | = ”D f(x,y)dxdy est

la masse du domaine D.
- Soit A, I'aire du domaine D. Les coordonnées du centre de gravité G de D sont données par

e . 1 1
les intégrales : x, = X-UD xdxdy et y, = Y L ydxdy

4) Propriétés

Soient D un domaine fermé de R % ; fet g, deux fonctions continues sur D ;
o et 3 deux nombres réels.

- Si f(x,¥) 2 0 V(x,y) € D, alors Hof(x._v)dxdy >0
- [[ (af(x,y)+Bg(x,y) dxdy = a[[ (f(x,y)dxdy +B[[ g(x,y)dxdy

-Si D=D, UD, ol D1 et D2 sont deux domaines fermés de R * et disjoints (D, "D, =
0) alors : j' J‘Df(x,y)dxdy = ”’D f(x,y)dxdy + [ j‘b f(x,y)dxdy




I1. Calcul d’une intégrale double en coordonnées cartésiennes :
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Chapftr
€7
Théoréme de Fubini Soit f, une fonction continue dans D, un domaine fermé de R 2. On

peut calculer I'intégrale double | = an(x,_v)dxd_v en intégrant soit d’abord par rapport

a la variable x, soit d’abord par rapport a la variable y :

Jfof ey dxdy = [ f(x,y) dyds

1) 1 cas : D est un domaine fermé rectangulaire de R 2

Exemple Calculer 1 = IL)(x+y)dxdyou D= [02] [0|]

e o oligol = i
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lication du théoré¢me de Fubini

[£(x,y) dxd "f( )dx d ]"’j"r( )y d
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Calculer = gf(x y) dxdy lorsque f(x y) = g(x)h(y}
[ab
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D’apres le théoréeme de Fubini, on peut calculer I = j IDf (X,y) dxdy soit :

Pa
Inté ; ) : " Chapje
a) En intégrant d’abord par rapport a la variable y re 1

On suppose alors que toute parallele a I’axe (Oy) coupe la courbe délimitant D en au plus
deux points ou en une infinité de p01{’1t:1 ”
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b) En intégrant d’abord par rapport a la variable x ee 27 Chap;s

On suppose alors que toute paralléle a I’axe (Ox) coupe la courbe délimitant D en au plus

deux points ou en une infinité de poinls L 4)
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Exemple Calculer I = _[ ID xy~ dxdyou D est le domaine représenté ci-dessous : ('3 -z
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3) Exercices

Exercice 1 Calculer I'intégrale double : ”“xydxdy avec successivement :

D= {(x.y).-"Z 2x20,3z2y2 -2}

D& est le plan limit¢é par les paraboles d’équations y=x? et x=y".
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Exercice 2 Tracer le domaine D du plan limité par les courbes y=x-, x=2, y=1 ; p:*'« calculer
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I1. Changement de variables

AP p
1) Définitions e 29

Changement de coordonnées : Soit A et D deux domaines fermés de R 2. On appelle
:A-D
transformation de A dans D toute fonction vectorielle bijective M
(u,v) > (x,¥) = ¢(u, V)

Jacobien : ¢o(u,v) = (.\(u, v),¥(u, \')). Si les fonctions numériques (u,v) i x(u,v) et
(u,v) = y(u,v)admettent des dérivées partielles continues sur A (i.e @ est de classe C'),

: D(x,y
alors on appelle Jacobien de ¢ et on note (x,y)

o Fo D(u,v)

| Ox Oy
“W”_EXE_&@_m@
Di{u.v) Oy v | i uov ovou .

le déterminant défini par :

Gy U

)
[
Remarque ¢ étant bijective, ¢ ' existe. ¢ ' est alors une transformation de D en A . Le

D(u,v)
D(x,y)

jacobien de @ ' noté , et donc l'inverse du jacobien de ¢ .



2) Calcul d’une intégrale double par changement de variables

Soit f une fonction continue sur D un domaine fermé de R 2. Soit ¢ une transformation
tA->D
de A en D de classeC! : . voluw absdlue .
(u,v) > (X,¥) = ¢(u,Vv) /l
- PE—
On obtient alors : ” f(x,v)dxdy = :: Fix{u, v}, y(u, vy :"\"‘ ! dudv
D v lu(u,\')
e
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Exemple Calculer I'intégrale | = H sin i)
D
X

dxdyou D est le domaine ci-dessous, en utilisant

u=Xx 2C = W p
= )
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3) Passage en coordonnées polaires

Lorsque le domaine d’intégration est un disque ou une portion de disque, le calcul d’une Page 3 5
intégrale double est simplifi¢ si I’on passe en coordonnées polaires (r,0) :

@ {X(r’e)zmﬁ‘q?vec rg0et Oe [0,21:[.

y(r,0) =rsin® = oMyO

Le jacobien est alors :

! ! G- —C IO
[[))((x'g)) = TE LT 2 ... i\ .............. =.. LRt C A O s r(CoZ'&H»w’B) -r(
8 \ \
B Qe Ano oo

On obtient alors : j.f f(x,y)dxdy = I f(rcos 0,rsin 0)rdrd® @
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Exemple Calculer I = ”D xy dxdy ot D est le domaine délimité par le cercle de centre O et de

rayon 1, la droite d’équation y=x et I'axe des ordonnées. Page p
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