Partie D : Calcul d'intégrales Triples|
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I. Généralités :

1) Domaine fermé de R 2

Définition On appelle domaine fermé de R * tout domaine de I’espace délimité par une
surface fermée

Exemples

D, = [0:1])x[0:1]x [0:1] = {(x.y,2) e IR* /x € [0:1], y € [0:1] et z & [0:1]}
D, ={x,y,2) eIR* /x> +y* +2° <1} = bowodo wtGae - auymmd
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2) Intégrale triple

-

« 3= 54

Définition/théoréme Soit f, une fonction continue dans D, un domaine fermé de R 3.
Alors Iintégrale triple | = “In f(x,y,z)dxdydz existe.

3) Applications

-Si f(x,y,2)=1 V(x,y,z)e D, alors I = HL f(x,y,z) dxdydz represente le volume du

domaine D. kg/m\
- Si f(x,y,z)est la masse volumique au point M(x,y,z) du domaine D, alors
= HL f(x,y,z)dxdydz est la masse du domaine D.
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4) Propriétés
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Soient D un domaine fermé de R * ; fet g, deux fonctions continues sur D ; hapity,,
1

aetBdeuxnombresréels.
- Si f(x,y,2)2 0 V(x,v,z) € D, alors mﬂ f(x,y,z)dxdydz 2 0
- Iﬂb(af(x,y,z) + Bg(x,y,z))dxdydz = aHID f(x,v,z)dxdydz + ﬂlﬂn g(x,v,z)dxdydz brabnty
-Si D=D, UD, ou D1 et D2 sont deux domaines fermés de R * et disjoints (D, "D, =
0) alors : [" f(x,v,z)dxdydz= f" f(x,v,z)dxdydz+ [" f(x,y,z)dxdydz

Jidn Jddn, Jidn,

I1. Calcul d’une intégrale triple en coordonnées cartésiennes :

Théoréme de Fubini Soit f, une fonction continue dans D, un domaine fermé de R 3. On
peut calculer I'intégrale triple | = IHD f(x,v,z)dxdydz en intégrant soit d’abord par

rapport a la variable x, soit d’abord par rapport a la variable y, soit d’abord par
rapport a z.




1) 1¥ cas : D est un parallélépipéde rectangle de R *

Exemple Calculer I = ”I (x+y+2z)dxdydzou D = [0'1] [ l'l] [1'2]

I~ ( gyl ]f F% wx*s*) Ay
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Application du théoréme de Fubini

HI“HMHM]I'(X,,\',Z) dxdydz= frf f(x,y,z)dydzdx = fff f(x,y,z)dxdydz=...
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f(x,y,z)dxdydz lorsque f(x, k g(x)h(y)k(z)
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Cas particulier : Calculer 1= HI
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2) 2°™ cas : D est un domaine fermé quelconque de R 3

D’aprés le théoréme de Fubini, on peut calculer 1= HLf (x,y,z) dxdydzsoit :

a) En intégrant d’abord par rapport a la variable z

On suppose alors que toute paralléle a I'axe (Oz) coupe la surface délimitant D en au plus
deux points ou en ung infinité de points :
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Exemple Calculer le volume d’un tétraédre de cotés Im :

s \ = Oclima da T2 .ﬂj A4 Aedyde 2 hapi
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