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Chapitre 4 : Les bases du calcul intégral pour le GEII — A. Introduction

Partie A : Introduction

1. Généralités

1) Sommes de Riemann

f(Xn_ 1)

f(b) /

f(xi)

f(x1) /D %

f(x2) \ 7
f(x3) l \-/ ............ / ............
f(xo) %

W
v

a=Xp X1 X2 X3 X4 cvereeeennnns Xj Xit]  eeevrrrnnnns Xn-1Xn = b

Soit f, une fonction définie sur un intervalle [a,b]. On divise I’intervalle [a,b] en n sous

. A b—-a
intervalles de méme longueur h, on a alors : h = -

On note [xo,x1] ; [X1,X2] 5 [X2,X3] 5 [X3,X4] 5 ... 3[Xi,Xi+1] 5... 3[Xn-1,Xn] , ces n intervalles, on a
alors :

xo=a; x1=a+h ; x2=a+2h ;... ; xi = at+ih ;...xn-1 = a+(n-1)h ; xn = a+nh

h.f(xi) est ’aire algébrique du rectangle hachuré.
n-1
Donc S, = Zh.f (x;) est’aire algébrique de tous les rectangles.
i=0
Si n, le nombre de sous-intervalle tend vers I’infini, alors h tend vers 0.
On dit que la fonction f est intégrable sur [a,b] lorsque limS existe et est finie, on note
n—»oo

b

alors : | f(t)dt =1imS, .

n—oo

a
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Chapitre 4 : Les bases du calcul intégral pour le GEII — A. Introduction

b
- Conséquence : La valeur de If (t)dt =lim S est donc I’aire algébrique du

n—»oo
domaine délimité par I’axe des abscisses, la courbe Cs et les droites d’équation
x=a et x=b.
- Théoréme : Toute fonction continue sur [a,b] est intégrable sur [a,b]

2) Exemple

a) Pré-requis 1 : Somme des n+1 premiers termes d'une suite géométrique de raison q#1.

— g™t
1+q+q°++q"=—
qTq q 1-gq
. .. . eX—1
b) Pré-requis 2 : Limite a connaitre : )l(m(l) = 1

¢) A I’aide de la définition de I’intégrale ci-dessus, calculer I = | 01 e*dx
a=0;b=1;h=1/n;fx)=¢";x0=0;x1=1/n;x2=2/n;...;xi=1/n;....;Xn=1.

n-1 n-1 i no1f 1Y
Aire algébrique de tous les rectangles : S, = hf(x;) = Z:%.eH = i.Z(enJ
i=0 i=0 i=0
1
Il s’agit de la somme des n premiers termes de la suite géométrique de raison q =c¢", on
applique donc la formule du a)
1 n
1- [e“]
1 IRIRET

n L n !

1—en ]—en

n— 1y
2 4 g gt = 2 ent: s, = L5 en | -
1+q+q?+--+q¥t= 1_q,etonobt1ent.sn_n.;[eJ_

Calculons alors lim S, = lim 1 1ze

n—w n—ow| N

, ce qui donne la forme indéterminée « 0X oo ».
I-en

Pour lever cette indéterminée, on pose le changement de variable X = %, et on utilise le b).

lim'S, = lim| . 1_‘1 = 1im(x.ll_‘;]:(1—e). lim(l XX]

n—>o0 n—oo| N X—0 —e X->0\1—¢
I—en
X
. et—1 . X 1
Comme lim—— = 1, alors lim =— =-1
X-0 X _eX

ol INEET
X 0| X

j =e-1, il s’agit donc d’une limite finie.

X

Ainsi, limS, ==(1-e) lim£
—€

n—o X—=0\ 1

n—ow

1
La fonction exponentielle est donc intégrable sur [0 ;1], et : I e'dt=1limS, =e—1.
0
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Chapitre 4 : Les bases du calcul intégral pour le GEII — A. Introduction

3) Remarques :

v" Notation de l'intégrale : Il ne faut pas oublier dx !!!

Pl —*-Cf dx est une variation infinitésimale de x.
: f(x)dx est donc 1'aire algébrique infinitésimale du
/ : rectangle de cotés f(x) et dx.
/ : fab f(x)dx est la somme continue des aires
4 fx) : algébriques de ces rectangles lorsque x parcourt
) 3 I'intervalle [a,b]

b . sy e .
fa f(x)dx est donc l'aire algébrique du domaine
compris entre 1'axe des abscisses, la courbe Cr et
les droites d'équation x=a et x=b.

a b
dx

v Calcul d'une l'intégrale : Soit f, une fonction continue sur [a,b]. Calculer l'intégrale fab f(x)dx al'aide de
la définition page 3 est trop long et fastidieux, recherchons une autre méthode.
Notons A(x) l'aire algébrique du domaine délimité par la courbe Cy, I'axe des abscisses et les droites
verticales passant par a et x. A(a) =0 et A(b) = fab f(x)dx
Supposons que x augmente de h, 1'aire du domaine devient alors A(x+h).
Lorsque h est suffisamment petit, alors 'aire A(x+h) - A(x) est approximativement égale a l'aire du

rectangle de cotés h et f(x) : A(x + h) — A(x) = h. f(x)

A(x+h)—A
En divisant par h, on obtient : % ~ f(x)

Ax+h)—AX) _
— = f.
On reconnait la définition de la dérivée de A en x, d'ou I'égalité : A'(x) = f(x)

Ainsi : lim
h—0

6 5
X Ty

4) Fonctions primitives

Théoréme Soit f, une fonction intégrable sur [a,b]. On appelle fonction primitive de f sur [a,b] toute
fonction notée F, définie par : F’(x) =f(x) VX € |a,b]|.

Remarque Si G(x)=F(x)+Cte, alors G’(x) = F’(x) = f(x) VX € [a, b] . G est donc aussi une primitive de f sur
[a,b].

Reprenons notre calcul d'intégrale : Puisque A'(x) = f(x), alors A est une primitive de f et A(x) = F(x) + Cte.
Comme A(a) = F(a) + Cte = 0, alors Cte = A(a) - F(a).

D'ou le résultat suivant : A(b) = F(b) - F(a). Nous venons de montrer que | fab f(x)dx = F(b) — F(a).|

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année 7



Chapitre 4 : Les bases du calcul intégral pour le GEII — B. Définitions et propriétés

Partie B : Définitions et propriétés

I. Fonctions primitives

Théoréme/définition Soit f, une fonction continue sur [a,b]. On appelle fonction
primitive de f sur [a,b] toute fonction notée F, définie par : F’(x) =f(x) Vx e [a,b].

Remarque Si G(x) = F(x) + Cte, alors G’(x) = F’(x) = f(x) Vx € [a,b] . G est donc aussi une
primitive de fsur [a,b].

Notation On notera : If (x)dx toutes les fonctions primitives de f, on a donc :

J’ f(x)dx = F(x) + cte
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Chapitre 4 : Les bases du calcul intégral pour le GEII — B. Définitions et propriétés

Remarque Il ne faut pas oublier dx !!

I(X) = [ X2 X = oo
L) = f X2 Al = oottt
Tableau des Primitives
X(l+l o+l
jx“.dx: +cte ; o #—1 jU'.U“dx: +cte ; o= —1
o+l a+1
1 U
dx = /x +cte dx =+/U +cte
I35 I37g
J.e".dx=ex +cte IU'.eU.dx=eU + cte
J.ldx = 1n(|x|) + cte J.de = ln(|U|) + cte
X U
fxlzdx:—§+cte f%dx:—%+cte
Jcos(x).dx = sin(x) + cte IU'.COS(U).dx =sin(U) + cte
jsin(x).dx = —cos(x) + cte I U'.sin(U).dx = —cos(U) + cte
1 '
dx = tan(x) + cte dx = tan(U) + cte
J. cos’(x) ) J. cos? (V) ©)
I(l +tan” (x)).dx = tan(x) + cte IU'.(I +tan” (U)).dx = tan(U) + cte
U|
J. e dx = arctan(x) + cte J. TRIE dx = arctan(U) + cte
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Chapitre 4 : Les bases du calcul intégral pour le GEII — B. Définitions et propriétés

Exemples : Compléter en s’aidant du tableau des primitives :

I(x) = jx3\/;dx .........................................................................
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Chapitre 4 : Les bases du calcul intégral pour le GEII — B. Définitions et propriétés

I1. Calcul intégral

Théoréme / définition : Soit f, une fonction continue sur [a,b], soit F, une fonction
primitive de f. On appelle intégrale de la fonction f sur ’intervalle [a,b], le nombre noté

fab f(x)dx et tel que :

b
f f(0dx = [FOIL = F(b) — F(a)

Interprétation graphique : fa f(x)dx est I’aire algébrique du domaine compris entre la
courbe représentant f, I’axe des abscisses et les droites d’équation x =a et x=b.

Remarque Il ne faut pas oublier dx !!

/ f(x)

dx

Exemples et applications

v" Compléter :
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dx est une variation infinitésimale de x.
f(x)dx est donc l'aire algébrique infinitésimale du
rectangle de cotés f(x) et dx.

b . .
fa f(x)dx est la somme continue des aires
algébriques de ces rectangles lorsque x parcourt
l'intervalle [a,b]

b . o .
fa f(x)dx est donc I'aire algébrique du domaine

compris entre 1'axe des abscisses, la courbe Cr et
les droites d'équation x=a et x=b.
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I1I. Propriétés

1) Linéarité

Soit f, g deux fonctions continues sur [a,b]. Soit o et B deux nombres réels. On a alors :

[(af(ty+Bg(t)dt = af f(t)dt + B[ g(t)dt

Exemples et applications

v 1= j.(3x7 T | O
-1
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Chapitre 4 : Les bases du calcul intégral pour le GEII — B. Définitions et propriétés

2) Relation de Chasles

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé I. Soit a, b, ¢ trois réels de 1. On a

alors : ‘lf f(t)dt = i f(t)dt + ‘lf f(t)dt

xsi0<x<1
Exemple Signal défini par morceaux : f(x) = {
—x+4s5i1<x<2

Donc : if(t)dt = —i f(t)dt
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Chapitre 4 : Les bases du calcul intégral pour le GEII — C. Calcul de valeurs moyenne et efficace

Partie C : Calcul de valeurs moyenne et efficace

I. Valeur moyenne d’un signal périodique

La valeur moyenne d'un signal f, T-périodique est égale a : m = % fOT f(x)dx

Exemple : Calculer la valeur moyenne d'un courant alternatif de la forme : i(t) = sin(wt)

I1. Valeur efficace d’un signal périodique

La valeur efficace d'un signal f, T-périodique est égale a : U%; = % foT f2(x)dx

Exemple : Déterminer la valeur efficace d'une tension sinusoidale u, définie par :
u = Up,.sin(wt + @)
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Chapitre 4 : Les bases du calcul intégral pour le GEII — D. Intégrale de fonctions paires/impaires et/ou périod.

Partie D : Intégrale de fonctions paires/impaires et/ou périodiques.

I. Intégrale de fonctions paires / impaires

1) Intégrale d'une fonction paire sur un intervalle centré en 0

Rappel : Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R centré en 0, est dite paire
lorsque : Vx € D f(—x) = f(x).
Sa représentation graphique est alors symétrique par rapport a 1'axe des ordonnées.

Y T Ct

f est paire :

—

-a 0

2) Intégrale d'une fonction impaire sur un intervalle centré en 0

Rappel : Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R centré en 0, est dite impaire
lorsque : Vx € D f(—x) = —f(x).
Sa représentation graphique est alors symétrique par rapport a 1'origine du repere.
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Chapitre 4 : Les bases du calcul intégral pour le GEII — D. Intégrale de fonctions paires/impaires et/ou périod.

f est impaire : i .
P Y A Cs

— |

-a

R /

Soit f, une fonction impaire et continue sur [-a,a]. On a alors : If (x)dx=0

—a

3
Exemple j £.COS(1).SIN Y (D)t =,

IT Intégrale d'une fonction périodique sur un période

Rappel : Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R est dite périodique lorsqu'il
existe un réel T>0, le plus petit possible tel que : Vx € D f(x + T) = f(x). Sa représentation
graphique est obtenue par translation on étudie f sur un intervalle de longueur T.
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Cs

O T a a+T

Soit f, une fonction T-périodique, continue sur tout intervalle [a ; a+T]. On a alors :
a+T T

[f(tydt = ()t

2n
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Chapitre 4 : Les bases du calcul intégral pour le GEII — E. Exercices

Partie E : Exercices

Exercice 1 Déterminer les primitives des fonctions suivantes (on précisera les ensembles de
définition) :
f(x) =5x%2—5; g(x) =sin(2x —3) + E ; h(x) = 2e>73 + 3x -2;

m(t) = 2 cos(t) — 8sin(t) ; n(t) = 3t2 —5t+2; p(t) = P
q(r) =e %2+ 8r; r(y) = 2y°> —1; h(8) = 3cos(—26 + 5)

Exercice 2
I= f_55(4x2 —3)dx;] = f07 sin(2t)dt; K = ff(ZeZX —3x)dx; L= f_31(5t — 4)dt

0,01 2

M = szdx N = f 3cos(56)d6 ; P = [ " 2sin(3146)d6 ; Q = 1mdr
Exercice 3
x® +2x? —kx—%2 ox+2 tIn*(t) dx
I(x dx ; J=| ——dx ; K= dt ; L(x) = :
(%)= I '!.X2+4x+3 ! t (x) j\/2x—1
1 3
dx
i e
6

N = f _cos?(x) sin®(5x).dx ;R = f dx ; S(X) = [(1 + tan?(x)). tan®(x).dx ;

T = [Seendx ;U= [} y=[>2

e t+1”’

dx; W= fzcos(x) sin®(x).dx ;

x4+1
Exercice 4 Un circuit comprend un générateur de force contre électromotrice E (en Volt), une
bobine de résistance R (en Ohm) et d’inductance L (en Henry). L’intensité du courant i(t) (en

Rt
Ampeéres) a I’instant t (en secondes) est donnée par la relation : i(t) = %(1 - e_T). Calculer
la quantité d’¢lectricité Q, en Coulombs, mise en jeu entre les temps 0 et 0,1 secondes. On
rappelle que Q = [ 00'1 i(t)dt

Exercice 5 Déterminer les valeurs moyenne et efficace du signal 0,5-périodique représenté ci-
dessous :

N o

o!-?c

0.1 0,2 op 04 0p
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Partie F : Exercices d’entrainement pour les poursuites d’études

Exercice 1 : Calculer les intégrales suivantes :

1 2 1
I=J'x(x2 +1)°dx ; J=IVX+2.dX ; K=J'2;dx ; L=
e 0 X +2x+1

tan? x.dx

|2

(=]
|
&a

2n
argsh(x’)dx ; N= I cos(px)cos(gx)dx ou p et q sont des entiers relatifs.
0

M =

e LA

N | W

Exercice 2 : Calculer les intégrales suivantes a 1’aide d’une (ou plusieurs) intégration par

Parties :
Soit u et v deux fonctions dérivables sur [a,b] telles que u’ et v’ sont continues sur [a,b].
On a alors : fab u(t). v'(©)dt = [u(t).v(H)]b - f: u'(t). v(t)dt

V2

I=|x.sin(ax).dx ou a#0 ; J= |arcsinx.dx ; K:I(In x)’dx ;
1

O 2 |7
O G N

L(x)= J. x".Inxdx ou n est un entier relatif; M(X)= J.cos x.In(l+cosx).dx ;

NEx) = I x.tan” x.dx ; P(x)= I X.arcsin x ; Qx)= J. (arcsin x)2 dx ;

ﬁ.dx .

3

3

2

R(x) =Ix.(arctanx)2.dx ; S(x) =Ieax cos(bx).dx ou a et b sont des réels non nuls ;

T(x) = [ sin(inx) dx ; Ux) = [V1-x"dx ; V(x) = [V1+x7 dx ;

W(X) = JA(I_;((W dx
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