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Partie A : Introduction

I. Geéneralites

1) Sommes de Riemann
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Soit f, une fonction définie sur un intervalle [a,b]. On divise I'intervalle [a,b] en n sous

. ~ b-a
intervalles de meme longueur h, on a alors : h=—
n

On note [xo0,x1] : [x1,x2] : [x2,x3] : [x3,x4] : ... i[xi,xi+1] i... ([Xn-1,Xn] , ces n intervalles, on a
alors :

x0=a; xi1=at+h;x2=a+2h ;.. xi=a+ih...xn1 = a+(n-1)h ; xo = a+nh

h.f(xi) est I’aire algébrique du rectangle hachureé.
n-1
Donc S, = Zh.f(xi) est I’aire algebrique de tous les rectangles.
i=0
Si n, le nombre de sous-intervalle tend vers I’'infini, alors h tend vers 0.
On dit que la fonction f est intégrable sur [a,b] lorsque limS_ existe et est finie, on note
sl o i

n—x
b
alors : jl f(t)dt = lim S,\
n—x

~_
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Conséquence : La valeur de If (t)dt = lim S est donc I’aire algébriquep'ff?_" Page ¢

n—x
la

domaine deélimité par I’axe des abscisses, la courbe Cs et les droites d’équation
x=a et x=b . I

Theoreme : Toute fonction continue sur [a,b] est integrable sur [a,b]
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3) Remarques : Z _,O \./Q

lc,e\\-cwwl. \

v Notation de l'intégrale : Il ne faut pas oublier dx !!! P

— __// . . . ~ - r .
e dx est une variation infinitésimale de x.
— : Cf

f(x)dx est donc l'aire algébrique infinitésimale du

: rectangle de cotés f(x) et dx.
: b . .
: fa f(x)dx est la somme continue des aires
f(x) / { algebriques de ces rectangles lorsque X parcourt
(

l'intervalle [a,b]

b F " ;
fa f(x)dx est donc l'aire algébrique du domaine
/ & compris entre l'axe des abscisses, la courbe Cs et

' Y b les droites d'éguation x=a et x=b.
a xt 5




2) Exemple

a) Pré-requis 1 : Somme des n+1 premiers termes d'une suite géométrique de raison q=1.

n+1

1—4

1+q+q*+-+q"= 1—4q

X
; g S 4 !
b) Pré-requis 2 : Limite a connaitre : lim——=1
X—-0 X

¢) Al'aide de la définition de 'intégrale ci-dessus. calculer I = fol e*dx

a=0:b=1:h=1h:f(x)= *:x0=0:x1=1/n:x2=2n:...:xi=in:....:
i . n-1 n—ll iy o-1{ 1 il
Aire algébrique de tous les rectangles : S, =S hf(x;) = Z—.cn =—3en
;’)‘ =0 0 n ::CT‘ /

Il s’agit de la somme des n premiers termes de la suite géométrique de raison q =e*. on

applique donc la formule du a)

1-q" .
i+g+q° +t g™ = l—qq. et on obtient : S, =~
- n

|
; i F RS ] : % .
Calculons alors lim S, = lim — ——- |, ce qui donne la forme indéterminée « 0X o ».
n—x n—X N -
| ]
1-—-gn )

. - . . 1 age
Pour lever cette indéterminée. on pose le changement de variable X ==, et on utilise le b).
n

|
s T e | 1= g
lim S, = lim| —. el = lim| X t:(f=ll—ellxm!—x‘
D% n-n:;n = X0 1-e° X0 1 —e™ )
- 1-e® u
! o f 3 ) 1
Comme lim—— = 1. alors lim —|=- —=-1,
X-0 X =0 1-e° (1=e")
| ]
X-04 X )

Ainsi. lim S, ==(1-e) lim|
n—=x

l=e-1, 1l s’agit donc d’une limite finie.
X=0 1-¢ -

< |
S
1
La fonction exponentielle est donc intégrable sur [0 :1]. et : je'dt =lmsS,

n—x
0

o

1

A ! °
S A& :[e’io = é_e

—3 e,—’{
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4) Fonctions primitives

Théoréme Soit f, une fonction intégrable sur [a,b]. On appelle fonction primitive de f sur |a,b] toute
fonction notée F, définie par : F'(x) = f(x) VX € a.b].
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Partie B : Definitions et propriétés

page
I. Fonctions primitives 8

Théoreme/définition Soit f, une fonction continue sur [a,b]. On appelle fonction
primitive de f sur [a,b] toute fonction notée F, définie par : F’(x) = {(x) Vx e [a,b].

Remarque S1 G(x) = F(x) + Cte, alors G’(x) = F’(x) = {(x) Vx € [a, b] . G est donc aussi une
primitive de fsur [a,b].

Notation On notera : J'f (x)dx toutes les fonctions primitives de f, on a donc :

N If(x)dx = F(x@@

Exemples
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Tableau des Primitives

o+l

+cte ;. a# -1

s i B
IX 'dx_a+1

U= =0L .
L/x\ =% U eet vne oo -
a+l

+cte ; o = —1

jU'.U“-dx -
o+1

|
——dx = \/§+cte
Iz&

Ul
dx = /U +cte
IzJﬁ

J.ex.dx =e* + cte

jU‘.eU.dx —eY +cte

J‘l dx = In(|x[) + cte
X

IE' dx = In([U]) + cte

1 1
[Sdx=-=+cte
X X

ur |
| gl =-gtee

-

Icos(x).dx =sim(x) + cte

IU’.cos(U).dx =sm(U) + cte

jsin(x).dx = —cos(x) + cte

jU'.sin(U).dx = —cos(U) + cte

I ——.dx = tan(x) + cte
cos” (X)

j - dx = tan(U) + cte
cos”(U)

j(l + tan’ (x)).dx = tan(x) + cte

j U".(1 + tan2(U)).dx = tan(U) + cte

dx = arctan(x) + cte

jl+x2'

j B —.dx = arctan(U) + cte
140"
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Exemples : Compléter en s’aidant du tableau des primitives :

3 s Page 10
I(x):jx i;dx..z ...... x dxe . =..... 2 .. .« =2 <. .l
24[3, 5/’/ A
............. INC"I'—‘E.O::'.‘. B S Al D G e e R Tt e B S
ol 4\
Hx) = I3.cos(3x ) A e
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I1. Calcul intégral

Théoréme / définition : Soit f, une fonction continue sur [a,b], soit F, une fonction
primitive de f. On appelle intégrale de la fonction f sur I'intervalle [a,b], le nombre noté

f: f(x)dx et tel que :

b
| fofan)- (Feolt = F®) - Fea)

Interprétation graphique : f: f(x)dx est I’aire algébrique du domaine compris entre la
courbe représentant f, I'axe des abscisses et les droites d’équation x=aetx=bh.

Remargque Il ne faut pas oublier dx !!

! : Cf dx est une vanation infinitésimale de x.
f(x)dx est donc 'aire algébrique infinitésimale du
rectangle de cotés f(x) et dx.

b . .
fa f(x)dx est la somme continue des aires

algébriques de ces rectangles lorsque x parcourt
l'intervalle [a.b]

_f: f(x)dx est donc 'aire algébrique du domaine

compris entre 'axe des abscisses, la courbe Cret
les droites d'éguation x=a et x=b.
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Tableau des Primitives

o+l

Y
IX 'dx_a+1

+cte : o # —1

o+l

jU'.U“-dx -
o+1

+cte : o= —1

ITd\ Jx +cte

U +cte

PN

Ie dx =e* +cte

jU e’ dx =e? +cte

J‘i dx = In([x|) + cte
X

J E' dx = In([U]) + cte

1 1
[Sdx=-=+cte
X X

Ur 1
| gl =-gtee

Icos(x).dx =sim(x) + cte

_[U'.cos(U).dx =sm(U) + cte

Isin(x).dx = —cos(x) + cte

.[U'.sin(U).dx = —cos(U) + cte

j —— .dx = tan(x) + cte
cos” (X)

J‘ I;I dx = tan(U) + cte
cos (U

j(l + tan’ (x)).dx = tan(x) + cte

j U'.(1+ tan>(U)).dx = tan(U) + cte

j dx =arctan(x) + cte
1+ x?

j £ —.dx = arctan(U) + cte
141"
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III. Propriétés

Cha .
1) Linéarité AUl ge 15
Soit f, g deux fonctions continues sur [a,b]. Soit o et p deux nombres réels. On a alors :
b b b
[ (cf(t) + Ba(t))dt = u.j f(t)dt + BI a(t)dt

Exemples et applications

1

Vo L= 3T 4 2K — L oo,
I K




L(x) :j‘(S.cos(Zx)—e5x +9)dx = e e
Pitre
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2) Relation de Chasles

- - - - ” - - L4 3
Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé I. Soit a, b, ¢ trois réels de I. On a

alors : i f(t)dt = I f(t)dt + ]2 f(t)dt




2) Relation de Chasles

- - - - ” - - r 3
Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé I. Soit a, b, ¢ trois réels de I. On a

alors : [1tyat =?Nf(t)dt

— —_— —
A’ﬁ = A’C + C B pA |
N\ / \

@ N

ch&) Ak - F() — FG)
@D

JL’ J M = £(b) - fE)
4

) - Fla) = " 0y db



Exemple Signal défini par morceaux : f(x) = {

zsiU=n<]
S |

-x+4 si11 stzl
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Partie D : Intégrale de fonctions paires/impaires et/ou périodiqys.
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I. Intégrale de fonctions paires / impaires

Rappel : Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R centré en 0, est dite paire
lorsque : vx € D f(—x) = f(x).
Sa repreésentation graphique est alors symetrique par rapport a I'axe des ordonnees.

f est paire : ' g Cs




f est(paire|: " g Cs Dapiye g
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2) Intégrale d'une fonction impaire sur un intervalle centré en 0 Page 164
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Rappel : Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R centré en 0, est dite impaire
lorsque : Vx € D f(—x) = —f(x).
Sa représentation graphique est alors symeétrique par rapport a I'origine du repere.

f est impaire : .
P Y A Cr




f est impaire :

Cr
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a Chapitre4
Soit f, une fonction impaire et continue sur [-a,a]. On a alors : I f(x)dx=0 Page 1,
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II Intégrale d'une fonction périodique sur un période Chapity,
q p 4

Rappel : Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R est dite périodique lorsqu'il
existe un réel T>0, le plus petit possible tel que : Vx € D f(x + T) = f(x). Sa représentation
graphique est obtenue par translation on étudie f sur un intervalle de longueur T.

C&»[Q'x,)

W Z,Tl'j >

= 2T




Soit f, une fonction T-périodique, continue sur tout intervalle [a ; a+T]. On a alors :

a-l‘-.T = T V2
| f(t)dt | £(t)d —_-5 g(Hau:




T2
Exemple I COS (t) sin (t)dt RO A N . 1 TR PRI S Chapjp,
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