


Partie A : Rappels sur les propriétés et calculs de base

Théoremes/Définitions/Notations :

1) Toute fonction continue sur [a,b] est intégrable sur [a,b]
2) Soit f, une fonction intégrable sur [a,b]. On appelle fonction primitive de f sur [a,b]
toute fonction notée F, définie par : F’'(x) = f(x) Vx & [a,b].

3) On note If (x)dx toutes les fonctions primitives de f, on a donc :

I f(x)dx = F(x) + cte

4) Soit f, une fonction continue sur [a,b], soit F, une fonction primitive de f. On a alors :

b
f f(x)dx = [F(X)]2 = F(b) — F(a)
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Propriétés

1) Soit f, g deux fonctions continues sur [a,b]. Soit o et § deux nombres réels. On a

b b b
alors : j’ (af(t) + Bg(t))dt = o j f(t)dt + B j g(t)dt
2) Relation de Chasles : Soit f une fonction continue sur un intervalle ferme I. Soit a,b,c

b c b
trois réels de I. On a alors : j f(t)ydt = jf (Hdt + If (t)dt

3) ]'f(t)dt = -} £(t)dt
b a

4) Soit f et g, deux fonctions continues sur [a,b] telles que f(x) < g(x) Vx € [a,b], on a

b b
alors : If(x)dx < Ig(x)dx




IPartie C : Calcul d’intégrales doubles

g 63
I. Généralités : Chap,'t,.e 1

1) Domaine fermé de R 2

Définition On appelle domaine fermé de R ? tout domaine du plan délimité par une
courbe fermée

Exemples
D, = [0;1]x[—-l;3]= {(x,y) elR’/x e [O;I]ct ye [- l;3]} ¢ 08?:: EO ; 4(:)< (:-4 ;3J Qp“Ou\/e»-t

%D, ={(x.y) IR /(x-2) +(y+3)' <4f = (2, 2} oxx —2 (2, -3) .
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2) Intégrale double
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Définition/théoréme Soit f, une fonction continue dans D, un domaine fermé de R 2.
Alors I'intégrale double I = Hof (x,v)dxdy existe.




3) Applications

Pg
. , . . se2s hapjy
-Si f(x,y)=1 V(x,y)eD,alors I = ”D f(x,y)dxdy représente 1'aire du domaine D. e 1

- S1 f(x,y) est la masse surfacique au point M(x,y) du domaine D, alors | = ”D f(x,y)dxdy est

la masse du domaine D.
- Soit A, I'aire du domaine D. Les coordonnées du centre de gravité G de D sont données par

e . 1 1
les intégrales : x, = X-UD xdxdy et y, = Y L ydxdy

4) Propriétés

Soient D un domaine fermé de R % ; fet g, deux fonctions continues sur D ;
o et 3 deux nombres réels.

- Si f(x,¥) 2 0 V(x,y) € D, alors Hof(x._v)dxdy >0
- [[ (af(x,y)+Bg(x,y) dxdy = a[[ (f(x,y)dxdy +B[[ g(x,y)dxdy

-Si D=D, UD, ol D1 et D2 sont deux domaines fermés de R * et disjoints (D, "D, =
0) alors : j' J‘Df(x,y)dxdy = ”’D f(x,y)dxdy + [ j‘b f(x,y)dxdy




I1. Calcul d’une intégrale double en coordonnées cartésiennes :
Page 25

Chapftr
€7
Théoréme de Fubini Soit f, une fonction continue dans D, un domaine fermé de R 2. On

peut calculer I'intégrale double | = an(x,_v)dxd_v en intégrant soit d’abord par rapport

a la variable x, soit d’abord par rapport a la variable y :

Jfof ey dxdy = [ f(x,y) dyds

1) 1 cas : D est un domaine fermé rectangulaire de R 2

Exemple Calculer 1 = IL)(x+y)dxdyou D= [02] [0|]

e o oligol = i
Iéjéjo(xﬂk\dﬁolg;;l ........ 4.&395} &&J ..... 4 +z}_o)a\7 [}+3:) 3

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------

lication du théoré¢me de Fubini

[£(x,y) dxd "f( )dx d ]"’j"r( )y d
X,\v X \ = X,y X .\'= x,y y X
l-b{[;é] '[ —




Calculer = gf(x y) dxdy lorsque f(x y) = g(x)h(y}
[ab
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D’apres le théoréeme de Fubini, on peut calculer I = j IDf (X,y) dxdy soit :

Pa
Inté ; ) : " Chapje
a) En intégrant d’abord par rapport a la variable y re 1

On suppose alors que toute parallele a I’axe (Oy) coupe la courbe délimitant D en au plus
deux points ou en une infinité de p01{’1t:1 ”
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> L4 b h . P
b) En intégrant d’abord par rapport a la variable x ee 27 Chap;s

On suppose alors que toute paralléle a I’axe (Ox) coupe la courbe délimitant D en au plus

deux points ou en une infinité de poinls L 4)
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Exemple Calculer I = _[ ID xy~ dxdyou D est le domaine représenté ci-dessous : ('3 -z

z) 4
Domaine D /‘k@ ‘ A ¢ ) } = Zz
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3) Exercices

Exercice 1 Calculer I'intégrale double : ”“xydxdy avec successivement :

D= {(x.y).-"Z 2x20,3z2y2 -2}

D& est le plan limit¢é par les paraboles d’équations y=x? et x=y".
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Exercice 2 Tracer le domaine D du plan limité par les courbes y=x-, x=2, y=1 ; p:*'« calculer

2 2 T €29 chap:

I= Hn(x +y~ )dxdy Y 4,&1” lp_-x" Ptre
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I1. Changement de variables

AP p
1) Définitions e 29

Changement de coordonnées : Soit A et D deux domaines fermés de R 2. On appelle
:A-D
transformation de A dans D toute fonction vectorielle bijective M
(u,v) > (x,¥) = ¢(u, V)

Jacobien : ¢o(u,v) = (.\(u, v),¥(u, \')). Si les fonctions numériques (u,v) i x(u,v) et
(u,v) = y(u,v)admettent des dérivées partielles continues sur A (i.e @ est de classe C'),

: D(x,y
alors on appelle Jacobien de ¢ et on note (x,y)

o Fo D(u,v)

| Ox Oy
“W”_EXE_&@_m@
Di{u.v) Oy v | i uov ovou .

le déterminant défini par :

Gy U

)
[
Remarque ¢ étant bijective, ¢ ' existe. ¢ ' est alors une transformation de D en A . Le

D(u,v)
D(x,y)

jacobien de @ ' noté , et donc l'inverse du jacobien de ¢ .



2) Calcul d’une intégrale double par changement de variables

Soit f une fonction continue sur D un domaine fermé de R 2. Soit ¢ une transformation
tA->D
de A en D de classeC! : . voluw absdlue .
(u,v) > (X,¥) = ¢(u,Vv) /l
- PE—
On obtient alors : ” f(x,v)dxdy = :: Fix{u, v}, y(u, vy :""“ ! dudv @
D v lu(u,\')
e

Pag & 30
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Exemple Calculer I'intégrale | = H sm( )d\dy ou D est le domaine ci-dessous, en utilisant

=X x =W Pag
. €37
le changement de variable : y < >{ Chap;
= ¥ =0 X Pitre 1
La’ Domaine D ‘3 = 3:;_ Domaine A
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3) Passage en coordonnées polaires

Lorsque le domaine d’intégration est un disque ou une portion de disque, le calcul d’une Page 3 D
intégrale double est simplifié si I’on passe en coordonnées polaires (r,0) : WPitre 4
X(r,0) =rcos0

r.0)=rsin0

avéc >0 et 0e[0,2n].

J'L:O|'Il>, 0)
N\

® - mus (GZ,0m) € [o; 27

2L = S S
Hwa- N
Le jacobien est alors :
D(x. x ' (€N S SW . _
(X,y) =\ =l X?] ..=.....‘:...G.D.DP.:\'..\Téwqfﬁ..?-..f(@?’:?t)&wlb>= C
D(r,9) | \ )
ro 3¢  C RN (S 4

lrl';('aa.r r2o0

|
° tr : - ~ . N -
: f -9 -— II ‘ . ‘ ? A‘ 'il L’
On obtient alors ) [IRLESY dxdy Aiu cos 0,1 sis dild:?!ff'

—
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Exemple Calculer I = ”D& fxdy ou D est le domaine délimité par le cercle de centre O et de

rayon 1, la droite d’équation y=x et I’axe des ordonnées. Page c
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OFExarcicss

M:CM'a.UMd'mmymmmhmm .............................................. Page33 ......................
suivantcs - “apitre

l=ﬂDJx’ +y'dxdy ot D=|(x,y)/x* +y' <1:y20].

J=IL(_,‘%Y B

b e
Exacich:Aumoymduchmgcmcmdcvu’iablc{ ’ venfier que :

y=uv

- -

f[, ™7 dxdy = <= torsque D={(x.y)/x2 0, y2 0, x+y <1}.



ks =IIDIn(x + y)dxdy ou D={(x,y)elR3 /prS]_iIISySHx}




Partie D : Calcul d'intégrales Triples|

Pa
8e 38
I. Généralités :

1) Domaine fermé de R 2

Définition On appelle domaine fermé de R * tout domaine de I’espace délimité par une
surface fermée

Exemples

D, = [0:1])x[0:1]x [0:1] = {(x.y,2) e IR* /x € [0:1], y € [0:1] et z & [0:1]}
D, ={x,y,2) eIR* /x> +y* +2° <1} = bowodo wtGae - auymmd

5
A

%&QL\’QU«»-'O—.
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|

2) Intégrale triple

-

« 3= 54

Définition/théoréme Soit f, une fonction continue dans D, un domaine fermé de R 3.
Alors Iintégrale triple | = “In f(x,y,z)dxdydz existe.

3) Applications

-Si f(x,y,2)=1 V(x,y,z)e D, alors I = HL f(x,y,z) dxdydz represente le volume du

domaine D. kg/m\
- Si f(x,y,z)est la masse volumique au point M(x,y,z) du domaine D, alors
= HL f(x,y,z)dxdydz est la masse du domaine D.

g [ x 2 -—>|\%

27




4) Propriétés

Page 39 |

Soient D un domaine fermé de R * ; fet g, deux fonctions continues sur D ; hapity,,
1

aetBdeuxnombresréels.
- Si f(x,y,2)2 0 V(x,v,z) € D, alors mﬂ f(x,y,z)dxdydz 2 0
- Iﬂb(af(x,y,z) + Bg(x,y,z))dxdydz = aHID f(x,v,z)dxdydz + ﬂlﬂn g(x,v,z)dxdydz brabnty
-Si D=D, UD, ou D1 et D2 sont deux domaines fermés de R * et disjoints (D, "D, =
0) alors : [" f(x,v,z)dxdydz= f" f(x,v,z)dxdydz+ [" f(x,y,z)dxdydz

Jidn Jddn, Jidn,

I1. Calcul d’une intégrale triple en coordonnées cartésiennes :

Théoréme de Fubini Soit f, une fonction continue dans D, un domaine fermé de R 3. On
peut calculer I'intégrale triple | = IHD f(x,v,z)dxdydz en intégrant soit d’abord par

rapport a la variable x, soit d’abord par rapport a la variable y, soit d’abord par
rapport a z.




1) 1¥ cas : D est un parallélépipéde rectangle de R *

Exemple Calculer I = ”I (x+y+2z)dxdydzou D = [0'1] [ l'l] [1'2]

I~ ( gyl ]f F% wx*s*) Ay

............................................................................................................

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Application du théoréme de Fubini

HI“HMHM]I'(X,,\',Z) dxdydz= frf f(x,y,z)dydzdx = fff f(x,y,z)dxdydz=...

29



f(x,y,z)dxdydz lorsque f(x, k g(x)h(y)k(z)
@)qm-.o-\o\% '\QfOJ\n-LJS: e 47

Cas particulier : Calculer 1= HI

blle.dje.g]
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2) 2°™ cas : D est un domaine fermé quelconque de R 3

D’aprés le théoréme de Fubini, on peut calculer 1= HLf (x,y,z) dxdydzsoit : Py g

a) En intégrant d’abord par rapport a la variable z

On suppose alors que toute paralléle a I'axe (Oz) coupe la surface délimitant D en au plus
deux points ou en ung infinité de points :

32



Exemple Calculer le volume d’un tétraédre de cotés Im :

s \ = Oclima da T2 .ﬂj A4 Aedyde 2 hapi

a
L «A\olq R?. 2
|
L D Poaleds \3\0.,\.., < ‘624&14—]:’ P FIO«O\!I \\ej):a& . 3= g.:u ‘:g +“Q
kkxm\&p\e}’@&Iu;ﬁe} cPy ABCET ®=aihorc A A
= ﬁ%“:a"xp\-L O = bac <=’><l°= -4
= C=.4
\SB:O.'J(B-:—L A=<
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J) Exercices

Calculer les intégrales triples suivantes :

I= I”D sin(x +y + z)dxdydz ouD = {(x, y,z)/0<x <

Pol,.,xao[m',

Que représente J ?
Exercice 5 (=~ 5 points). Considérons (2 défini par :

SZ:{(J.y.:)CR"/ 24+yP<1;1

Calculer M = /f : : — dzdydz.
o @rErae

On se propose de calculer

Page 43

I=[f/pzdzdydz, \bwlﬁ'ps |

ouD = {(z,y,z) eR%Yz2>0,y>0,2>0,z+y+2< 1} . On note T l'intersection de D et d'un
plan P, de cote z.

35



TJ/{ R (ory + 3) AocAu?( ~ j/ iz:(r+j+}\4} c\acc\ﬁ} ./jJ[ [—6:(3:4’«:{4,53:‘:71%*

6,72)° [0;72)* °,72)*

o +T]
T = Jj (Cm(suj)-C&(;u—I-»E)) A:cc)ug . 4@%/“ o> (42 = — dniz o¢

=z Ao (e +To) - Gos o
["} n/z:l + }»f_ L-)c-r‘j,) .
2 w2 | "2
:J J (Cb[-xway + AG‘C”“"&» AgaaC :S [ Piw(xry) - G- (z+4 )30 A=

o

2 Wz W 2
= J ()Qtu (9C+?i)— Cba(our%) — At + @‘1) Ax = }.J rxdx = 2 [,)"L"-}o = 2.
N N—\—~— g

° Gz 4 Mux
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Exercice 5 (=~ 5 points). Considérons () défini par :

{2 {I_r.n;_ z) € R’ / z* 4 q"' 1: 12 ¢ '.’}.

Calculer M /[[) I ,'_, - drdydz.
a (22 +y? + 2?) ;

| %‘/&) mﬁ *;,)
PN J/ [ 6200 ] sy y@ﬁaaﬁj‘_(;ﬂu%

I j g
= /A - I g B\A 'f;,-
; %/(z_ ntd x*zhu Qm"‘g//(/‘t""'i N ry Arde =g B&A}L 4 >

Lo ajxﬁ,c

4
T (f2e lefe)- Bans bat) = k/g—).
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D

| On se propose de calculer — 3=4-2"%
T4t P

I:/f/ zdzdydz, /L
D 2

ou D= {(z,y, z) € R 2>0,y>0,2>0,z+y+2< 1} . On note T, l'intersection de D et d'un
~——
plan P, de cote z. xifrg=d pmepan . A(410,0) D (sy4,0) NC (2)e)1)

T —,f/ jx:;: deduy =//m(4.«-}) Andyy







1) Définitions

Changement de coordonnées : Soit A et D deux domaines fermés de R 3. On appelle
transformation de A dans D toute fonction vectorielle bijective
: A —-> D

(u,v,w) = (x,y,2z) =@(u, v,w)

Jacobien : @(u,v,w) =(x(u,v,“-'),y(u,v,w ).z(u, v, w)). Si les fonctions numériques

(u,v,w)— x(u,v,w), (u,v,w)— v(u,v,w) et (u,v,w)— z(u,v,w)admettent des

. . : : X,Y,Z

dérivées partielles continues sur A, alors on appelle Jacobien de ¢ et on note %
u,v,w

le déterminant défini par :

& o &
du & ow
D(x,y,z)_ay i i &
D(u,v,w) |6u & ow
a a a
du & ow
Dixy,z) xHh&E YAk axdy xady vaxa adoax
D(u,v,w) Oudvow Oudvow oOudvow Oudvow oOudvow Oudv ow

Remarque ¢ étant bijective, @~ existe. @~ est alors une transformationde Den A.Le

D(u,v)

D(x.y)

jacobien de @' noté , et donc l'inverse du jacobien de o .

Page 45
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2) Calcul d’une intégrale triple par changement de varnables

p
Soit f une fonction continue sur D un domaine fermé de R %. Soit ¢ une transformation
: A —-> D

(u,v,w) = (x,y,2) =Q(ll,\',“")- Va\g_“_f aLSS&U—

On obtient alors :

de AenD:

dudvdw

4
'[[ f(x,y,2) dxdydz =.”g(x(“>"a“’ ),}‘(u,\',W),z(u,v,w)4—11))((;:3::’))

d8e 45

-

=2 &) x=-aw

a

r

Exemple En utilisant le changement de variable : {v = % ou calculer I'intégrale & “é =bv

W=l &> 3 =Cw .
c

I=.‘-j‘|-r\>.dxd}'dz ouD =-{(x,y,z)e R/ x> 0,y=0,z2>0, i+i+£51}_

a b c
>
A: (u,w,vejeﬁi/ u?,O,\J'zp, W20, LX‘\’B'\'\BéL-S

Db - | Za Lo Kho| _ o o
Dlwvo,w) Y'uw ‘3‘\, ‘3‘u.s ) o

' o = Qxbxc.>o

%LL Zu%w tb C ‘

s il



o {ff 2amtqdy jjj A. abc dundodur

T :o.\oc,jsj Ao Ay A= l)(u.\),\n)/ Wo,W>%0 o utorw < 4_}

AN Grorw =4 @J\‘
) ualore Al qomsard pan
ol \e Vo'Ras A e pohs Ao )o}'BiB(G.’\ -,o)/-QQ 40;0)

(_9\(0 4.
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3) Passage en coordonnées cylindriques (p, 6,z)

P
age 47 Chap
/

Lorsque le domaine d’intégration est un cylindre ou une portion de cylindre, le calcul d'une
intégrale triple est simplifié si I’on passe en coordonnées cylindriques (p.6.z) :

tl’el

OW) € [o 9.\\Y_

[x(p= 8.z) =pcosB
]\y(p= 0.z) =psin 6 avec p20 . O€ [0,27[{ et z€ IR . Le jacobien est alors :

2(p.6.2) =z

44



Deww | <o =y | |0 e /e
Do) [ e 90y | | O R0 e
5 e ¥ | o [ [N
+ - .
_Prw8 o €1 o\
'I:PCB;G :_,_o%) — OA A+ A
_ pee o Mg O
/R N~ ~ -
taek ©
= F(;Q}e.l_)))b"vvﬁ
= plres ».9)
’K""‘él’i?. _-_-P.>/o
‘D(fvels\

45



p
On obtient alors : HLI(X,}',:)d:d}'dz =HL f 0,psin 6,z )pdpdOdz @ . age 48 Chapitrel

Exemple Calculer le volume d‘un c6ne droit de hauteur h :
D E

={x,y,2)€eIR°/0<z<h g*+y’ <z’ }




2

(

Exercice Page 49

Calculer au moyen d’un passage en coordonnées cylindriques, les intégrales suivantes :

I=H‘|’Dz.ﬁfx: +yldxdydz ou D= {(x:y:z).u"x2 +y* <R*;0<z<h }

\fzjgaifo\fﬁs&%sjfjbfo\f 2y 20 :Jzzh[f,:fo\%o\e

Chapitl‘e 1

47



4) Passage en coordonnées sphériques(r,6,@)

)
8e 49
Lorsque le domaine d’ integration est une sphére ou une portion de sphere, le calcul d'une Chapitre 1
intégrale triple est simplifié s1 1'on passe en coordonnées sphériques (r,6,0) :
O
}lg\ 2= O ‘_1 3

B2 s (oT; Onv- ¢ [0, e[

P = e (014 5?! €[o; |\]

{x:ﬁ&,g.— PSRV )

%:P}";e:hh\.m\‘{ IO ’

Ot pup: "—"9-: —c>f}z it

[x(r,e,(p)=rcosesin(p GDL( -ﬂ - ;b_(:) %znce,lf

v(r.0.0) =rsin Bsin @ avecr=>0 . B € [0,27[[ et Q€ [0, ] Le jacobien est alors : \4‘3? 2L

2(r,6,0) =rcos @ =
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5) Exercices P
§e 57 Chap itre
Exercice 1 Calculer V, le volume d’une sphére de rayon R. 4

Exercice Z,ASQ/n un réel a=0.
dxdydz : & & 2
Calcule{l = [”D (,{/-*-/:‘? e }VD/= {(x: Y, Q,E*m's /x? 37" ax <6-0%z S.a-}—

Ge Rubioale -

= N o Y o 2h .
= %A =f[fszld,co\-ad§=Jjj Y s 4 :j ra.rxjoc\a hjm?d\p

[0/ x[o)5)x [ov)  ©

- R y
x "x[—Cp:\p]O
- 27A°
.. 2L { dad)
V = 4 ma*
3
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Exercice 5 (=~ 4,5 points). Dans un repére orthonormé (0,1, j, k) de I'espace, on considére les trois

points dont les coordonnées sont les snivantes :
- 000, Eaualion Au Plam

A(3;0,0) ; B(0:;2;0)

On note €2 la région de l'espace correspondant a I'ensemble des points situés a l'intéricur du tétraedre de
sommets O, A, B, C, P) i
( Lo+ b‘j +.CY= do
Ja = Ao

o b

6c¢c

_é‘)b,l-f“—-
2 2

\J...%}:CL

2:(.4-334. %:6.

-ix -‘s\a,

H= fé 3dy olm.ahj,
G-2x-3y

[£) e sy

0AR,

g
"

Caleuler A = // /” 2 drdyds. j
oh%

Indication. Si besoin, on pourra utiliser (sans avoir a le démontrer) le résultat snivant : une équation

du plan (ABC) est 2z + 3y + z=0.



___:'___(0_46):

3

| A J ((g_zx-é-z-zx)'d — (G-Zx)*) Sne. =

—m——————
o

760
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