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Partie A : Complément sur les nombres complexes

I. Rappels Page 5
. C .
LZ-x+tijvouxeR,vyeRet; i hapltres
X est la pame 1eelle de Z / y est la partie imaginaire de Z
On nOte b d ¥ Oll note:j’ "'“‘;)
Lem ‘= de Z estnoté 7 ou encore | ~ , C’est la distance de O a M, donc i Z | =7

L’argument de Z est noté arg( ) c’est la mesure en radians de I’angle de vecteur orienté (61, OY\-‘I) :
déterminée a 2Km pres (k € Z). On note 6= alg(Z) on a alors :

cos(e) _ Z _ par tie;ll t;el:le d; Z Reél)
4 ntlioi“ie iredeZ _Im(Z HEz0-
sin(0) _ Y _ partie imaginaire de m(Z)
Z module de Z Z
Détermination d’un argument a ’aide de la fonction arctangente ’Dage 6 c
Soit Z = a + j.b un nombre complexe non nul, tel que a# 0.
i .ﬁl'l‘fnn; = l €t o (T 0
arglZ)- | bt et arg(j.b) =1 %,
— (b) . BU-5) t -sib<o
Al‘(‘tal — [ <0 2 2




Partie A : Complément sur les nombres complexes

Le plan complexe est muni

d’un RON (O : OI, OJ)
orienté dans le sens direct.
Z=Xx+)y oux,yek

Le point M(X,y) est appelé
image de Z.

Z est appelé I’affixe du
point M.

Z est aussi appelé ’affixe

_'
du vecteur OM .

OM =x.i+ V. ]

Page5
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Forme algébrique de Z : (coordonnées cartésiennes)

Z=x+}y

Forme trigconométrique et forme polaire de 7 :

Z.=7Z.cos(0)+ j.Z.sin(0) = Z.(cos(9)+ j.sin(G)) aussinoté : Z = |7, 0]
Forme exponentielle, géométrigue : Euler a note el? = c0s(0) + j.sin(0)
Z=27.¢"

Nombre complexe conjugué de Z : Soit Z = x + j.y, on appelle conjugué de Z, et on note Z , le

nombre complexe définipar: Z° = x—j.v. Si Z=7.e"° alors Z =7 ¢°



Produit, quotient et puissance

arg(Z.Z')=arg(Z) + arg(Z'

[Z,0] x [Z',0'] =[ZZ',0 + 0]

Le module d’un produit de nombres complexes est le produit des modules, I’argument
d’un produit de nombres complexes est la somme des arguments (a 2K pres)

Chapitl‘e 5

A z| |z
arg J—dlﬂ(?)— arg(Z")+2km, KeZ ,et | —| = —
z z| |z
(Z .0
[Z7,07] [;'9 BJ

Le module d’un quotient de nombres complexes est le quotient des modules, I’argument
d’un quotient de nombres complexes est la soustraction des arguments (a 2K pres)




al'g(Ln): n Xarg(Z)+2km, Ke€Z ,et

[Z,8]"=[Z",n.0]

Zl]

Z

n

Le module de Z" est le module de Z a la puissance n, ’argument de Z" est n fois

P’argument de Z (a 2K pres)
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Z+Z =e°+e7% =2Re(e®) = 2cos8 ; Z-Z =€ — e7° = 2jIm(e°) = 2jsind

; ; el 4 o0 . el®_e-10
Formules d'Euler : cos 9 = — et sinf =
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4) Applications

Page 8cha .
- EnGEIl: Witre &

La puissance instantanée dissipée dans un dipole linéaire, qui est soumis a une t
YV s e/ cnc st of marconiri nar 11 conrant d(+) — /D cnalit LAY oo
Veffv L LUS WL UL paltuulu pal Uil coul aliu b\b} — .leffv F<] LUD\WL T VJ} ou
relation : p(t) = v(t) - i(t).

En utilisant les relations d’Euler, montrer que cette puissance instantanée est la somme d’un

terme constant et d’un terme sinusoidal de pulsation double.

— f(t) =tolh).il).=. \/e,% {2.. Gt e Ie% {2 C&(w.\:-s-}(’.) -‘ﬂfgI{ (» [u))f) & (w.#.t—.le.)

Jwt  _jwr [wEt+f) it )
....€+€J . 63( \e’r...?—.s.....f .......................................

X.= {.‘&(.we, (2.wkx. ). 4.2 0o ‘P'S’@:P :2': (0&: (k) +.Ce>lp)
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- Line€arisation et calcul intégral

Pa
8egcha .
En appliquant les formules d’Euler, linéariser cos?(t) puis calculer I’intégrale : Pitre
I = [, cos?(t)dt .
.- J B : .
......... SN ¢ S A );4,(62;
h
2
........................................................................... (a4b) = @i 2aboron.........
; -2t ot Sk
..................................... =/Z-lr(é\k+€J+~2J.€€
:%(,Z.Co,@,lr)_*. z) .............................................
............................. he 2 (@A )
s Wy = —— w3
..:r.z.&.o&:t.o\t...:..zxj [ACYAT f L. (o) 4. dt,j(&(z})u)dt
M, Ve @
’ = [&\+E TV3— )ﬂh(z‘-\ "-—()"\04—0) = Eq—l-.
2 o 2 > 2 4 3
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I11. Signal cissoidal f(t) = a.cos(wt) + b.sin(wt) ou a et b sont des réels non nuls.

1) Transformationde f(t) = a.cos(wt) + b.sin(wt)

Notons A = |a — ]bl et = arg(a— jb), alors :

a—jb= Ae A (Cﬂ?‘f.pJ.AW‘f) ............................ e x‘aemtﬂllﬂ/ﬁ‘?aul CA’,‘Q

De plus,

qwt
cos(at) 4+ Jsin(t) =.....C..cicasassisnssnans &—Awmcﬁ\\":ulu ..........................
Ainsi le produit de ces deux nombres complexe est : i b
( Io)(ca» s c.ul:) = Aéiwté? e"*xe/"’:e_
a--J @) +J}\M ........... e S‘”C'I'j'f ............ 2
..a,Cenqu:‘*a.a.mmuJL._d.b.wal:.,..;s.hd..&Mwb ..... Y W AR — J-=- 4
S~ © 0 (wh+yp)
................................................... =d bl = AL
W
..................................................... ale ol (s

[aGwt + \o),wu:)—” CESa é,wt> = [ACO-(WL*"P\JL § Arun(wteg).

T




On obtient donc le résultat suivant :

f(t) = a.cos(wt) + b.sin(wt) = A.cos(wt + @) ot A =|a—jblete = arg(a—jb).
f est donc un signal sinusoidal d’amplitude A, de période %’, et de déphasage @.

Représentation graphique :

Soit f{t) = A. cos(wt + @) ; g(t) = A. cos(wt)
Sur le graphe ci-aprés, indiquer A, T et t;, le décalage temporel.

On a alors la formule : ¢ = 2"% = wt,

T
-* e
. .

.
.
-o."

2mn
T

Rappel : La période T est en seconde, la pulsation @ = — en radian par seconde, et la

; 1_ o
fréquence f = = = — en Hertz.
T 2n

18



2) Exemple

v ) =\cos(m)+J§ sin(m)\
—_— A=|a-jb|
..Gn.a\lu.ﬁ\ﬂ.ﬂ.:.....Q.‘CQ?MJ.\;.-I-..L.A%wb...._":... A.@:.Lmhr.&@). o..vec.{
e P P =Nz . w..=.T..... Cidmtﬁicm..‘f:w\ﬁ(qﬂl”)
Pz | Aoy B 2 N .2,...........\?.—_-.4;%(4.,5.{3:) .......... |amjb)= la% b

ek fl) = EQ, CEa(‘“'t __i\‘_;_) P= auckan(-33) = “ﬂg s JL) =] aJ.J’aM(—:'D L0

\lelmgtnhan CeaCcu-‘o) = Ce,aC&E—- Awa X\la M‘*(’%)ﬁl’z&éa{o
‘g(ﬂ = ‘ N - = (3= (Tt) {+ 2o (TE)

2T %
o / /
q i >

19



Newf . D)= 20 (k77 2) b= -5
/"S N
- z(ce,@rt). Gon (573) — i (TE) o A (_rqg)>
12
= .?,C&ﬂ:-%) — L raNE. (—-‘%}

= Gt {30t ]ED

Go (a-b) = Gralh 4 rca il —~b=T
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Chapitre S : Compléments sur les nombres complexes,
Polynomes,
Fractions rationnelles.
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Partie B : Les polynomes | ...

p
ag €7 6 Chan
......................... Witre 5
I Généralités g
1) Définitions
v Soit z, une variable réelle ou complexe ; n, un entier naturel ; ao, a, a2, ...,anp des T
nombres réelles ou complexes.
On appelle polynome, toute fonction P définiepar: e
P(z)=a,+a,z+a,z* +...+a_,z"" +a_z"
ki i P(2) Zakzk/ .........................
k=0
v agestappelé coefficientde zZ
v agZ" est appelé monome de degré k
v On appelle degré du polynome P et on not¢ deg(P))le plus haut degré des monomes de :z 2 S
P. Dans les notations précédentes deg(P)=n. S 'X. s qu P ?2-(- 2
v Sideg(P)=0, alors P(z)=a, VzeC. e (&-=5-
P est alors appelé polyndme constant, et deg(®)=0  TTmmmmmmmIIIIOE
v |P(z2)=0 VzeC€ < a,=a =a, =0|. Lepolynome P estalors =~ = ceecccecccccreniiniiiein

1 = ﬂ: = L= dlrl

appelé polynome nul et on note : P = 0, et deg(P) = — o« par convention. 22




v" Les solutions de I’équation P(z) = 0 sont appelées racines, ou zéros du polynome P.

v" On note R [X] I'ensemble des polynomes a coefficients réels. Page 16 .
On note € [X] I’ensemble des polynomes a coefficients complexes. a,Oit,-e 5
2274 € RIX) € ©[x]
2) Exemple :Lz—._[x-# 2 e & D‘]
i R x
P(x)=x" -3x® +xv2 - 5+3x’ ¢ M®ix]
« P est un polynome a coefficients réels » se note : :F < .W}»j_.:x?) ..................................
«Le degré de P est ..R. », se note : .. @ () = Bverinieniiininininii s
Quel est le monome de degre 7 ? B
D S T DENIRIE T™ 0 s Channi st s i B i e S GO s B S S S s S
Ordonner P suivant les puissances croissantes : de' crmiesarDs-
<

oY)z S e 2, PECINE Wiy vV Plx)=. —2act 4 220 PRSI S -

23



F(x): Fx 2=y A Q(x) = o 4B 4 2 Page

des(7) = dea()= 2 17 chapyt,, 5

(FP+r @) (=) = ¥t =y 13 Ramenque S Q)= ~Fxs 225
dog (Pr@) = 2 £ Tox(qP; dga) lab/s{(Pr@)é)= sy

&’5 =) = 212 yCx-32 Aey (P+@) = A £ n—-ax(&ﬂgl’;chgdb

9‘2%(-@?3 -5 ___MP
Q?Q)(?) - (?Qé— 214‘3(21*31" 2’) = 215 H - aac?'—ex?‘-\tx-rx?—.q.'&x-\-z.
Adeg (PR) =35 = Ao duyy lfxs+z\,xu+‘213~ s

oL % Q*L
o XKoo =2

24



3) Opérations

Pa
ge
18 Chapitf'e 5

Soit: P(z)=a,+a,z+2,2" +....+a_,z"" +a_2" = Zakzk ou PeC [X] . deg(P)=n

k=0

et: Q(z)=by+b,z+b,z’ +.tb, ;2" +b,z" = > b,z" 0uQeC [X]. deg(Q)=m.

k=0

v' Egalité

deg(P) = deg(Q)=n

@ P=Q&P2)=Q2) Vzel€ & {ak=bk iR

- O

25



p
v Addition e 1

8Chapitres
(P+QXz)=P(2)+Q(z)=a, +b, +(a, +b,).z+(a, +b,).z> +....+(a, +b,)z" +.....

max(n,m)

(P+Q)z)= > (a, +b)z"

k=0

deg(P + QfZnax(deg(P), deg(Q))

v Multiplication par un scalaire A € €

L.P(z) = il.akz"

k=0

deg(L.P) = deg(P) [~

26



v" Multiplication par un polynome

(PQ)(z) = P(2).Q(2)

= 2
= (a0 +a,Zz+a,Z" +....+a

n

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

----------------------------------------------------------------------

o |(PQ)2)= i( Zaibj}z"

k=0 \ i+j=k

deg(P.Q) = deg(P) + deg(Q)

2" +a 2" )b, +b,z+b,2* +....+b_ 2™ +b_2")

ooooooooooooooooooooooooooooooooooo
-----------------------------------
ooooooooooooooooooooooooooooooooooo
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Eﬁg& L S5k P(X) =32 9%kl
Glewar p(-1), pun. fadorisec P.
L;\l’dm s prosud” da erlurBnas I
Fbuus bas Hagni pavakle - 47
F(-A}=3(-\)3—-2(-|)"..3(~\)+2r= 22433220 1 -4 ek v sadne dl?”
M PG = ()RE) Q9 g P = dsg (x+) + g Q
€ e Qe - antrbere W oy 3 = A8Q = 3p=2

?wt‘s.. sz... A xA+2 = (¢t+\)(qx7'4-\eac+ C) G.'?' ‘D?. c?.
w .
3x3~ 2 _ 20 +2= oc:ﬁs-\-L x"-\-&_?}-\- Q:L‘L.g-Loc-\-Q Cn\“o\emt'ece,n a3 ol
2 3_ * — QO > = \; C ol 0~+b_‘ -2 — \9:_5
2" moc 4 2= 9Q+(O~+b )9&.\.( <+ )x_\. > . _.3<“> o
- C=2
Aome 2 QCI-\ = 34;"__ S+ 2. A.n\«g ?Cz):(z+q(%2_soc+ 2.) C=2

Co roonk 32-5x42=6 . =) o= A L= 2]3, 28



PE- (x+) Q=) . Q(MN)=R (2)2) =0 P3
2o ox 2z 42— C’“‘)C"“ xvfz <3 %gﬁé., . \ ge@chapitre
= =22 == T -

9.98‘+\ax+c = _C_l_.(-;c-sc.)(x—x-a) k

C=C-, P = ’}Cx.uﬁ(x—\‘)(:x-%) ep’\'ﬁx‘c)'pnise{.
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Aivcdetg \A =A}5
55
M 7\R: i

c:®

23 - gequolink  |AZ R |

o’\ivism

La Divisson A'ams @ lsarsclwz .

S A: BQ-\-R.

R<B®
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II1. Factorisation d’un polynome de degré >2

Pa
1) Division euclidienne de polynomes s Chg pit
reg

Exemple Soit A(x)=x-2x>+x’ +1 et B(x)=x" +2
Effectuer la division euclidienne de A par B, c’est effectuer la division de A par B en
ordonnant A et B suivant les puissances décroissantes.

Auxvidemde — —

&de%;g >/°\°Z!e’l A 5t 25¢ 4 2c 4 A G2 = P duvisenS
_/(2;4-\21) X~2 =@ o Quoliedr

—

Z2x*_= + A

-Z-FZDKB Low ALVS: e»»'wz)l "Q.D's'ﬁug :
Redre o R— —Xx33 Ao, R I B
X A=PR+n-

\/%g : BQ+R= (‘;{'-» z)(x-a) — o<+ S
= 12—29(.1-\- 2x—4-2¢4S = A@ 31



Pa
Définition / Théoreme de la division euclidienne de polynomes s cha Pitre .

Soit A et B deux polynomes a coefficients complexes tels que : B # 0 et deg(A) >deg(B).
A=BQ+R

deg(R) < deg(B) .

On dit alors que Q et R sont respectivement le quotient et le reste de la division
euclidienne de A par B.

La division euclidienne de A par B est aussi appelée division de A par B suivant les
puissances décroissantes.

Il existe alors un unique couple de polynomes (Q,R) vérifiant : {

v" Remarque Si R=0, alors A=BQ. On dit alors que le polynome A est factorisable par B,
ou que B divise A, ou encore que A est divisible par B.

32




4) Factorisation d’un polynome de degre >2

'Dageg

4 chap.
ap
Soit P, un polynome de degré quelconque, a coefficients quelconques. Itre 5

a) a est une racine de P si et seulement si P est divisible (ou factorisable) par (x- a) ‘

Pl@)=0 & e C [X]@P(x) — (x— ). Q(x)
ﬂeusb, 3%% > c\

: @
“Dewn ;(l/ns\ f(“\=0 = P(x}:(x-o() QRlx)

FC“)'—O P () = (- ) Rx)

@ S PG =(x - )R, Alors Plac) = (-0 REe) = O s T ey @
(= - Siped=o0. . Kes Pl | x== . Yl quo; Dé fin
: Q x) P(=) = (- Q(x) + RLx)
R
o\m 0‘419:0 X R(x)=de Y.

De plue P2z (2-)RCx) + o, A spres \‘Mgfww_\;at PG = O = (-0). QbYwde-0

‘ Doe o & RTo. (caf> . e

Pa
ge 22
oy 26 Cha,Oit
fe 5




. ] —_ P
v" Exemple 1 Chercher une racine évidente du polynome P, défini par : e 24 c
P(x)=x’ —3x? + 4x — 2. Puis le factoriser (I’écrire comme produit de polynémes de
plus bas degré possible)

(9[4)=,{3_ 3.4¢—+L.4_2. = A_2+4U-2=5-5=0 olgwc ’P.tul: divisible

apitre L

. Fo)g_ x=-4. - CSB Y = Bi- 22x+ 2.1‘: O_-L:-\‘-;Lml_
P(x): 'x-%qu kWX - 2 ] x-4 A= 4-8=-1 c0 = 20
— (xs_x_'-> / x 2o+ U -:-G?GQ) o 2§L=@= -';)'\'3 - _\o_zl'a\lj(_&i
— x4+ lx—2 2=\ = ,\._.'z
— (-p_x,"_‘__;;-)-z P(x);(x-\)(:r_ 4+J)(::c—4-j) 2ol la
"_QR%—Q:) %Ja/iybk Aa P o\aMo.d: .
o | ’ P(x)= (x_\)(ocz_ zx+z) eh o ﬁ&mis%

Do Pz (oc-1) (== 22+ 2) ‘/ Pe. P Iouo R .

a‘x‘—a-lo-x-rr = a(')(- 9('\\(7" xQ{ 34




Exercice 3 Chercher une racine évidente, puis factoriser dans € puis dans R le polynome
suivant : P(x) = x3 —6x2 +x—6

P(6)= 61 c46-6=0  dmmc  Pedh divisibh pan 26,
3 z 2 m'ammdﬂ on 6
A’_SEQ& . 'P(x) =2¢ 6= A&g) :(?._‘6) (x,.H)
et (z=s)
P&\oﬁ?: (a—(J.\o)(m—\jL): C::-l—';— Amae ot 4 .—_—('x,-d')(x-r‘s>
pirss PGy = (=€) m =3 ) 4)). ekt o fadkorisalion dame &
et p(P) = (-6 ) (X)) <& la ?Jforfsduh do P doma R

35



Sk P dey? =5 tRave . pA) = pR) =p(5) = 0.
Pedf a.Qou Acuis: Ve Per (@) X(x-'s) :(a:t-i—{x“-)(x'&)

= > 3»".\.1"-5'9: +6

do% 5 Plx) T 2L G vl dags s

C?(")--:dngz.
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(x—0y)(x—0,)(x— 0 )

Pag e 24

b) a4, a,, ..., a; sont des racines de P si et seulement si P est divisible (ou factorisable) pa'o’ tre 5

P(a;) = P(az) =...= P(0g) = 0 & 3! Qe C [X] /P(X) = (x — ap). (X = ). (x — 03) Q(X)

Page 2

S5¢
v Exemple 2 Soit le polynéme : P(x) =x* —3x> —11x° 4+ 3x +10. Chercher au moins hapit,-e 5
deux racines évidentes de P, puis en déduire les autres. Quelle est alors la factorisation

deP?

f@(): A= - + 2+ (0= W-lb=0O

<k F(-Q: l+3—=\l~-3%+10 = u-lY=O.

F <A a‘ﬂvnc. Avisible FM < (x_|)(x+,) — zt_|

:t,q_ aacs—l( :r}’.(- Zx +10 ‘ =\
Y i~ —
“('x'—'-’f:) I 23x-lo.

x50 Ly 2 +1O
— (~°>9C$-|- 59:\

Cu Aadoonk =~ 3x-lo~o
A-;I(Q / 2
Dowc a',t_$x—to=(9c—5ycc+&)

> F(x) (x-5)(x+ Z)(Ct—\) (:r+13 04"& a%.o)/ansq
_bem de P Ao @ & dann IR



"/\,\[l =V'Vyruv’
@ o Dok ?C‘I\ ('x ’13 (’x-\—%\ Qor s F(ﬂ: O e)c'?(-%\ -0
T (B = - (ew3) 4+ (=-1)" 4.
P ()= 26015 20x-3)+ 2 6em) («d?z); 2.0.9/
P=0. . P(D=0 (4 Y40 p()=0 pl»)#o0.
o SEX_ P(x) = (—x,,zs\ (=-2) ofars  Ple) = pl-3) -0
?(’I\ = 3(xc+5) (oc- 2)+ (:c-rS)" (—5’3),-_— 3 aozgi
' (x) = 6GersY(x-2) + 6(x+5).
deivee dodre 3 <— Pm(t\ = é((x-a) +(ac+5))4—\2(x4—s)_
P(-8)=0 . P(-5)= 0 p(-5)=0 P&[‘ﬂ% ®
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¢) a est une racine de P et P’ si et seulement si P est divisible (ou factorisable) par (x —a)’

On dit alors que a est une racine double de P (ou est de multiplicité 2). age 24 . 5
P(o) =P'(a) =0etP"(a) # 0 3! Qe [X] /P(x) = (x — 0)%.Q(x) Witre &

d) a est une racine de P, P’ et P” si et seulement si P est divisible (ou factorisable) par
(x—a)’. On dit alors que a est une racine triple de P (ou est de multiplicité 3).

P(a) = P'(0) = P"(0) =0 et PG (a) # 0> 3! Qe [X] /P(X) = (x — 0)%.Q(x)
Etc..

P("‘)' P("‘)'P("‘) P("‘) o ¥ ]"@)#—O aors Pt o\;v(gwm(x_“)q

39




