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Partie C : Application a la Décomposition en somme d’éléments simples |
d’une fraction rationnelle

Pa

g Gad & . " : " A "
I. Décomposition en somme d’éléments simples d'une fraction rationnelle % ouAetB

sont des polynomes. et application au calcul de primitives.
4_y3_7y2
X'—x"—-7x“+2x+5
Soit F(x) = Toonlw_g  UNE fraction rationnelle, le but de ce probléme est de
X X*=X—

déterminer les primitives de F. Pour cela, il vous faudra la décomposer en somme
d’¢léments simples en suivant les étapes suivantes :

1) Factoriser le dénominateur B de F.

2) Déterminer si F est réductible, et s1 ¢’est le cas la réduire.

- . \ . . r . - .
Une fraction rationnelle F = ;3 est dite irréductible lorsque les polynomes A et B n’ont

pas de facteurs communs, ou bien lorsque les polynomes A et B n’ont aucune racine
commune.
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3) Déterminer si F a une partie entiére, et si ¢’est le cas noter G la fraction restante.

A
Soit F = B’ une fraction irréductible. Deux cas de figure se présentent :

- Soit deg(A) >deg(B), on peut alors effectuer la division euclidienne de A par B. On
obtient donc les polynomes Q et R tels que :
A=B £
deg(R) < deg(B) B B B
Q est appelé partie entiére de F.

- Soit deg(A)<deg(B), on ne peut alors pas effectuer de division euclidienne de A par B,
et F ne posséde pas de partie entiére.

4) Ecrire la forme de la décomposition en somme d’¢léments simples de G, puis calculer
les coefficients a; voir ci-dessous.

Soit G, une fraction irréductible, sans partie entiére, a poles simples : o, ,a, ...,
P(x) — deg(P)<n

(x=a1)(x-az)..(x~aq) Pla,)#=0 V1<i<n

Et G se décompose en somme d’éléments simples :

On a alors : G(x) =

G(x) =:—;1+xf—;g+...+:—:_ avec a; = [(X — €))G(X)]xeq, V1 Si<n.

5) A I'aide des résultats des questions 3 et 4, en déduire la décomposition en somme
d’éléments simples de F, puis déterminer ses primitives.
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Exercice 2 page 38
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3) Méthodologie pour factoriser un polynome de degré>2

v Définition

Factoriser un polynome dans € ( dans R), ¢’est I’écrire comme produit de
polynomes a coefficients complexes (réels) de plus bas degré possible.

v Théoréme de D’Alembert

- Soit P, un polynome de degrén : P(z)=a,+a,z+a,z" +...+a_,z"" +a z".
P posséde alors n racines dans I’ensemble € : o,,a,,...,a, distinctes ou non. On

peut alors factoriser Pdans € : P(z)=a (z-o ) (z—-a,).(z-a,)
P est donc factorisable dans @ en n polynémes de degré 1.

- Soit P, un polynome de degré n a coefficients réels :
P(x)=a,+a,x+a,x’ +..+a,_x"" +ax".

P est factorisable dans R en produit de
- polynomes de degré 1 a racine réelle : (x-a) avec aecR

et de - en polyndomes de degré 2 a racines complexes conjuguées.

v Méthodes

- Chercher une ou plusieurs racines évidentes parmi : 0;1;-1:;2;-2;j;-:... avec

¢ventuellement leur multiplicité. Puis effectuer une division euclidienne.

- Penser aux identités remarquables.

- Ou bien résoudre P(z)=0, puis factoriser. 13



v Exemple 1 Factoriser dans € le polyndome suivant : P(z)=2"—1.

---------------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

v Méthode pour factoriser dans R On factorise d’abord P dans @ , puis on multiplie les
paires de polynomes de degré 1 a racines complexes conjuguées.

En @fTet 1 PUX) = (X = G(X = 0) =+ttt

14
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En reprenant le deuxiéme exemple du paragraphe 1.4), factoriser le polynome P dans
€ puis dans R :

Pag e 29
Quelle est la factorisationde Pdans € ? P(z) =2' —32% +4z-2

Chapitl‘e 5

Quelle est la factorisation de P dans R ?
VD S Gl 5 e TR

v' Déterminer les racines de P, puis factorisez-le :
P(z)=4z" +4z+1-2j ;PeC [X]\R [X]

.........................................................................................................
.........................................................................................................
.........................................................................................................
.........................................................................................................
.........................................................................................................

---------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Exercice 6 Factoriser dans € puis dans R les polynémes suivants :

— ot 4 3 2 _Q- S S S pagegg
P(x) =x"+x+2x*+4x—-8; PX)=x"+x"+x*+x“+x+1 Cha,oit
reg

17



Soit P(z) =z* —s.z+p e |X]. Soit aet B les racines de P.
Alors: s=a+B et p=oa.p

v' Démonstration

---------------------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------------------------------------------

a+p=-5
ap=5

---------------------------------------------------------------------------------------------------------
---------------------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------------------------------------------
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