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Programme et évaluations du semestre 2

Superposition de signaux
sinusoidaux (amplitude, période, -
: pulsation, déphasage) & TD:45h
cM:1h - S ey, | Formules dEuler - Linéarisation
- complexes ; et valeur efficace
TD:3h 5 i EDLCC du 2nd ordre { {
& Reésolution -, 1hCM+3hTD+1 5haut S { (6hTD+1,5hauto) | En autonomie moodle : 1,5h _
En autonomie moodie : 1,5h ( ,ohauto) i | Résolution d'équations du | (noté)
(nof€&) i second degré
i ! i L TD:1,5h
TP sur mathcad ou maxima : Introduction, eXp!es et cM: 3h
2h “® analyse harmonique, -, i i { a
spectre Séries de Fourier . Factorisation de polynémes. | ~En autonomie moodle : 1,5h
Dé = SEq 4 (1,5hTD+2hTP) A R2-04: Outils maths et ¢ (division euclidienne) ¢ (noté)
TD: 1,5h écomposition en un | : s = mm——
° signal camé logiciels 17hTP + 34hTD

~CM:3h

Fractions rationnelles TD: 3h
11,5hCM+30hTD+10,5hTP 4= (6hCM+7,5h TD+3hauto)
CM:1,5h -, .
TD: 3h o IPP -, i

] DSES d'une fraction et & TD:4,5n
! application au calcul intégral ™
En autonomie moodle : 1,5 (noté) -/ i, En autonomie moodle : 1,5h
TD:3h - - Compléments intégration
¢ Changement de variable
En autonomie moodile : 1,5h "

(note)
(1,5hCM+7,5h TD+3hauto) AN
(note)

T0:1,5n  Calcul dintégrales de
Laplace

DS3 : avant ou aprés
vacances Pacques

e DS (Coeff 0,75) 3 DS2 :ala fin des

i enseignements
TP DS Transformation de m * Points Bonus : DM
Laplace N : ach =
ws TP ( TP (Coell 0.3) Iy B 7D (Cocfm 0.25) LR
points Bonus TP ( tableaux TD (Coeff 0,25) 3y
blancs) |
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Chapitre 7 - Partie A : Rappels sur les propriétés et calculs de base

Partie A : Rappels sur les propriétés et calculs de base

Théorémes/Définitions/Notations :

1) Toute fonction continue sur [a,b] est intégrable sur [a,b]
2) Soit f, une fonction intégrable sur [a,b]. On appelle fonction primitive de f sur [a,b]
toute fonction notée F, définie par : F’(x) =f(x) Vx e [a,b] .

3) On note If (x)dx toutes les fonctions primitives de f, on a donc :
j f(x)dx = F(x) + cte

4) Soit f, une fonction continue sur [a,b], soit F, une fonction primitive de f. On a alors :

b
f f(x)dx = [F()]L = F(b) — F(a)

Propriétés

1) Soit f, g deux fonctions continues sur [a,b]. Soit o et B deux nombres réels. On a
alors : .lf(ocf(t) +PBg(t))dt = ocJll f(t)dt + [3} g(t)dt

2) Relation de Chasles : Saoit f une fonction con:inue sur u:1 intervalle fermé 1. Soit a,b,c

b c b
trois réels de I. On a alors : J’ f(t)dt = j f(t)dt + J’ f(t)dt

3

-’

if(t)dt = —T f(t)dt

4) Soit f et g, deux fonctions continues sur [a,b] telles que f(x) < g(x) Vx € [a,b], ona

b b
alors : [f(xdx < [ g(x)dx

Intégrales, parité et périodicité :

1) Si f est une fonction paire et continue sur [-a,a], alors : If (x)dx = Z.I f(x)dx
-a 0

2) Si f est une fonction impaire et continue sur [-a,a], alors : If (x)dx=0
3) Si f est une fonction T-périodique, continue sur tout intervalle [a,a+T], alors :
a+T T

j f(t)dt = j f(t)dt
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Chapitre 7 - Partie A : Rappels sur les propriétés et calculs de base

Tableau des Primitives

o+l

o+l

Ix“.dx _X +cte ; -1 IU'.U“dx: +cte ; o= -1
o+1 o+l
1 U
dx:\/;+cte dx =+/U +cte
Iz& IZ«/U

.[e".dx =e" +cte

.[U'.eU.dx =e" +cte

jldx = ln(|x|) + cte
X

J.%dx = ln(|U|) + cte

[ Sdx=-=+cte
X X

U 1
J—dx=-—=+cte
U U

_[cos(x).dx = sin(x) + cte

.[U'.cos(U).dx =sin(U) + cte

J.sin(x).dx = —cos(x) + cte

J.U'.sin(U).dx = —cos(U) +cte

dx = tan(x) + cte

1
I cos’(x)

I [2J dx = tan(U) + cte
cos”(U)

I(l +tan’(x)).dx = tan(x) + cte

.[U'.(l +tan’(U)).dx = tan(U) + cte

1 .
j .dx = arcsin(x) + cte

.dx = arcsin(U) + cte

=

1-x°
j -1 dx = arccos(x) + cte j —U dx = arccos(U) + cte
1-x? V1-U?
UY
.dx = arctan(x) + cte .dx = arctan(U) + cte
'[1+x2 x) J.1+U2 )

Ich(x).dx = sh(x) +cte

.[U'.ch(U).dx =sh(U) + cte

j sh(x).dx = ch(x) + cte

J.U'.sh(U).dx = ch(U) + cte

1
j 0 dx = th(x) + cte

j Pv dx =th(U) +cte
ch”(U)

j (1- th?(x)).dx = th(x) + cte

J.U'.(l — th*(U)).dx = th(U) + cte

I 1 dx = argch(x) +cte

vx? -1

I Y dx =argch(U) + cte

JU? -1

I ! dx =argsh(x) +cte

Vx? +1.

x = argsh(U) + cte

I ! —.dx = arg th(x) + cte

=
I

U
dx =argth(U) + cte
i gth(U)
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Chapitre 7 - Partie B : Méthodes de calcul

Partie B : Méthodes de calcul

I. Intégration par parties

1) La formule

Soit u et v deux fonctions dérivables sur [a,b] telles que u’ et v’ sont continues sur [a,b].
On a alors : fab u(t). v'(t)dt = [u(t).v(t)]2 — fab u' (). v(t)dt

Démonstration

LD VD) S e s

Donc : fabu(t).v’(t)dt ST T U OO R TR RRPRTORURTOUORORRTON

2) Remarques 1° Cette formule s’applique lorsqu’on cherche a calculer I’intégrale d’un produit de fonctions qui
n’est pas de la forme U’.f ’(U) (voir les formules de la colonne droite du tableau p.7), et a condition que

fab u'(t). v(t)dt soit plus facile a calculer que fab u(t). v'(t)dt. C’est le cas, en particulier pour le produit :
- d’une fonction polynéme et d’une fonction sinus, cosinus ou exponentielle (alors u est le
polyndme)
- d’une fonction polynéme et d’une fonction logarithme (alors u est le logarithme)
- d’une fonction exponentielle et d’une fonction sinus ou cosinus (alors on peut choisir
indifféremment 1’une des deux fonctions pour u )

2° 11 faut parfois répéter plusieurs fois 1’intégration par parties.

3) Exemples Calculer les intégrales suivantes :

K = JZECOS(E) bt s
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Chapitre 7 - Partie B : Méthodes de calcul

LD = J(£5 =3t 4 2).I0(0) AU = oooiiniiiii et

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année

Page 10|28



Chapitre 7 - Partie B : Méthodes de calcul

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année

Page 1128



Chapitre 7 - Partie B : Méthodes de calcul

II. Changement de variables

1) La formule

b
Soit f, une fonction continue sur [a,b]. Soit I = If(x)dx .
a

On pose x = @(t), ot @ est une fonction telle que : a = @(a),b = (), @ est bijective et dérivable
sur [OL,B] si (p est croissante (et [B,OL] sinon).

dx
On a alors : a = @'(t) donc dx = @'(t)dt,et:

b B
1= [f(xdx = [f(o(t) ' (t)dt

a

2) Exemples

. [ dx . :
Calculer I'intégrale : 1= J- , en utilisant le changement de variable : t = +/x
VX (x+1
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Chapitre 7 - Partie B : Méthodes de calcul

II1. Intégrale d'une fraction rationnelle

1) Introduction et Définitions

Une fraction rationnelle est une fonction f, définie par : f(x) = % ou A et B sont des polynomes a
coefficients réels. f est alors continue sur R privé des racines du polynéme B.

On appelle poles de la fraction f, les racines de son dénominateur B.

Quelques formules nous permettent d’intégrer certaines fractions rationnelles :

(n-1)yn-1

u' U ,
J.—dx = 1n(|U|) +cte ; J.—z.dx = arctan(U) + cte ; [ —dx=- ———— + cte.
U 1+U v
Par exemple :
5x* — 6x% + 8 B
fx5—2x3+8x—1 x=

f dx _
Xz +4X+ 5 -_ WEE EEE EEE RS EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EES EEE EEE EEN GEE SES EES SN GG SES GOSN EES SEN GOSN EEN SEN EEE SN EEE EEE EEE AW EEE EEE AEE EEE EEE GG @

f(xf_’;y et ettt et e e e 8 0 e e £ 1 8 1 1 81 18£8 e £ e 1 e 8 e e e

Que faire lorsqu’aucune des formules ne peut étre appliquée ? La seule solution consiste 8 décomposer en
somme d’éléments simples la fraction rationnelle.

. . . - . A(x 117 . . s
Décomposer une fraction rationnelle f, définie par : f(x) = %, en somme d’éléments simples, consiste a
I’écrire comme somme de fractions les plus simples possibles.

11 existe deux types d’élément simple :
a a
- les élements simples de premiére espéce : —, ——
p p p *—xq” (x—xg)"
ax+b ax+b

x2+ex+d’ (x2+ex+d)”
oll le polynéme x? + cx + d est a racines complexes conjuguées.

- les éléments simples de seconde espéce :

2) La décomposition en somme d’éléments simples par I’exemple
dx
x*—x-2
Aucune primitive ne permet de résoudre directement cette intégrale, décomposons en somme d’éléments simples
la fraction rationnelle f, définie par :

Exemple 1 Déterminer : L(x) = J.

f(x) = xz_lx_z = (x+1)1(x—2)’ sur R — {—1; 2}. (-1 et 2 sont les poles simples de f)
1 a b
Enfiit: f(X) = ——— = — + —
il f( ) (x+1)(x—2) x+1 x—=2
A

Y

Eléments simples de « premiére espece »

|

« On décompose en somme d’éléments simples »

« On réduit au méme dénominateur »

Pour calculer les coefficients a et b, il existe plusieurs méthodes :
- ou bien réduire au méme dénominateur :
a b a(x-2)+b(x+1)

ST emen puis identifier avec

T (ce qui peut étre long et pénible !)
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Chapitre 7 - Partie B : Méthodes de calcul

- ouencore, plus rapide (et peut méme se calculer de téte) avec les formules suivantes :
=[G+ Df@lenr =[] =-jetdeméme: b=[(x—2)f @]z =3

x—2lye
En effet, pour le calcul de a, en multipliant la fraction par (x+1), on isole a :
(+ D) = 1 _ +b(x+1)
¥+ Df@) = x-2) @ x—2
puis en posant X = -1, on élimine b d’ou le résultat suivant : 0 = ! = a+0

(-1-2)
En résumé, on retiendra que @ = [(x + 1) f(x)] =1

_ L +1J‘ dx =—lln|x—|-1|+lln|x—2|+Cte=llnX_2
3Jx-2 3 3 3 |x+1

3 dx === +Cte
X“=—x=-2 30 x+1

Ainsi : L(x) = I

. . 2x +1
Exemple 2 Déterminer : M(x) = jmdx

Aucune primitive ne permet de résoudre directement cette intégrale, décomposons en somme d’éléments simples
la fraction rationnelle f, définie par :

2x+1 N . . .
f(x) = m, sur R — {3} (remargu; :x2 + 1 est a racines complexes i et —i )
2x+1 ax+ c
En fait : X)) = —FV/——— = S
nfait - f (%) (x2+1)(x-3) x3+1 x<3

1

Eléments simples de « seconde espéce » et de « premiére espece »

- Calculdec:c=[(x—3)f(x)],3 = [ZXH] o =

X241 T 10
- Pour calculer les coefficients a et b, il existe plusieurs méthodes :

. 2 Méthode 2 : (a,b) est la solution du systéme contenant
Méthode 1 : @i + b = [(x* + 1) f(x)]x=; les 2 équations f(0) et lim xf (x)
X200
En effet, en multipliant la fraction par (x>+1), on isole aet b :
2x+1 c(x*+1
&2+ Df(x) = = ax+b + g
Xx—3 X—3 1
puis en posant x = i, on élimine ¢ d’ou le résultat suivant : f) = = =b+ =
2i+1 N -
- = ai+b i o 2x2 fax? cx
i—3 lim xf(x) = lim — = lim | — +—
b Qi+D(=i-3) x-00 x—00 X x-00 \ X x
S oal =
(i-3)(i-3) p=_ Lt
. 1 7. o 10
Sait+tb=————i 7
10 10 a+c=0=a=—-—
p=_ L 10
T 10
Yy 7
=710
Remarque : cette méthode est utilisée lorsque les racines . A e .
complexes sont simples (i et —i, ou 2i et -2i...). Et que d’autres _q_Remalr ue - cettti methodefst gtlllsee lorsque les racines
coefficients sont a calculer a 1’aide de la méthode 2 (voir exemple CcompIexes sont trop compliquees.
3)
2x+1 I 7x+1 7 dx 7 1 7
M(x)=J‘ 3 dx=——I2— X —J.—z——ln(x2 +1)——arctan(x)+—1n|x—3|+Cte
(x2+1)x-3) 10 x241 104 x-3 20 10 10

2
Exemple 3 Déterminer : N(X) = J‘Lxéldx
(x - 2)(x + 1)

Aucune primitive ne permet de résoudre directement cette intégrale, décomposons en somme d’éléments simples

la fraction rationnelle f, définie par :

_Lx)_ x(x+1) _ x _f 1.
flo = B(x) (x-2)(x+1)*  (x-2)(x+1)3’ sur R —{-1;2}.

Remarques : -1 est un péle triple de f ou de multiplicité 3 et on a réduit la fraction, car A et B possédait un facteur commun : x+1.

X a b c d

i fO) = ey T ' s e e

- Caleuldea:a=[x-2f@h =25 =2
X=2

(x+1)3 27
Eléments simples de « premiére espéce »
IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année
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Chapitre 7 - Partie B : Méthodes de calcul

_ 1

- Calculdeb:b=[(x+1)>f(X)]eeq = [

X
w2zl s T 3
- Calcul de c et d : la méthode précédente ne fonctionne plus.

En effet, [(x + 1)2f(x)]y=—q = [ - ] = division par zéro ! On applique alors la méthode 2 (voir exemple
x=-1

x-2)(x+1)l _
précédent)

FO)=0=-—=+b+c+d crd=l cz?

-2 o 27 - 9
lim xf () = lim % = 1 (ﬂ+b—x+z d—x) td=0eod=-= |a=-2
xgg)xf * _-xgg)x4 _-xgg x x3  x? a =0<= _-_-E? _'__57

N()‘f x iy = 2fdx+1f dx +2f dx 2fdx
V= -+ T 27)x—273) G+ 9) G+ D2 27) x+1

2 1 2
6(x+1)?% 9(x+1) 27

2
N(x)=ﬁln|x—2|— In|x + 1| + Cte

Remarque : Si -1 avait été un pole de multiplicité supérieur a 3, exigeant plus de deux équations, on aurait pu
utiliser la méthode de la division suivant les puissances croissantes (voie exercices).

, . x*—4x?-x+3
Exemple 4 Déterminer Z(x) = | z—zdx
X“—=X—
Aucune primitive ne permet de résoudre directement cette intégrale, décomposons en somme d’éléments simples

la fraction rationnelle f, définie par :
x*—4x?—x+3 _ x*—4x?—x+3

fl) = x2-x-2  (x+1)(x-2)’ sur R —{-1;2}.
Attention !!! Ici le degré du numérateur est supérieur ou égal au degré du dénominateur, cette fraction posséde
donc une partie entiére !! Pour la déterminer, il faut effectuer la division euclidienne (suivant les puissances
décroissantes)

AX) =x*—4x2—x+3 x? — x — 2=B(x)
—(x* =—x%—-2x%)
x3—2x2—x+3
—(x3 —x?-2x)

x2+x—-1=Q(x)

—x?4+x+3 A=BO+R
Wty ;_A_Be+R_, R
R(x)=1 B B T B
insi X3 o gL Partie entiére de la fraction f
A1ns1f(x) =—— = X2 +x—1+ oD artie entiére de la fraction
Etzo) =2 +% x4l x—_2|+Ct i le 1
X)=5+5-x+tiin|— e (voir exemple 1)
3) Synthése
Pour décomposer une fraction rationnelle f, définie par : f(x) = % , en somme d’éléments simples, il faut

procéder en plusieurs étapes :
1) Réduire la fraction si A et B ont un facteur commun,
2) Déterminer et mettre de coté la partie entiére si deg(A)> deg(B),
3) Ecrire la forme de la décomposition en somme d’éléments simples et

calculer les coefficients. f = Q + % avec g = % et:

R(x)
gx) = —
(x —x)"(x2 + dx + k)P ...
_ a, a, 1 R a,; + b,x + ¢, b, 1x+cp_q bix + ¢,
(x—xp)" (x—xo)"1 x—xy (@Z+dx+k)P (x2+dx+ kP! x2+dx+k

ott le polynéme x? + dx + k est a racines complexes conjuguées a et @
a, = [(x — x0)"g(X)]y=sy s bpax + ¢, = [(x? + dx + k)P g(x)],, etc... Pour obtenir les autres coefficients, on pourra remplacer x
par autant de valeurs a déterminer et résoudre le systéme. L’équation lim xf(x) est trés intéressante, puisqu’elle est toujours simple
X—00

a résoudre.
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Partie C : Applications

I. Aire entre deux courbes

Soient f et g deux fonctions continues sur
[a,b] telles que : f(x) = g(x) Vx € [a,b].
L’aire A, du domaine délimité entre les deux
courbes est alors donnée par :

b
A= [ (1@ - g@)ax

Exemple
Soit f et g définies sur [0 ;1] par : h(x) = x3 etk(x) = Vx.

Déterminer A, I’aire du domaine délimité entre les courbes
représentant f et g sur I’intervalle [0 ;1]

I1. Volume d’un solide de révolution

3
2.5
2
- \\
0.5
1 2 3 4

Soit f, une fonction positive et continue sur [a,b]. Le Volume V du solide généré par la révolution autour
de ’axe (Ox) de la portion de courbe d’équation y = f(x) comprise entre x = a et x = b est obtenue par la

formule : V = nf:(f(x))zdx

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année
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Exercices

Calculez le volume des solides générés par la révolution autour de 1’axe (Ox) des courbes suivantes et donnez le
nom de ces solides

1°y=4 -l<x <3

2°y=3x 0<x<2

II1. Longueur d'une courbe plane

Soit f, une fonction a dérivée continue sur un intervalle [a,b].
La longueur L de la courbe d'équation y = f(x) de a a b est donnée par la formule suivante :

b
L= f V14 (F'(x)?dx

Exercices

a. Calculez la longueur de la courbe d'équation y = 5x entre les points A(1;2) et B(5;10) en utilisant la formule
ci-dessus, puis vérifier votre réponse a l'aide du théoréme de Pythagore.
3

b. Calculez la longueur de la courbe d'équationy=xz—1 dex=0ax=1.

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année
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Partie D : Exercices

Exercice 1 A I’aide de formules usuelles, calculer :

P = [*cos(5t)dt; K= f:sin(Bt).cosg(3t)dt . P= fgsin(2t+g)dt ;
6

T

3
M(x) = j X—+2dx N(x) = j dx ; Q = [tanx.dx
-3 —-x*+x-1 a
6
Exercice 2 A I’aide d’une intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :
T 1 2 2
I= I(Zx +1).sin(3x)dx ; J = jarctanx.dx ; K ='[ cosx.dx ; L(x) = J'de
0 0 0

Exercice 3 A I’aide d’un changement de variable, calculer les intégrales suivantes :

1 g e 3 2
B B cos(t) In"(t)+In"(t)+1
P_Ix “4x+5 I_‘[(l+sin(t))2 K= ( at:
0 0
1
L= j 1 - (on posera x=tan(t)).
0

Exercice 4 Calculer les intégrales suivantes :

K(x)=j(1+tan2(x)).tan3(x).dx : L(x):jxiz.ex.dx ; M(x):j 2e dx ; N= je ok

cos(x).sin” (x).dx ; T(x) = .[ ﬂ
X

o'—.m\:l

3
X
P= dx ; Q=
-!x4+1

Ux) = [— dx ; V(t) = [(£ +2t+3).Int)dt ; 1= S cos?(x) sin®(x). dx

xt+2x* —2x -1
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Chapitre 7 - Partie E : Intégrales généralisées et pour aller plus loin ...

|Partie E : Pour les poursuites d’études - Intégrales généralisées|

Rappel Toute fonction f, continue sur [a,b] est intégrable sur [a,b].
Que se passe-t-il lorsque la fonction fn’est pas continue en b (ou en a) ? ou encore lorsque b=00 (ou a=-00) ?
I. Généralités

1) Intégrale généralisée ou impropre

Définition On appelle intégrale généralisée ou impropre, toute intégrale de la forme :

+00
If(x)dx ou f est continue sur [a,+oo[

a

a
ou bien If (x)dx ou f est continue sur ]— o, a]

—Q0

b
ou bien If(x)dx ou f est continue sur [a,b[

a

b
ou bien If(x)dx ou f est continue sur ]a,b]
a

Exemples Les intégrales suivantes sont généralisées :

v Te_3tdt ; ietht ; Tidt ; j%dt ; j;dt ;
. o !t o t ' (2-t)*
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Chapitre 7 - Partie E : Intégrales généralisées et pour aller plus loin ...

2) Nature d’une intégrale généralisée

b
Dans ce paragraphe, on notera toutes les intégrales généralisées de la forme If(x)dX , ou f est localement

a

intégrable sur [a,b[ (oula,b]) etbER oub= o0 (resp.a ERoua= —®)

Définition Soit f, une fonction localement intégrable sur [a;b[ (beR oub==2w0).

X b
Si la limite : lim I f (t)dt existe et est finie, on dit alors que I’intégrale généralisée If(t)dt est
X—b
a a

b X
convergente et on note : If(t)dt = ;{inll)jf(t)dt :
-

Dans le cas contraire, ’intégrale est dite divergente.

Remarques

X

V' Dans le cas ot b est un nombre réel, la limite a déterminer sera alors : lim If(t)dt
X—b~

a

b
v" Si fest continue sur Ja,b], la limite & déterminer sera alors : lim J.f (t)dt
X—a"
X

Exemples Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :

v I—]'Oetdt
0
2

v J:Ie‘dt ........................................................................................................................
T

4 K_-!tTdt
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Chapitre 7 - Partie E : Intégrales généralisées et pour aller plus loin ...

4) Relation de Chasles

b
Soit I= I f(t)dt, une intégrale généralisée en a et b (réels ou infinis), et c € a,b[.

a

¢ b
I converge si et seulement si les intégrales généralisées If(t)dt et If(t)dt convergent.
a C

5) Exercice : Calculer les intégrales généralisées suivantes :

odt 1 dt ) 1+u
I= j—, J= j— (on pourra effectuer le changement de variable : t = ———).
- t.Int oA/ t1—1) 2
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Chapitre 7 - Partie E : Intégrales généralisées et pour aller plus loin ...

\Partie E : Intégrales généralisées pour aller plus loin...

II1. Intégrales de référence

1) Intégrales exponentielles

a [eo)
Les intégrales Iemt dtet Ie_""dt convergent si et seulement si m>0.

—00 a

2) Intégrales de Riemann

0

Résultat 1 Les intégrales de Riemann : I—adt converge si et seulement si o > 1
1

1

Résultat 2 Les intégrales de Riemann : I—adt converge si et seulement si o0 < 1
0

b

Résultat 3 Les intégrales de Riemann : I —dt converge si et seulement si o <1

(b—t)

a

II1. Nature de I’intégrale généralisée d’une fonction de signe constant

b
Dans ce paragraphe, on notera toutes les intégrales généralisées de la forme .[f(x)dx , ou f est localement

a

intégrable sur [a,b[ (oula,b])etbE R oub= o0 (resp.a € Roua= — )

1) Théoréme de comparaison

Soit f et g deux fonctions localement intégrables et positives sur [a ;b[ telles que, pour tout x € [a ;b] :

0<f(x)<g(x).
b b
- Si I g(t)dt converge, alors I f(t)dt converge

b b
- Si I f(t)dt diverge, alors j g(t)dt diverge.

b
Remarque Pour étudier I’intégrale généralisée J-h(x)dx ot h(x) <0 V x €[a,b[, on pourra appliquer le

b
théoréme précédent a I’intégrale généralisée .[— h(x)dx .
a

Exemples Déterminer la nature des intégrales suivantes :

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année

Page 2428




Chapitre 7 - Partie E : Intégrales généralisées et pour aller plus loin ...

2) Théoréme de I’équivalence

Si f et g sont deux fonctions localement intégrables et positives sur [a ;b[ telles que : f(x)~g(x), alors les
b

b b
intégrales généralisées j f(t)dt et I g(t)dt sont de méme nature.
a a

Exemples Déterminer la nature de I’intégrale suivante :

+00

= o X e
o P

Remarques

v' Si fest localement intégrable sur [a,b[ et si b est un réel fini , on cherchera un équivalent de la fonction
fenb .

v Si fest localement intégrable sur Ja,b] et si a est un réel fini , on cherchera un équivalent de la fonction f
+
ena’.

Conséquences

v Si f est localement intégrable sur [a,b[ et prolongeable par continuité en b réel fini, alors
b
f(x) ~cte et I’intégrale généralisée I f(t)dt converge.
b~ a

v’ Si f est localement intégrable sur ]a,b] et prolongeable par continuité en a réel fini, alors

b
f(x) ~cte et I’intégrale généralisée I f(t)dt converge.
a* a

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année

Page 25|28




Chapitre 7 - Partie E : Intégrales généralisées et pour aller plus loin ...

IV. Nature de I’intégrale généralisée d’une fonction de signe non constant
b

Dans ce paragraphe, on notera toutes les intégrales généralisées de la forme If(x)dx ou f est continue sur

a

[a, b[ (ou Ja,b]) et b est soit un réel soit 00 ( resp. a est soit un réel soit — 00)

1) Théoréme de la convergence absolue

b b
Soit f une fonction localement intégrable sur [a ;b[, si Pintégrale I |f(t)|dt converge alors I f(t)dt
a a

converge.

De plus, on a ’inégalité :

Lbf(t)dt‘ < j:|f(t)|dt.

Exemples Déterminer la nature de I’intégrale suivante :

b b
Vocabulaire Lorsque I’intégrale I |f(t)|dt converge, on dit que I’intégrale J f(t)dt est absolument
a a

convergent

V. Exercices
Exercice 1 : Calculer les intégrales généralisées suivantes :

+0
I+u
(on pourra effectuer le changement de variable : t = T).

1
I_Itlnt’J ! t(1—-1)

Exercice 2 : A I’aide du théoréme de comparaison, déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :

T dt dt ¢In X4 In X4
I= J.— = J. 50 ou E est la fonction partie entiére ; K = I ; L= I
t" 4+ cos”(t)

_Ie +lnx

Exercice 3 : A I’aide du théoréme de 1’équivalence, déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :
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Chapitre 7 - Partie E : Intégrales généralisées et pour aller plus loin ...

1 2 _ L
Ind+%) 4 K=[—— ! dx i L=[x"(1-¢ " )dx
0 0

I= dt ;J=
J‘qlt(t +t4 +1) I«/1_ sin X.A/cos X

Exercice 4 : Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :

Iz.[ . dt; J= Iﬂdt j dX (on effectuera une

J o e KUT 7%

intégration par parties pour la borne infinie) ; N p dt ou o et B sont deux réels.

_£(1+t‘3)

i i

2 2
Exercice 5 : Soit les intégrales [ = Iln(sin x)dx et J = Iln(cos X.sin x).dx
0 0

1) Montrer que I’intégrale I est convergente.
2) Montrer que J=21.

sin(2x)

3) Enremarquant que COSX.SInX = T pour tout réel x , et en effectuant des changements de

variable, calculer I.
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Notes
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