Chapitre 6 : Compléments sur le calcul intégral
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Partie A : Rappels sur les propriétés et calculs de base
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Théoremes/Deéfinitions/Notations : ez

1) Toute fonction continue sur [a,b] est intégrable sur [a,b]
2) Soit f, une fonction intégrable sur [a,b]. On appelle fonction primitive de f sur [a,b]
toute fonction notée F, définie par : F’'(x) = f(x) Vx & [a,b].

3) On note If (x)dx toutes les fonctions primitives de f, on a donc :

I f(x)dx = F(x) + cte
4) Soit f, une fonction continue sur [a.b], soit F, une fonction primitive de f. On a alors :

b
/ f f(x)dx = [}“‘(X)]E = F(b) — F(a)
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ri) Soit f, g deux fonctions continues sur [a,b]. Soit o et B deux nombres réels. On a
b b b
alors : j’ (af(t) + Bg(t))dt = o j f(t)dt + B j g(t)dt
2) Relation de Chasles : Soit f une fonction continue sur un intervalle ferme I. Soit a,b,c

b c b
trois réels de I. On a alors : j f(t)dt =?f (Hdt + If (t)dt

a b
f(t)dt=—|f
@!(t)t !(t)dt

/

4) Soit f et g, deux fonctions continues sur [a,b] telles que f(x) < g(x) Vx € [a,b], on a

b b
alors : If(x)dx < Ig(x)dx




Intégrales, pariteé et périodicité :

1) Si f est une fonction paire et continue sur [-a,a], alors : If(x)dx = Z.J' f(x)dx
-8 0

2) Si f est une fonction impaire et continue sur [-a,a], alors : If (x)dx=0

3) Si f est une fonction T-périodique, continue sur tout intervalle [a,a+T], alors :

a+T ¢ ) T/
jf(t)dt = j' f(ydt = | Le) ok
a 0 -T/2




o+l o+l
jx“.dx= X +cte ; o # -1 IU’.U“dx=U +cte : o # -1
o+1 = o+l Pages P
1 Qo “Napit
—dx =/x +cte dx =+ U +cte re 7
Iz& IZJU

Ie".dx =e* +cte

I@.eu.dx =e" +cte

Ildx = ln(|x|) + cte
X

I% gx = ln(|U|) + cte

[Sdx=->+cte
X X

Ur 1
Jogdn=-4icte

j cos(x).dx = sin(x) + cte

j@ cos(U).dx = sin(U) + cte

Isin(x).dx = —cos(X) + cte

I@.sin(U).dx = —cos(U) + cte

|
dx = tan(x) + cte
Icosz(x) (%)

I ﬂ dx = tan(U) + cte

cos’(U)

j‘ (1+ tan’(x)).dx = tan(x) + cte

/ I@'(l +tan’(U)).dx = tan(U) + cte

»
@
®
®
®
©
®
®
®
QY

I l -.dx = arctan(x) + cte
1+ X

f@

U dx = arctan(U) + cte
+

Y
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Partie B : Méthodes de calcul
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1) La formule (; . Poluy rdmes oc =radinns 695553
- 1P

Soit u et v deux fonctions dérivables sur [a,b] telles que u’ et v’ sont continues sur [a,b].
On a alors : f: u(t). v'(t)dt = [u(t).v(t)]? - f: u’(t). v(t)dt

Démonstration

[u(t).v(®)]’ = AV A SN

o b
f:’[u(t).v(t)]' dt :.g...\.-\.f(t).\l.(‘.c).ﬁ‘.x.....t.qg...bsO:):.\I.’.(&).c?\K............................... e
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b (b .
Donc : [ab u(t).v'(t)dt =.. E“Q‘\ v(a;\} - —) W 05'\( Lq &t = A“’\_M\&DS

o
o= 10
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2) Remarques 1° Cette formule s’applique lorsqu’on cherche a calculer I'intégrale d’un produit de fonctions qui
n’est pas de la forme U’.f *(U) (voir les formules de la colonne droite du tableau p.7), et a condition que

fab u’(t). v(t)dt soit plus facile a calculer que fab u(t). v'(t)dt.
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3) Exemples Calculer les intégrales suivantes :
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Exercice 2 On souhaite décomposer la fraction G définie ci-aprés en somme d’éléments @
, , 1 ;
simples dans I'ensemble des nombres réels :[(i(s) = —= Ou T est une constante

s2(1s+1) —

réelle.

1) Factoriser le dénominateur de G dans I’ensemble des complexes et des réels.
Précisez les pobles de la fractions F et leur multiplicité (= les racines de son
dénominateur).

2) G est-elle irréductible ?

3) Ga-t-elle une partie entiéere? L
4) On admet que la forme de la décomposition de G en somme d’éléments simples dans

'ensemble des nombres réelsest: e

s+1 Q b C & = = g
G(s) = — +=+4— o0ua, betcsontdes nombres a déterminer. .-
s2(rs+1) 52 s Is+1

a) Calculer a et ¢, a I'aide de la méthode courte.

b) On obtiendra la valeur de b, en calculant la limite : lim s.F(s)

S—+0w

¢) Conclure, puis en déduire la transformée inverse de Laplace de F(s), en s’aidant du tableau
précédent.
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