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Pierre Simon (marquis de) Laplace. Oliver Heaviside.
(1749 - 1827) (1850 - 1925)

“Nous devons envisager l’état présent de ['univers comme [’effet de son état antérieur et comme la
cause de celui qui va suivre.”

Pierre Simon de Laplace. Théorie analytique des probabilités, 1812.

“Facts are of not much use, considered as facts. They bewilder by their number and their apparent
incoherency. Let them be digested into theory, however, and brought into mutual harmony, and it is
another matter.”

“Theory is the essence of facts. Without theory, scientific knowledge would be only worthy of the
madhouse.”
(Attribuées® a) Oliver Heaviside.

1. A propos de Heaviside : http: // fep. if. usp. br/ ~ forandt/ fisica4/OliverHeavside. pdf .
Source : https: // todayinsci. com/H/Heaviside_ Oliver/HeavisideOliver-Quotations. htm



PARTIE N° 1

L[C./\/l] LA TRANSFORMATION DE LAPLACE : DE QUOI S’AGIT-IL ?

1.1 Définitions préliminaires
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Exemple de systéme : le circuit RC
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Exemple de systéme : un moteur a courant continu

Stator (ou inducteur)
(aimants permanents)
Turbine de Couronne

Culasse moteur Rotor (ou induit)
porte balais

/ ventilation
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Exemple de systéme : ’articulation d’un robot (ici, la cheville du robot NAO)

tension u () tension usq(t)
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Exemple de systéeme : systéme de suspension de la roue d’un bus'

Model of Bus Suspension Systemn (1/4 Bus)

=
Body Mass

M
1

1

__I:? | Suspension |

Mass

i,

1.2 Systemes linéaires continus invariants en temps

1.2.1 Equations différentielles linéaires a coefficients constants.

(Rappels des cours d’Outils Mathématiques et Logiciels des semestres 1 et 2)

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants toute équation
de la forme :
dy(t)

= +by(t) = f(t)

ol a # 0 et b sont des constantes réelles et f une fonction continue sur un intervalle I, appelée
second membre de ’équation.

On appelle équation différentielle linéaire a coefficients constants du second ordre toute équation

de la forme : 2 0 a(t)
y(t y(t _
a— s +b o +cy(t) = f(t)

ou a # 0, b et ¢ sont des constantes réelles et f une fonction continue sur un intervalle I, appelée
second membre de ’équation.

1. https://ctms.engin.umich.edu/CTMS/index.php?example=Suspension&section=SystemModeling
2. https://ctms.engin.umich.edu/CTMS/index.php?example=CruiseControl&section=SystemModeling




1.2.2 Systemes linéaires, ou la prise en compte du signal d’entrée

Le signal d’entrée est pris en compte a 'aide du second membre sous la forme f(u(t)).

Le second membre sera exprimé mathématiquement de la méme maniere que la partie sans second
membre, c’est a dire en combinant des constantes et les dérivées successives du signal d’entrée.

Pour simplifier, les constantes utilisées dans la partie sans second membre seront appelées a._, les
constantes du second membre seront appelées b_.

——oC=—Do<——

Nous pouvons écrire ces définitions de manieére plus générale en considérant n dérivées du signal
de sortie, et m dérivées du signal d’entrée.

Contrainte : m < n.
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Exemple d’équation d’ordre 2 (mouvement d’un pendule de torsion)
Angle de torsion #, Moment d’inertie I, constante de torsion du couple de rappel C, couple de
frottement —B %. 6, qui joue ici le role de y(t), vérifie la relation 3

d*0(t)
dt?

d?0(t)

=1
dt?

+f

+EO(t) =0

Si l’on consideére qu'un couple d’actionnement est appliqué (nous forcons la torsion du pendule) et que
l’on désigne ce couple par u(t), 'équation différentielle devient :

d?6(t)
dt?

d%9(t)

=1
de?

+f

+EO(t) = ul?)

— o C—r Do<—

Vitesse de croisiere d’un véhicule
Vitesse longitudinale du véhicule v(t), masse du véhicule m, force de frottement résistif (adhérence
et vent) —bv(t), force de propulsion u(t) . v(t), qui joue ici le role de y(t), vérifie la relation 4

= |mo(t) + bu(t) = u(t)

Exemple du circuit RC

Ve(t)' c== Vo (t)

(e, O

3. Par exemple (2022) https ://auditoires-physique.epfl.ch/experiment /47 /oscillations-amorties-pendule-de-torsion
4. Par exemple (2022) https ://ctms.engin.umich.edu/CTMS/index.php ?aux=Home



u(t) =Ve(t) et y(t) =Vo(t)

Vr = RI(t) B dVe
I(t) = Ce (1) } = VR=RCG
dVe

Ve(t) = Vr(t) +Ve(t) = Ve(t) = RO— =+ Ve(t)

= | RCy(t) +y(t) = u(t)

Remarquez les similitudes entre les deuzx derniers exemples.

1.3 Transformée de Laplace : définition

La transformation de Laplace associe, & une fonction ¢ — f(t), une autre fonction s — F(s).
La définition suivante est appelée tranformée de Laplace monolatére :

TLIf(H)] = 0+°° F(t)e

— La variable s est un nombre complexe (s € C) appelée variable de Laplace.

— En toute généralité, la fonction f(t) et la variable s doivent respecter certaines contraintes.
Cependant, c’est hors sujet dans le cadre de ce cours.

— Concretement, on ne va pas utiliser directement la définition de la transformée de Laplace, mais

ses propriétés.

KEEP CARRY
CALM ON

Pas besoin de savoir calculer la transformée de Laplace d’un signal a partir de la définition.

\/
o

Nous allons utiliser les propriétés de la transformation de Laplace ainsi qu’'une une table des
transformées ou un logiciel de calcul formel.

Pour commencer, nous aurons besoin de 3 propriétés seulement.



1.4 Transformée de Laplace : propriétés élémentaires

1.4.1 Linéarité

La transformation de Laplace est une application linéaire :
le principe de proportionnalité et le principe de superposition s’appliquent tous deux.

1.4.2 Théoréme de l’'inverse

La transformée de Laplace admet une transformation inverse qui est bien définie. On la notera
TL ou (£71).

1.4.3 Théoréme de la dérivée

Soit un signal dérivable y(t), alors nous avons la formule :

TL| G0 = STLE] - (0 = ¥ (e) - 5(0%)
b y0) = lim )
t>0
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PARTIE N° 2

LCM] PROPRIETES AVANCEES DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE
ET ANALYSE FREQUENTIELLE

2.1 Théoreme de l’intégration

¢
Soit u(t) un signal, et / u(7)dr l'intégrale de ce signal. Alors :

0
Ul(s)

S

t
1
TL [ / u(T)dT] = L ey =
0 S
Bloc intégrateur représenté dans le domaine temporel :

u(t)

7 f -

Bloc intégrateur représenté dans le domaine de Laplace :

U(s)

1
s

11



2.2 Théoreme du retard

2.2.1 Retarder un signal
u(t)

1 Signal retardé
Signal original

\J

0 r t

(retard)

Si le signal original est noté u(t), alors le signal retardé par une quantité r > 0 est : u(t —r).

2.2.2 Théoréme du retard

Soit un signal u(t — r) obtenu en retardant le signal u(¢) par un temps r > 0. Alors :

TLu(t—r)]=e "TL[u(s)] =e "U(s)

2.3 Théoréeme de la valeur finale

Etant donné un signal u(t), si la limite tlim u(t) existe, alors
— 00

tliglo u(t) = E_r)r(l) sTLlu(t)] = ll_r)r(l) sU(s)

Ce théoreme nous fournit une méthode tres pratique pour calculer le coefficient d’amplification
statique (quelque fois aussi appelé gain statique) d’une fonction de transfert.

Comment calculer le gain statique d’une fonction de transfert en partant de cette définition et a
l'aide du théoreme de la valeur finale ?
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Calculons d’abord la réponse de F'(s) a un échelon. Comme nous devrons ensuite diviser par ’am-
plitude de I’échelon, faisons simple : prenons un échelon d’amplitude 1.
1

y(t) = TLL[F(s)U(s)] = TL™! [F(S)J

1
Gain Statique = lim y(t) = lim TL™* [F(s)]
t—o00 S

t—o00
1 1
= limsTL |TL™! [F(s)” = lim sF(s)~
s—0 S

S s—0
= lim F(s)
s—0

. , Gain Statique = lim F(s)‘
D’ou le résultat : 50

/ Exemple \

K .

1+7s?
Kw? X
5242¢wos+wd

1. Calculer le gain statique de la fonction de transfert

2. calculer le gain statique de la fonction de transfert

3. calculer le gain statique de la fonction de transfert m

(& /

—_—O CC—m DO<—

Remarque : il y a une subtilité dans cette histoire. Cette subtilité réside dans la phrase “si la limite

lim u(t) existe” et dans notre capacité a pouvoir décider a priori® si cette limite existe ou non. Cette
t—o00

difficulté sera écartée avec la notion de stabilité qui sera abordée ultérieurement.

2.4 Opération de convolution et exemple du filtrage

Jusqu’ici, nous avons vu deux fagons de décrire la relation entrée-sortie d’un systeme dynamique :
1. en utilisant une équation différentielle (domaine temporel) ;
2. en utilisant une fonction de transfert (fonction de transfert).

Nous allons voir une troisieme représentation.

-

Etant donné une fonction de transfert (domaine de Laplace) désignée par F(s), calculons sa
transformation de Laplace inverse TL™[F(s)] = f(t).

Cette fonction est appelée réponse impulsionnelle car cela revient a calculer la sortie
du systeme représenté par F'(s) lorsque l'entrée vaut 1 : une impulsion de Dirac d’apres la

K Table. /

—OC — DO<—

Dans domaine du filtrage, qui consiste dans les cas les plus simples a agir sur les composantes
fréquentielles d’un signal (par exemple en atténuant une fréquence donnée comme cela est schématisé
ci-dessous).

1. En effet, si nous avons besoin de faire le calcul complet pour le savoir, alors le théoréeme de la valeur finale ne nous
sert a rien...

13



u(t) | FILTRE | y(t)

7 f(t) T

— dans ce domaine, un filtre est souvent décrit a I’aide de sa réponse impulsionnelle (exprimée
dans le domaine temporel) ;
— la sortie du filtre est alors calculée comme suit :

+oo

u(t) = / u(r)f(t - 7)dr

—0o0

(cette opération, plutét complexe, s’appelle produit de convolution) ;
— dans le domaine de Laplace, un produit de convolution devient un produit classique, ce qui est
tres pratique :
+oo
y(t) = / W) f(t—rydr T Y(s) = F(s)U(s)

—0o0

2.5 Propriété fréquentielle

( N

Régime transitoire et régime établi (ou permanent)
Soit y(t) la réponse d’une fonction de transfert F(s) & un signal d’entrée u(t).
Nous pouvons toujours écrire y(t) = yp(t) + yr(t) ou tlim yr(t) = 0.

— 00

(il est possible que yr(t) soit identiquement 0)

— Lorsque y(t) =~ yp(t), le systeme est dit en régime permanent.
— Lorsque y(t) = yp(t) + yr(t) et que yr(t) # 0, le systeéme est dit en régime transitoire.
Les graphes ci-dessous illustrent deux situations typiques.

; y(t)
y(t) :
: u(t)
u(t) :
: i i
Régime Etabli - . Régime Etabli
Régime Transitoire ou Régime Transitoire ou
Régime Permanent Régime Permanent

(&

Soient F'(s) une fonction de transfert représentant un systéme linéaire, et u(¢) un signal d’entrée
sinusoidal. C'est-a-dire : u(t) = A x sin(wt + ®) ou

— A est amplitude du sinus;

— w est la pulsation du sinus;

— @ est le déphasage du sinus.

Alors le régime permanent de la réponse de la fonction de transfert F(s) lorsque le signal
d’entrée est le sinus u(t) est de la forme suivante :

y(t) = A|F(jw)|sin(wt + ® + arg(F(jw)))

Autrement dit, en régime permanent, le signal de sortie sera :
— une sinusoide de méme fréquence (la pulsation n’a pas changé) ;

14



— une sinusoide dont ’amplitude dépend de la fréquence du signal d’entrée, en effet 'amplitude
de sortie est multipliée par |F'(jw)|;
— une sinusoide qui, en plus du déphasage de départ (®), présente un déphasage égal & arg(F(jw)).

2.5.1 Le diagramme de Bode

On vient de voir qu’en régime permanent, la réponse d’'un systeme linéaire a une entrée si-
nusoidale est un signal sinusoidal dont le déphasage et ’'amplitude dépendent de la fréquence (ou
pulsation) du signal d’entrée.

Il va donc étre intéressant de pouvoir représenter sur un graphe comment 'amplitude ou le
déphasage évoluent en fonction de la fréquence du signal d’entrée. Cela s’appelle analyse
fréquentielle, et 1'outil graphique en question est le diagramme de Bode. Ce diagramme est, en
fait, composé de deux graphiques :

— un pour I’évolution de 'amplitude en fonction de la fréquence ou de la pulsation (c’est selon);

— un pour ’évolution du déphasage en fonction de la fréquence ou de la pulsation (c’est selon).

20log(|F (jw)|) (Amplitude en décibels) arg(F(jw)) (déphasage en degrés)

"l T Feisiitig ; 1% 110° “lox 1 10 100 110°

(pulsation, échelle logarithmique) (pulsation, échelle logarithmique)

2.6 Analyse fréquentielle des systemes d’ordre 1 et 2

2.6.1 Systémes d’ordre 1 : F(s) = 1fTS

Diagramme de Bode : amplitude

20log(|F'(jw)]) ‘ Si 7w << 1 = droite asymptotique
R TN ] Agp(w) =~ 20log(K)
o -3dB \\ I
i N\ .
i e \\ |
i N\ ]
[ \\ i
—20.77 \\\ :
\.:
0.001 001 0.1 1 10 I.Of) w
11 2 Sitw>>1=
2r 1 T droite asymptotique

Agp(w) = 20log(K) — 20log(w) — 20log(T)
Droite asymptotique de pente 20dB par décade

Données numériques : K = 20 et 7 = 0.5.

—- s DO
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Diagramme de Bode : phase

arg (P(jw)) (en”°)
, N\ ,
L \\ H
-20. \ t
w0l I
: -26.6 :
—60. - |
| -45° |
L \\ i
[ -63.4° \. I
—80. - \ H
I ™~ I SiTw>>1:
0.001 0.01 01 1 10 0 droite asymptotique
112 d(w) ~ —90°
2r 7 T
Données numériques : K =20 et 7 =0.5
s ) Kw?
2.6.2 Systémes d’ordre 2 : F(s) = T2l
0

Diagramme de Bode : amplitude n°1

Un phénomene de surtension
(ou de résonance) apparait lorsque

20Log (|F(jw)|)  (en dB) __devient plus petit que % ~ 0.707
i | é 2\ / u ]
0. ¢=0. // -
\\::\ ¢=0.7 T
2. ‘ N SiTw<<1:
¢=1 droite asymptotique

Agp(w) = 20log(K)

e
o

0.1

1 10
SiTw>>1: wo
droite asymptotique de pente —40dB/dec

Données numériques : K = 20 et wg = 10.

—- = DO<—
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Diagramme de Bode : amplitude n°2
2

systemes d’ordre 2 : F'(s) = m;&%

0

20Log (|F(jw)|)  (en dB)

40. 1 T H
I ¢(=0.1 ]
i b |
B ¢=0.259 | [[]
i C=0.5 / 1
i S i
ol (=038 I

10. - - 1 i
‘=7

o \ i
L \ ]
001 0.1 1 10 100
Wwo
Pulsation de résonance (seulement pour ¢ < \%) D wr = woy/1 —2¢?
(w, croit lorsque ¢ décroit)
Données numériques : K = 20 et wy = 10.
—_—O e DOo<—
Diagramme de Bode : phase n°1
SiTw<<1:
. droite asymptotique horizontale & 0°

arg (F(jw)) (en °) —

5 = -y i

g T \\\ ¢ =02 1
\) |
i T

i 57 horizontale a 90°
~100. - H
—125.; \ 7
il
—175. :, \\~ a3= \\ E

001 0.1 1 10 oo 1000

Wo
Si 7w >> 1 : droite asymptotique horizontale a —180°

Données numériques : K = 20 et wg = 10.

— o C —— DOo<—
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Diagramme de Bode : phase n°2

arg ((F(jw)) (en°) o : point d’inflexion

-.~*.
S

™~

-25.

-50.

=75.

L/ -/
i

¢ =64 =

/

—100.

—-125.

N
N
\M\ Y

10 100 1000 10*
wWo

-150. (=2 \

/

w4

-175.

0.01 0.1

—

Lorsque ¢ > v/2, le diagramme de phase se sépare en deux morceaux et 1’on voit apparaitre des points
d’inflexion.

Point d’inflexion : point de la courbe ou s’opére un changement de concavité.

Point d’inflexion : la dérivée seconde de la fonction décrivant la courbe s’annule au point d’inflexion.

18



PARTIE N° 3

L[TD] FICHE 1 : RESOLUTION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

Méthodologie

Equation différentielle TL, Linéarité + Thm de la dérivée

1
!

Equation composée de :
— U(s), Y(s), puissances de s,
? — conditions initiales (CI)

?
/J(:)f — constantes.
+

(1) On isole Y(s) d’un coté.
(2) On remplace U(s) et les CI en
1 fonction des données du probleme.
4

Solution : y(t) = ... rL! Y(s)=...

Exercice 1. Exemple de résolution d’équations différentielles d’ordre 1.
Afin de bien comprendre la méthodologie schématisée ci-dessus, nous allons résoudre les équations
différentielles du premier ordre suivantes, lorsque yar =1

§(t) +y(t) = 0 (3.1)
§(t) + y(t) = sin(t) (3.2)

REMARQUE : Comme tous les signaux sont supposés causaux, cela veux dire que le second
membre de I"équation (3.2) doit-étre interprété comme un signal causal. Pour cela, on lui multiplie un
échelon de Heaviside, noté H(t) :

1 lorsque t > 0, mais 0 pour t < 0.
Le second ainsi obtenu sera de la forme
sin(t) lorsque t > 0, mais 0 pour t < 0.

et nous lirons la ligne sin(t)H(t) dans la table des transformées de Laplace.

19



PARTIE N° 4

[7D] FICHE 2 : FONCTIONS DE TRANSFERT

— O e DO<—

Il s’agit d’une autre facon de représenter la dynamique d’un systeme a une entrée et une sortie. On
part d’un systéme dynamique linéaire a coefficients constants (avec m < n), pour laquelle toutes les
conditions initiales sont supposées nulles.

Ly | ) du(t) amult)
apy(t) + a; gt + ag 752 + ... +ap Jn = bou(t) + b17 4+ ...+ by i
JTL JTL

agY (s) +a1Y (s)s + agY (s)s? + ... + apY (s)s" boU(s) + b1U(s)s + ... + b, U(s)s™

<l

Y(s) (ao +ais+ass® + ...+ ans”) U(s) (bo + b1s+ ... + by s™)

Y(s) bg +bis+ ... + by s™

Fonction de transfert : =
U(s) ap+ais+ags®+ ...+ a,s"

Exercice 1. Un grand classique : le circuit RC

Vr(t)
R (1)
————0O
Ve(t) C== Vel(t)
(o, O

Le signal d’entrée est la tension V,(t). Le signal de sortie est la tension aux bornes du condensateur
Ve().
1. Quelle est ’équation différentielle décrivant le comportement dynamique de ce systeme ?

2. Quelle est la fonction de transfert correspondante ?

20



Exercice 2. Un autre grand classique : le circuit RLC

Ve(t) —L ¢ | Ve(t)

Le signal d’entrée est la tension V,(t). Le signal de sortie est la tension aux bornes du condensateur
Ve().
1. Quelle est ’équation différentielle décrivant le comportement dynamique de ce systeme ?

2. Quelle est la fonction de transfert correspondante ?

21



PARTIE N° 5

[7D] FICHE 3 : MODELISATION D’UN MOTEUR A COURANT
CONTINU A AIMANTS PERMANENTS

— O ——= DO<—

La figure ci-dessous représente un schéma éclaté d’un moteur a courant continu a aimants perma-
nents.

Stator (ou inducteur)
(aimants permanents)

Turbine de
ventilation

Culasse moteur

Couronne
porte balais

Rotor (ou induit)

Flasque

On cherche a déterminer I’équation différentielle décrivant I’évolution de la vitesse de rotation
de Paxe du moteur w(t) en fonction de u(t), la tension aux bornes du moteur (plus exactement, du
rotor). Pour cela, il faudra combiner 1’équation correspondant a la partie mécanique du systeme
avec ’équation correspondant a la partie électrique.

- A - L’équation mécanique est donnée par le principe de conservation du moment cinétique (il s’agit
de I’équivalent du principe fondamental de la dynamique pour les systémes en rotations) :

dw(t)

Jdt

=C(t) — aw(t) ou :

— J est le moment d’inertie de ’axe moteur, une constante.

— le couple électromécanique est généré par l'interaction des champs magnétiques de 'induc-
teur (le stator) et de I'induit (le rotor). Nous utiliserons I’expression simplifiée C' = K I(t),
ou K. est appelée constante de couple;

— —aw(t) est un couple de frottements (résistif) proportionnel & la vitesse de rotation du
moteur, a est appelé coefficient de frottements.

— C(t) est le couple électromagnétique ;

— C(t) — aw(t) constitue donc le bilan des couples exercés sur ’axe moteur (du moins les
couples qui n’ont pas été jugés négligeables).

- B - L’équation électrique est obtenue a partir de la représentation équivalente suivante :

22



Force électromotrice e(t) = K,w(t)
K, est appelée constante de vitesse.

Questions :

1.

Quelle est I’équation différentielle décrivant le comportement dynamique du moteur a courant
continu ?

Quelle est la fonction de transfert correspondante ?
On notera W (s) la transformée de Laplace de w(t).
Que vaut le gain statique de cette fonction de transfert ?

(s)

Soit y(t) 'angle formé par I'axe du moteur. Déterminer la fonction de transfert %, autrement
dit, la relation dynamique entre ’angle de ’axe moteur et le signal d’entrée.
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Table des transformées de Laplace usuelles

TL

F)H(t) — F(s)

TL—1

o(t) p— 1

TL—1

5(t — 7”) «— " e TS

=
mwl —

TL
e~ sin(wt) H (t) p— A

e~ f(1)H (1) — F(s+a)

f(t—R)H(t— R) pa— e B (s)

JH(1))] — sF(s) — f(07)

4 If(t
/0 F(r)H (t)dr P LR(s)

Théoreme de la valeur finale lim = lim sF'(s)
t—o0 5—0

H(t) indique I’échelon de Heaviside. d(t) indique I'impulsion de Dirac.
Remarque : les signaux sont multipliés par des échelons (H(t)) se sorte a ce
qu’ils soient causaux, c¢’est-a-dire nuls pour les temps négatifs.



