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5. Variation

Nous savons tous ce qu’'est la vitesse moyenne. Par
exemple, si on a besoin de deux heures pour parcourir
100 km, la vitesse moyenne est

s=0 Time =t Time =t + At

Lo S ...

s(t) As = s(t+ At) — s(t)

distance parcourue
istance parcouru — 50kmh-!

temps pour la parcourir

In “real life”

Lorsque on conduit une voiture, le tachymétre indique la vitesse a laquelle la voiture roule, i.e. la vitesse au moment ou on
regarde le tachymétre. Mais au moment ot on regarde le compteur de vitesse, aucun temps ne s'écoule (c’est une vitesse
instantanée) et on ne parcoure aucune distance. La vitesse a ce moment est donc % c'est-a-dire indéfinie. Mais alors qu’est-
ce qu'il indique le tachymétre ? Formellement I'indicateur de vitesse donne

t+ At) —s(t
v(t) = lim M
At—0 At

ayant noté s la position en fonction du temps t.
On verra que la vitesse est la dérivée du déplacement et que I'accélération est la dérivée de la vitesse :

v(t) = s’(t), a(t) =v/(t) =s"(t).
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Définition de dérivées

5. Variation

Soit x — f(x) une fonction. La dérivée de f en xo € Dy, si elle existe, est le nombre

. f(Xo ar h) — f(Xo) x=xp+h
lim ——M— =2
h—0 h
On notera ce nombre f/(xp) ou %(xo) indifferemment.
y
y = f(x) \fxo) | ---
O .
X0 X

lim
X—X0

f(x) — f(x0)

X —X0

C’est la limite du taux

) . ) —f
d’accroissement (Xi_x(ox ) lorsque x

tend vers xg.

) [t




Définition de dérivées

Soit x — f(x) une fonction. La dérivée de f en xo € Dy, si elle existe, est le nombre

df

On notera ce nombre f/(xp) ou ¢ (x0) indifféremment.

y
Droitey:f(
f(xo +h) g
pre
|
=
+
=f(x) flxo)p---# 1 Ny
y ()\(o) Z
X0 xpo+h x
—

x=xp+h

xo+h)—f(xop) (
h

lim
X—X0

f(x) — f(xo)

X —X0

x —x0) + f(x0)

C’est la limite du taux

d’accroissement fX)=f(x0) lorsque x

X—X
tend vers xg.
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Définition de dérivées

Soit x — f(x) une fonction. La dérivée de f en xo € Dy, si elle existe, est le nombre

. f(Xo +h) — f(Xo) x=xg+h . f(X) = f(Xo)
lim —— = lim —
h—0 h X—=X0 X —XQ

On notera ce nombre f/(xp) ou %(xo) indifferemment.

Y
Droite y = 7”““11&7”%] (x —x0) + f(xo)
C’est la limite du taux
f(xo +h) d’accroissement w lorsque x

tend vers xg.

(xo +h) — f(xo)

U:f(X)Qo)-—-- ......

X0 Xo+h X
—
h
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Définition de dérivées

Soit x — f(x) une fonction. La dérivée de f en xo € Dy, si elle existe, est le nombre

f(x) — f(xo)

X —X0

. f(Xo ar h) — f(Xo) x=xp+h .
lim ———— = lim
h—0 h X—X0
On notera ce nombre f/(xp) ou %(xo) indifferemment.
y
Droite y = ML}W(X —x0) + f(x0)

)
R
f(xo + h) e T
f(x) \f(*0) IE
y = f(x xo)p---g +
\ ! 2

Xogg +h & X
—>
h

C’est la limite du taux
d’accroissement w lorsque x

tend vers xg.
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Définition de dérivées

Soit x — f(x) une fonction. La dérivée de f en xo € Dy, si elle existe, est le nombre

. f(Xo +h) — f(Xo) x=xg+h . f(X) = f(Xo)
lim ————= = lim —
h—0 h X—X0 X —Xo

On notera ce nombre f/(xp) ou %(xo) indifferemment.

y
Droite y = M(X —x0) + f(xo0)
C’est la limite du taux
2 d’accroissement w lorsque x
= tend vers xg.

S A
y =f(x) \flxo) f---#F <
O o

/ ¥+h X X
—
h

) [t




5. Variation

Définition de dérivées

Soit x — f(x) une fonction. La dérivée de f en xo € Dy, si elle existe, est le nombre

lim f(xo +h) — f(xo) x=xo+h| o f(x) — f(xo0)
h—0 h X—X0 X —Xo
On notera ce nombre f/(xp) ou %(xo) indifferemment.

Y

Droite tangente y = f/(xo)(x — x0) + f(x0) Clest la limite du taux

) . ) —f
d’accroissement (Xi_x(ox ) lorsque x

tend vers xg.

C > > [ar37]




5. Variation

Définition de dérivées

Pour chaque x en lequel la fonction f est dérivable, on associe un nombre f’(xp), ce qui nous permet de définir une
nouvelle fonction : la fonction dérivée de f.
On la notera de |'une des fagons suivantes :

daf
x = f'(x) ou i ou —.
dx

Exemple

Soit f(x) = x2 alors, pour tout xo € R, on a

f(xo +h) —f(xo)  (xo+ h)2 —x2 _ 2xoh+h?

h h h

=2xp +h —— 2x0 = f'(x0).
h—0

Donc f’(x) = 2x est la fonction dérivée de f.

) [




5. Variation

Définition de dérivées

Une dérivée n'existe pas toujours.

Exemple

. ) ) [or7]




Définition de dérivées

Une dérivée n'existe pas toujours.
Exemple
Soit f(x) = [x| alors

£/(0) = lim

n'existe pas

f n’est pas dérivable en x =0

5. Variation

) [




Définition de dérivées

Une dérivée n'existe pas toujours.

Exemple
Soit f(x) = [x| alors Soit f(x) = v/x alors
_ f(x) —f
£0) = 1 f(x) — f(xo) £(0) = lim (x) —f(x0)
X—X0 X — X0 X=X X — X0
K= RO
= lim = lim ——
x—0 x—0 x—0+ x—0
= lim il = lim L
x50 x T x50+ VX
n'existe pas = +o00
f n'est pas dérivable en x =0 f n'est pas dérivable en x =0
¢ ) )




5. Variation

Définition de dérivées

Théoréme

f dérivable en x¢ —  f continue en x¢

C > ) [737]




5. Variation

Définition de dérivées

Théoréme

f dérivable en x¢ — f continue en xg

La réciproque est fausse

Exemples :
@ f(x) = |x| est continue en 0 mais non dérivables en 0 car lim,_ ., b;\:IOOI n'existe pas
@ g(x) = \/x est continue en 0 mais non dérivables en 0 car lim, o ‘/ii(‘)ﬁ = +o00

C > > [7/37]
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5. Variation

Calcul de dérivées

Voici les expressions des dérivées de fonctions classiques. Elles sont a connaitre sur le bout des doigts !

Rappels

o (x) =nxn!

C ) > [or37]




5. Variation

Calcul de dérivées

Voici les expressions des dérivées de fonctions classiques. Elles sont a connaitre sur le bout des doigts !

Rappels

C ) ) [or37]




5. Variation

Calcul de dérivées

Voici les expressions des dérivées de fonctions classiques. Elles sont a connaitre sur le bout des doigts !

Rappels
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5. Variation

Calcul de dérivées

Voici les expressions des dérivées de fonctions classiques. Elles sont a connaitre sur le bout des doigts !

Rappels

o (x) = nx! e (sin(x))’ = cos(x)

C ) ) [or37]




5. Variation

Calcul de dérivées

Voici les expressions des dérivées de fonctions classiques. Elles sont a connaitre sur le bout des doigts !

Rappels
o (x™) =nxn1! e (sin(x))’ = cos(x)
o (eX) =e* @ (cos(x))’ = —sin(x)
o (In(x)) = -
X

Astuce mnémotechnique :

o le sin, qui commence par s”, est “sympa” (= ne change pas de signe);

won

o le cos, qui commence par “c’, est “casse-pieds’ (= change de signe).

C ) ) [or37]




Calcul de dérivées

5. Variation

Voici les expressions des dérivées de fonctions classiques. Elles sont a connaitre sur le bout des doigts !

Rappels

e (sin(x))’ = cos(x)
e (cos(x))’

—sin(x)

=1 t 2
cos?(x) +tan”(x)

Astuce mnémotechnique :

o le sin, qui commence par “s”, est “sympa” (= ne change pas de signe) ;

o le cos, qui commence par “c’, est “casse-pieds’ (= change de signe).

) [




5. Variation

Calcul de dérivées

Voici les expressions des dérivées de fonctions classiques. Elles sont a connaitre sur le bout des doigts !

Rappels
e (arcsin(x))’ = o
o (xM) =nx"! o (sin(x))’ = cos(x) Yy
o (eX) =ex o (cos(x))’ = —sin(x)
o (In(x))' = 3: o (tan(x))’ = %Z(X) — 1+ tan(x)

Astuce mnémotechnique :

o le sin, qui commence par ‘s”, est “sympa” (= ne change pas de signe) ;

won

o le cos, qui commence par “c’, est “casse-pieds’ (= change de signe).

C ) > [or37]




Calcul de dérivées

Rappels

o (cos(x))’ = —sin(x)
1
o (In(x)) = < o (tan(x))’ = ps =1+ tan?(x)

Voici les expressions des dérivées de fonctions classiques. Elles sont a connaitre sur le bout des doigts !

Astuce mnémotechnique :

o le sin, qui commence par 's”, est “sympa” (=

o le cos, qui commence par “c”’

ne change pas de signe);
c

, est “casse-pieds’ (= change de signe).
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Calcul de dérivées

Voici les expressions des dérivées de fonctions classiques. Elles sont a connaitre sur le bout des doigts !

Rappels

. 1
o (sinx)’ = cos(x) © el = =
o (¢¥) =e o (cos(x))’ = —sin(x) o (arccos(x))’ = ——!
1 1—x
r_ L I - 2
o (In(x)) N o (tan(x)) g T + tan®(x) N 1
1+x2
Astuce mnémotechnique :

o le sin, qui commence par ‘s”, est “sympa” (= ne change pas de signe) ;

o le cos, qui commence par “c’, est “casse-pieds’ (= change de signe).

[of
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5. Variation

Calcul de dérivées

Linéarité : (f(x) + g(x))/ =f/(x) + g’ (x) et (cf(x)) =cf’(x)

Exemple

Linéarite : (3sin(x) +e*) . 3(sin() g () e RN

¢ ) ) [iors7]




5. Variation

Linéarité : (f(x) + g(x)

) =cf’(x)
Produit : (f(x) X g(x)) =

Il
- -+
d
=
x
k¥
_|_
«Qa
.
=
2%
k)
o
(ad
—
o
a
=g
ka3
=

Exemple
Linéarité : (3 sin(x) + e") ' = 3(sin(x)) ' + (e") ' = 3cos(x) + e*

Produit : (x*sin(x ) (x* ) x sin(x) 4+ x* x (sin(x))/ = 4x3 sin(x) + x* cos(x)

) [iors7]




5. Variation

Linéarité : (f(x) +g(x))/ f/(x) + g’(x) et (cf(x)) =cf’(x)
Produit : (f(x) x g(x))l =f'(x) x g(x) +f(x) x g’(x)
N @)’Z f(x) x g() —f(x) x 9’(x) _ f'(x) _ f(x) g'(x)
Quotient : olx (g(x))z 9x)  g(x) glx)

Exemple
Linéarité : (3 sin(x) + e") o 3(sin(x)) ' + (e") - 3cos(x) + e*
Produit : (x*sin(x ) (x* ) x sin(x) 4+ x* x (sin(x))/ = 4x3 sin(x) + x* cos(x)

( x2 )/ _ 2x sin(x) — x2 cos(x)

sin(x) sin?(x)

Quotient :

¢ 5 ) [ors7]




5. Variation

Calcul de dérivées

Composition : (g(f(x))), =g/ (f(x)) x f'(x) #9'(f'(x))

Exemple

Composition : (sin (x2)> o (x?) x 2x

¢ : ) [a/s7]




5. Variation

Exemple

Composition : (sin (x2)> o (x?) x 2x

<ln (sin (x2)>> - — Exz) cos (x2) x 2x

¢ : ) [a/s7]




5. Variation

Testez-vous

Calculer f/(x) :
O f(x) = 3sin(x) — 5cos(x)
Q f(x) = 3eX —x?
Q f(x) =3In(x)
Q f(x) =sin(2x)
Q f(x) = sin(x + x3)
Q f(x) = (x+4)3
@ f(x) = (x +sin(x))®
Q f(x) =sin(ln(x?))
Q f(x) = exp(cos?(x))
D f(x) = xe*
® f(x) =
& f(x) = e*sin(x)
@ fx) = 2
@ f(x) = sin(x) cos(x)
@ f(x) = 25
@ f(x) = x?sin(x)
@ 1) =<
q ) D




Testez-vous

Correction
Calculer f/(x) : @ /(x) = 3cos(x) + 5sin(x)

O f(x) = 3sin(x) — 5cos(x) O f/(x)=3e*—2x
0 f(x) =3e* —x o f'(x)=2
@ f(x) =31In(x) Q f/(x) = 2cos(2x)
Q f(x) =sin(2x) Q f/(x) = (14 3x?%)cos(x +x3)
Q f(x) =sin(x + x3) Q /(x) =3(x+4)?2
Q f(x) = (x+4)3 @ f/(x) =5(x +sin(x))*(1 + cos(x))
@ f(x) = (x +sin(x))® Q f'(x)= %cos(ln(xz)]
O f(x) = sin(In(x?)) @ f’(x) = —2cos(x) sin(x) exp(cos?(x))
Q f(x) = exp(cos?(x)) @ f'(x) = (1+x)e
@ f(x) = ti:(x) @ f/(x) = M
@ f(x) = = & f'(x) = e*(sin(x) + cos(x))
& f(x) = e¥sin(x) £(x) — 1=41n(x)
® f(x) = 2 @ ,(X) _ X 2
@ f{x) = 5% con(x} SO s G s e
& 1 - 2t ® 1= =3
T fx) = xze el D f/(x) = 2;( sin(lx) +x2 cos(x)

1/x ) f(x)zf#e /x
@ f(x) = -

( > )




5. Variation

Calcul de dérivées

Composition (chain rule)

In “real life”

Le volume d'un ballon sphérique est une fonction du rayon : v+ v(r) = %TU‘ .
Si on gonfle ce ballon son rayon dépend du temps : t — 7(t).

Le volume aussi dépend donc du temps : t — V(t) = v(r(t)).

Le taux de changement du volume en fonction du temps est

V/(t) = v/ (r(t)) x 7/ (t) = dm(r(t))%r!(t).

T et si son rayon a l'instant to est de 3cm alors le volume croit a la

Par exemple, si le rayon du ballon croit de 0.5cms™
vitesse de

V' (to) =v'(1(tg)) X /(to) =47 x (3cm)? x (0.5cms ') =m x 18cm>s ™.

¢ ) ) [5757]
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5. Variation

Calcul approché de valeurs

Connatitre la dérivée d'une fonction en un point xy permet d'approcher les valeurs de la fonction autour de ce point.

¢ 5 ) [ie737]




Calcul approché de valeurs

Connatitre la dérivée d'une fonction en un point xy permet d'approcher les valeurs de la fonction autour de ce point.

f(xo +h) — f(xo)

f'(x0) = lim f/(xg) ¥ ——————— =2 ~ f(xo + h) =~ f(xg) + hf’(xo)
h—0

¢ : ) [ie737]




Calcul approché de valeurs

Connatitre la dérivée d'une fonction en un point xy permet d'approcher les valeurs de la fonction autour de ce point.

f(xo +h) — f(xo)

f'(x0) = lim f/(xg) ¥ ——————— =2 ~ f(xo + h) =~ f(xg) + hf’(xo)
h—0

Testez-vous

Estimer sin(0.01) sans utiliser
la calculatrice.

¢ : ) [ie737]




5. Variation

Calcul approché de valeurs

Connatitre la dérivée d'une fonction en un point xy permet d'approcher les valeurs de la fonction autour de ce point.

f(xo +h) —f(xo) . flxo +h) —f(xo)

f'(x0) = lim f/(xg) ¥ ——————— =2 ~ f(xo + h) =~ f(xg) + hf’(xo)
h—0

Correction
Testez-vous

— a1 !/ — . . -
Estimer sin(0.01) sans utiliser f(x) = sin(x), f’(x) = cos(x); pour xg =0 et h =0.01 on a

la calculatrice. sin(0.01) = sin(xo + h) ~ sin(xo) + hcos(xo) = 0 + h = 0.01.

¢ : ) [ie737]




5. Variation

Calcul approché de valeurs

Droite tangente au graphe d'une fonction

Rappels

Si f est dérivable en xg, alors le graphe de f admet au point d'abscisse xg une tangente de pente f’(xg). Son équation est

y = f(xo) + f'(x0) (x — x0)

tangente

A
La tangente en xg est la droite qui yxotm)) graphe de f

“approche” au mieux le graphe de f autour foth)f—--mmmmm oo o
de x¢. Pour x proche de xo (x =xp +h '
avec h ~ 0), au lieu de lire les valeurs f(x) |
sur le graphe de f, on lit les valeurs X
approchées y(x) = (x — xo)f’(x0) + f(x0) !
sur la tangente en xg. I

1

1

¢ 5 ) [ors7]




Calcul approché de valeurs

Droite tangente au graphe d'une fonction

Testez-vous

Donner I'équation de la droite tangente au point indiqué :
Q f(x) =x% xo =

Q f(x) =+/x, xo =1

O f(x) =In(x), xo =1
Q f(x)=¢€*, x0=0

Q f(x) =sin(x), xo =0
Q f(x) =cos(x), xo =0

¢ ) ) [arrs7]




5. Variation

Calcul approché de valeurs

Droite tangente au graphe d'une fonction

Testez-vous Correction
Donner |'équation de la droite tangente au point indiqué : O y=2x—-1)+1=2x—-1
O f(x) =x%, xo =1 gy:%
Q f(x) =/, xo =1 QO y=x—1
O f(x) =1In(x), xo =1 Qy=x+1
Q f(x)=e*, xo=0 Q@ y=x
Q f(x) =sin(x), xo =0 Qy=1
Q f(x) =cos(x), xo =0

¢ ) > [arrs7]




5. Variation

Calcul approché de valeurs
Polynéme de Taylor

Pour aller plus loin : polynéme de Taylor

Pour x ~ xo on peut approcher f(x) par le polynédme de degré n suivant :

2 " (x0) o x0)? " (xo) +”_+(X7X0)nf(“)(xo)

2! 3! n!

£(x) = p(x) B f(x0) + (x — x0)F’ (x0) +(x — x0)

Droite tangente

Parabole osculatrice

o 1 = degré du polynédme p = plus grand ordre de dérivation de f
o Sin =1 alors p est I'équation de la droite tangente a f en xg

@ Sin =2 alors p est I'équation de la parabole osculatrice a f en xo

¢ ) ) [rs7]




Calcul approché de valeurs
Polynéme de Taylor

Exemple

A l'ordre 2 on a f(x) >~ f(xo) + (x — x0)f’ (x0) + (xfxo)zf (ZXO)

01n(1+x):0+(x—0)]1ﬁ+(x—0) ]fo x2 lorsque x ~ 0

(110
@ cos(x) > 1+ (x — 0)(—sin(0)) + (x —0)2(—cos(0)) =1 — % lorsque x ~ 0
@ sin(x) ~ 0+ (x — 0) cos(0) + (x —0)2(—sin(0)) = x lorsque x ~ 0

Yy Yy
f(x) =1In(1 +x) 5 p(x) = x
’,,' F\p(x]:17XT A
’E‘ ~ <4
’
. p(x]fxfxz ', f(x) = cos(x)
X ’ X X
1 f(x) = sin(x,
] -
1
1
T
o
C D

) [o7s7]
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1. Def 2. cale = 5 5. Variation

Corollaire : Calcul de limites par la régle de I'Hépital

Régle de I'Hépital

/
Si lim 1 _ [9} ov [2] et tim 0 _ g (o toc]slors tim 1) ¢
x—=x0 g(x) 0 00 x—x0 g’ (x) %o gl)

¢ ) ) [m/37]




1. Def 2. cale 5. Variation

Corollaire : Calcul de limites par la régle de I'Hépital

Régle de I'Hépital

/
Si lim fx) = [9} ou [E] et lim () =1{ € [~o0;+00] alors lim 6 =
0 [e'e) X—X0 X

x=xo g(x) 9’(x) —xo g(x)
Exemple
Soient xg =0, f(x) = sin(x) et g(x) = x.
f(x) _ q: sin(x) _ 0
x—xo 9(%) _ilj% BCK . f(x) . sin(x) 1
) £(x) _ 1o cos(x) _ = lim = lim =
lim 2 = lim 25X — x—x0 g(x) x—=0 X
xox 97(x) T 350 1
¢ ) )




1. Def 2. cale o 5 5. Variation

Corollaire : Calcul de limites par la régle de I'Hépital

Régle de I'Hépital

f 0 f/ f
Si lim ) = [—} ou [E] et lim () = € [—o0;400] alors lim o) -y
X—X0 g(x) 0 00 X—X0 g’(x) X—X0 g(x)

Exemple

Soient xg =0, f(x) = sin(x) et g(x) = x.
: f(x) _ q: sin(x) _ 0
xligclo g(x) _ilj% x 0 im fx) lim sin(x) 1
lim D0 — jim sosta) _ 4 x=mo g(x)  xm0  x
xox 97(x) T 350 1

s f(x) . fx)\’
Ne pas confondre lim ——= et lim (—)
xSxo 97(x) XX \9(x)

) [a]




1. Def 2. cale 5. Variation

Corollaire : Calcul de limites par la régle de I'Hépital

0
Si lim f,/(x) =|—=| ou [ﬁ] on peut ré-appliquer la régle de I'Hépital et calculer lim fl,l,(x).
x—xgo 9 (x) 0 00 x—xg 9 (x)
Exemple
Soient xg =0, f(x) =e* +e X —2 et g(x) =1 — cos(x).
f(x) . e*+e*=-2 0
lim — = lim =,
x—0 g(x) x—=0 1—cos(x) 0
(%) e*—e* 0
lim = - =,
x—0 g’/(x) x—0 sin(x) 0
" X —X
Biag A0, S g
x—0 g’ (x) x—0 cos(x)
Donc lim ~&) = 1im 0 _ gy 700 5
x—0 9(%) x—0 97 (%) x—0 9”7 (%)

: ) [2257]




1. Def 2. cale

Corollaire : Calcul de limites par la régle de I'Hépital

Importance des hypothéses

. %) s - i f(x)
Q Si 11)1110 37(x] N'existe pas on ne peut rien conclure sur xli>n»30 FIE3R
Exemple
Soient xg =0, f(x) = xsin (%) et g(x) = ei(;]
/ 2xsin (1) —cos (1
. f (X) X x x .. . f(X)
lim = lim n'existe pas cependant lim —— =0
x—0 g/(x) x—0 ex x—0 g(x)
En effet, lim f(x) =0 (théoréme des gendarmes) et lim g(x) = lim ex:go =1 (définition de dérivée de e en x = 0).
x—0 x—0 x—0 X

C D )-1 23/37




1. Def 2. cale

Corollaire : Calcul de limites par la régle de I'Hépital

Importance des hypothéses

' (x)

—+—— n'existe pas on ne peut rien conclure sur lim
—xp 9 (x) X—XQ

Exemple

Soient xg = 0, f(x) = xsin (] ) et g(x) = equ :

x
2x sin (%) — cos (%)

L) L . f(x)
lim = lim n'existe pas cependant lim — =
x—0 g/(x) x—0 ex x—0 g(x)
En effet, lim f(x) =0 (théoréme des gendarmes) et lim g(x) = lim eX:go =1 (définition de dérivée de e en x = 0).
x—0 x—0 x—0 X

f(x)

g(x) "

@ Si on n'a pas de forme indéterminée [%] ou [2], la régle ne s’applique pas!
Exemple
Soient xg =0, f(x) =1 et g(x) = x.
f/(x) .0 . 1
im =lim - =0 mais lim — =00
x—0 g’(x] x—0 1 x—0 X
C D

)-1 23/37




1. Def 2. cale 5. Variation

Corollaire : Calcul de limites par la régle de I'Hépital

Limites fondamentales

Testez-vous

Calculer les limites suivantes :
. In(1+x) . 1
0 g M o iy (04 1)

. 1 — cos(x) . 5 1 .
[ xl_l,r(r)l:t —a et Xll)rjr:loox (1 — cos (;)) X en radiant
1 :
. . /X o
9 X]il(]):li X Et XEI:E.OOX(CL ])' @y

Q@ lim (1+ocx)1/" et lim (1+6)X,OLER
x

1i:
x—0%t x— oo

(0 Ex)* =1 . Ty«
(5] X1_1)1(1)1 ——— et xll}rfoox((l + ;) —1), aeR
C > ) [24/37]




1. Def 2. cale o 5 5. Variation

Corollaire : Calcul de limites par la régle de I'Hépital

Limites fondamentales

Correction
s In(14x) o] HI .. 1
O lim ——~ = [—} = lim — =1.
x—0E * © x—0E [hixc
Soit t = 1; alors liI:Itl x(ln 0+ ];)) = limi M =H
X—E 00 t—0
. 1—cos(x) ol HI .. sin(x) o] HI .. cos(x) 1
ellmiz[—]zhmiz— = b S = o
x—0% x2 ® x—0= 2 g x—0+ 2 2
Soit t = 1, alors lim x2 (1 — cos (l)) — lim Cozsm =1
P x—+oo 25 t—0E t

2
x 1 g 1 - im 1
©Q (1+ax) ™ =exp (X In(1+ ocx)) et xli%li exp (X In(1+ (xx)) exp (leéli < In(1+ ocx))

lim
x—0E
. o 1 . o\ X . I/( N
= = 1 & = =
Soit t = , alors 8 h>rinoo (+ X) ngl: (T+ at) e

In(1+axx) _ [0 H]
— x |0

. . 1
= = lim %~ =oadonc lim (1 + ax) = ex,
x—0=E x—0E

e . x_ Ml .. =
Q o* “exp(aln(x)) donc an(I)li & L = [%} = Xli%li h‘(‘l]]“ =1In(a)
Soit t = L, alors lim x(a'/*—1)= lim =1 =In(a)
P x— oo t—0*
. x_ Ml ..
Q@ lim M:[Q} = lim «(1+%)* "=«
x—0E * © x—0E ( )
q 1 3 1\« g (a+t)*=1
Soit t = ;,alors XHIinocx((]Jr;) 71) —XgIgi s =@

C D ) |25/37
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1. Def 2. cale o 2 5. Variation

Points stationnaires, Sens de variation, Concavité

La notion de dérivée joue un réle clé dans I'étude des fonctions.
Elle permet de déterminer les variations d'une fonction et de trouver ses extremums.

Rappels
Soit une fonction f: I — R. Pour tout x; et x; de [,
o f est croissante si x7 < x2 implique f(x7) < f(x2);

o f est strictement croissante si x7 < x2 implique f(x7) < f(x2);

o f est décroissante si x; < x2 implique f(x7) > f(x2);

o f est strictement décroissante si x1 < x2 implique f(x7) > f(x3).

. > ) [zrrs7]




1. Def 2. cale 5 2 5. Variation

Points stationnaires, Sens de variation, Concavité

La notion de dérivée joue un réle clé dans I'étude des fonctions.
Elle permet de déterminer les variations d'une fonction et de trouver ses extremums.

Rappels
Soit une fonction f: I — R. Pour tout x; et x; de [,
o f est croissante si x7 < x2 implique f(x7) < f(x2);

o f est strictement croissante si x7 < x2 implique f(x7) < f(x2);

o f est décroissante si x; < x2 implique f(x7) > f(x2);

o f est strictement décroissante si x1 < x implique f(x7) > f(x2).

f’ et Croissance/décroissance

f’(x) = pente de la droite tangente a f en x = taux instantané de variation de y par rapport a x lorsque y = f(x) donc
@ si f/(x) =0 pour tout x € Id:ef[a; b] alors f est constante sur I;
@ si f/(x) > 0 pour tout x € Id=5f[a; b] alors f est strictement croissante sur I;

© f’(x) <0 pour tout x € Id:ef[a; b] alors f est strictement décroissante sur I.

c : ) [arrs7]




1. Def 2. cale

Points stationnaires, Sens de variation, Concavité

Point stationnaire ou critique

Un point xq est stationnaire pour une fonction f si f’(xg) = 0.
En ce point, la droite tangente est horizontale.

Exemple

o La fonction f(x) = xZ + 2x + 2 a un point stationnaire :
fifix) =2x+2=0 = x=—1
e La fonction f(x) = 2x3 — 9x% + 12x a deux points stationnaires :
flix)=6x2 —18x+12=6(x> —3x+2)=0 = x=1, 2

@ La fonction f(x) = xe™* a un point stationnaire :

¢ ) ) 5]




1. Def 2. cale 5 2 5. Variation

Points stationnaires, Sens de variation, Concavité

Rappels (définition géométrique)

@ f est convexe sur Idzef[a; b] lorsque toutes les cordes reliant deux points du graphe sont au-dessus (= lorsque les droites
tangentes au graphe de f en xo sont au-dessous pour tout xo € I)

/N —
N/ T

def .
@ f est concave sur I =[a;b] si —f est convexe

" et concavité/convexité
f/(x) = (f’(x))’ taux instantané de variation de la pente de la droite tangente a f en x donc

Q si f”/(x) > 0 pour tout x € Id=ef[a; b] alors f’ est strictement croissante sur I donc la pente de la tangente augmente et
f est convexe sur I;

£ . L .
Q f’'(x) < 0 pour tout x € = [a; b] alors f/ est strictement décroissante sur I donc la pente de la tangente diminue et f
est concave sur [.

c : ) [or57]




1. Def 2. cale 5. Variation

Points stationnaires, Sens de variation, Concavité

Nature d'un point stationnaire

Soit xp un point stationnaire (i.e. f/(xo) = 0) pour une fonction f.

Maximum : xo est un maximum local si localement f(x) < f(x¢), i.e. si le graphe de f est en dessous de la droite
horizontale d'équation y = f(xg)

Minimum : xp est un minimum local si localement f(x) > f(x¢), i.e. si le graphe de f est au dessus de la droite
horizontale d’'équation y = f(xq)

Inflexion : si le graphe de f traverse la droite horizontale d'équation y = f(xg) alors xo n’est ni un minimum ni un
maximum. Comme on change de concavité, c'est, de plus, un point d’inflexion.

Y Maximum
Proposition
Soit xo un point stationnaire (i.e. f'(xp) =0).
Inflexion Q@ Sif"(xg) >0, alors xo est un minimum.
Q@ Sif'(xp) <0, alors xo est un maximum.
Minimum
X
C ) D




1. Def 2. cale

Points stationnaires, Sens de variation, Concavité

Testez-vous

Yy
Quels sont les points stationnaires ?
Sur quels intervalles f/(x) > 07?
Sur quels intervalles f”/(x) > 07 kS
Testez-vous
y
h(x)
g(x) =h’(x)
g(x) o
h(x) =g'(x)?
X

¢ ) ) 3]




1. Def 2. cale o 2 5. Variation

Points stationnaires, Sens de variation, Concavité

Testez-vous

Yy Correction
Quels sont les points stationnaires ? x=Tetx=3.
Sur quels intervalles f/(x) > 07? Sur [0; 1] et sur ]3;4].
Sur quels intervalles f”/(x) > 07 # Sur [2:4].
Testez-vous
Y
h(x)
o) ) — 6] Correction
ou g(x) =h'(x)
h(x) =g'(x)?
X

¢ ) ) (3]




1. Def 2. cale

Points stationnaires, Sens de variation, Concavité

Testez-vous

Soit f: R — R une fonction. Calculer les points stationnaires et en établir la nature :

5. Variation

) [32757]




1. Def 2. cale o 2 5. Variation

Points stationnaires, Sens de variation, Concavité

Correction
O f'(x) =2(x—2), f""(x) =2 donc x = 2 minimum
@ f/(x) =3(x* —4x+3) =3(x—1)(x—3), f/(x) = 6(x — 2) donc x = 3 minimum, x = T maximum

O f/(x) =12(x3 —2x% +x) = 12x(x2 —2x + 1) = 12x(x — 1)2, £"/(x) = 11(3x%Z — 4x + 1) donc x = 0 minimum, x = 1

inflexion
Q f'(x) =(1—x)e ™, f’(x) = (=2 +x)e * donc x = 1 maximum
Q f/(x) = (1+2In(x))x, f”(x) =21In(x) 4+ x + 1 donc x = e~ /2 minimum
Q f/(x) = (x —1)sin(x), f”(x) = sin(x) + (x — 1) cos(x) donc x = 0 maximum, x = 1 minimum
Q@ f/(x) = (x2 —1)eX, f/(x) = (x2 + 2x — 1)e* donc x = —1 maximum, x = 1 minimum

¢ : ) [s5737]




1. Def 2. cale 5 2 5. Variation

Points stationnaires, Sens de variation, Concavité

Testez-vous

Indiquer le(s) min et max et indiquer s'ils sont globaux. Correction
’ @ Minima locaux : x=1,x € [2,3], x =4, x =7, x =11
@ Minima globaux : x =1, x =4

e Maxima locaux : x € [2,3], x =5, x = 10

@ Maxima globaux : x =10

@ X = 6 est un point stationnaire d’inflexion

NB :enx =2, en x =3 et en x =4 la fonction est continue mais n’est pas dérivable

. > [sara7]




1. Def 2. cale

Points stationnaires, Sens de variation, Concavité

Testez-vous

Quel point de la parabole d’équation y = x2 est le plus prés du point A de coordonnées (1,2)7?

y y=x

IVV<X /

=[l--F -1
x

C > D [38/37




1. Def 2. cale

Points stationnaires, Sens de variation, Concavité

Testez-vous

Quel point de la parabole d’équation y = x2 est le plus prés du point A de coordonnées (1,2)7?

Yy Yy=x

lvv<x /

=[--F -1
x

Aide
o M appartient a la parabole donc ses coordonnées sont de la forme (x,x2).

o Distance entre A et M : AM = /(x — 1)2 + (x2 — 2)2.

o Trouver le plus petit AM équivaut a trouver le plus petit AM2. On définit donc comme fonction a minimiser

f(x) = (x = 1) + (x* —2)2 =x* —3x%? —2x +5.

D) |38/37




1. Def 2. cale

Points stationnaires, Sens de variation, Concavité

Correction
’ 3 2 Y y = x2
o f/(x) =4x> —6x—2=2(x+1)(2x* —2x —1). A
o f/(x) s'annule en x; = —1, x; = %, X3 = ]+2‘/§ ~ 1.36.
e f(x) =12x2 —6 =6(2x2 —1). \ A /
o f(x1) >0, f"(x2) <0, f""(x3) > 0. M
I
@ Ansi f admet un maximum local en x; et un minimum local en x; et My :
x3. L'un des deux est un minimum global, mais lequel 7 Il suffit de |
comparer : f(x1) =5 > f(x3) = 11=6V3 0,15 : le minimum global : >
2 4 M3 X3 X
est atteint en x3.

¢ 5 [ser57]




1. Def 2. cale o 2 5. Variation

Points stationnaires, Sens de variation, Concavité

Correction
3 2 Y = 52
o f/(x) =4x> —6x—2=2(x+1)(2x* —2x —1). A Y
o f/(x) s'annule en x; = —1, x; = %, X3 = ]+2‘/§ ~ 1.36.

e f(x) =12x2 —6 =6(2x2 —1). \ A /
M

o f(x1) >0, f"(x2) <0, f""(x3) > 0.

@ Ansi f admet un maximum local en x; et un minimum local en x; et M
x3. L'un des deux est un minimum global, mais lequel ? Il suffit de

<
!

comparer : f(x1) =5 > f(x3) = % =~ 0.15 : le minimum global it < >
est atteint en x3. 2 3 X

Conclusion : le point de la parabole le plus proche du point A est le point M3 d’abscisse x3 et d'ordonnée x%.

¢ 5 [ser57]




1. Def 2. cale

Points stationnaires, Sens de variation, Concavité

5. Variation

Correction

o f/(x) =4x3 —6x —2=2(x+1)(2x% —2x — 1).
1-V3 1+V3

e f/(x) s'annule en x; =1, x; = 5%, x3 =5~ = 1.36.

e f(x) =12x2 —6 =6(2x2 —1).

o f(x1) >0, f"(x2) <0, f""(x3) > 0.

@ Ansi f admet un maximum local en x; et un minimum local en x; et
x3. L'un des deux est un minimum global, mais lequel ? Il suffit de
comparer : f(x7) =5 > f(x3) = ”7476‘/5 =~ 0.15 : le minimum global
est atteint en x3.

— o2
UA Y=
A\ 14/
M
|
M I
My l
| g
M3 X3 -
2

Conclusion : le point de la parabole le plus proche du point A est le point M3 d'abscisse x3 et d'ordonnée x

3-

Remarque importante : le point M (correspondant a x1) est moins éloigné de A que ses voisins proches, mais que ce n'est
pas lui la solution du probléme : My correspond & un minimum local, mais pas un minimum global.

C

5 [ser57]
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