:'E G E” ™ UNIVERSITE DE

IUT DE TOULON =: TOULON

BUT GEIl 2/3

-ormulaire de
mathématiques

Formation par alternance et temps plein

Sylvia LE BEUX



Les ensembles de nombres

—»  Ensemble des nombres entiers naturels : N ={0;1;2;3; ..;n;..}

—» Ensemble des nombres entiers relatifs :
Z={..;-3;-2;-1;0;1;2;3;...;k;..}

Ensembles des nombres rationnels : Q = {% ;a€Zetb€eZ }

> Ensembles des nombresréels: R = QU {V2; e; 1;...;X; ... }

nombres irrationnels

> Ensemble des nombres complexes :
C={a+ib;abeReti’? =-1}

x Z=a+ib
a,beR

2
XV3—i=
V3 ig

NcZcQcRcC

Ensemble des entiers naturels pairs : {0;2;4;6;..;2noun € N; ...}
Ensemble des entiers naturels impairs: {1;3;5;7;...;2n+1oun€N; ..}
Ensemble des entiers relatifs pairs : {...; —6;—4; —2; 0;2;4;6;...;2kouk € Z;...}

Ensemble des entiers relatifs impairs : {...; =5;-3; =1; 1;3;5;7;..;2k+ 1ouk € Z;..}



Calculs de base 1
axXaX..Xxa=a" an @ a’ =1 A" g =g
n facteurs az0
a" _ a) _a
(am)” = gmxn a" =8 (ab)n = aNpn b ~pn
a#0 b-0
a
1 —
8 C_ax a . C_a 2 b_a d_a
b b b b d bd _ c b c bc
b#0 b#0etd=0 b;tbOta;tO d
e
b#0,c#0etd=0
ax+b<0
a+c_ad+cb ab_a b b
bTd-  bd b c ax+b=0<:)x=—g o XS—551a>0
b#0etd=0 b-0,c=0 a# 0 .
x=>——sia<0
a
Soitx>0
1 1
Soitx> 0, /X =x2 ita>0, va? = ita<0, va? =-
JX =x2 (&)2:\/;&:)( Soita>0, va“ =a Soita< 0, va a
Soit a>0, 2
. X + = X+2Vx.
vat ={3 =l 1_Va_+a W] = xiliey | (5o 5F = o ooy
) Va Vava a x20.y20 Six20,y20
1 _Vx-\fy Jib
(\/;—\/;X\/;-H/;):X-y x4y x ab =+avb \/E:%
o0 v a>0,b>0 b
x=>0,y>0 x>0,y>0,x#y a> 0. b>0
Soit x, un nombre positif et n un entier naturel non nul, la racine n®™ de x, notée 3/x = x*/™ est le nombre réel positif y tel que
y' =X
a’ + 2ab + b? = (a + b)? a? — 2ab + b? = (a — b)? a?—b?=(a—-b)@@+bh) a’?+b% = (a—ib)(a+1ib)
on factorise on factorise on factorise on factorise
on développe on développe on développe on développe
(i2=-1)
a® + 3a%b + 3ab%? + b® = (a + b)? a® —3a%b + 3ab? —b® = (a—b)?

Factorisation et signe de P(x) = ax? + bx + cavec a # 0 : on résout P(x) = 0. On calcule le discriminant A = b? — 4ac
-Si A > 0, P posséde deux racines réelles : x, = _b;;/z etx, = _b;/z,alors P(x) = a(x — x,)(x — x;) est la factorisation de
P. "P(x) est du signe de -a entre les racines ".

- Si A = 0, P posséde une racine réelle double : x; = ;—: ,alors P(x) = a(x — x,)? est la factorisation de P.

P(x) est du signe de a.

-Si A <0, P posséde deux racines complexes conjuguées : z, = _bJ;—i;/m etz, = _b_z—i;/m,alors P(x) =a(x—z)(x — z,)
est la factorisation de P dans C. P est du signe de a.
s=x1+x,

Remarque : Soit P(x) = x? —s.x + p . X1 et Xz, les racines de P vérifient alors le systéme suivant : {p — . X x
— M 2

Factoriel d'un entier naturel Soit n, un entier naturel non nul, on appelle factoriel de n et on note n! le produit des n premiers entiers
naturels: n!=1x2x 3 X ..xn Parconvention 0! =1.

Exemple:11=1 ; 21=2 ; 3!=6 ; 4!1=24 ; 5!=120etc...

On remarque que 4! = 4 x 3! ou encore que 5! =5 x 4! , plus généralement: n! =n X (n — 1)!




Proportionnalité

Deux grandeurs X et Y non nulles sont proportionnelles, lorsqu'il existe un réel k non nul tel que :

Y1 = k. Xl
Valeurs de X | Valeurs de Y Y2 =KX Lo note aussi i € (1,2, .., n) yvi = kx;
X1 Y1
X2 W Yn= k. Xn
X, v Onadoncaussi: =2 =..=2 =k
1 2 n

-

X k

Ou encore : x,¥, = X,V etc...

En pratique, sachant que X et Y sont deux grandeurs proportionnelles, ne connaissant pas k, le coefficient de proportionnalité,

Valeurs de X

Valeursde Y

X1

Y1

X inconnu

y connu

On obtient x en résolvant I'équation :

X1y
X1y =Xy @ X=—
Y1

y =kx
avec k>0

X ?

La fonction f, définie par : f(x) = k.x est appelée fonction
linéaire. Sa représentation graphique est la droite passant par
O, l'origine du repére et ayant pour coefficient directeur =k.x
(pente) k. avec k<0

Equation (réduite) de la droite (AB)_y =m.x +p ou m est le coefficient directeur (la pente) de (AB) et p est I'ordonnée &
l'origine.

y = mx+p
Calcul de la pente m :
Si on connait les coordonnées de A et B : m = ZEY4(A« B)
iAy =yg —Ya e A
Calcul de I'ordonnée a l'origine p :
Si on connait le point Q, intersection de (AB) et de I'axe des
Ay ordonnées, on en déduit facilement p = yq,
T Ax Si non, on résout I'équation : y, = m.x, + p (en effet, A€ (AB)),

et on obtient : p = y, — m.xp

> X Remarques : - Ay et Ax sont proportionnels, puisque Ay = m. Ax
- La fonction f, définie par : f(x) = m.x +p est appelée fonction
affine. Sa représentation graphique est la droite passant par le
point (0 ; p), et ayant pour coefficient directeur (pente) m.

Implication et équivalence par I'exemple

Implication : x = 3 = x2 = 9, mais la réciproque est fausse : x =3 ¢ x2 =9

Equivalence : x = 3 ou — 3 = x? = 9, et la réciproque est vraie : x = 3ou — 3 & x? =9,

On écritalors: x = 3 ou — 3 & x% = 9 ouencore : x> =9 < x = 3 ou — 3 qui est une équivalence.




Le systeme métrique

x 10

/Y

kilometre hectométre décamétre métre décimétre centimétre millimetre
Lonqueur km hm dam m dm cm mm
g 0,001 0,01 0,1 1 10 100 1000
103 1072 101 1 10 102 108
1m=10dm =100 cm=1000 mm ;1 mm=103m x 100
kilometre hectométre décamétre \ , décimeétre centimétre millimétre
, , ; meétre carré ? X -
carré carré carré carré carré carré
Surface km? hm? dam? m?2 dm? cm2 mm?
0,000001 0,0001 0,01 1 100 10000 1000000
106 10+ 102 1 102 104 108
1 m2 =100 dm2 = 10000 cm2 = 1000000 mm? ; 2 m? = 200 dm? x 1000
kilometre hectométre décamétre R décimeétre centimétre millimétre
metre cube
Volume cube cube cube cube cube cube
km? hm? dam?® m? dm? cm? mm?
10°° 10® 103 1 108 108 10°
1 m3 = 1000 dm?® = 1000000 cm? = 1000000000 mm? ; 5 mm®=5.10°m®; 1 1= 1dm?
Préfixes multiples et sous-multiples de 1000
E exa P peta T téra Ggiga | Mméga | kkilo m milli | pwmicro | nnano p pico | ffemto
1018 101° 1012 10° 108 10° 1 103 106 10° 1012 101
unité

Unités de base et unités dérivés du Sl (Systéme international)

Le systeme international (SI) définit toutes les unités a partir de sept unités de base : Le métre m (unité de longueur), le
kilogramme kg (unité de masse), la seconde s (unité de temps), I’Ampére A (unité de courant électrique), le Kelvin K (unité de

température), la molle mol (unité de quantité de matiere), la candela cd (unité d’intensité lumineuse).

Toutes les autres unités sont dérivées de ces sept unités de base. Elles s’obtiennent en les multipliant ou en les divisant les unes par
les autres, en suivant les formules de physique associées.

exples Le kilowatt-heure (noté kwh ou kW.h ) utilisé pour mesurer la consommation d’électricité est le produit d’une puissance et
d’un temps. L’ampére heure (noté Ah ou A.h) est le produit de deux unités : 1’ Ampére et ’heure.

Le kilometre par heure (noté km/h ou km.h') ou le métre par seconde (noté m/s ou m.s?) sont utilisés pour mesurer la vitesse
distance

(dont la formule est : t—). Ainsi 36 km/h = 36.1000 m / 3600 s soit : 36 km/h = 10 m/s . L’accélération qui est la variation de

emps
la vitesse, s’exprime en « (métres par seconde) par seconde », soit en (m/s)/s = m/s?2 « metre par seconde au carré ».

Certaines grandeurs bien que dérivées des unités de base auront un nom particulier.
Exples La quantité d’électricité est donnée en ampére heure (A.h), si le temps est compté en heure. Mais on exprime aussi la
quantité d’¢électricité en Coulomb (C), produit de I’intensité en A par le tempsens:1C=1As.

Les unités de mesure - http://www.metrologie-francaise.fr/fr/si/unites-mesure.asp
Bureau International des Poids et Mesures - http://www.bipm.org/fr/measurement-units/



http://www.metrologie-francaise.fr/fr/si/unites-mesure.asp
http://www.bipm.org/fr/measurement-units/

Formulaire de trigonométrie yy
cos?(0) +sin?(0) = 1
M
tan®
tan(0 ) = 0Oy 9% I+ kn ot keZ )9
cos(0) 2 | | |
tan (0) est la pente de la droite (OM) oS
2 _ 1 T .
1+tan“(0) = ¥ 0 # -+ kol keZ
cos(a+h) = cosa. cosb — sina. sinb sin(a+b) = sina. cosb + cosa. sinb
cos(a-b) = cosa.cosb + sina.sinb sin(a-b) = sina. cosb — cosa. sinb
cos(2a) = cos?a — sin%a sin(2a) = 2. sina. cosa
Formules de linéarisation : (Transformation d’un produit en somme)
sin(a).cos(b) — sin(a+b)+sin(a—b)
5 1+cos(2a) 2
cos“(a) = —
sin(a).sin(b) - cos(a—b);cos(a+b)
. 1-cos(2a)
2 I — —
sin (a) = 2 cos(a).cos(b) = cos(a b)-;-cos(a+b)
_ tana+tanb | — tana—tanb — 2.tana
tan(a+b) " 1—tanatanb tan(a b) " 1+tanatanb tan(za) 1-tan?a
Dériveées :
(cos(x))' = —sin(x) (cos(ax + b))" = —a.sin(ax + b) (cos(U)) = —U".sin(u)
(sin(x))" = cos(x) (sin(ax + b))’ = a.cos(ax + b) (sin(U))" = U'.cos(u)
r_ 2 — T .
(tan(x))' = 1+ tan*(x) = prvcre VX # +kn;keZ
I 2 — a I .
(tan(ax + b))’ = a. (1 + tan®(ax + b)) = o2 axih) Vax+b # >+ kn;ke€Z
Primitives de sin(ax+b) : - icos(ax + b) + Cte (a# 0) Primitives de U'.sin(U) : - cos(U) + Cte
Primitives de cos (ax+b) : isin(ax +b) + Cte (a# 0) Primitives de U'.cos (U) : sin(U) + Cte
Lo 1 _ 2 L1
Primitives de T 1+ tan“(ax + b) : atan(ax + b) + Cte (a# 0)
Primitives de —— = U’. (1 + tan?(U)) : tan(u) + Cte

cos2(U)




Les nombres complexes

Z=x+]j. olxeR,YyeER et j?=-1
x est la partie réelle de Z x\ y est la partie imaginaire de Z

Onnote : x = Re(Z) Onnote:y =Im(Z)

Le module de Z est noté Z ou encore | Z |, c’est la distance de O a M, donc Z = /X% +y?

> o
L’argument de Z est noté arg(;), c’est la mesure en radians de ’angle de vecteur orienté (Ol,OM),
déterminée a 2km prés (k € Z). On note O = arg(Z), onaalors :

modulede Z Z
_ partieimaginairede Z _ Im(Z)
modulede Z Z

siZ#0.

. Im(Z)

Le plan complexe est muni d’un — +
- 4 A

RON (O ;Ol, OJ) orienté dans

le sens direct.

Z=X+]y ouxy eR

<

(Y ="2e%)
Le point M(x,y) est appelé image
de Z.

Z est appelé affixe du point M.

Z est aussi appelé Iaffixe du

vecteur OM = x.01 +y.0] A

Calcul d’un argument
Si x est non nul, alors : O\

arg(x +jy)
arctan (X) six>0
>'¢

<

.

|

|

|

|
xu\l

> Re(Z)

arctan (g) Trsix<0

M(x-jy = Ze 19)

Forme algébrique de Z :

Z =X+ ].y (coordonnées cartésiennes)
Forme trigonométrigue de Z :
Z=27.cos(0)+]j.Z.sin(0) = Z.(COS(O) +j.si n(9)) (coordonnées polaires)
Forme exponentielle, géométrique ou polaire : Euler a noté €'® = cos(8) + j.sin(®)
Z=2Ze"
Nombre complexe conjugué de Z : Soit Z=x+j.y, on appelle conjugué de Z, eton note Z°, le
nombre complexe définipar : Z* =x—jy. Si Z=Ze'°, alors Z"=Z.e™®




- {RE(Z)=Re(Z)© Z|=|zZ]
Im(Z) = Im(Z) 0=0+2.kn

arg(Z) +arg(Z") + 2km , keZ,et|Z.Z’|:|Z|.|Z’|

arg(2.2)=

arg(zj arg(Z) —arg(Z") +2km, K€ Z , et Z ‘Z‘
= - T, et |—| =1—L
7|7 @u(2) —ang(Z Z|7 |z

arg(£]=—arg(2')+2kn kKeZ  et|l—|=—"
2 PN

arg(Z”)zn xarg(Z)+2kn, KEZ , et ‘Zn‘:mn

i (Z) = i (Z j.e): jze=jz « Dériver par rapport a 0 c’est multiplier par j »
do do
2z

Une primitive de Z par rapporta 0 est = « Intégrer par rapport a 0 c’est multiplier par —j »
J

Z+Z =2.Re(2) ; z-Z =2jIm(Z) ; z2Z'=7"

elf4ei0 . elf—e-i0
et sinf = :
2 2j

Formules d'Euler : cos 8 =

Formule de Moivre : (cos(8) + jsin(®))" = cos(n) + jsin(ne)




Dérivabilité

Soit f, une fonction définie en a, on dit que f est dérivable en a lorsque : la limite suivante

. f(x)-f(a)
lim————=
X—a X—a

existe et est finie. On la note alors f'(a) et on 1’appelle nombre dérivé de fen a.

Soit f, une fonction définie sur I un intervalle de R, on dit que f est dérivable sur I, lorsque f est
dérivable en tout point a de I. On appelle alors fonction dérivée de f et on note f’, la fonction qui a
tout élément a de I, associe son nombre dérive f'(a).

Si f et g sont derivables sur I, alors : af, f+g, f X g et f/g (avec g+ 0) sont dérivables sur I.

(o est un nombre réel) et

(af) =af , (F+g)' =f +g, (fg) = f'g+fg et (f/g) =" gg‘zfg’

Si f est dérivable sur | et g est dérivable sur f(1), alors g o f est dérivable sur | et :
(gof) = (g'of)xf' (voir colonne de droite du tableau ci-dessous)

Soit U, une fonction dérivable sur | :

(x")' =n.x"! vx€ R vneN—{1} (U™ =nU.U™!  UDCS R

(Vx)'=—= Vx € R;=]0; +oo] (VU)=—= , U(l) € R;

2Vx 20
=l wvxer (3)'=%  uwe R

(e¥)' =e* Vx€e R e)'=U.e’ ,UDcS R

(n(U)) =7

y_ 1 .
(In(x))' = - VxEe R U

, U(D) € R%

(sin(x))’ = cos(x) Vx€ R

(sin(U))' =U'.cos(U) , UD S R

(cos(x))' = —sin(x) Vx€ R

(cos(U))' = —U'.sin(U) , U(D) € R

(tan(x))' = =1+ tan?(x)

cos?(x)

Vx € ]R{—{g+knoi1kez}

I

I U 2 1]
(tan(U))’ = os ) = (1 + tan (U)).U

T
u) S R— {E + km ol kez}




Calcul intégral

1) Toute fonction continue sur [a,b] est intégrable sur [a,b]
2) Soit f, une fonction intégrable sur [a,b]. On appelle fonction primitive de f sur [a,b] toute fonction notée F,

définie par : F’(x) = f(x) Vx € [a,b].
3) On note If(x)dx toutes les fonctions primitives de f, on a donc :If(x)dx = F(X) +cte
4) Soit f, une fonction continue sur [a,b], soit F, une fonction primitive de f. On a alors :

b
f f(x)dx = [F)1 = F(b) — F(a)

Propriétés

1) Soit f, g deux fonctions continues sur [a,b]. Soit a et B deux nombres réels. On a alors :

b b b

[ (af (1) + Bo(t))dt = auf F(t)dit + B[ g(t)t

2a) Relation de Chasles : 6éoit f une foanction continue sur un intervalle fermé I. Soit a,b,c trois réels de . On a

alors : if(t)dt = jf(t)dt + if(t)dt

3

~—

if(t)dt = —if(t)dt

4) Soit f et g, deux fonctions continues sur [a,b] telles que f(x) < g(x) VX e [a, b], onaalors:

j{f(x)dx < ig(x)dx

Parité et périodicité

1) Si f est une fonction paire et continue sur [-a,a], alors : If(x)dx = Z.If(x)dx
0

—a

a
2) Si f est une fonction impaire et continue sur [-a,a], alors : If(x)dx =0

—a
a+T T

3) Si f est une fonction T-périodique, continue sur tout intervalle [a,a+T], alors : If(t)dt = If(t)dt
a 0

Intégration par parties Soit u et v deux fonctions dérivables sur [a,b] telles que u’ et v’ sont continues sur [a,b].
Onaalors : [P u@®.v'®dt = [u®). vl - [ u'®). vodt

Changement de variables

b

Soit f, une fonction continue sur [a,b]. Soit | = If(x)dx .Onpose X = @(t),ou @ estune fonction telle que :
a

a=o¢(a),b=0p(B), @ estbijective et dérivable sur [OL,B] si @ est croissante (et [B,(x] sinon).

b B
Onaalors : 2—: = @'(t) donc dx = @'(t)dt,et: | = If(x)dx = If((p('())(p' (t)dt




a+l

fx“.dx: +cte:a=-1

o+l

o+l

IU'.U“dx = +cte; ao=—1

a+l

'[Fdx Jx +cte

— JU +cte

jZJ_

Iex.dx =e* +cte

jU'.e“.dx =eY +cte

| L o = In(ix)) + cte
X

j%dx = In(U) +cte

j cos(x).dx = sin(x) + cte

_[ U'.cos(U).dx =sin(U) +cte

Isin(x) dx = —cos(x) + cte

j U'.sin(U).dx = —cos(U) +cte

.dx = tan(x) + cte

1
I cos’(x)

IL dx = tan(U) +cte
cos®(U)

j (1+tan?(x))dx = tan(x) + cte

j U".(1+ tan?(U)).dx = tan(U) + cte

1 . U' :
.dx = arcsin(x) + cte .dx = arcsin(U) + cte
J == J o
-1 -uU
.dx =arccos(x) + cte .dx =arccos(U) + cte
quj;E IVTfUT

I .dx =arctan(x) + cte
1+ x?

j v >-.dx = arctan(U) + cte
1+U

jch(x) ax =sh(x) +cte

j U'ch(U).dx =sh(U) +cte

j sh(x).dx = ch(x) + cte

jU'sh(U).dx = ch(U) +cte

I 21 .dx = th(x) + cte
ch”(x)

j v dx = th(U) +cte
ch?(U)

j (1—th?(x))dx = th(x) + cte

j U".(1—th?(U))dx = th(U) + cte

1 u'
.dx =argch(x) + cte .dx =argch(U) +cte
I\/xz—l I\/Uz—l
1 u'
.dx = argsh(x) + cte .dx =argsh(U) + cte
I\/x2+1 I\/u2+1

I ! >-dx =argth(x) +cte
1-x

UI
dx =argth(U) + cte
e gth(V)




Equations différentielles linéaires a coefficients constants du premier ordre

Résolution Résoudre I’'EDLCC : (E) a.y’(x) + b.y(x) = f(x) (ot a # O, b sont des constantes et f une
fonction continue sur I), c’est rechercher toutes les fonctions y(x) solutions dérivables dans I. Pour cela,
Etape 1 : On résout I’équation homogéne (ou sans second membre) associée : (Eo) a.y'(x) + b.y(x) = 0

-=X
Les solutions de (Eo) sont : yo(x)= A.6 @ o0 A est une constante réelle.

Etape 2 : On recherche une solution particuliére de (E), que ’on note yp.

Etape 3 : Les solutions de (E) sont alors toutes les fonctions de la forme : y(X)=yo(X)+yp(X) (on les appelle
aussi solutions générales de (E))

Aide pour I’étape 2 : recherche d’une solution particuliére de ’EDLCC : a.y’(x) + b.y(x) = f(x) (E)
- Si f est un polyndme, on cherchera alors y, sous forme d’un polynome de méme degré

- Si f(x) = a. cos(mx) + B.sin(mx) ou a, B et m sont des réels, on cherchera alors y, sous la méme
forme : y,(x) = A.cos(mx) + B.sin(mx) ou A et B sont des constantes a déterminer

-Si f(X) = g(x).e™” ou g est une fonction continue sur 1, et m un réel, on cherchera alors yj, sous la méme
forme : y, (x) = z(x). e™* ou z est une fonction a déterminer.

- Si f(x) = f1(x) + f,(x) ou f1 et f, sont des fonctions, comme celles citées précédemment, on cherchera
alors yp sous la méme forme : f(x) = y,1(X) + yp2(X) 0OU Yp1 est une solution particuliere de 1’équation
a.y'(x) + b.y(x) = f1(x) et yp2, une solution particuliére de I’équation a.y’(x) + b.y(x) = f,(x). On
appelle ce dernier point le théoréme de superposition

EDLCC du premier ordre avec condition initiale L’équation différenticlle linéaire du premier ordre (E)
a(x).y'(x) + b(x).y(x) = f(x) posséde une infinité de solutions sur | notées : ye(X)=yn(X)+yp(X). Il existe
une unique solution y de (E) sur I, vérifiant la condition initiale : y(Xo)=Yo, 0l X et Yo sont des valeurs
données dans 1’énoncé du probléme.

Equations différentielles linéaires a coefficients constants du second ordre

Résolution On appelle équation différentielle linéaire & coefficients constants toute équation de la forme : (E)
a.y"(x) + b.y'(x) + c.y(x) = f(x) (ol @ 0, b et ¢ sont des réels et f est une fonction continue sur ).
Résoudre 1’équation (E), c’est rechercher toutes les fonctions y deux fois dérivables sur I et vérifiant (E).
Pour cela, on procéde en deux étapes :
Etape 1 : On résout ’équation sans second membre associée : (E0) a.y"'(x) + b.y'(xX) + c.y(x) = 0
On résout ’équation caractéristique : a.r? + b.r +c =0

-si A> 0, rietr;sont les solutions réelles de 1’équation caractéristique et les solutions de (E0)
sont alors yO(x)=A,e"* + A,e"2* ou A, et A, sont des constantes réelles.

-si A =0, ry est solution double de 1’équation caractéristique et les solutions de (EQ) sont alors
yO(X)= e"*(A; + A,X) ou A, et A, sont des constantes réelles.

-si A<O, rn=o+ iB et I, = I, sont les solutions complexes de 1’équation caractéristique et les
solutions de (EO) sont alors yu(x) = e**(A4 cos( Bx) + A,sin(Bx)) ou 4, et 4, sont des constantes réelles.
Etape 2 : On recherche une solution particuliére de (E), que I’on note y, (voir EDLCC du premier ordre)

Etape 3 : Les solutions de (E) sont toutes les fonctions de la forme : ye(x)=y0(x)+yp(X), appelées solutions
générales de (E).

Résolution d’une équation différentielle du second ordre avec conditions initiales [.’équation
différentielle linéaire du second ordre (E) a.y"’(x) + b.y'(x) + c.y(x) = f(x) posséde une infinité de
solutions sur | notées : ye(X)=yH(X)+Yp(X). Il existe une unique solution y de (E) sur I, vérifiant les conditions
initiales : y(xo)=Yyo et y’(x0)=y1 0U Xo, Yo €t y1 sont des valeurs données dans 1’énoncé du probléme.

TABLEAU DE TRANSFORMEES DE LAPLACE




Définition $[f(t).U(t)]:F(p): J‘f(t).e*pt .dt  Notation abusive : Ef(t)]=F(p)= J-f(t)_e’pt .t
0 0

Remargue : on peut remplacer £par T, et la variable p par s (notation anglo-saxonne), de méme que U (échelon-unité) par &

(fonction de Heaviside)

Sighaux usuels

f(t).U(t)* ou f(t) en notation abusive

*Sauf pour 5(t) qui est déja causale. £ [7(0- U] ou £ [7(0)]

ou

F(p)

Impulsion de Dirac : d(t) 1

U(t)oul 1

p
r.uMout n! 1X2X3X%..X(n—1)xn
(n est un entier naturel non nul) p”*l = T

n ! se dit « factorielle de n »

cos( mt ).U(t) ou cos(mt ) p
p2 + 0)2
sin(mt ).U(t) ou sin( ot ) o)
p2+0)2
e U(t) ou e® 1
p+a
e®t t" .U(t) ou e®. t" n!
(p + a)n+l
cos( ot ).e?.U(t) ou cos(mt ).e® p+a
(p+a)’ + o
sin( ot ).e®.U(t) ou sin( mt ).e™ o)
(p+a)’ + o
Propriétés
g, fonction causale £ [9(0]
ou
G(p)
oy f; (1) + a,f, (1) o F;(p) + a,F,(p)
Signal retarde de a : f(t-a).U(t-a) ot a>0 e®.F(p)

Signal dériveé : £°(t).U(t)

pF(p)-f(07)

Signal dérivé deux fois : f*’(t).U(t)

P2F(p)-pf(07)- £(07)

fO0(1).U(1)

P (p)-p(07)-p2F(07)-...-pf" 2(07)-F1(0).

f fo)dx @
t.f(1).U(t) -F’(p)

Théoreme de la valeur initiale : limp.F(p) =f(0")
Do

Théoreme de la valeur finale : Iir(r)wp.F(p) = limf(x)
p— Xt

|




Séries de Fourier réelles

Soit x une fonction de période T, intégrable sur tout intervalle [to, to+T].
On appelle série de Fourier réelle de x la série suivante :

+00
S(t)=a, + Z(ap .cos(pat) + b, .sin(pwt)), o les suites réelles (ap)p et (bp)p sont définies de la
p=1
facon suivante :

1 to+T 2 to+T 2 to+T
8= tj X(Odt ; a, == {[x(t).cos(pcot).dt b= tj x(t).sin(pot).dt pourp>1,
27
aveCc®w = —.
T

a, est la valeur moyenne du signal x.

L harmonique de rang p du signal x est le signal : H,(t) = ap,. cos( pot) + by,. sin( pot)
L’harmonique de rang 1 est appelé le fondamental du signal x

On note aussi a, = ap(x) etb, =b,(x) Vp €N

Série de Fourier complexes

+00
On appelle série de Fourier complexe d’un signal x, T-périodique la série : S(t) = z Cke'k“’t ou :
k=—c0
Cx = %f:ﬂ"” x(t). e"k@tdt pour k# 0 et ¢y = %f:ﬂ"” x(t).dt avec w = 2?"
ak—i.bk
2

On a alors les correspondances suivantes : ¢, = ay et ¢, =
On note aussi ¢, = ¢ (x) VK € Z

pourk # 0.

Théoreme de Dirichlet
Soit x un signal de période T, intégrable sur tout intervalle [ oL, oL +T].

- Si x est continue sur [ o, & +T[, sauf éventuellement en un nombre fini de points ot elle admet une
limite finie a gauche et a droite.

- x est dérivable sur [ o, o +T[, sauf éventuellement en un nombre fini de points ou sa dérivée admet
une limite finie a gauche et a droite.

Alors la série de Fourier de x converge en tout point t et sa fonction somme est alors :

x(t) pour t ou x est continue

a 2 (a,. cos(pwt) + by, sin(pwt)) = - . . .
o+ Xpii(ap (pwt) +b, (pwt) {7’(“*):‘“ ) pour t ou x est discontinue

On dit alors que x est développable en série de Fourier.

Egalité de Bessel-Parseval

Soit x une fonction T-périodique (T = 2:") développable en série de Fourier :
X(t) =X p=0(ap. cos( pwt) + b,. sin( pwt))
. 1 to+T o 2 | ww  apithy’
On a alors la formule suivante : ;fto x*()dt =ap” + X5, >
Ou encore, en utilisant les coefficients de Fourier complexes : %f:ﬂ“” X2()dt =32 |c,|?




Propriétés des coefficients de Fourier

Linéarité : soient a et B des constantes réelles, soient x et y deux fonctions de méme période,
alors : ¢ (ax + By) = acy(x) + Bey(y) Vp € Z (il en est de méme pour les coefficients reels).

Translation : si y(t)=x(t)+ a, a étant une constante réelle, alors
ap(y) = ap(x) + «; a,(y) = ap(x); bp(y) = b, (x) Vp € Z

Théoréme du retard : si y(t)=x(t-A), A étant une constante réelle, alors
ag(y) = ap(x); ap(y) = sin(pwA) a,(x) — cos(pwld)b,(x);
b,(y) = cos(pwl)a,(x) +-sin(pr) b,(x)vp €N
cp(y) = eP?c,(x) Vp € Z

Dilatation : si y(t)=x(at), a étant une constante réelle positive, alors les coefficients de Fourier de
y sont les mémes que ceux de X mais avec w, = awy

TABLEAU DE TRANSFORMEES DE FOURIER




TRXOI=X(0= [x(t)e 2™ dt =

[X(F)e? df =

Remargue : on peut remplacer Te par §

Définitions

2 [x(t).cos(nft).dt six estpaire
0
- 2jjx(t).sin(2nft).dt si X estimpaire
0

x(t) sixestcontinueent

X(t)+x(t7) . .
M si x n'est pas continueen t.

Transformée de Fourier de fonctions usuelles

x(t) TRX(D)]
ou ou
TF* [X(P] X(f)
Distribution de Dirac : d(t) 1
t 1si|t|sI sinf : Tsin(nTF)
Fonction rectangle : rect(—=) = 2 T = Tsinc(Tf) = —
0sinon. T
Fonction exponentielle : e ona>0 L
' ’ ’ a’? +4n*f?
Fonction exponentielle : 1
e ™.U(t) , olia>0. a+ 2jnf
1 |t| i |t|<1 sinnf \°
. =7 SI || <  einR2
Signal triangulaire : tri(t) = ) ( of J =sinc”(f)
0 sinon
Propriétés de la transformation de Fourier
TF[x(1)]
X(t) ou
ou X(f)




TF[X()]

axa(t)+bxz(t)

aXu(f)+bXx(f)

X(t-to) « décalage temporel »

e ™o x ()

1 f
= X(—
x(at) |a| (a)
ix2
x(at+b) l.e2J an(i)
2l a
x’(t) « dérivation temporelle » 2j T f.X(f)
xO(t) (2i 7ef ). X(F)
(%, #X,)() = [, (U)X, (t—u)du X(0).Xe()

e 2jntf, X(t)

X(f-fo) « décalage fréquentiel »

-2j T tX(t)

X’(f) « dérivation fréquentielle »

(-2 mt) g(t)

XO(f)

X1 (1).x2(t)

(X, #X,)(F) = [ X, (U)X, (F ~u)dy

On obtiendra des propriétés supplémentaires en échangeant dans les formules précédentes: TFen TF

xen X
etqtenf
jen-j

+0o0 +o0

Formule de Parseval _[|x(t)|2dt = j IX(F)[ of

—00 —00

TABLEAU DE TRANSFORMEES EN Z




Soit fe, une séquence numérique associce a la fonction réelle f de période d’échantillonnage Te : f, = {f(k.Te) ke N}

1
Transformée en Zde f.: TZ(F.) =F(z) = > f(k.T.).z™ . F est définie pour tout z complexe tel que : |z > = (R
e e R
k=0

étant le rayon de convergence de la série entiére : Z:f(k.Te).Zk ).
k>0
Z est une application inversible :  TZ(f,) = F(z) = Zf(k.Te).Z’k <f =TZ(F).

n>0

Remargue : on peut remplacer Tz par §

Transformées en Z de séquences numériques usuelles (Te est guelconque)

fe={f(KTe)}=TZ"(F) TZ(f,)=F(2) =Y f(KT,)z™*
k>0
8, ol n est un entier naturel z";2#0
U(KT.) z |Z| -1
z-1"
KTe.U(KTe) zT, | |Z| >1
(z-1*°
a™ U(KTe) Z : |Z| S ‘aTe
z—a"
cos(@KT,).U(KT,) 2’ —zcos(T,) 751
2? = 2zcos(T,) +1
sin(wkT,).U(KT,) zsin(oT,) . 71
72 —2zcos(T,)+1 "
akTe.Cos(c)kTe)-U(kTe) z2 _aTezCOS(coTe) . |Z| > ‘aTe
2? —2a"zcos(T,) +a”™
a™ sin(wkT).U(KT)) a"zsin(wT,) > "
z* —2a"zcos(oT,)+a’"




Propriétés de la transformation en Z

fe={f(kTe)}=TZ'(F)

TZ(f,) =F(z) = Zf(kTe).z’k

k>0
of, + By, GF@)+P6@) ; [2]> max(3i)
1 2
KTe.f(KTe) 1
TezF(z) 5 |z]> =
akTe f(kTe) F( z ) | | ‘aTe
a- R
Séquence retardée de pTe : 1
f(KTe-pTe) Z°F@) ; [z|> =
Séquence avancée de pTe: p _ _ 1 _ ~(p-1)
HKTwtpT) z .[F(Z) f(0) -1(T).z 1 f((p-1)T).z J
zZ|>—
7>
K z
> f(nT,) — F(2)
n=0 z-1

Produit de convolution :

(fe *ge)(k) = Zf(nTe)g(kTe - nTe)

1 1
1 2

Théoréme de | a valeur initiale : ‘I‘im F(z) =1(0).
Z| >0

Théoréme de la valeur finale : IirT(l—%).F(Z) = limf(KT,) .
k—o0

z—>1







