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Chapitre 2 : Partie A - Fonctions a plusieurs variables

\Partie A : Fonctions a plusieurs variables \

1. Définitions

Une fonction numérique f, de n variables est une application de R " dans R , qui associe
a tout n-uplet de nombres réels (x1,x2,...,Xn) un unique réel y=f(x1,x2,...,Xn)

D1, ’ensemble de définition de f est ’ensemble des (x1,X2,...,Xn) éléments de R ", tels que
f(x1,x2,...,Xn) existe.

Exemples
+
- Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f(X,y) = Ty
X —
1

x4y’

- Déterminer 1’ensemble de définition de la fonction h(x,y)=e¢
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Chapitre 2 : Partie A - Fonctions a plusieurs variables

I1. Limites et continuité

Exemples de limites Déterminer la limite en (0,0) des fonctions f suivantes :

Soit f(x,y)=x"—y° +3 limf(x,y) = }grg}f(x, ) e
y—0 ’
. X—y . .
Soit f(x,y) = Imf(X,y) =lImf(X,y) =i
X+y ;:8 (0,0)

Définition Soit f, une fonction a 2 variables réelles (x,y). Soit (xo,y0) € Dr. f est dite
continue en (xo,yo) si et seulement si lim f(x,y) =1(x,,y,).

(XY

On pourra écrire cette définition quelque soit le nombre de variables.

Opérations
Soit A € IR . Si f et g sont continues sur D, sous-ensemble de R ", alors f+g, Af, f.g sont

. f . X
continues sur D, et — est continue sur le sous-ensemble de D ou g ne s’annule pas.
g

Exemples Etudier la continuité des fonctions suivantes sur leur ensemble de définition :
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Chapitre 2 : Partie A - Fonctions a plusieurs variables

I11. Représentation graphique

> > >

Exemple f(x,y)= e ) D=R 2. Soit (01, j,k ) un repére orthonormé de I’espace.
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Chapitre 2 : Partie B - Calcul différentiel

\Partie B : Calcul différentiel|

I. Dérivées partielles du premier et du second ordre

1) Dérivées partielles du premier ordre

Définition Soit f une fonction définie dans Dr, sous-ensemble de IR? .

f(x)=1f(x ou (x eD
Si les fonctions { () =1055,) ‘( ¥o) ' sont dérivables respectivement en xo et
f,(y) =f(x,,y) ou(x,,y) € D;
yo, la fonction f est alors dite partiellement dérivable par rapport a x et y en (xo,yo).
On note alors :

of . of :

~ (X05¥0) =1, (X4,¥,) =1’ (x0) et —(x,,y,) =1, (x,,y,) =F2’(y0)

ox oy

Si les dérivées partielles existent pour tout (xo,yo), élément de Dy, elles définissent alors
of

les fonctions dérivées partielles — et o .
ox oy

Exemples :

f(X,y) =€, DEoviiiiiiii

Remarque On peut étendre cette définition aux fonctions a plus de deux variables :
Soit f une fonction définie dans Dy, sous-ensemble de IR .
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Chapitre 2 : Partie B - Calcul différentiel

f,(x) =1(x,y¢,2y) ou(x,y,,2z,) € D;

Si les fonctions 1 f,(y) = f(x,,y,z,) ou(X,,y,z,) € D, sont dérivables respectivement en xo
f3 (Z) = f(Xoayoaz) Oﬁ (Xoayoaz) € Df

Yo, et zo , la fonction f est alors dite partiellement dérivable par rapport a X, y et z en (Xo,yo,20).

On note alors :
of

, of .
&(XoaYOaZo) =1, (X9, ¥0,2¢)=f1’(X0) ; 5(7(0’3’0’20) = fy(Xoa}’o’Zo):fZ,(yO) et

of : ,

E(XOJyOJZO) =1,(Xy,¥0,2,) =F’(20).

Si les dérivées partielles existent pour tout (xo,Yo,20), ¢lément de Dy, elles définissent alors les
f of  of

fonctions dérivées partielles oA ;— et —.
ox Oy 0z

2) Plan tangent a une surface d’équation z=f(x,y) en un point

Soit f une fonction partiellement dérivable en (xo,y0). L’équation du plan tangent a Sg, la
surface représentant f, au point M(xo,y0,Zo0) est alors :

of of
2=1(Xp, )+ (X=X ) = (X5 ¥ )+ (Y =¥ o) 7 (X45Y,)
0x oy

Exemple f(x,y)=10—x’ -y’ D=

of
a—x(x,y) ettt ettt e et eeaneas

3) Dérivées partielles du second ordre

Définition Soit f une fonction définie dans Dy, sous-ensemble de IR? . f est partiellement

dérivable sur D, sous-ensemble de Dr. Si les fonctions o =1, et o = fy' sont elles-

ox oy
mémes partiellement dérivables, on peut alors définir les dérivées partielles du second

ordre :
i ﬂ _a_zf_f" i ﬂ — azf =f" -
ox\ox) ox> ¥ oxloy) oxay ¥

o (of)_ o .. 0fof _azf_f..
aylox) ayax ™ oyloy) oy? ¥
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Chapitre 2 : Partie B - Calcul différentiel

Remarque On peut étendre cette définition aux fonctions a plus de deux variables :

Soit fune fonction définie dans Dy, sous-ensemble de IR? . f est partiellement dérivable sur D,

.oof ,
sous-ensemble de Dr. Si les fonctions o f,, —=f1, et o _ f, sont elles-mémes
OX oy 0z

partiellement dérivables, on peut alors définir les dérivées partielles du second ordre :

i(ﬁj_@_zf_f" .9 £ = o°f =f L(EJ_ o°f —f i @ _a_zf_f"
ox\ox) ox* ¥ 7 axlay) axay ¥ Taylox) ayax 7 oylay) oy’

Exemple f(x,y)=e*"™>.D=R?
Déterminer les dérivées partielles du second ordre de f.

3) Théoréme de Schwarz

Sif: R>—— R admet en un point (xo,yo) des dérivées partielles d’ordre 2, continues

(on dit alors que f est de classe C?), alors :

ot ot
ﬁ(xo’y”:ﬁ(xmy“'

La réciproque est fausse.

Exemple

f(x,y) = Arctan(lj .D=IR" xIR
X
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Chapitre 2 : Partie B - Calcul différentiel

II Recherche d’extrema

1) Définitions

Soit une fonction f: R>——» R -
- On dit que f admet un minimum local (resp. maximum local) en (xo,y0) s'il existe un
voisinage V de (xo,yo) tel que :
fx,y) = f(xo,x0) V(x,y) €V (resp. f(x,¥) < f(x0,%o)
Lorsque 1'on peut prendre pour V, tout I'ensemble de définition de f, on parle de
minimum ou de maximum global.
Un extremum est un maximum ou un minimum.
- Si f est de classe C? en (xo,yo0), on appelle matrice hessienne de f, la matrice carrée,
notée H(f) de ses dérivées partielles secondes : H(f)(Xq, Vo) =
o%f o%f
2 (X0, Yo) axdy (X0, Yo)
2 2
;;,afx (X0, ¥0) g—yi (X0, Yo)

Remarque On peut étendre ces définitions aux fonctions a plus de deux variables

2) Proposition

Soit une fonction f : RZ—» R de classe C2 en (xo,yo) et telle que

of of
a_x(xoaY()) :g(xoayo) =0.
?2f

- Si det(H(f) (x0,y0))>0 et oz (X0, ¥0)>0, alors f admet un minimum local en (xo,yo0),

2
- Si det(H(f) (x0,y0))>0 et % (X0, ¥0)<0, alors f admet un maximum local en (xo,yo),

- Si det(H(f) (x0,y0))<0, alors f n'admet pas d'extremum local en (xo,y0). On parle alors de

point selle ou encore de point col,
- Si det(H(f) (x0,y0))=0, alors on ne peut pas conclure, et il faut étudier le signe de :

f(x,y) - f(x0,y0).

Remarque Cette proposition ne s'applique qu'a des fonctions a deux variables.

3) Exemples

Exemplel Trouver les extrema de la fonction f(x,y)=4xy—x* -y*
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Chapitre 2 : Partie B - Calcul différentiel

Exemple 2 Trouver les extrema de la fonction f(x,y) =x +y’
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Chapitre 2 : Partie B - Calcul différentiel

111. Différentielle

1) Définitions

Les fonctions f : RZ———» R

x,y) = f(x,y)
Qui admettent des dérivées partielles continues sur un ouvert V de R? sont dites de
classe C! sur V. On dit qu’elles sont alors différentiables sur V, et si (xo,yo) est dans V,

alors la différentielle de f en (xo,y0) est : df ) y0) = % (x9,¥0).dx + % (x0,¥0).-dy

f f f
Remarque Si f est définie dans un sous ensemble de IR?, alors df = %dx + %dy + g—dz :
z

Exemple f(x,y)= Arc tan(zj .D=IR" xIR
X

4§58 7 PP
(d(Af +pg) = A df + pdg
d(fg)=gdf +fdg
Propriétés ] d(il = M
g g
df
d(Inf)=—
\ (Inf) f
2) Application

On suppose que les variables x et y varient respectivement de Ax =dx et Ay = dy.
Si dx et dy sont proches de 0, on peut approximer la variation de la fonction f, notée

Af = f(x + dx,y + dy) — f(x,y) par df = Z—fdx+§dy.
X

oy

1
3) Application Soit R = % . Donner une formule d’approximation de AR pour des

. : . , L . AR
accroissements petits des variables p, I, s. Donner une formule d’approximation relative = o0

considérant InR.
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Chapitre 2 : Partie C - Calcul d’intégrales doubles

|Partie C : Calcul d’intégrales doubles|

1. Généralités :

1) Domaine fermé de R 2

Définition On appelle domaine fermé de R 2 tout domaine du plan délimité par une
courbe fermée

Exemples

D, = [O;l]x [— 1;3] = {(x, y)elR’/x e [O;l] etye [— 1;3]}
D, ={(x,y) € IR* [(x-2)” +(y +3)’ <4

2) Intégrale double

Définition/théoréme Soit f, une fonction continue dans D, un domaine fermé de R 2.
Alors ’intégrale double I = ”Df (x,y) dxdy existe.
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Chapitre 2 : Partie C - Calcul d’intégrales doubles

3) Applications

-Si f(x,y)=1 V(x,y)e D, alors I = ”;) f(x,y) dxdy représente 1’aire du domaine D.

- Si f(x,y) est la masse surfacique au point M(x,y) du domaine D, alors 1= ”;) f(x,y)dxdy est

la masse du domaine D.
- Soit A, I’aire du domaine D. Les coordonnées du centre de gravité¢ G de D sont données par

les intégrales : x, = % I ID xdxdy et y, = %J-J‘D ydxdy

4) Propriétés

Soient D un domaine fermé de R ? ; f et g, deux fonctions continues sur D ;
o et deux nombres réels.

-Si f(x,y) 20 V(x,y) € D, alors HD f(x,y)dxdy >0

- [[ (af(x,y)+Be(x,y) dxdy = o[ (F(x,y)dxdy +B|[ g(x,y)dxdy
-Si D=D, UD, ou D1 et D2 sont deux domaines fermés de R 2 et disjoints (D, "D, =0)

alors : HD f(x,y)dxdy = HD f(x,y)dxdy + ”D f(x,y)dxdy

I1. Calcul d’une intégrale double en coordonnées cartésiennes :

Théoréme de Fubini Soit f, une fonction continue dans D, un domaine fermé de R 2. On

peut calculer I’intégrale double I = HD f(x,y) dxdy en intégrant soit d’abord par rapport

a la variable x, soit d’abord par rapport a la variable y :
[I, £y dxdy = [[ £(x,y) dydx

1) 1¥ cas : D est un domaine fermé rectangulaire de R 2

Exemple Calculer I = J J-D (x +y) dxdyou D =[0;2]x[0;1]

Application du théoréme de Fubini
d ¢b b pd
{j f(xy)dxdy = [ [ fooy)dxdy = [ [ £ ydy dx

[a,b [c,d]

Cas particulier : Calculer 1= I If (x,y) dxdy lorsque f(x,y)=g(x)h(y)
[a,b]x[c,d]
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Chapitre 2 : Partie C - Calcul d’intégrales doubles

Exemple [ = I Isin(?:x).tan(y) dxdy
[o,n]x[g,ﬂ

2) 2°m ¢cas : D est un domaine fermé quelconque de R 2

D’apres le théoréme de Fubini, on peut calculer 1= ”;) f(x,y) dxdysoit :

a) En intégrant d’abord par rapport a la variable y

On suppose alors que toute paralléle a 1’axe (Oy) coupe la courbe délimitant D en au plus
deux points ou en une infinité de points :

Domaine D

Domaine D
6T 6T
L 4t
L -t
1 1 1 ] ! 1 !
T T T 1 I I
-2 0 2 4 6 0 2 - 4

On fixex € [a,b] ,alors y € [y1 (x),Y, (x)] et on obtient :
[[ feayydsdy = [ [ £(x. y)dy dx
D a Jy;(x)
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Chapitre 2 : Partie C - Calcul d’intégrales doubles

Exemple Calculer I = J J-D xy” dxdyou D est le domaine représenté ci-dessous :

Domaine D
2T I=
=
}
0 Q0.5 1

b) En intégrant d’abord par rapport a la variable x

On suppose alors que toute paralléle a 1’axe (Ox) coupe la courbe délimitant D en au plus
deux points ou en une infinité de points :

Domaine D Domaine D
6T 6T
| 4T
| 27T
| | | | | ’ |
-2 0 2 4 6 0 P )

On fixex € [c,d], alors x € [xl(y) , xz(y)] et on obtient :
” f(x,y) dxdy = J.d J.Xz(Y)f(x,y)dX dy
D ¢ Ixi(y)

Exemple Calculer I = ”;) xy” dxdyou D est le domaine représenté ci-dessous :

Domaine D
2T I=
=
}
0 Q0.5 1
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Chapitre 2 : Partie C - Calcul d’intégrales doubles

3) Exercices

Exercice 1 Calculer I’intégrale double : ”D xydxdy avec successivement :

D={(x,y)/2>x>0,3>y>-2}
D est le plan limité par les paraboles d’équations y=x? et x=y>.

Exercice 2 Tracer le domaine D du plan limité par les courbes y=x, x=2, y=1 ; puis calculer
I= ”D (x* +y?)dxdy

Exercice 3 Soit D= {(X,y) /12x>0,x> <y<2-— X} . Représenter puis calculer 1’aire de D.

III. Changement de variables

1) Définitions

Changement de coordonnées : Soit A et D deux domaines fermés de R 2. On appelle
:A—>D

transformation de A dans D toute fonction vectorielle bijective ®
(1, v) = (X,y) = ¢(u, V)

Jacobien : ¢(u,v) = (x(u, v),y(u, V)). Si les fonctions numériques (u,v) — x(u,v) et
(u,v) — y(u, v) admettent des dérivées partielles continues sur A (i.e ¢ est de classe C),

D
alors on appelle Jacobien de ¢ et on note DExy) le déterminant défini par :

D(u, v)
ox  ox
D(X,Y) _[pu &v|_0Ox 09y 0Oxdy

D(u,v) (0¥ OY| Guov ovou
Ou o0Ov

Remarque ¢ étant bijective, ¢ ' existe. @ est alors une transformation de D en A . Le
D(u,v)
D(x,y)

jacobien de ¢ ' noté , et donc l'inverse du jacobien de ¢ .

2) Calcul d’une intégrale double par changement de variables

Soit f une fonction continue sur D un domaine fermé de R 2. Soit ¢ une transformation
¢:A>D

(V)= (x,y)= (P(ua V) |

On obtient alors : j ij(x,y)dxdy - j J.Af(x(u,v),y(u,v))(

de A en D de classe C!:

D(x,y)
D(u,v)

‘dudv
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Chapitre 2 : Partie C - Calcul d’intégrales doubles

Exemple Calculer I’intégrale 1= j ID sin(zJ dxdyou D est le domaine ci-dessous, en utilisant
X
u=

le changement de variable :
V=

o< ¥

Domaine D

Domaine A

[}
/ 6

J
/ i

4 /

4

3
3

I
1

0 5 1 15 2 0 0.5 1 1.5 2
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Chapitre 2 : Partie C - Calcul d’intégrales doubles

3) Passage en coordonnées polaires

Lorsque le domaine d’intégration est un disque ou une portion de disque, le calcul d’une

intégrale double est simplifié si I’on passe en coordonnées polaires (1,0 ) :

,0) = 0
{X(r ) = rcos avec r =20 et 96[0,275[-

y(r,0) =rsin 0

Le jacobien est alors :
D(x,y) _

D(r,0)

On obtient alors : ”D f(x,y)dxdy = ”A f (r cos O,r sin 9) rdrd0

Exemple Calculer I = _[ J-D xy dxdyou D est le domaine délimité par le cercle de centre O et de

rayon 1, la droite d’équation y=x et I’axe des ordonnées.

Domaine D

0.5T

Domaine A
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Chapitre 2 : Partie C - Calcul d’intégrales doubles

4) Exercices

Exercice 1 : Calculer au moyen d’un passage en coordonnées polaires, les intégrales
suivantes :

I=J.J.Dw/X2 +y>dxdy ou D= {(x,y)/x2 +y*<1;y>0 } .

J=”D&yz avec D={(x,y)/ x>1,x>+y* -2x< 0}

(x* +y?)
. . y=u .
Exercice 2 : Aumoyen du changement de variable y=uy vérifier que :

IIDe"iydxdy = eT—l lorsque DZ{(X,y) /x20,y>20,x+y< 1} .
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Chapitre 2 : Partie C - Calcul d’intégrales doubles

IV. Exercices sur les intégrales doubles

Exercice 1 : Déterminer a 1’aide d’intégrales doubles, les coordonnées du point de gravité du
domaine D suivant : D = {(X, y)elR*/0<x<1; 0<y< X}. Retrouver ce résultat
géométriquement.

Exercice 2 : Calculer les intégrales doubles suivantes

L =[5 (x + gjdxdy oir D=[0;1]x[1;e]

I, = [[ xvdxdy ou D={x,y)elR?/0<x; 0<y<Lx+y<3|

I :JIDxex+zxydxdy ou D:{(X, y)elR* /x<2; y£2;xy23}

I, :”D X2y+1dxdy ol D={x,y) €IR*/x 2 03y 05> +y < 1f

I, = [ InGx + y)dxdy ou D={(x,y)€IR* /0<x <1;1<y<1+x]

I :JID|X + y|dxdy ou D= {(x,y) elR’ /|x| <1, y|£1}

Exercice 3 : Changement de coordonnées. Calculer I = ”D x *dxdy ou D est le demi-disque de

rayon R, centré en A(R,0), situ¢ dans le demi-plan d’équation y =0
Exercice 4 : Pour tout réel a<0, on pose :
_ _x2oy? _ _x2y?
I, = ”Da e dxdy et J, = ”Aa e dxdy
avec D, :{(x,y)eIR2 /x>0,y>0etx’ +y’ Saz} et

A, ={(x,y)eIR2 /OSxSa,OSySa}
1) Calculer I,

a—»0

2) Montrer que: v >0, I, <J <1 ;. En deduire linlje"‘2 dx
0
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Chapitre 1 : Partie D - Calcul d'intégrales triples

\Partie D : Calcul d'intégrales Triples|

I. Généralités :

1) Domaine fermé de R 2

Définition On appelle domaine fermé de R 3 tout domaine de ’espace délimité par une
surface fermée

Exemples

D, = [0:1]x[0s1]x [0:1] = {(x, y.2) € IR®* / x e [0:1], y e [0s1] et z  [0:1]}
D, = {(x,y,z) elR’/x*+y’ +2° < 1}

2) Intégrale triple

Définition/théoréme Soit f, une fonction continue dans D, un domaine fermé de R 3.
Alors I’intégrale triple I = .[an (x,y,z) dxdydz existe.

3) Applications

-Si f(x,y,2)=1 V(x,y,z) e D, alors I = ”_L f(x,y,z) dxdydzreprésente le volume du

domaine D.
- Si f(x,y,z) est la masse volumique au point M(x,y,z) du domaine D, alors

I= ”.Lf (x,y,z)dxdydz est la masse du domaine D.
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4) Propriétés

Soient D un domaine fermé de R 3 ; f et g, deux fonctions continues sur D ;
o et B deux nombresréels.

-Si f(x,y,z) 20 V(x,y,z) € D, alors IﬂDf(x,y,z) dxdydz > 0

- .UI» (af(x,y,z)+ Bg(x,y,z))dxdydz = OLIHD f(x,y,z)dxdydz + BIHD g(x,y,z) dxdydz
- Si D=D, UD, ou D1 et D2 sont deux domaines fermés de R 3 et disjoints (D, "D, =0)

alors : ”ID f(x,y,z)dxdydz = HID f(x,y,z)dxdydz + I”D f(x,y,z)dxdydz

II. Calcul d’une intégrale triple en coordonnées cartésiennes :

Théoréme de Fubini Soit f, une fonction continue dans D, un domaine fermé de R 3. On

peut calculer I’intégrale triple I = IJIDf (x,y,z) dxdydz en intégrant soit d’abord par

rapport a la variable x, soit d’abord par rapport a la variable y, soit d’abord par
rapport a z.

1) 1% cas : D est un parallélépipéde rectangle de R 3

Exemple Calculer I= ”J;) (x +y +z) dxdydzou D = [0;1]x [~ 1;1]x [1;2]
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Application du théoréme de Fubini
J.“‘[a oheahe g]f (x,y,z)dxdydz = Lb Lg Ld f(x,y,z)dydzdx = Lg Ld Lb f(x,y,z)dxdydz =...

Cas particulier : Calculer 1= I H . ]f (X,y,z)dxdydz lorsque f(x,y)=g(x)h(y)k(z)

x[c,d]x[e,g
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2) 2°™¢ cas : D est un domaine fermé quelconque de R 3

D’aprés le théoréme de Fubini, on peut calculer 1= ”.Lf (x,y,z) dxdydzsoit :

a) En intégrant d’abord par rapport a la variable z

On suppose alors que toute paralléle a 1’axe (Oz) coupe la surface délimitant D en au plus
deux points ou en une infinité de points :

On projette le domaine D sur le plan xOy paralléelement a I’axe (Oz), on obtient alors le
domaine d de R 2.

On fixe(x,y) ed, alors z €[z,(x,y), z,(x,y)] et on obtient :
=[], £ y.2) dxdydz = [[[* " f(x. . 2) dz dxdy

71 (X,y)

Exemple Calculer le volume d’un tétra¢dre de cotés Im :

IUT de Toulon — Département GEII — Troisiéme année par alternance

40



Chapitre 1 : Partie D - Calcul d'intégrales triples

b) En intégrant d’abord par rapport a la variable y

On suppose alors que toute paralléle a 1’axe (Oy) coupe la surface délimitant D en au plus
deux points ou en une infinité de points. On projette le domaine D sur le plan xOz
parallélement a 1’axe (Oy), on obtient alors le domaine d de R 2.
On fixe(x,z) €d, alors y € [y1 (x,2),y, (X,Z)] et on obtient :

I= I”D f(x,y,z) dxdydz = deij(x’Z)f(x, y,z) dy dxdz

yi1(x,2)

¢) En intégrant d’abord par rapport a la variable x

On suppose alors que toute parallele a I’axe (Ox) coupe la surface délimitant D en au plus
deux points ou en une infinité¢ de points. On projette le domaine D sur le plan yOz
parallélement a I’axe (Ox), on obtient alors le domaine d de R 2.

On fixe(y,z) €d, alors x € [x1 (y,2), X, (y, z)] et on obtient :

x,(y,2)

I= 'f”Df(x,y,z) dxdydz = ”djx f(x,y,z) dx dydz

1(y,2)
3) Exercices

Calculer les intégrales triples suivantes :

I=”J.Dsin(x+y+z)dxdydz Ol‘lD:{(X,y,Z)/OSXS%, OSySg, OSzﬁg}

J= J:”D dxdydz ou D= {(x,y, 7)) x> +y*<z7°,0<z< h} , avec h fixé strictement positif.

Que représente J ?
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III. Changement de variables

1) Définitions

Changement de coordonnées : Soit A et D deux domaines fermés de R 3. On appelle
transformation de A dans D toute fonction vectorielle bijective
¢: A —> D

(u,v,w) = (X,y,2) = ¢(u,v,w)

Jacobien : ¢(u,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u, v, w)). Si les fonctions numériques
(u,v,w) — x(u,v,w), (u,v,w)— y(u,v,w) et (u,v,w)— z(u,v,w)admettent des

dérivées partielles continues sur A, alors on appelle Jacobien de ¢ et on note Dix.y,2)
D(u,v,w)
le déterminant défini par :
ox Ox Ox
ou Ov oOw

D(x,y,z) |0y 0Oy Oy

D(u,v,w)_ ou 0Ov ow
0z 0z 0Oz

ou ov ow
D(x.y.z) _Ox0ydr Oy0zdx Ozdxdy Ox0zdy Oyox Oz _0ndy Ox
D(u,v,w) Oudvow Ouovow Ouodvow Ouovow Ouovow  Ou Ov OwW

Remarque ¢ étant bijective, ¢ existe. @ est alors une transformation de D en A . Le
D(u,v)
D(x,y)

jacobien de ¢ ' noté , et donc l'inverse du jacobien de ¢ .

2) Calcul d’une intégrale triple par changement de variables

Soit f une fonction continue sur D un domaine fermé de R 3. Soit ¢ une transformation
¢: A —> D
de A enD: .
(u,v,w) = (X,y,2) = ¢(u, v,w)

On obtient alors :

_ D(x,y,z)
J]ID f(X, Y, Z) dXdde = J]IA f(X(ll, v, W), Y(ua v, W), Z(ll, v, w)*m dudvdw
X
u=—
a
Exemple En utilisant le changement de variable : (v = % ou a,b,c>0, calculer I’intégrale
z
W=—
c

I:”dedydzoﬁD= (X,y,Z)EIR3/XZO,yZO,ZZO,§+X+ESI .
a b ¢
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3) Passage en coordonnées cylindriques (p, 0, z)

Lorsque le domaine d’intégration est un cylindre ou une portion de cylindre, le calcul d’une
intégrale triple est simplifié si I’on passe en coordonnées cylindriques (p,0,z) :

x(p,0,z) =pcosO

y(p,0,z) =psin® avec p>0, O ¢ [0,2n[ et ze IR . Le jacobien est alors :
7(p,0,2) =z

D(x,y,z) _
—D(p, Qg T
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On obtient alors : HID f(x,y,z)dxdydz = IHA f (p cos0,psin 0, z) pdpdOdz

Exemple Calculer le volume d’un cone droit de hauteur h :
D= {(X,y,z) elR’/0<z<h, x> +y’ Szz}

Exercice

Calculer au moyen d’un passage en coordonnées cylindriques, les intégrales suivantes :

IZHJ.Dz.qlxz +y’>dxdydz ou D= {(X,y,z)/x2 +y*<R*;0<z<h }

IUT de Toulon — Département GEII — Troisiéme année par alternance

46




Chapitre 1 : Partie D - Calcul d'intégrales triples

4) Passage en coordonnées sphériques (1,0, ®)

Lorsque le domaine d’intégration est une sphére ou une portion de sphére, le calcul d’une
intégrale triple est simplifié si I’on passe en coordonnées sphériques (r,0,) :

x(r,0,p) =rcosOsing

y(1,0,0) =rsinBsine avec r>0, B¢ [0,27t[ et pe [0, n[. Le jacobien est alors :
z(r,0,¢p) =rcos@

D(x,y,z) _
—D(r, QL) T
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On obtient alors :
HID f(x,y,z)dxdydz = ”L f(r cos 0sin @, rsin Osin @, r cos (p) r’ sin pdrd0do

5) Différentielle de volume

Si on note V le volume, la différentielle de volume dV s'écrit :
- en coordonnées cartésiennes dV = dxdydz

- en coordonnées cylindriques dV = pdpd0dz

- en coordonnées sphériques dV = r’sinq@drd0d¢

t 2}
[ P £ [
i '/, /a
[dv=dxdydz | [dv=pdpdbdz
A,
4 Ap : 9A¢
\ "r ’ ¥ .m
//' 7 AV = p singApA§A D
psing | NV
L PV psin A
¢ "" f’ !
:;:} T Ad
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5) Exercices
Exercice 1 Calculer V, le volume d’une sphéere de rayon R.

Exercice 2 Soit un réel a>0.

Calculer : I=I”D< ; dxdydz 2)2 ou Dz{(x,y,z)eIR3/x2 +y’ —aXSO,OSzSa}

IUT de Toulon — Département GEII — Troisiéme année par alternance 49



Chapitre 1 : TP1 Fonctions a plusieurs variables

TPN°1 Tableaux blancs du semestre 2
Programme : Recherche d’extrema de fonctions a plusieurs variables

Exercice 1 ( ~ 8 points). On considere la fonction f de deux variables définie sur R? par :

Ll

5
f(z,y) = 3zy® — 423 + 5;1/2 + 2y — 2.

Calculer les dérivées partielles premieres de f.
Déterminer les éventuels points critiques de f. Combien y a-t-il de points critiques ?
Calculer les dérivées partielles secondes de f.

Déterminer la nature de chacun des points critiques de f (maximum local, minimum local...). Si
besoin, on pourra présenter les résultats dans un tableau.

Exercice 2 (~ 12 points).

Partie A. On considere g la fonction d’une variable définie par :

1.
2.

g(t) = tin(t).

Déterminer I'ensemble de définition D, de la fonction g.
9 [

Dresser le tableau de variations de la fonction g sur son ensemble de définition D,. On déterminera
également les valeurs a mettre au bout des fleches.

Partie B. On considere f la fonction de deux variables définie par :

f(@,y) = (@® +y*) In(a® +°).

. Déterminer puis représenter dans un repere orthonormé le domaine de définition Dy de la fonction f.

Déterminer puis représenter, sur le dessin effectué a la question B.1, la ligne de niveau 0 de la
fonction f.

3. Calculer les dérivées partielles premieres de f.

4. Déterminer les éventuels points critiques de f. Combien y a-t-il de points critiques ? Placer approxi-
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mativement tous ces points critiques sur le dessin effectué a la question B.1.

Pour chacun des points critiques trouvés a la question B.4, on admet que 7t — s?> = 0 (avec les

notations habituellement utilisées en cours).
Déterminer la nature de chacun des points critiques trouvés a la question B.4 (maximum local,
minimum local...).
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TPN°2 Tableaux blancs du semestre 2
Programme : Applications au calcul d’intégrales doubles

Partie A : Les exercices

Exercice 1 Probabilités 10 minutes

Considérons la fonction f, définie par :

Fy) = {a(l —x%2 —y?) V(x,y)eD = {(x,y) e R?;x2 + y2 < 1}
0 sinon

Calculer la valeur de a pour que f soit une loi de densité (voir §B.5)

Exercice 2 Calcul d’aire 10 minutes

2 2
Calculer I’aire du domaine D (voir §B.2) limité par ’ellipse d’équation z—z + % =1 (a0et
b>0) en utilisant le changement de variables x = a.r.cos@ ety = b.r.sinf

re[0,1] et 6 € [0; 27|

Exercice 3 Centre de gravité 15 minutes

Calculer les coordonnées du centre de gravité (voir §B.3) de la surface qui se trouve dans le
demi-plan y= 0 et qui est limitée par la courbe d’équation y? — 4x = 0, la droite d’équation
y = 0 et la droite d’équation x = h (h>0). On suppose que u(x,y) = 1.

Exercice 4 Moment d’inertie 20 minutes
On désigne par D le domaine du plan délimité par le quadrilatére ABCD ou A(1,0) B(0,1)
C(2,3) D(8,0).
a) Faire une figure.
b) Calculer le moment d’inertie (voir §B.4) de D par rapport a I’axe (Ox) en supposant
que la masse surfacique est égale a 1.

Exercice 5 Calcul de volume. 20 minutes
Calculer 'intégrale double : [f ydxdy ou D={(x,y) € R* x? + y* — 2y < 0}
De quel domaine de R3 cette intégrale mesure-t-elle le volume (voir §B.1)?
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Partie B : Les définitions

1) Calcul de volume :

Si f(x,y)>0 V(x,y)e D, alors I = I JD f(x,y)dxdy représente la mesure du volume limité

par le plan xQOy, par le cylindre engendré par une droite paralléle a Oz s’appuyant sur le
contour de D et par la surface z = f(x,y).

2) Calcul d’aire

Si f(x,y)=1V(x,y)eD,alors I= IL f(x,y) dxdy représente 1’aire du domaine D.

3) Masse et Centre de gravité :

Soit une plaque mince dont I’épaisseur est négligeable, on peut la représenter par un domaine
D du plan xOy. Supposons que la masse surfacique est égale a u(x, y), alors la masse m de la

plaque vaut : m = J jD n(x,y)dxdy.

- Si on souhaite calculer les coordonnées de G, le centre de gravité de la plaque précédente, on

: 1 1
obtient alors : x, = ;J-J.D X.u(x,y)dxdy et y, = - ”D y.u(x, y)dxdy

4) Moment d’inertie :

Sous les mémes hypothéses que précédemment, le moment d’inertie d’un domaine D par
rapport a un axe A est défini par: [ = [[ d(M,A)% u(x,y).dxdy ot d(M, A) est la distance
du point M(x,y) (du domaine D) a I’axe A.

Remarque : Par définition, le moment d'inertie par rapport a un axe (A) d'un point matériel de masse m, situé a
une distance r de cet axe est : [, = m.72

Pour un systéme de N points matériels de masse m;, distants de r; de 1'axe (A), le moment d'inertie par rapport a cet

axe est, comme on l'a vu précédemment :
—_ YN 2

Iy = Y=y m. 7

Lorsqu'on considére un corps solide qui est constitué d'une distribution continue de matiére, on peut admettre qu'il
est formé d'une infinité de points matériels. Cette hypothése de continuité nous permet de remplacer la
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sommation ),;  par une intégration et on obtient : I, = r2dm ou dm est un petit élément de maticre

distant de r de 1'axe (A).

fsolide

Comme pour le calcul du centre de gravité, l'intégrale dépend de la distribution de la masse dans le solide. Selon
que le solide est linéique, surfacique ou volumique, dm sera A.dl, u.dS, ou p.dV . Les termes dl, dS, dV sont
respectivement les éléments de longueur, de surface et de volume et 4, 1, p des densités linéique, surfacique ou
volumique de masse.

Lorsque le solide est homogene, la distribution de la masse est uniforme et ces densités sont constantes. Le calcul
intégral se simplifie alors considérablement.

5) Probabilités :

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles continues de loi de densité f (appelée aussi

loi conjointe du couple (X,Y)), alors : f est positive et [[, f(x,y)dxdy = 1.
p((X,Y) € [a,b] X [c,d]) = ff[a,b]x[c,d] f(x,y)dxdy=p(a<X <b)n(c<X<d))

La premiére loi marginale est définie par : fx(x) = fR f(x, y)dy

La deuxiéme loi marginale est définie par : fy(y) = fR f(x, y)dx
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