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Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Etude d'une fonction

\Partie A : Etude d’une foncti0n|

1. Notions de base

1) Définitions et notations

Une fonction f, est définie sur D, un sous-ensemble de R, si a tout x de D on peut
associer un unique nombre noté f(x), et appelé image de x par f.

On écrit f: D— R
X — f(x)

D est appelé I'ensemble de définition de f, on le note aussi Dr.

T4 ¢ On munit le plan d'un repére (O, 7, ).
) La courbe C représentant f est I'ensemble
des points M de coordonnées M (x , f(x)).
OM = xi+f(x)]
jA
0 f: X i y = f(x) est I'équation cartésienne de f.

Une fonction peut étre obtenue a partir d'une formule (signal déterministe), d'un tableau de
valeurs relevé d'expériences physiques (signal numérique), ou bien d'une courbe.

2) Croissance comparée et fonctions usuelles

o e 3
Pour des grandes valeurs positives de x : In(x) < /x<Vx<x<x?<x’<..<x"<e*

A _ — 3 =x?
aT y=e' y=x y=X S Y=X
/] ,
/
35T / 7
/ R
/ -
3T /
In(x) s ‘ ,'/
Vi ast S -
X / P
\/_ / ‘.‘ /‘/
X 2T 3 -
* g y=Vx

Ty=x
y = In(x)
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Echelon-unité : (Heaviside ®)

U:R—> {0,1}

Ux) 4

Ensemble de définition : R
Ensemble image :
UR)=1{0,1}

X —— U(x) 1] On dit que la fonction U est
continue sur R, saufen 0.
1six=>0
avec U(x) = .
) {051x<0 o1 > lirglU(x)ZO
X Xx—0~—
i, V6o =
Triangle : (notée aussi tri) Ao 4 Ensemble de définition : R

A: R— [0 1]
X ——— A (x)

1-|x|si—1<x<1
A(x) =
() { 0 sinon

Ensemble image : [0 ; 1]
On dit que la fonction
triangle est continue sur R .

Puissance impaire : n € N

f:R —»R
X ——— f(x) =x>""!

Ensemble de définition : R

Ensemble image : R

©n dit que la fonction f est
continue sur R .

lim f(x)=—o0
X——00
lim f(x) = +o0

X—+00

Puissance paire : n € N

f: R— R
X ——— f(x) =x"

R A

Ensemble de définition : R
Ensemble image :

R.= [0 ;+00[

On dit que la fonction f est
continue sur R .

lim f(x) =+o0
X——00

lim f(x) =+o0
X—+00

Racine carrée :

f:R-%——’ R+
x> f(x) =X

f(x)

1

\ 4

Ensemble de définition : R +
Ensemble image : R +

On dit que la fonction f est
continue sur R +

lim f(x) =400

X—+00
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Racine cubique :

f: R —»R
x> f(x)=3x

i

-

T

Ensemble de définition : R
Ensemble image : R

On dit que la fonction f est
continue sur R .

lim f(x)=—o0

X——00

- lim f(x) =400
X—+00
fx) 4
Inverse : Ensemble de définition : R *
Ensemble image : R *
f: R"—»R"” i . | festcontinue sur] 0 ;+oof
X —— f(x)=1/x f est continue sur | —oco ; 0[
lim f(x)=0
X—>+
lim f(x)=0
X——00
- lim f(x) =-oc0
X, t Xx-0"
i =+
i, 00 = oo
f(x)
Valeur absolue : 4 Ensemble de définition : R
Ensemble image : R +
f: R—» R+ f est continue sur R .
X ——— f(x) = |X|
lim f(x)=+o0
X——00
lim f(x) =400
P x X—+00
Exponentielle : i) Ensemble de définition : R
N Ensemble image :
Crpeel |
0_1 5 f est continue sur R .
e =
ea+b — ea X eb : . _
(ea)n = N -2 0 2 4 X Xl_?r_noo f(X) 0
eih =% b= L Jim f(x) = +oo
e e
Logarithme népérien : N Ensemble de définition : R :
£1]0 oo R Ensemble image : R
0 ;+0[——> .
x FH—f(x) = In(x) 1

In(1)=0;In(e) =1
In(a.b) = In(a) + In(b)

In (%) — In(a) — In(b)

In(a") = n.In(a)

In(e?) = aVa eR

el"@® =3va>0

*
f est continue sur R N

lirr(} f(x) = —
X—

lim f(x) =+o0
X—+00
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11. Ensemble de définition et ensemble d’étude d'une fonction

1) Ensemble de définition

Soit f, une fonction. L’ensemble de définition de f est I’ensemble des nombres réels x,
pour lesquels f(x) existe.

Rappel des opérations impossibles division par z€ro, racine carrée d’'un nombre négatif,
logarithme d’un nombre négatif ou nul, autrement dit :

R, R [0;4+00] —> R 10 ;400 ——» R
X —— 1/x x /> x X FH—— In(x)
Exemples

v' Soit f(x) = )i__sl’ déterminer l'ensemble de définition de f

v" Soit h(x) = In ()i—_;), déterminer l'ensemble de définition de h
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2) Parité

v Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R centré en 0, est dite paire
lorsque : Vx € D f(—x) = f(X). Sa représentation graphique est alors symétrique
par rapport a I'axe des ordonnées. On étudie alors f sur DN R,

v Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R centré en 0, est dite impaire
lorsque : Yx € D f(—x) = —f(x). Sa représentation graphique est alors
symétrique par rapport a l'origine du repére. On étudie alors f sur DN R,

f est paire : f est impaire :

y Ar Cs Y A Cs
M’ f(-x) = f(x) M M
f(x)
] 4 x K
x oli x x o1 x x
f(-x) = -f(x)
M'

10



Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Etude d'une fonction

Exemples
v' La fonction cosinus x — x? sont paires sur R , les fonctions sinus et x — x> sont

impaires sur R . La fonction tangente est impaire sur R \{g + km; keZ}.
2
v’ Soit f, la fonction définie par : f(x) = xX—_1’ étudier la parité de f.

eX—e™X | .
> étudier la

v On appelle sinus hyperbolique, la fonction définie par : sh(x) =
parité de sh.

Opérations

v Sifet g sont paires sur D, alors f X g (et f/g g+ 0) est paire sur D
v Sif et g sont impaires sur D, alors f X g (et f/g g+ 0) est paire sur D
v" Si f est impaire et g est paire sur D, alors f X g (et f/g g+ 0) est impaire sur D

Exemple

3 cin2
Soit f, la fonction, définie par : f(x) = x°.sin®(x)

de f.

sur D=R \{g + kmt; keZ} Etudier la parité

cos(x)
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3) Périodicité

Soit fo, 1a fonction définie par : fy(x) = {

motif de la fonction f.

La représentation graphique de f est obtenue en appliquant sur la courbe
représentant fo, les translations de vecteur KT.1 ou k est un entier relatif.
On étudie alors la fonction f sur l'intervalle [xq, Xy + TJ[.

Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R, est dite périodique lorsqu'il

existe un nombre réel positif, T, le plus petit possible tel que :

vx € D f(x+ T) = f(x). On dit aussi que f est T-périodique.

f(x) si xe[xy,
0 sinon

Xo +T[ fo est appelée le

f(x+T) = f(x) T'? Ml
xéT O T Xot+T -

T

Remarque On peut alors écrire : (voir TP)

fit)= ...+ fo(t + 2T) + fo(t + T) + fo(t) + fo(t = T) + fo(t — 2T) + --- = X%, fy(t — KT)

Exemples

v' Les fonctions t = cos(wt + @) ett — sin(wt + @) sont %ﬂ — périodiques. La

fonction t = tan(wt + @) est E — périodique sur R \{g + km; keZ}

v’ Soit g, la fonction définie par : g(x) = sin(x) — sin(3x), étudier la périodicité de g.

| | ‘\ \
NATIRITRTITRTIN
{ ?":4)’ (T T

LR | |

| | |
| ka all (12 v,\1 [ “‘.‘
LUV IV LA AL L (i [

T 1:“;‘,"3'w; ‘
vy ¥ V VLN

(| ‘ i‘\ II ‘ [
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II1. Dérivabilité

1) Définitions et opérations

Soit f, une fonction définie en a, on dit que f est dérivable en a lorsque : la limite

suivante lim “’?{# existe et est finie. On la note alors f'(a) et on I’appelle nombre
X—a -

dérivé de f en a.

Soit f, une fonction définie sur I un intervalle de R , on dit que f est dérivable sur I,
lorsque f est dérivable en tout point a de I. On appelle alors fonction dérivée de f et
on note f’, la fonction qui a tout élément a de I, associe son nombre dérivé f'(a).

Si f et g sont dérivables sur I, alors : of, f+g, f X g et f/g (avec g+ 0) sont dérivables
sur L. (a estun nombre réel) et (af) = af' ,(f+g)' =f" +g',(fg) =f'g+fg et

, _ f'g—fgr
(f/8) = E5E.
Si f est dérivable sur I et g est dérivable sur f(I), alors g o f est dérivable sur I et :
(gef) =(g o) xf

Exemples
v" Soit f, la fonction définie par : f(x) = x2.

DArIvabilite de £ En B3 & oo



Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Etude d'une fonction

15



Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Etude d'une fonction

2) Formulaire U est une fonction dérivable sur I.

x") =n.x"! vxe R vneN-{1}

(U =nU.U™! , UDCS R

(&)’:%& vx € R}=]0; +oo[

(0)= %

% > UD€ Ry

(l) ’=—lz vx € R*
X X

()= v v

(e¥) =e* Vxe R

e'=U"e ,UDc R

(In(x))’ =§ Vx € R%

(n(W)' =3 , U(D) € R;

(sin(x))’ = cos(x) Vx€ R

(sin(U))' =U'.cos(U) , UD S R

(cos(x))' = —sin(x) Vx€ R

(cos(U))' = —-U".sin(U) , UMD S R

(tan(x))’ = =1 + tan?(x)

cos?(x)

Vx € ]R{—{g+kn0f1keZ}

!

(tan(U))’ = U (1 + tanZ(U)) v

~ cos2(U)

U c R- {g + km ot kez}

Exemples
v f(x) = (2x — 3).cosx
v g0 ===
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v" A I’aide de la définition du nombre dérivé du sinus en 0, calculer : lting @

17
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Interprétation eraphique Cr

A
f M -
(x) f(xi_% est la pente de la droite (AM)

Lorsque x tend vers a, M tend vers A le long
de la courbe, et la droite (AM) se rapproche
de la droite Ta, qui est la tangente a la courbe
au point A.

f(a) A Conclusion :

lim @ _ ¢ '(a) est la pente de la
X—a X—a

a X tangente a la courbe au point A(a,f(a)).

v

Conséquence Equation de la tangente Ta

[T, :y = f(a) + (x—a).f'(a)

Remarque Graphiquement, une fonction est dérivable en a si et seulement si sa courbe admet
au point A(a ;f(a)) une tangente.

18
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Exemples

v" Equation de la tangente en O a la courbe représentant la fonction f définie par :

f(x) = x3

v Equation de la tangente en O a la

courbe représentant la fonction f
eX_gX

définie par : f(x) = sh(x) =

2

-0+

o

v

-+

—L

v La fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0.

f(x)

A

4T

700 =

En O, la tangente a la courbe est donc
verticale tournée vers les ordonnées
positives.

19
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v" Redressement double alternance : V(t) = |sin(t)].

DErIVabIlIte e V €m0 1 o e e

v' U, la fonction échelon-unité définie et représentée ci-dessous est-elle dérivable sur
son ensemble de définition ?

0sit<O
U=+ . .
1s1t=>0

Y
v
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3) Sens de variation

Soit f, une fonction dérivable sur un intervalle I :
Si f' > 0, f est croissante sur I
Sif’ <0, f est décroissante sur I

4) Extremum d’une fonction

Définitions :

- Une fonction f admet un maximum en X, sur un intervalle I ou elle est définie, si pour
tout x de I, on a : f(x) < f(xq)

- Une fonction f admet un minimum en a sur un intervalle I ou elle est définie, si pour
tout x de I, on a : f(x) > f(xq)

Théoréme : Si une fonction f est dérivable sur un intervalle I contenant X, et si f’
s’annule en X en changeant de signe alors la fonction f présente un extremum en X.

X a Xg b b ¢ a Xg b
f'(x) + 0 - f'(x) - 0 +
M
f f
m
Maximum Minimum

Remarque Si f’ s’annule en X, sans changer de signe, et que f'* s’annule en X, en changeant
de signe, alors x, est un point d’inflexion. Un point d’inflexion est un point ou la tangente
traverse la courbe.

f(x)

Exemple : f(x) = x3 o

f'(x) =3x*>0 Vxe€R s
f'(0) = 0.
£'(x)=6x=0 Vx>0 5 ‘ 5 A L X
f"(x) =6x<0Vx<0
f"(0) =0 1
O est donc un point d’inflexion, comme on ok

peut le voir sur la représentation ci-contre.

5) Théoréme de monotonie

Théoréme de monotonie Si f est continue* et strictement monotone sur [a,b] et si
f(a) x f(b) < 0, alors I’équation f(x) = 0 posséde une seule et unique solution <€ [a, b]

21
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6) Dérivées successives — Fonction de classe C"

Définitions Si f est continue sur Pintervalle I, on note : f € C°(I)
Si f est dérivable sur intervalle I, et si f' € C°(I), alors on note : f € C1(I)

Si f’ est dérivable sur I, alors on note f'' = (f')’ que I’on appelle dérivée seconde de f. Si
de plus f'’ € CO(I), alors on note f € C%(I)

Plus généralement on définit la dérivée nié™ de f, notée f™. Lorsque f™ € C°(I), on
note f € C"(I).

Exemple
i(t) = cos(wt + @)

On dit que i est une solution de I’équation différentielle : y" (t) + w?y(t) = 0.

IV. Limites et branches infinies (Calcul de limites voir partie B )

Voir page ci-apres.

V. Plan d’étude d’une fonction

1) Recherche de ’ensemble de définition

2) Recherche de I’ensemble d’étude (parité et de périodicité)
3) Etude du sens de variation et recherche d’extrema

4) Etude de branches infinies (calcul de limites voir partie C)
5) Tracé de la courbe représentative
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Etude de branches infinies : asymptotes et direction asymptotique.

17 Cas : limf(x) = too 2émeCas: limf(x) =b
X—a X—+00
Asymptote paralléle a (Oy) d’équation Asymptote paralléle a (Ox) d’équation
f(x) xX=a f(x) y=b
A A
20T :
1 20T
1
1
1
1
1
10T 1
1 .
! 10
1
: y=p - e
1
0 | ::2 X
= : ; > X
X=a 0 1 2
X
3ieme Cag ¢ liim f(x) = oo, pour déterminer la nature de la branche infinie, on
X—>—+00
. f
calcule lim -2 ;
x—oo X
- fl - fl —_
Si hmﬁzo Si hmﬁ=+oo
X—+00 X X—+o00 X
fi Branche parabolique de direction (Ox) Branche parabolique de direction (Oy)
(x) f(x)
oh 6K
4T 4T
(%)
2t 2t
: > X : : > X
0 5 0 0 2 4
R {
Si lim X =a=0
Xx—oo X
Si lim f(x) —ax = o Si lim f(x) —ax=b
X—=+oo X—>+ o
Branche parabolique de direction la droite d’équation Asymptote oblique d’équation
f(x) y=ax : viaxth

23
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|Partie B : Calcul de limites|

Formes indéterminées FI

ilﬁ ) D'O‘O ) O - CO
O

Remarque Soit xo, un nombre réel ou +co. lim f(x)*® = lim exp(g(x).In(f(x))) cette
X=X,

X=X,

écriture permet de « lever » les formes indéterminées suivantes : "L*","0°" et "o0""

Voici quelques techniques permettant de « lever » une forme indéterminée :

Technique 1 : Croissance comparée

Définition Soit xo un réel ou too. On dit que la fonction f est négligeable devant la

fonction g en xo lorsque : lim % = 0. On note alors : f(x)<<g(x)
X—)Xo g X Xo

Théorémes Soient: 0 <a<f

In(x) << x*<< xP <<e*
[+ o) [o] [o]

Exemples : Calculer limf(x)ou f(x) = x.e* —x’

In(4x)
X

26
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Technique 2 : Expression conjuguée

Exemples : Calculer ling f(x)ou f(x)=

Vx?+3x-3-x

Technique 3 : Théorémes de comparaison

Soient f, g et h trois fonctions définies sur [a,b[ ou b est un réel ou *+ o
1) Si Vx e [a,b[ f(x)<g(x) et lim g(x) = a0 , alors lim f(x) = —o

2) Si Vx e[a,b] f(x)>g(x) et lim g(x) = o, alors lim f(x) = e

3) Si Vx e[a,b] [f(x)| < g(x) et lim g(x) = 0, alors lim f(x) =0

4) Si Vx e [a,b[ h(x) < f(x) < g(x) et lim h(x) = lim g(x) = L, alors lim f(x) = L (théoréme

des gendarmes)

sin X

Exemples : Calculer limf(x)ou f(x)=

27
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Technique 4 : Equivalence

Définition Soit xo un réel ou £ oo. On dit que la fonction f est équivalente a la fonction g

f(x)

en xo lorsque : lim ﬂ =1. On note alors : f(x)~g(x)
x2x g(X Xg

Exemples : Montrer que les fonctions f et g suivantes sont équivalentes en o :

et +e™ e*
f(x)=—— et g(x)=— :
(%) 5 g(x) 5

Tout polyndme est équivalent en L co a son terme de plus haut degré.

Tout polynome est équivalent en 0 a son terme de plus bas degré.

Si f est dérivable en xo, alors : f(x)~f(x,)+ (x—x,).f'(x,)

Compléter :

29
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2
Si f est 2 fois dérivable en xo, alors : f(x):of(xo)+ (x— xo).f'(x0)+%.f”(x0)

Si f est n fois dérivable en xo, alors :

(X_X0)2 (X_X0)3
!

f(X)~f(X0)+(X—XO).f'(X0)+T.fM(X0)+ (X—XO)n

FO(X)+ ot £™(x,)

Opérations

- Soient f1, g1, f2, g2 quatre fonctions et xo un réel ou + .

f, :gl f, £, :grgz
Si qet alors et
f,~g, f, g
\fz Yo 8,

(pour le quotient, f> et g2 ne s’annule pas pour x voisin de xo sauf peut-étre en xo)

- f, g, h sont trois fonctions,
Si f (X)X~ g(X) et lim h(x) = X, alors f(h(x))~g(h(x))

Exemples :

Compléter : fix)= ——— =~
p (x) 1)

30
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Théoréme Soient f, g deux fonctions et xo un réel ou *oo.
Si f(x)~g(x)alors lim f(x) = lim g(x)
Xo X—>X, X—>X,

(1-x)".(x+1)
(x* +2x7-1).(3x* =1)°

Exemples : Calculer limf(x)ou f(x)=

In(1+x)

31




Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle — B. Calcul de limites

Calculer limf(x)ou f(x)= (1 + l}
X—>0 X

Technique S : Théoréeme de I’Hospital

Si f et g sont deux fonctions dérivables sur |a,xo[, dont la limite en xo est nulle ou infinie,

|
si g’(x) ne s’annule pas sur ]|a,xo[, et si la limite : lim % existe, alors :
X—)Xo g X
|
lim @ = lim f'(x)
X=X, g(x) x=%) g (X)

32
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|Partie C : Fonctions réciproques de exp et tan\

Introduction

Une fonction f est définie sur D, un sous-ensemble de R, si a tout x de D on peut associer
un unique nombre noté f(x), et appelé image de x par f.

On écrit f:D ——>f(D)
X —— y=1(x)

D est appelé ’ensemble de définition de f, et f(D) I’ensemble image de D par f.

Peut-on déduire de fune fonction g, définie de la facon suivante ?

g:f(D)— D
y ——x/y=1(x)

La réponse est oui, a condition que la fonction f soit bijective sur D.

1. Fonction bijective

1) Définition

On appelle fonction bijective sur D, toute fonction f : D—— (D)
X — y={(x)

vérifiant : Vyef(D) 3! xeD /y = f(x) , c'est-a-dire :

« Pour tout y, élément de f(D), il existe un unique x, ¢lément de D tel que y=f(x) »

Exemples

v’ La fonction carré est-elle bijective sur R ? sur [0 ; +oo [ ?
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2) Théoréme

| Toute fonction continue et strictement monotone sur D est bijective sur D.

Exemple La fonction exponentielle est-elle bijective sur son ensemble de définition ?
Pourquoi ?

II. Fonction réciproque

1) Définition

Définition/Théoréeme Soit une fonction bijective f : D—— (D)
X — y=1{(x)

il existe alors une fonction notée f-! et appelée « fonction réciproque de f »,
telle que : f1: f{(D) ——— D
y ——» x=1(y)

Remarques: v x€ D, (f' of)(x)=x et v yef(D), (fof "Yy)=y
Les courbes représentant f et ! sont symétriques ’une de I’autre par rapport a la droite
y=X.
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Exemple Déterminer et représenter graphiquement les fonctions réciproque des fonctions
exponentielle et tangente restreinte a 1’intervalle ]— g ; g[ , ainsi que leur dérivée respective.
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En résumé

On appelle fonction tangente restreinte a ’intervalle ]—g ; g[ , la fonction définie par :

tan ) o o2 —— R
2[ 22

/%%
X F—— y=tan(x)

Cette fonction est strictement croissante et continue, elle est donc bijective et admet
alors une fonction réciproque notée Arctan et appelée Arctangente, définie par :

Arctan: R —>]—§ ; g[

y ——> x = Arctan(y) tel que y = tan(x)
Arctan est une fonction continue et strictement croissante.

tan(Arctan(x)) = x Vx €R
Arctan (tan(x))=x VX € ]—g ; E[

2
i(Arctan(x)) = vxeR
dx 1+x2
4T
. 5t
tan(x)
arctan(x)
E I 1 | | | | |
2 T4 73 T2 ! 0 1 2 R 4
o= '
2 I
. -+
4
X
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Exercices

Exercice 1 Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer son ensemble de définition,
calculer sa fonction dérivée et son ensemble de définition :

1 t+1
f(x) =x3+3x2+3x—1; f(x) =x+; avecx # 0 ; g(b) =1 avect # 1 ;
w 1\?
h() =vt2+1; l(0) = ——=; X(w) = <Lw——> i Z(w) = VR + P02 ;
Vw? +1 Cw
© = VZcos(t +) 5 10 =—— ; WO =2 L ; W@ =22
1 = COS\W 5 = ; ==— ==—;
® o 2mVLC 2 C 2 C
o
V(x) = —(\/xz + R% — X)
2¢g,
Exercice 2 On considére le filtre passe-bas suivant :
R IO = O
— e
A
U c __ | Uo
o—
! U

Sa fonction de transfert a pour module : T = —=—= =

JI+(RCw)Z

. . w 1
1) Exprimer le module T en fonction de {) = ~,_avec Wy = RC
0

2) Etudier les variations et représenter graphiquement la fonction Q — T(Q) sur
I’intervalle [0; +oo].

Uy

Exercice 3 L impédance d’un dipdle R, L, C sous une tension alternative de fréquence f est :

1\2
Z= \/Rz + (Loo —a) avec : w = 2mf.
1) Déterminer le signe de la dérivée de la fonction w +— Z(w) sur R**,
2) Etudier la fonction w — I(w) = % ou U est I’amplitude constante de la tension,
puis la tracer.

Exercice 4 Soit un générateur de force électromotrice E, de résistance interne r et le circuit ci-

dessous. Déterminer la valeur de la résistance R pour que la puissance dissipée y soit
R

" (R+1)2 )

maximum (on trouve P(R) = E?
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Exercice 5 Calculer la limite des fonctions suivantes au « point » a donné.
4 2
1) f(x) = & : D(x j3) a=c0
2x(x7 =2)(x" +2)
7
R
(x” =2x)(x” —X)
x®—3x* +1
=— a
x+D(x*+3)
x?+2x-3
4) f(x)= = a=1

x? +4x -1 .

3) h(x)

9 F(0 ==
6) f(x):—”‘):r_l;2 a=3

Exercice 6 Soit la fonction f définie sur R * par x = f(x) = Arctanx + Arctani
Calculer f'(x) puis en déduire I’expression de f(x) sur R " et R ™
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|Partie E : Exercices d’entrainement pour les poursuites d’études longues|

Exercice 1 Avec des logarithmes.
1) Soit g la fonction numérique définie sur R** par: g(x) =1+ i + Inx . Etudier le

signe de la fonction g sur R**
2) Etudier la fonction f définie sur R** par: f(x) = (x + 1).Inx.

Exercice 2 Dans le circuit ci-dessous on suppose que le condensateur est initialement chargé :
On note U, la tension a ses bornes. A I’instant t = 0 on ferme I’interrupteur K. La fonction

t - e(t) est définie par : e(t) = {% Zli ;c :(()) '

On démontre que la fonction t ~ u(t) est définie sur [0; +oo par :
t
u(t) = (U, —E)e Rc + E.

E <> e(t) c __ |u®

1) Etudier sur [0; +oo] les variations de la fonction t = u(t) et calculer tligrn u(t), on

discutera suivant les valeurs relatives de U, et E.
2) Déterminer la tangente a la courbe représentative de u a I’origine et donner 1’allure de
cette derniére.

Exercice 3 Dans une plaque circulaire de diamétre 100 cm, on veut découper une plaque
rectangulaire de surface maximale. Quelles sont les dimensions de cette plaque rectangulaire ?

P ..
///.' \k\
)/ -
”
/ - \
o i
( 100cm -~
- X
"
- /
v /
P )
N
X /
b 7
2 o
N -

Exercice 4 L’étude d’un circuit électrique conduit a étudier sur [0; +oo[ la fonction i : t —

t
i(t) =I(ez + 2te ") avec I > 0. On se propose de représenter graphiquement la fonction 1i.
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t
1) Soit f, la fonction définie sur [0; +oo[ par: f(t) =1 —t— %eE . Etudier les variations

de f'; en déduire que I’équation f(t) = 0 admet sur [0; +oo[ une solution unique t; et

que t; est élément de [0.65 ; 0.66] .
2) Déduire de 1) le signe de f{t).
3) Etudier les variations de i . Déterminer . 1ir{l i(t) . Tracer la courbe représentant i.

. \ g - , e, .. . 2sinx — /2
Exercice 5 Calculer a I’aide du nombre dérivé la limite suivante : lim ———M—
x—)% 2cosxXx —42

I+x—(1+%)
Exercice 6 Calculer : lim————= 2° . En déduire que si x tend vers 0, alors +/1+x est
X—> X
o il 1.2
équivalent a 1+ >XgX -

Exercice 7 Calculer les limites :

lim (shx)l/X (on utilisera le logarithme et un équivalent.)
X—>+o0

2

Exercice 8 Soit la fonction : f(x) =
1+x

1) Montrer que f admet deux domaines de monotonie.
2) Exprimer dans chacun de ces domaines la fonction réciproque.
3) Tracer dans chacun des cas les courbes de f et f'! sur le méme graphique.

X
1—x2

Exercice 9 On donne les deux fonctions : f(x) = Arctanx et g(x) = Arctan

1) Ensembles de définition et dérivée de g(x)
2) Etablir une relation entre f ‘(x) et g ‘(x) et déduire la relation entre g(x) et f(x).
3) Tracer les courbes de f(x) et g(x) sur le méme graphique.

Exercice 10 Etude et représentation des fonctions : x +— y = f;(x) = sin(Arcsinx) et x —

y = f,(x) = Arcsin(sinx)

------------------ Extraits d'énoncés de préparation aux concours

Exercice extrait de I’épreuve de mathématiques au concours ENSEA 2005

1) Soit g, la fonction définie par : g(x) = In (X;—l) + ﬁ . Etudier g (ensemble de

définition, tableau de variation et limites), puis en déduire le signe de g sur son
ensemble de définition.

1
2) Soit f, la fonction définie par : f(x) = eXln(l_Q) . Etudier f.

Exercice extrait de I’épreuve de mathématiques au concours ENSEA 2003
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Etudier la fonction f, définie par : f(x) = x — In(chx)
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