Partie A : Rappels sur les propriétés et calculs de base

N elPas das Lo chopliz 2.

Théoremes/Deéfinitions/Notations :

L {(’t\aoc = M_

1) Toute fonction continue sur [a,b] est intégrable sur [a,b] - Sa —
2) Soit f, une fonction intégrable sur [a,b]. On appelle fonction primitive de f sur [a,b]
toute fonction notée F, définie par : F’'(x) = f(x) Vx & [a,b].

3) On note If (x)dx toutes les fonctions primitives de f, on a donc :

I f(x)dx = F(x) + cte

4) Soit f, une fonction continue sur [a,b], soit F, une fonction primitive de f. On a alors :

b
[ f(x)dx = [F(X)]2 = F(b) — F(a)




Propriétés

1) Soit f, g deux fonctions continues sur [a,b]. Soit o et § deux nombres réels. On a

b b b
alors : j’ (af(t) + Bg(t))dt = o j f(t)dt + B j g(t)dt
2) Relation de Chasles : Soit f une fonction continue sur un intervalle ferme I. Soit a,b,c

b c b
trois réels de I. On a alors : j f(t)ydt = jf (Hdt + If (t)dt

3) ]'f(t)dt = -} £(t)dt
b a

4) Soit f et g, deux fonctions continues sur [a,b] telles que f(x) < g(x) Vx € [a,b], on a

b b
alors : If(x)dx < Ig(x)dx




IPartie C : Calcul d’intégrales doubles

I. Généralités : APitre >

1) Domaine fermé de R 2

Définition On appelle domaine fermé de R ? tout domaine du plan délimité par une
courbe fermée O

\

Exemples

D, = [O;I]x [—l;3]= {(x,y) € K/x € [0;l]ct ye [- l;3]} _
D, ={x.y) IR Ax-2 +(y+3' <4} = B(92) S _a(2,-3)

-
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2) Intégrale double
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Définition/théoréme Soit f, une fonction continue dans D, un domaine fermé de R 2.
Alors I'intégrale double I = Hof (x,v)dxdy existe.

Chapl t I'e 2



3) Applications

Pg
. , . . 5e 23 hapjy
-Si f(x,y)=1 V(x,y)eD,alors I = ”D f(x,y)dxdy représente 1'aire du domaine D. e 2

- S1 f(x,y) est la masse surfacique au point M(x,y) du domaine D, alors | = ”D f(x,y)dxdy est

la masse du domaine D.
- Soit A, I'aire du domaine D. Les coordonnées du centre de gravité G de D sont données par

e . 1 1
les intégrales : x, = X-UD xdxdy et y, = Y L ydxdy

4) Propriétés

Soient D un domaine fermé de R % ; fet g, deux fonctions continues sur D ;
o et 3 deux nombres réels.

- Si f(x,¥) 2 0 V(x,y) € D, alors Hof(x._v)dxdy >0
- [[ (af(x,y)+Bg(x,y) dxdy = a[[ (f(x,y)dxdy +B[[ g(x,y)dxdy

-Si D=D, UD, ol D1 et D2 sont deux domaines fermés de R * et disjoints (D, "D, =
0) alors : j' J‘Df(x,y)dxdy = ”’D f(x,y)dxdy + [ j‘b f(x,y)dxdy




I1. Calcul d’une intégrale double en coordonnées cartésiennes :
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Théoréme de Fubini Soit f, une fonction continue dans D, un domaine fermé de R 2. On

peut calculer I'intégrale double | = HDf(x,y)dxdy en intégrant soit d’abord par rapport
a la variable x, soit d’abord par rapport a la variable y :

Jl, fexy) dxdy = [f, £x,y) dydx

1) 1 cas : D est un domaine fermé rectangulaire de R 2

Exemple Calculer 1 = Hb(x +y) dxdy o@yw Y
A GuYeon dubed pouwppofdz: - ‘
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Application du théoréme de Fubini
d pb b pd
{j‘ f(x,y)dxdy = I j' f(x,y)dx dy = j’ j f(x,y)dy dx
[._b [c_d] < a a <




Cas particulier : Calculer 1= g f(x,y) dxdy lorsque f(x,y) = g(x)h(y) a:.vW‘o_(J), ,t,elpw\au&'
[a.b -
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I a1b)x[c,d] —

xemple | sin(3x).tan(y) dxdy _ /
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