Chapitre 2 : Fonctions numériques a variable réelle.
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Partie A : Etude d’une fonction]

I. Notions de base

1) Définitions et notations ge )

Chapitl’e 3

Une fonction f, est définie sur D, un sous-ensemble de R , si a tout x de D on peut
- associer un unique nombre noté f(x), et appelé image de x par f.

' On écrit f:D—— R
X — {(x)

' D est appelé I'ensemble de définition de f, on le note aussi Dy.

4 . On munit le plan d'un repére (O, 1, ).

La courbe C représentant f est I'ensemble
des points M de coordonnées M (x , f(x)).

OM = x1+1(x)]

ol1 x 5 y = f(x) est I'équation cartésienne de f.

Une fonction peut etre obtenue a partir d'une formule (signal déterministe), d'un tableau de
valeurs relevé d'expériences physiques (signal numerique), ou bien d'une courbe.

2) Croissance comparée et fonctions usuelles

Pour des grandes valeurs positives de x : In(x) < 3\/§ < \/§ <x<xt<xi<..<xt<er




Pour des grandes valeurs positives de x : In(x) < {/x<yx<x<x’<x}<..<x?<e"
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Echelon-unité : (Heaviside $)

Ux) 4
U:2— {0,1}
x p—» U(x) 1]
avec U(x) ={é ::zig
0

Ensemble de définition : R
Ensemble image :

u@)={0.1}
On dit que la fonction U est
continue sur R , saufen 0.

].i!;l Ux)=0
X=0"
:lirga’ Ux)=1

Trnangle : (notée aussi tn)

A:R » [0:1]
xF— A(x)

_fl-kxlsi-1<x<1
A(,':)_[ 0sinon

Ensemble de définition : R

Ensemble image : [0 1]
On dit que la fonction
triangle est continue sur R .

Puissance impaire :n € N

f:& —R
X bt f(x)=x="1

Ensemble de définition : B

Ensemble image : R

#©n dit que la fonction f est
continue sur R .

xlim f(x) =—00

xl_x.x;n- f(x) =+

Racine cubique : Ensemble de définition : R
Ensemble image : R
f:R —Rk A On dit que la fonction f est
x> f(x)=Vx = * | continue surR .
— * | lim f'(o' - -
X——oe
x R ge 6 et
f(x)

Inverse :

f: R°- »R°
Xb—— f(x)=1x

Ensemble de définition : R °

Ensemble image - R *

fest continue sur ] 0 ;+0o[

f est continue sur ] —o ; 0[
lim f(x)=0

X=+se

xl_i_fn_ f(x)=0

Jig )= <0
i ) =+

Valeur absolue :

f: X »R-
x> f(x)=Ixl

~ #

Ensemble de définition : B
Ensemble image : R +
fest continue sur R .

xlix;n f(x) =+

xl_1.1;n_ f(x) =400

Puissance paire:n € N

f: 2—» R-
X F——= f(x)=x2

Hy

Ensemble de définition : B
Ensemble image :
R-=[0:+0o[

On dit que la fonction f est
continue sur R .

xlir_n f(x) = 4o

lim f(x) =+
X450

Ensemble de définition : R
Ensemble image :
10:+wo[=R

fest continue sur R .

xIi:}'x f(x)=0
lim f(x)=+0ow
Xt oo

. a fi
Racine carrée : 0

f-R:—» R
xH— f(x)=Vx

Ensemble de définition : R -
Ensemble image : B -

On dit que la fonction f est
continue sur R +

Jim_£(x) = +00

£:]0;40[—>» 1R
x F——f(x) =ln(x)

1n(1)=0; In(e) = 1
In(a.b) = In(a) + In(b)
1n(2) = In(a) - In(b)
b
In(a?) = n.In(a)

fix)

In(e*) =avaelk
e®® = aya>0

Ensemble de definition : R
Ensemble image : R

-
fest continue sur R

iy ) = oo




II. Ensemble de définition et ensemble d’étude d'une fonction

1) Ensemble de définition

Soit f, une fonction. L’ensemble de définition de f est I’ensemble des nombres réels x,
pour lesquels f(x) existe.

Rappel des opérations impossibles division par zéro. racine carrée d'un nombre négatif,
logarithme d’un nombre négatif ou nul. autrement dit :

R’ » B [0: 4[] —>R 10 4o —»R
X— 1/X X — X X F— In(x)

Exemples

2_ ’ - r . .
v Soit f(x) = % déterminer l'ensemble de définition de f
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2_
v' Soit g(x) = exp (xx+31
-\

). déterminer I'ensemble de définition de g
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2) Parité

v Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R centré en 0, est dite paire
lorsque : Vx € D f(—x) = f(x). Sa représentation graphique est alors symétrique
par rapport a I'axe des ordonnées. On étudie alors f sur DN R,

v" Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R centré en 0, est dite impaire
lorsque : Vx € D f(—x) = —f(x). Sa représentation graphique est alors
symétrique par rapport a l'origine du repére. On étudie alors f sur DN R,

f est paire : f est impaire :

Y oA Cs

M

f(x)

f(-x) = -f(x)




Exemples
v" La fonction cosinus x — x? sont paires sur R . les fonctions sinus et x — x2 sont

impaires sur R . La fonction tangente est nnpaue sur R \{ + km; keZ}

v" Soit f. la fonction définie par : f(x) = — étudier la parité de f. pag e 7

N j - A - 41 .
.....—85 ............. =344... d'mwuwoﬁchMWe’m'We Chapll're3

1 —=c+A1

@ Q(é ..... £ __2_)_&__,_.{, f(z) okng gz,)_ JQ"C,?Q"'

v" Soit g. la fonction définie par : g(x) = sin(x) — sm(3x) étudier la parité de g. h Pi)‘&, r\-l—\/;"Pa‘}E .

v" On appelle sinus hyperbolique. la fonction définie par : sh(x) = ex_: étudier la

parité de sh.
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Opérations

v' Sifet g sont paires sur D, alors f X g (et f/g g+ 0) est paire sur D
v' Sifet g sont impaires sur D, alors f X g (et f/g g+ 0) est paire sur D
v' Si f est impaire et g est paire sur D, alors f X g (et f/g g+ 0) est impaire sur D

Exemple

3 cinZ
Soit £, la fonction. définie par : f(x) = 22 &)

de f.

sur D =R \{Z + kmr ; keZ} Etudier la parité

cos(X)

----------------------------------------------------------------------------------------------------------

----------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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3) Périodicite

Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R , est dite périodique lorsqu'il

existe un nombre réel positif, T, le plus petit possible tel que :
vx € D\f(x + T) = f(x)] On dit aussi que f est T-périodique.

Soit fo, 1a fonction définie par : fo(x) = f f(x) si xei[xo,xo + Tl . fo
L 0 sinon

motif de la fonction f.

La représentation graphique de f est obtenue en appliquant sur la courbe

représentant fo, les translations de vecteur KT.1 ot k est un entier relatif.
On étudie alors la fonction f sur l'intervalle [x,, x, + TJ[.

est appelée le

Pa

f(x+T)= f(x)

g612

Chaloitf'e 3

Remarque On peut alors écrire : (voir TP)
)= .+t +2T) + £t + T) + £, (1) + fo(—T) + fo(t — 2T) + - = X%, fo(t — KT)




Exemples
v" Les fonctions t — cos(wt + cp) ett = sin(wt + @) sontz—n — périodiques. La

fonction t = tan(wt + @) est — — pértodique sur R \{ + km; keZ}
v" Soit g. la fonction définie par : g(x) = sin(x) — sin(3x). étudier la périodicité de g.
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L. : C
Interprétation graphique f Pag
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I11. Dérivabilité

1) Définitions et opérations Page 14

Soit f, une fonction définie en a, on dit que { cst dérivable cu a lorsque : la limite

suivante liim — ”"-t est finie. On la note alors {'(2) et on ’appelle nombre

dérivé de f en a.

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------




--------------

Exemples

v' Soit f, la fonction définie par : f(x) = x*. 085 = IR

\ /)
Dérivabilité de fen 3 : L= L. &) - 73) = Lan. *"’.9 r..::.\...f.).... . ..............

X3 -2 23 X-3 o
. ,,.\.,.;,2...(3;_-_%2(_%.9...@..%;% Seve... Ded Aabivakde.om 3. 5. f )= ...
Dinnbmklt b fonoe By < Roc Loz bim D L _zra” o
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.................................................................................................................



Soit f, une fonction définie en a, on dit que f est dérivable en a lorsque : la limite

suivantellim (xi _Z(a) existe et est finie.On la note alors f'(a) et on l’ay@)mbre
— 9ge
14

dérivé defen a. ha pir
— re

3

Soit f, une fonction définie sur I un intervalle de R , on dit que f est dérivable sur I,
lorsque f est dérivable en tout point a de I. On appelle alors fonction dérivée de f et
on note f’°, la fonction qui a tout élément a de I, associe son nombre dérivé f'(a).

Si f et g sont dérivables sur I, alors : of, f+g, f X g et f/g (avec g# 0) sont dérivables
sur I. (e estunnombreréel) et (i) = af’ ,(f+g) =1 +g',(fg) =f'g+fg et

(c o, f'o—fgor ca

I P— e
5 O/ 7.

g
S : "I et g est dérivable sur f(I), alors g o f est dérivable sur I et :
(830 =@ Hxf )

Nlaeng * I




2) Formulaire U est une fonction dérivable sur . Can opninal -
Can ?N&ou.l.wu: U-x =021 A —
N Page
x")' =n.x"! vxe RvVneN-{1} T (U™ =nUYU™>! , UMD < R ChaDitre
40 K
= X$XL?>I+ s)
1 * *
(‘&)‘m Vx € R%=]0; +oo| (VU)'= gl’) u() € R;
= — >
<
INeg 1 1 -
()= vxeR < (=3 uwew
(eX) =eX* Vxe R (eV)’ =@e” , U <c R
|
(nx) =1 vxe R v (In(U))’ =@U’>, U@ < R,




--------------------------------------------------------------------------------------------------

..................................................................................................................

(sin(x))’

—_—

cos(x) Vx€ R

(sin(U))" =U'.cos(U) , UMD S R
=

(cos(x))' = —sin(x) Vx€ R (cos(U))' = —U". sin(U) , UD <SR
{tanix))" = = 1 + tan?(x) (tan(U))' = U—; = (1 + tanZ(U)) : lij

cos?(x)

VX € R—{g+knoﬁkez}

~ cos?(U)

U() S R - {g + kot kez}

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Exemples e
v f(x) = (2x — 3).cosx LUV) = U'V+Uv ) (Ca,'z

f'(x) =20 Coo.oe e (- 22 -3) - G2, .:_-...‘lCe:ae.._..@m...rs)..Mx .....................
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Je (X.0) 2 - 0’
v i(t) =Weos@i—\l—/<p) (Co> (L) ' _ b
U0t w
D= e,
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v h(t) = (2 + 5)1° ()= MU'“'.'%'

o~~~ )
U = O= 2¢t ~ = Ao p

Dn= R e 1,

' g .............................. 3 ....................................... Chapitre 3
H(O) = Ao Kb 52k = T SO
Dn’ = lR ....................................................................................................

Y
v' A l’aide de la définition du nombre dérivé du sinus en 0, calculer : }tin(} Smt(t) =4

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------



r - - C
Interprétation graphique f

Pa
8e 18
() [ /' M . )
(x) “’?{# est la pente de la droite (AM)

Lorsque x tend vers a, M tend vers A le long
de la courbe, et la droite (AM) se rapproche
de la droite Ta, qui est la tangente a la courbe
au point A.

Conclusion : 2 edr Adivebole enoL

— e
( —1(c cl 7
lim £20=f@ _ ¢ (a) \est la pente de la (j

X—a X—4a

- X > Tangente 2 Ia courbe au point A(a,f(a)).

..................................................................................................................



Conséquence Equation de la tangente Ta 3 Y = L

) Pa
......... b ot . Toe o2 B0 bt B Chai




Exemples

Page 19

v la tangente en O a la courbe représentant la fonction f définie par :

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

T A .:.-.X.LQ\,.,.;Y.‘(Q)?(?LTQ)... e
A= ) =3x".. .. fg..(o)..

lo'.\‘:.O ....................................

——

Tac UeBa) 2D

N\
[\

10



------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

v Equation de la tangente en O a la
courbe représentant la fonction

définie par : f(x)




v" La fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0. /g ()= ‘f; 09‘? =Ty [ '

f(x) 2|0 +9
: e 8 ot
6 //
3
——
" ol

[

A A
300=() = 4. T AT A A

f (x) =\wra .. S :+0°
N0 pies

En O, la tangente a la courbe est donc
verticale tournée vers les ordonnées
positives.

g
A ,,,AO
— " 9,10
X 2\ o



v Redressement double alternance : V(t) = |sin(t)].

Page
2
Dérivabilité de VenO: l)/w\ V(%— V(O)lbyv‘ \)‘WH_ —lel*..-.-".‘-éfz—‘ .......... .Q.(;hapitre 3
= too -0 -0 t-o €2 o - -3 @)
Lirprs |2 -_-M/“j__b_ s B MO PORE A s s sz g(a)_wgfxi-i.a
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v U, la fonction échelon-unité définie et représentée ci-dessous est-elle dérivable sur
son ensemble de définition ?

. p— | o 2 :
U(t) — {O s1t1<0 — 22 Cb) .e,c,r\n.\ﬁh. o‘p. HW\S\J& . 0 Chapitf‘e 3

1sit>0 -

C‘.‘eA’ =



3) Sens de variation

Soit f, une fonction dérivable sur un intervalle I :
Si f’ > 0, f est croissante sur |
Sif’ < 0, f est décroissante sur |

4) Extremum d’une fonction

Définitions :

- Une fonction f admet un maximum en Xy sur un intervalle I ou elle est définie, si pour
tout x de I, on a : f(x) < f(xq)

- Une fonction f admet un minimum en a sur un intervalle I ou elle est définie, si pour
tout xde I, on a : f(x) = f(xq)

Théoréme : Si une fonction f est dérivable sur un intervalle I contenant x; et si f’
s’annule en X en changeant de signe alors la fonction f présente un extremum en Xg.

X a Xo b X a Xo b
f'(x) + 0 — f'(x) 4 0 +
M
f f
m
Maximum Minimum

Page 21
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6) Dénvées successives — Fonction de classe C"

Définitions Si f est continue sur Pintervalle I, on note : f € C°(I)
Si f est dérivable sur Pintervalle I, et si f' € C°(I), alors on note : f € C(I)

Si f’ est dérivable sur I, alors on note f' = (f')’ que I’on appelle dérivée seconde de f. Si
de plus f” € C°(I), alors on note f € C(I)

Plus généralement on définit la dérivée n™ de f, notée f™. Lorsque f™ € C°(I), on
note f € C"(I).

Exemple
i(t) = cos(wt + @)

Page 22

On dit que i est une solution de 1’équation différentielle : y”'(t) + w?y(t) = 0.



Exercices Page 39

Exercice 1 Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer son ensemble de définition,

calculer sa fonction dérivée et son ensemble de définition :

1 t+1
f(x) =x*+3x*+3x—1; f(x)=x+;avecx¢0; g(t) = 1avect=f=1;
= = = -
W 1\
h(t) =vt?+1; l(w) = - wz(Lm——) [ Z(w) = VR? + L2w? ;
h() = (@) = —— ; [X@) —) lZw) =
i(t) = W2 cos(wt+ @) ; f,(C) = : W(C)—le W( —le
W =INaCELOET @) 5 Do FViC 2 C 2C *

V(x) ——(sz + R? —x)

X(w)- (L ’9 -‘1’~ V) .=90'U
2k \/V\CQ ) /\y ,(LU___. (:L 4_.

—— — T | ® | c———

C Wwt

U" L_l-._:(_’

X(W\_L(/,,; ?—\(Lw———-—\ ﬁ@"”" 33
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- 2
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/ -4 | m-—A
c,CC= A A A A A2 _.C* )=
-X ) AT\ et Ve 2o\l C )
2 =2
’glcc)z /(‘x’A —%—"-"_" ¢~ e = 4
X 23 2+ yr e umC.c= biciie
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Exercice 4 Soit un générateur de force €lectromotrice E, de résistance interne r et le circuit ci-

dessous. Déterminer la valeur de la résistance R pour que la puissance dissipée y soit
R

"(R+1)2 )

maximum (on trouve P(R) = E?

38



Exercice 4 Soit un générateur de force electromotrice E, de résistance interne r et le circuit ci-

dessous. Déterminer la valeur de la résistance R pour que la puissance dissipée y soit
R

" (R+1)2 ) ,

maximum (on trouve P(R) = E?




Exercice 2 On considere le filtre passe-bas suivant : P dge 39

Chap:
R o = 0 Pitre 3
L 0
A A
U, c __ Uo
®
L _|u

Sa fonction de transfert a pour module : T = =

J1+(RCw)Z

1
1) Exprimer le module T en fonction de {2 = wi avec Wo = —— .
0
2) Etudier les variations et représenter graphiquement la fonction Q +— T(Q) sur
I’intervalle [0; 4oo].

U,

40
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Exercice 3 L'impédance d’un dipdle R, L, C sous une tension alternative de fréquence f est : Page 39

2 Chan:
Z=‘/R2+(Lw—$) avec : w = 2mf. ap/t,-e3
1) Déterminer le signe de la dérivée de la fonction w — Z(w) sur R**.

2) Etudier la fonction w — I(w) = % ou U est I’amplitude constante de la tension,

puis la tracer.

43



Partie B : Calcul de limites

Formes indéterminées FI Soit xo, un nombre réel ou .

Remarque lim f(x)*™ = lim exp(g(x).ln(f (x))) cette écriture permet de « lever » les formes

X—X,

5 - . . o0 0 0
indéterminées suivantes : "L7","0 "et oo™ "

Voicei quelques techniques permettant de « lever » une forme indéterminée : a4



Technique 1 : Croissance comparee

Page

Définition Soit xo un réel ou = co. On dit que la fonction f est négligeable dEVa..- hap/tre P

I /7 =] Y= ,
fonction g en xo lorsque § lim (x) On note alors :|f(x)<<g(x) , R
XX, g(x)\ | Xg | Do
’ . . . ' V4
Théoremes Soient: 0 < o< ‘ ,f o re 5/‘ 7&[9(4 S \j_».\gc
(T(x) 2z x* <z xF << o~
! 7
2 3
Exemples : Calculer llmf(x) ou f(X) @ @ c < e c 4 x >x -
Q" ..................................................................
TouT 2
................... e st S o S s Dl s S i mo
................ RPN P NN PUUSR
y S L"V\ﬂ'f(x)::tkm Wl . . —=.4.09




------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

/)
Calculerf(x) ou f(x) = In(4x) @ \ % -'ev\[A.&) :‘.'en A+ 2.®

..................................................................................................................



Technique 2 : Expressio@ )( A - %) (A"“ f‘:§ - A= B‘L 7
Exemples : Calculer l_ing f(x) ot f(x)= A = @ RV B

—_—

x> p
P 2 = t o @F e 25
fa=tE oA AT ed ot 4 “apitre 5

e @mmme s v oo ou g Y .. Sl 8 8 5 4 6 8 s s s s f s s s sgEEmm. s s & LR e e o A R

..................................................................................................................

2
X(x.\:/kx—/‘: > = > _—.. o =0
x \F:T{*’u.) x(\lIE»AS A+t +4 =7e
4358 P
Calculer lin}f(x)ofl f(x)=\/X-+3xl—3_x =23
X—> X-
e %
14-

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

.................................................................................................................. 47



Technique 3 : Théoremes de comparaison

2)Si Vx e

3)Si Vxe

|

Soient f, g et h trois fonctions définies sur [a,b[ ou b est un réel ou £ Page 25
Chap;
1) Si Vx € [a,b[ f(x)< g(x) et lim g(x) = 0 , alors lim f(x) = ,,f)'tr €3
a,b[ f(x)=g(x) et llm g(x) =0, alors limf(x) =
x—b
&
a,b[ |f(x)\ g(x) et lim g(x) = 0., alors lim f(x) = 0 .

4)Si Vx €|

g(x) et limh(x) =limg(x) =L, alors lim f(x) =
x—>by x—b x—b

L (théoreme

Exemples : Calculer_luaf(x)ou f(x)=

s1n X

i B

/D/an—ea la 'Fe\. o\.eo C;en.a!mw COWML’)V\ ........... ;..-.

e =\4 20

¢ =V g

.....



Technique 4 : Equivalence

Page 29 c -

Définition Soit xo un réel ou 0. On dit que la fonction f est équivalente a la fonePltre

' , ~J
en xo lorsque :ﬁim @ =1 J On note alors : f(x

% g(X)

—

. . = " / —
Exemples : Montrer que les fonctions f et g suivantes sont équivalenteg @
V/

e Cosineas ol clozns (-
Cotinas gl

“+e 7/

f(x)=eT et g = : L0
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Pa
ge

—7 x> =3 %% 42
—7x3
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Pag
We P oublied lo 229 Cha

t de

b /8
Tout polynome est équivalent e a son terme d¢ plus hau ré) |
Tout polynome est équivalent A son terme de@ls bas degré.

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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y
: 4
sin(x)~ x
0
2
\ ;
- -2 =l 1 e ™
(x from <3.8to 3.8)
-2
—sin(x)
-4 ——
b 4
In(1+x)~ x 1
0
X
-10 -05 05 1.0
-1
(x from-=1to 1)
-2 —In(1+x)
- X

(x from -2.5to 2.5)

-2
i
y
X
Vi+x ~ 142
R 2 1.5
1,
0.5
= .

(x from -2.5t0 1.5)
— V1+x
— 1+x/2

X
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Applications en physique :

Le pendule pesant

@ Equation en #

@ Mise en équation :

§+ké+§Isine=o
e Equation différentielle :
e Non linéaire!
e Résolution analytique compliquée

@ Solutions possibles :

o Si @ petit alors sinf ~ # : oscillateur
harmonique

0’+k()+510:0

e Résolution numérique

56
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Pa
ge
30 Chapitl"e 2—

(X_ Xo)z

Si f est 2 fois dérivable en xo, alors : f(x):f(x0)+ (x—x,)f'(x,)+ 1'"(x,)

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

1 x ’
cos(x) ~1-7
il e,
4 o 7 ‘ \\,.\_ 4
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Pag €30

Chapitl'e 5
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Pa
ge
30 Chg Pitre 5

Opérations

- Soient f1, g1, f2, g2 quatre fonctions et xo un réel ou + 0.

r

rfl ;‘“gl f,f, ;"gl-gz
Si <et alors <et
f, =82 f_1~g_1
\fz Yo g,

(pour le quotient, f> et g2 ne s’annule pas pour x voisin de xo sauf peut-étre en xo)

- f, g, h sont trois fonctions,

Sif (X); g(X) et !l_gl h(x) = X, , alors f (h(x)):g(h(x))

60




Exemples :

Compléter : f(x) = — A it e teeaaateeaaneeeaaneeeaneee sareetaneeeaateanaaeeanaeeraaae e

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
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Page 37

Théoréme Soient f, g deux fonctions et xo un réel ou +oo.
Si f(x)~g(x)alors lim f(x) = lim g(x)

.
Exemples : Calculer lim f(x)ou f(x)=— d i() .(x+71) =
X% x"+2x°-1).3x" -1)°

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
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In(l + x) Page 3;
tan(x)

Calculer lirr(} f(x)ou f(x)=

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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(= Page 3
1
'e Y Chapitl"e 5

(m 263k <va X~ X (poge 29) .

X=>0

Cn‘oave,\)_(/swf; >0 oQors e‘ri/-v A+

-0 — 250

X/ zx—t00. /fOOoooo

GV\W X:;‘ >0 e)rcm&aid‘ﬁw /evx(A-f'X)/\/)(

T —H+0° — ! X>0

—
——

A/\QIS /Qn (A__\..i Vo g AN

S402| X
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LJ\M (/(*x > = ,/\ @ ap'treg

N H40d

)(: &F):Jm O(xﬂ:@fgfew)( X>0
— X9,

Y, el e_g": v,

Q.. (4 _4,)%’ 2. Bl 4+ L)

(44’% = & = &

Cn WﬁWL /Qw(/h—_’.(__> ~ A . O\D‘hc ’X./QV\(J.I-A .t
- A=) 400 e ot X420 o 2

%C LUW- (J.yi)ts. & 4
A +0° * 65



Technique S : Théoreme de I’Hospital Page 3>

Chapitre 2—
Si f et g sont deux fonctions dérivables sur |a,xo[, dont la limite en xo est nulle ou infinie,
'
si g’(x) ne s’annule pas sur |a,xol, et si la limite : lim (x) existe, alors :
X—X g x
f(x) f'(x)

lim > = lim —
X—X, g(x) XXy g (x)

Exemples :

. sin(X)
BT it 0 e e 0 K 0 5 65 6 0 5 556 B S S 55 48 8 1 035 S A5 S0 SRR S
x>0 X © 43X

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

PN SRIDNRIIIINE & wusmnusns v biviv s 00 5 950 oMU I B A 5 s N SRS DN 6 4 5 43 S AR RIS
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x>0 x* 4 5x° Pitre 5
g e i R —————
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Exercice S Calculer la limite des fonctions survantes au « point » a donné.

(x*=1)(x?+3)

Dfx)= : i =0 |\ 0Lo)< P
= (}.( Bl l}gr“%( ) 5€40 Chapitre3
2) gy=E T2ED o L g0
(x" =2x)(x" —x) X s
x®—3x"+1 L\ = %(l); g n(sn)
» e x+DE*+3) = e—awoe (2 o) A2z
H =22 ek Li- g6 -
d) f(x)= x:—;—_\-fx 2—1 =1 l;:;:og(x\ =
6) f(x)="“‘“3'2 o Gk
) 8(1): M 0=0

('57&179". b Ur220) 69



@D +3)
D f(x)=
) £() 2x(x3—2)(x2+2) @ o 4{‘(7/

2

" . / = ’—)(/(Og
Clfo -2 @ LA
+o B S A
gx(-4° 5)
v 2
w fE) ~  ETET X A : _ A
é) +° 2x)‘x$)< ,x:‘l.— 2;?« —2: OLQ"“G OI-:;“:O'ﬁ(X) - z—
@ 0(:':”:‘_0 ao(l):_ \\% n@ {(’d :\’w:-;-_ axhkc. [A;Nao f[x) -1 .
@ R 2.
@ b:.,.,\ g(z) :\\_ 2, r/ f(‘x,) —~ C—é)x? = _‘_'Lg___
= _2)X 3 :
= L T




(x" =2x)x—4)

%) gx)= (x°® -2x)(x? —x)

i 90 ="22" @D

21/

=Q0

71



§ .4
3) h(x)= x —=3x" +1 i

x+D(x*+3) [
Lo R =127 ED hrs 22 = % dae i k)= i

< j ’ -
\ S

')c->—°° W =~

o heo=4

’—0
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4 f(x) =2 4y Akede



) f(x) =

e300
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(P — Comjmauite o > e
- (K — B-) * (A-*B)
P AR e s
- -3 ax+ + 2

) A .
-5 = -

G-3) (o w2y Vet 42

IS

75



H %(7-.) - 3. MNalox)
(3Ca1)" b Ux220)
U $6)-0" @

O0=0

9 u) o
f(z) S ?DOCSX qu _ 15x .f'5E /\Gn(Sx“ ~ 92X @i

o (2x)<22 2% 32

Atwe i f(t);lirm 52’ _ o

[p RV, %0 30

20
AonX. Ao X ?
FN\ ¥ =0 . O.
FQ'K. X =9X ' ce—D

20

Lnliraz) ~ 22

x—0

J%JZ*X),Au?<,C;f&¢XE&xﬁ>0

X =\O

X—0 76






Partie C : Fonctions réciproques de exp et tan|

P
8ge 34
Chapitl‘e 3
Introduction

Une fonction f est définie sur D, un sous-ensemble de R , si a tout x de D on peut associer

u @; Jdnombre noté f(x), et appelé image de x par f. -
S I S W Y

On écrit f: 6 —bf([)) - M\e\n in--agp.-
XF——® V= f(X) um,.c‘v,a .

D est appelé ’ensembled¢ définition de f, et f(D) I’ensemble image de D par f.

Peut-on déduire de f ung fonction g, définie de la facon suivante ? ‘J _ ‘?("‘

y t———>x/y=f(x) ' >,

"

La réponse est oul, a condition que la fonction f soit byjective sur D.
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I. Fonction bijectiv

1) Définition

On appelle fonction bijective sur D, toute fonction f : 04@

\‘&J' \\U"G' \p‘\"ﬁtﬁ'l > y=1(x)

vérifiant : @y ef (D) @xeD@y = f(x) , c'est-a-dire :
tel aue-
« Pour tout y, élément de (D), |l existe un unique x, élément de D tel que y=f(x) »

Exemples . g(x\= = 0865 =

3' v" La fonction carré est-elle bijective sur R ? sur [0 ; +oo [ ?
Q:
o F— ‘_—?3?&\: ....... Mo\u&w mﬂc«.M x=—2elFacs)

.............................. ﬂ)\ﬂ-—»fz-s- ed-bs05 dove. R conyeRy
L T T e oy Y P S

iner un intervalle sur lequel la fonction tangente est bijective.

\TQWM*KMV& A IR ..—.‘7?,.):., .................

I

Caur. o). Y. CRe...0dmek....m 4@.»0- .......... W




2) Théoréme
N
| Toute fonction continue et strictement monotone(ur i)est bijective, |
N ° b &

Exemple La fonction exponentiglle est-elle bijective sur son ensemble de définition ?
Pourquoi ?
3 %

............. ’2. \;:f(x):ex
Xeo{:..],.;f. s Son § ek comlinine of. AEchdas

/\ ........... e 7 Qs,c“ j i) .=.E.
AL = A D). =@ L SR Yo srs>0O........
) =) = s e et Vrem




II. Fonction réciprogque
1) Définition

Page 35

Définition/Théoréme Soit une fonction bijective f {D @

\\\

Remarques: v x€ D, (f" of)(x)=x et

Les courbes repr résentant f et f! sont symétriques Tune de autre par rapport a la droite

Yy=X.

v yEf(D)

CD r'(y)

(f f )(Y) o ;
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5[ , la fonction définie par :

|

On appelle fonetionangente restreinte a I'intervalle ]—% ;

an(y) tel que y = tan(x)

Arctan est une fonction continue et strictement croissante.

tan(Arctan(x)) = x Vx €R

Arctan (tan(x))=x VX E ]_% ; %[




(Ar&amx) - (/\ + Eam ( Af&%x)) =A

\/\,i

(t:lh[AfQ]_sz)>‘2—= ’JLQ-
(A(At‘ctm’.&>/,< (J«rx‘) = L= (A{c}aﬁx) /= A
A+

%
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b1 4

On appelle fonction tangente restreinte a I'intervalle ]—% : ;[ , la fonction définie par :

tan)) = 2|2 3 — &

X p—— y=tan(x)

Cette fonction est strictement croissante et continue, elle est donc bijective et admet
alors une fonction réciproque notée Arctan et appelée Arctangente, définie par :

Arctan: R —* ]—-'25 ; %[

y = x = Arctan(y) tel que y = tan(x)
Arctan est une fonction continue et strictement croissante.

tan(Arctan(x)) = x Vx €R
Arctan (tan(x))=x VX € ]_% ; %[

d 1
d—x(Arctan(x)) == VXE R
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