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Chapitre 4 : Les bases du calcul intégral pour le GEII

v

¥

| (5]

(v

vl

I N

(5]

ANANVANVANENG
JAAVARVARVARNC

AN NN

v}

(<]

(5]

signal Um L
carré o
symétrigque ) B
carré U U e
maEs
positif 7 3
alternatif -
sinusoidal 0 ‘E
pulsé Ve Upme
redressement P 2
simple alternance
ulsé
) P t 25U | U,
redressemen
P ;2

double altemance




Partie A : Introduction

I. Generalites

1) Sommes de Riemann

f(xa1)
f(b)

f(x)

f(x1)

f(x2)

f(xz)
f(x0)
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e - Eﬁ// Soit f, une fonction definie sur un intervalle [a.b]. On divise I’'intervalle [a.b] en n sous
7
:'// : - n __ b-a
v intervalles de meme longueur h, on a alors : h=—
n
a=x% X X X; Xy X, K1

On note [x0,x1] ; [x1.x2] 3 [x2,x3] ; [x3,x4] 1 ... 3[xixi+]] i... :[Xn-1,Xn] , ces n intervalles, on a
alors :

xg=a: x1=at+h:x2=a+2h;:..:xi=a+ih:...xp1 =a+(n-1)h : xp = a+nh

h.f(xi) est 1'aire algebrique du rectangle hachure.
n-1
Donc 5 = Zh.f(xi) est I'aire algébrique de tous les rectangles.
=0
Si n, le nombre de sous-intervalle tend vers I’infini, alors h tend vers 0.

On dit que la fonction f est intégrable sur [a,b] lorsque limS_ existe et est finie, on note
n—4m

n—x

b
alors : If(t)dt =limS§S, .




b Chap:
Consequence : La valeur de If (t)dt = limS_ est donc I'aire ﬂ]gél:nriquepit.f?ﬂ Page ¢
n—30
i
domaine delimite par 1’axe des abscisses, la courbe Cs et les droites d’equation
x=a et x=b.
Theoreme : Toute fonction continue sur [a.b] est integrable sur [a.b]
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3) Remarques :

v Notation de l'intégrale : Il ne faut pas oublier dx !!!

SR - dx est une variation infiniteésimale de Xx.
Cf f(x)dx est donc l'aire algebrique infinitésimale du
rectangle de cotes f(x) et dx.
F ) b f(x)dx est la somme continue des aires
/ f(x) a{igébriques de ces rectangles lorsque X parcourt
I'intervalle [a.b]

b . A :
fa f(x)dx est donc l'aire algébrique du domaine
: compris entre l'axe des abscisses. la courbe Cr et
‘lﬁ 3 les droites d'équation x=a et x=b.

B S

dx




2) Exemple

a) Pré-requis 1 : Somme des n+1 premiers termes d'une suite géométrique de raison q#1.

_ q.1't+1
l+q+q*++q"=—
qa+q q 1-¢
b) Pré-requis 2 : Limite a connaitre : :l.;méTl =1

¢) A I'aide de la définition de 'intégrale ci-dessus, calculer I = | 01 e*dx
a=0:b=1:h=1n:f(x)= " :x0=0:x1=1n:x2=2m:...:x=1n:....:x=1.

u-1 D SRS P
= |
Atre algebrique de tous les rectangles : s, = > hf(x,) = T Zem=— T en
n —| |
= =n =0
L
1l s’agit de la somme des n premiers termes de la suite géométrique de raison g =e®. on

applique done la formule du a)

Fo1nR
=
oLy 1- en
1 1-q" : 1wl -/ 1 L J 1 1-
1+q+q®+--+q* ! =— et on obtient : Sa=— et =—. —=— el
1—-g 11 = | n = il =
1-e® 1-e®
\ll
Caleulons alors m s, = l.m1 — 1_61 . ce qui donne la forme indéterminée « 0 oo »
n—x n—E N = |
1-en |

Pour lever cette indéterminée, on pose le changement de variable X ==, et on utilise le b).
n

lim S, -hm— o tim|x 1S

=(1- elhm
n—s n—)): f1 l I H=0 1—3\' ‘ 1- {'k |
1-ez |
e* X ‘-. 1
Comme llm— 1. alors hm x|=" — =1,
X—=0 X X0l 1—g 1=

hﬂﬂ |
H=0 X

. X
Amnsi, limS, =—(1-e) lim| T !=e-1. 1l s’agit donc d'une limite finie.

n—+¥ —}]_e

1
La fonction exponentielle est done intégrable sur [0 :1]. et : je‘dt= mS, —e-1.

o3
0
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4) Fonctions primitives

Théoreme Soit f, une fonction intégrable sur [a.b]. On appelle fonction primitive de f sur |a,b] toute
fonction notée F, définie par : F'(x) = f(x) ¥ ela, h].
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Partie B : Définitions et propriétés

I. Fonctions primitives

Théoréeme/définition Soit f, une fonction continue sur [a,b]. On appelle fonction
primitive de f sur [a,b] toute fonction nuté@déﬁnie par 1F’(x) =f(x) Vx e |a,b] '

Remarque S1 G(x) =F(x) + Cte. alors G'(x) =F'(x) =1(x) Vx [a,b]. G est donc aussi une
primitive| de £ sur [a.b] ‘ T

Notation On notera : jf (x)dx ‘Jtnutes les fonctions primitives de f, pn a donc :

ﬁf(x\)d)% = F(x) + cte

Exemples

....... ﬁ(ﬂz'b’—%\:u)’—&x—q-cﬂi
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Tableau des Primitives

o+l

X |
j.:{“.dX: +cte : o #—1
o+ 1

o+l

U U%ds = 2 |
= — o+1

+cte ;o #—1

|
dx = Vx + cte
jz&

U
dx = x/[_ +cte
j 2JU

J.ex.dx —e™ + cte

u u
.fU'.e dx =e  +cte

jidx = ln(‘:{‘) +cte
X

U' _
jﬁd:{ = In(|U)) + cte ﬁ/\

1 1
[Sdx=-=+cte
=X X

Ur 1
| mdx=-+cte

jcos(x).dx = sin(x) + cte

jU*.cos(U).dX =si(U) + cte

jsin(x).dx = —cos(X) + cte

jU'.sin{U).dx — —cos(U) + cte

j : dx =tan(x) +cte

9

cos”(X)

j. EI dx =tan(U) +cte
cos” (U)

j.(l +tan”(x)).dx = tan(x) + cte

jU*.(l +tan”(U)).dx = tan(U) + cte

1
j dx = arctan(x) + cte

2

I+x~

]'l
j L — .dx = arctan(U) +cte
1+ U~

12



Exemples : Compléter en s aidant du tableau des primitives :
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M(x) = [ 5. x — ..
ju'e”&t=e°+clz ...................................................................




P(x) = [(1 + tan?(3x))dX ............. =\ é_.(/(-;-"w:(‘w))ak

_____________________________ JVlano) dee bamusce
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Tableau des Primitives

Lo+l

L L _h
j.h .dx—aJrl

+cte - o= —1

o+l

j U U%ds = 2 _
o+1

+cte ;o #—1

J5 = e

U +cte

-

je dx =e™ +cte

u
.fU'.e dx =e  +cte

jidx = ln(‘:{‘) + cte
X

U ]
jﬁd:{ = ln(‘L‘) + cte

1 1
[Sdx=-=+cte
=X X

Ur 1
| mdx=-+cte

jcos(x).dx = s1n(x) + cte

jU*.cos(U).dx = sin(U) + cte

jsin(x).dx — —cos(X) + cte

jU'.sin{U).dx — —cos(U) + cte

j 1 dx = tan(x) + cte
cos”(X)

j. EI dx =tan(U) +cte
cos” (U)

j.(l +tan”(x)).dx = tan(x) + cte

jU*.(l + tan*(U)).dx = tan(U) + cte

j : dx = arctan(x) + cte

2

I+x~

]'l
j L — .dx = arctan(U) +cte
1+ U~
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I1. Calcul intégral

Chap,'t,.e q b

)
Théoreme / définition : Soit f, une fonction continue sur [a,b], soit F, une fonction @
primitive de f. On appelle intégrale de la fonction f sur I’intervalle [a,b], le nombre noté

fﬂh f(x)dx et tel que :

fhf(X)dX = [F(x)]2 = F(b) — F(a)
a Barne o\u.w - Bosne A beu.

Interpreétation graphique : fa f(x)dx est’aire algébrique du domaine compris entre la
courbe représentant f, I’axe des abscisses et les droites d’équation x=a et x=Db.

Remarque Il ne faut pas oublier dx !!

—y—" Cf dx est une variation infinitésimale de x.
f(x)dx est donc l'aire algébrique infinitésimale du

rectangle de cotes f(x) et dx.
/ b . .
_[ﬂ f(x)dx est la somme continue des aires
. algebriques de ces rectangles lorsque x parcourt
/ l'intervalle [a.b]

b . J_— .
fa f(x)dx est donc 1'aire algébrique du domaine
compris entre I'axe des abscisses, 1a courbe Cs et
)‘TL__ b les droites d'équation x=a et x=b.




Exemples et applications

v' Compléter :




I11. Propriétés

Cha .
1) Linéarité olreq Page 1,

Soit f, g deux fonctions continues sur [a,b]. Soit o et B deux nombres reels. On a alors :

[ (af () + Ba(t))dt = o[ f(t)dt + B[ g(t)dt

Exemples et applications
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2) Relation de Chasles
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Soit f une fonction continue sur un intervalle ferme 1. Soit a, b, ¢ trois reels de I. On a v
b C b
alors : [ f(vydt = [ f(vydt + [ £(t)at
N S —_—




Exemple Signal défini par morceaux : f(x) = [

xsi0<sx<1

C :
—x+4si1<x<?2 hap’tfe4 ag
613
2 Q.M A 2
:If(x)dx:....j...g(.%)..q\eq._;,:g....g[.:c.)..dps .............
° ° = —-3c+l

-----------------------------------------------
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Orors-

\\/ Cha Joi itre q

Cas particulier if(t)dt + ]l-f(t)dt = Jg{.ﬂ&t‘—'—o e
a b

(a %

Donc : if(t)dt = —i f(t)dt
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Partie D : Intégrale de fonctions paires/impaires et/ou périodiqys.
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I. Intégrale de fonctions paires / impaires

1) Intégrale d'une fonction paire sur un intervalle centré en 0

Rappel : Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R centré en 0, est dite paire
lorsque : vx € D f(—x) = f(x).
Sa representation graphique est alors symetrique par rapport a I'axe des ordonnees.

f est paire : ' C
. "f




f est paire :
'%

' Chap;
. ﬁ Cs pltre‘l,o

Soit f, une fonction paire et continue sur [-a,a]. On a alors : If (x)dx = Z.I f(x)dx
—a 0
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Exemple %cos@ t).sin*(3 t)dt— .......... 5(30’(}\:) /\W(%\Z) M= {.A“”(g\:).

T T —— 3 5
v Lm\‘ane,) _ rm} U u ©
....................................... o Suuxcs_,,,aa
5

i 0 = gim(at) => U'=3:Ce(3t)




2) Integrale d'une fonction impaire sur un intervalle centré en 0

Rappel : Une fonction f, definie sur D, un sous-ensemble de R centre en 0, est dite impaire
lorsque : Vx € D f(—x) = —f(x).
Sa représentation graphique est alors symetrique par rapport a I'origine du repere.

f est impaire : .
P Y A Cs




f est impaire : Chap;
i v Itre
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Soit f, une fonction impaire et continue sur [-a,a]. On a alors : If (x)dx =0

—a

. AN - -
| nmpoife. < POV L‘W) = \"pwe .

G)
Exemg{@ If\a{s\’\/ ( W .......................................................................................
200

IS | A o U Y m(t);_&:cn?t@.u))

................................................................. :-\:Ca,\.‘(—&-\,_l:')q
& 'L’):. ..... \:'Ce,b.Ah:t::—-X(,E’)



11 Intégrale d'une fonction périodique sur un période “hapitr P

Rappel : Une fonction f, definie sur D, un sous-ensemble de R est dite periodique lorsqu'il
existe un réel T>0, le plus petit possible tel que : vx € D f(x + T) = f(x). Sa représentation
graphique est obtenue par translation on etudie f sur un intervalle de longueur T.
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O

Soit f, une fonction T-périodique, continue sur tout intervalle [a ; a+T]. On a alors :
a+T T

[ (vt = [ f(t)dt
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Exercice 4 Un circuit comprend un générateur de force contre électromotrice E (en Vou;98e 19
bobine de resistance R (en Ohm) et d’inductance L (en Henry). L’intensite du courant 1(t) (en

Rt
Amperes) a I’instant t (en secondes) est donnée par la relation : i(t) = E(l — e_T). Calculer

la quantite d’¢lectricité Q, en Coulombs, mise en jeu entre les temps 0 et 0,1 secondes. On
rappelle que Q = fUU’l i(t)dt

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
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Exercice 5 Déterminer les valeurs moyenne et efficace du signal 0,5-périodique représenté ci-
dessous : Chapitre 4
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Exercice 5 Déterminer les valeurs moyenne et efficace du signal 0,5-périodique représenté ci-
dessous : Chapitre 4
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