Chapitre 2 : Fonctions numériques a variable réelle.
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Partie A : Etude d’une fonction]

I. Notions de base

1) Définitions et notations ge )

Chapitl’e 3

Une fonction f, est définie sur D, un sous-ensemble de R , si a tout x de D on peut
- associer un unique nombre noté f(x), et appelé image de x par f.

' On écrit f:D—— R
X — {(x)

' D est appelé I'ensemble de définition de f, on le note aussi Dy.

4 . On munit le plan d'un repére (O, 1, ).

La courbe C représentant f est I'ensemble
des points M de coordonnées M (x , f(x)).

OM = x1+1(x)]

ol1 x 5 y = f(x) est I'équation cartésienne de f.

Une fonction peut etre obtenue a partir d'une formule (signal déterministe), d'un tableau de
valeurs relevé d'expériences physiques (signal numerique), ou bien d'une courbe.

2) Croissance comparée et fonctions usuelles

Pour des grandes valeurs positives de x : In(x) < 3\/§ < \/§ <x<xt<xi<..<xt<er




Pour des grandes valeurs positives de x : In(x) < {/x<yx<x<x’<x}<..<x?<e"
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Echelon-unité : (Heaviside $)

Ux) 4
U:2— {0,1}
x p—» U(x) 1]
avec U(x) ={é ::zig
0

Ensemble de définition : R
Ensemble image :

u@)={0.1}
On dit que la fonction U est
continue sur R , saufen 0.

].i!;l Ux)=0
X=0"
:lirga’ Ux)=1

Trnangle : (notée aussi tn)

A:R » [0:1]
xF— A(x)

_fl-kxlsi-1<x<1
A(,':)_[ 0sinon

Ensemble de définition : R

Ensemble image : [0 1]
On dit que la fonction
triangle est continue sur R .

Puissance impaire :n € N

f:& —R
X bt f(x)=x="1

Ensemble de définition : B

Ensemble image : R

#©n dit que la fonction f est
continue sur R .

xlim f(x) =—00

xl_x.x;n- f(x) =+

Racine cubique : Ensemble de définition : R
Ensemble image : R
f:R —Rk A On dit que la fonction f est
x> f(x)=Vx = * | continue surR .
— * | lim f'(o' - -
X——oe
x R ge 6 et
f(x)

Inverse :

f: R°- »R°
Xb—— f(x)=1x

Ensemble de définition : R °

Ensemble image - R *

fest continue sur ] 0 ;+0o[

f est continue sur ] —o ; 0[
lim f(x)=0

X=+se

xl_i_fn_ f(x)=0

Jig )= <0
i ) =+

Valeur absolue :

f: X »R-
x> f(x)=Ixl

~ #

Ensemble de définition : B
Ensemble image : R +
fest continue sur R .

xlix;n f(x) =+

xl_1.1;n_ f(x) =400

Puissance paire:n € N

f: 2—» R-
X F——= f(x)=x2

Hy

Ensemble de définition : B
Ensemble image :
R-=[0:+0o[

On dit que la fonction f est
continue sur R .

xlir_n f(x) = 4o

lim f(x) =+
X450

Ensemble de définition : R
Ensemble image :
10:+wo[=R

fest continue sur R .

xIi:}'x f(x)=0
lim f(x)=+0ow
Xt oo

. a fi
Racine carrée : 0

f-R:—» R
xH— f(x)=Vx

Ensemble de définition : R -
Ensemble image : B -

On dit que la fonction f est
continue sur R +

Jim_£(x) = +00

£:]0;40[—>» 1R
x F——f(x) =ln(x)

1n(1)=0; In(e) = 1
In(a.b) = In(a) + In(b)
1n(2) = In(a) - In(b)
b
In(a?) = n.In(a)

fix)

In(e*) =avaelk
e®® = aya>0

Ensemble de definition : R
Ensemble image : R

-
fest continue sur R

iy ) = oo




II. Ensemble de définition et ensemble d’étude d'une fonction

1) Ensemble de définition

Soit f, une fonction. L’ensemble de définition de f est I’ensemble des nombres réels x,
pour lesquels f(x) existe.

Rappel des opérations impossibles division par zéro. racine carrée d'un nombre négatif,
logarithme d’un nombre négatif ou nul. autrement dit :

R’ » B [0: 4[] —>R 10 4o —»R
X— 1/X X — X X F— In(x)

Exemples

2_ ’ - r . .
v Soit f(x) = % déterminer l'ensemble de définition de f
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2_
v' Soit g(x) = exp (xx+31
-\

). déterminer I'ensemble de définition de g
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2) Parité

v Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R centré en 0, est dite paire
lorsque : Vx € D f(—x) = f(x). Sa représentation graphique est alors symétrique
par rapport a I'axe des ordonnées. On étudie alors f sur DN R,

v" Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R centré en 0, est dite impaire
lorsque : Vx € D f(—x) = —f(x). Sa représentation graphique est alors
symétrique par rapport a l'origine du repére. On étudie alors f sur DN R,

f est paire : f est impaire :

Y oA Cs

M

f(x)

f(-x) = -f(x)




Exemples
v" La fonction cosinus x — x? sont paires sur R . les fonctions sinus et x — x2 sont

impaires sur R . La fonction tangente est nnpaue sur R \{ + km; keZ}

v" Soit f. la fonction définie par : f(x) = — étudier la parité de f. pag e 7

N j - A - 41 .
.....—85 ............. =344... d'mwuwoﬁchMWe’m'We Chapll're3

1 —=c+A1

@ Q(é ..... £ __2_)_&__,_.{, f(z) okng gz,)_ JQ"C,?Q"'

v" Soit g. la fonction définie par : g(x) = sin(x) — sm(3x) étudier la parité de g. h Pi)‘&, r\-l—\/;"Pa‘}E .

v" On appelle sinus hyperbolique. la fonction définie par : sh(x) = ex_: étudier la

parité de sh.
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Opérations

v' Sifet g sont paires sur D, alors f X g (et f/g g+ 0) est paire sur D
v' Sifet g sont impaires sur D, alors f X g (et f/g g+ 0) est paire sur D
v' Si f est impaire et g est paire sur D, alors f X g (et f/g g+ 0) est impaire sur D

Exemple

3 cinZ
Soit £, la fonction. définie par : f(x) = 22 &)

de f.

sur D =R \{Z + kmr ; keZ} Etudier la parité

cos(X)

----------------------------------------------------------------------------------------------------------

----------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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3) Périodicite

Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R , est dite périodique lorsqu'il

existe un nombre réel positif, T, le plus petit possible tel que :
vx € D\f(x + T) = f(x)] On dit aussi que f est T-périodique.

Soit fo, 1a fonction définie par : fo(x) = f f(x) si xei[xo,xo + Tl . fo
L 0 sinon

motif de la fonction f.

La représentation graphique de f est obtenue en appliquant sur la courbe

représentant fo, les translations de vecteur KT.1 ot k est un entier relatif.
On étudie alors la fonction f sur l'intervalle [x,, x, + TJ[.

est appelée le

Pa

f(x+T)= f(x)

g612

Chaloitf'e 3

Remarque On peut alors écrire : (voir TP)
)= .+t +2T) + £t + T) + £, (1) + fo(—T) + fo(t — 2T) + - = X%, fo(t — KT)




Exemples
v" Les fonctions t — cos(wt + cp) ett = sin(wt + @) sontz—n — périodiques. La

fonction t = tan(wt + @) est — — pértodique sur R \{ + km; keZ}
v" Soit g. la fonction définie par : g(x) = sin(x) — sin(3x). étudier la périodicité de g.
NAF— N
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I11. Dérivabilité

1) Définitions et opérations Page 14

Soit f, une fonction définie en a, on dit que { cst dérivable cu a lorsque : la limite

suivante liim — ”"-t est finie. On la note alors {'(2) et on ’appelle nombre

dérivé de f en a.

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------




--------------

Exemples

v' Soit f, la fonction définie par : f(x) = x*. 085 = IR

\ /)
Dérivabilité de fen 3 : L= L. &) - 73) = Lan. *"’.9 r..::.\...f.).... . ..............

X3 -2 23 X-3 o
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Soit f, une fonction définie en a, on dit que f est dérivable en a lorsque : la limite

suivantellim (xi _Z(a) existe et est finie.On la note alors f'(a) et on l’ay@)mbre
— 9ge
14

dérivé defen a. ha pir
— re

3

Soit f, une fonction définie sur I un intervalle de R , on dit que f est dérivable sur I,
lorsque f est dérivable en tout point a de I. On appelle alors fonction dérivée de f et
on note f’°, la fonction qui a tout élément a de I, associe son nombre dérivé f'(a).

Si f et g sont dérivables sur I, alors : of, f+g, f X g et f/g (avec g# 0) sont dérivables
sur I. (e estunnombreréel) et (i) = af’ ,(f+g) =1 +g',(fg) =f'g+fg et

(c o, f'o—fgor ca

I P— e
5 O/ 7.

g
S : "I et g est dérivable sur f(I), alors g o f est dérivable sur I et :
(830 =@ Hxf )

Nlaeng * I




2) Formulaire U est une fonction dérivable sur . Can opninal -
Can ?N&ou.l.wu: U-x =021 A —
x")' =n.x"! vxe RvVneN-{1} T (U™ =nUYU™>! , UMD < R ChaDitre
40 K
= X$XL?>I+ s)
1 * *
(‘&)‘m Vx € R%=]0; +oo| (VU)'= gl’) u() € R;
= — >
<
INeg 1 * 1 ¥
()= vxeR < (=3 uwew
(eX) =eX* Vxe R (eV)’ =@e” , U <c R
|
(nx) =1 vxe R v (In(U))’ =@U’>, U@ < R,

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo




--------------------------------------------------------------------------------------------------

..................................................................................................................

(sin(x))’

—_—

cos(x) Vx€ R

(sin(U))" =U'.cos(U) , UMD S R
=

(cos(x))' = —sin(x) Vx€ R (cos(U))' = —U". sin(U) , UD <SR
{tanix))" = = 1 + tan?(x) (tan(U))' = U—; = (1 + tanZ(U)) : lij

cos?(x)

VX € R—{g+knoﬁkez}

~ cos?(U)

U() S R - {g + kot kez}

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Exemples e
v f(x) = (2x — 3).cosx UV) = U V*'UVW (Ca”!

fl(x) =..2. Ce:oc.-[n(Q-.oa—-%) (M?ﬁ-) .:.-...‘Z.Ce:ae.._..ég_m..,?:)..zw;«?& .....................
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) =
Dn = R617Cha _
1
H(®) = Aol Eon B 2 ... T SO
U /
A\;(\'x' hwo \\O/l

..................... = W%}_{(a),qa
" ‘x-—\g. 7X-o0o. / 9?

: o ® -0, , : . si --
v A Iaide de la définition du nombre dérivé du/Sinus ey 0) calculer : }tm(} S“l(t) =4
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r - - C
Interprétation graphique f

e Fage 15

C .
K- LA- hapitre 3

f(x) ................................. o o SRR M ‘ (x)—f(a) -
-m est la pente de la droite (AM),
LCOrS

que x tend vers a, M tend vers A le long
de la courbe, et la droite (AM) se rapproche
de la droite Ta, qui est la tangente a la courbe
au point A.

...................... Conclusion = p_\ 3/ Wl enoc

i
=f'(a) vest la pente de la D/

tangente a la courbe au point A(a,f(a)).




Conséquence Equation de la tangente Ta 3 Y = L

) Pa
......... b ot . Toe o2 B0 bt B Chai




Exemples

Page 19

v la tangente en O a la courbe représentant la fonction f définie par :

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

T .;...g.:-.é?iq\(zvg) ............

Ak)=0... L) =327 fg..(o)..

lo'.\‘ :.Oé ................................

——

Tac UeBa) 2D
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------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

v Equation de la tangente en O a la

courbe représentant la fonction ’Y‘)
définie par : f(x) = 1 ,’\',,_ '.1
B |@9 / ‘3‘
..jo.'z.!j ‘-.:f(@) -+ ;? .((.Q\-. A SESANER S & \’f— /
| x v)/ - - — > X
Jo)=AA o ()= ()T’ T ] :
-4 A
’X'(x): m( ez__e.’.‘)./.:.g.(ﬁi .e7j; Fhe /CoAvus l\%ejm\ﬁ-m
/g(/o\z/_i}.a ................................



v" La fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0. /g ()= ‘f; 09‘? = TRy [ '

f(x) 2|0

+9

4 4@

S+

4

/

-
/'
|~

ﬂ--’\ _45_ A
(X) (x.>= ﬁ:%x=i—‘4’/a
Z 2

A — 1% :
/g(()C)_': —_— 08{’-4?\4__—,30/-\00[

En O, la tangente a la courbe est donc
verticale tournée vers les ordonnées

positives. y ) A /‘Oz
2,40
A_lb e
2\ Ao —N J._/i/z' X



v Redressement double alternance : V(t) = |sin(t)].

Page
2
Dérivabilité de VenO: l)/w\ V(—l:)—- \/(O) ..... llav‘ 1A k= —lel%-—w-‘—‘z—‘ .......... .Q-(;hapitre 3
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Vo D1 G B o g A IS
c Uned P Sbvable eno %




v U, la fonction échelon-unité définie et représentée ci-dessous est-elle dérivable sur
son ensemble de définition ?

. p— | o 2 :
U(t) — {O s1t1<0 — 22 Cb) .e,c,r\n.\ﬁh. o‘p. HW\S\J& . 0 Chapitf‘e 3

1sit>0 -

C‘.‘eA’ =



3) Sens de variation

Soit f, une fonction dérivable sur un intervalle I :
Si f’ > 0, f est croissante sur |
Sif’ < 0, f est décroissante sur |

4) Extremum d’une fonction

Définitions :

- Une fonction f admet un maximum en Xy sur un intervalle I ou elle est définie, si pour
tout x de I, on a : f(x) < f(xq)

- Une fonction f admet un minimum en a sur un intervalle I ou elle est définie, si pour
tout xde I, on a : f(x) = f(xq)

Théoréme : Si une fonction f est dérivable sur un intervalle I contenant x; et si f’
s’annule en X en changeant de signe alors la fonction f présente un extremum en Xg.

X a m b X a ﬂ;\ b
f'(x) + \0 ) - f'(x) - ky t

N’
M

Page 21
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6) Dénvées successives — Fonction de classe C"

Définitions Si f est continue sur Pintervalle I, on note : f € C°(I)
Si f est dérivable sur Pintervalle I, et si f' € C°(I), alors on note : f € C(I)

Si f’ est dérivable sur I, alors on note f' = (f')’ que I’on appelle dérivée seconde de f. Si
de plus f” € C°(I), alors on note f € C(I)

Plus généralement on définit la dérivée n™ de f, notée f™. Lorsque f™ € C°(I), on
note f € C"(I).

Exemple
i(t) = cos(wt + @)

Page 22

On dit que i est une solution de 1’équation différentielle : y”'(t) + w?y(t) = 0.



Exercices Page 39

Exercice 1 Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer son ensemble de définition,

calculer sa fonction dérivée et son ensemble de définition :

1 t+1
f(x) =x*+3x*+3x—1; f(x)=x+;avecx¢0; g(t) = 1avect=f=1;
= = = -
W 1\
h(t) =vt?+1; l(w) = - wz(Lm——) [ Z(w) = VR? + L2w? ;
h() = (@) = —— ; [X@) —) lZw) =
i(t) = W2 cos(wt+ @) ; f,(C) = : W(C)—le W( —le
W =INaCELOET @) 5 Do FViC 2 C 2C *

V(x) ——(sz + R? —x)

X(w)- (L ’9 -‘1’~ V) .=90'U
2k \/V\CQ ) /\y ,(LU___. (:L 4_.

—— — T | ® | c———

C Wwt

U" L_l-._:(_’

X(W\_L(/,,; ?—\(Lw———-—\ ﬁ@"”" 32
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Exercice 4 Soit un générateur de force électromotrice E, de résistance interné\r et le circuit ci-

dessous. Déterminer la valeur de la résistance R pour que la puissance d1351p7 y soit

R

maximum (on trouve P(R) = E2. = ) >o\

P(R) = (R”) 09? = YP\: Ce\.l'eut 6=_r.:*l__l

/ ) ) )

[R::Ez. R > U )= V'V UV

PR <CR+f)° (V) Ve
_-;EZ ))(_:E.)“‘R ?)(R+")4\>CU)J PXSIIL

(Rer)” =

2 Q_&y[a*rhz,e] (Rer) L 1

=&
-6 (R 4-:').(’!9\—\%)'5

, P <)
?(P\ =t r R .4—-9 r-R>20 < —RZ2-r(= R<r
— ‘?»r( >0




(e)= &+ o tumagte al lungigonlilee
R o [T \flee yoo F(ﬂ)-.‘;(?
P

PLr) o/ — ik
% Concurm 24 (PaSSamee
g e oo PWSSame nexinols o{l'zﬁ

= PN=0 -

6 o700
- O(R) > as‘ymr)%li hovi gorale Aly%
K‘)OTPG'): et _ EC _ =

= Vo PR = Dt e R i £



Exercice 4 Soit un générateur de force electromotrice E, de résistance interne r et le circuit ci-

dessous. Déterminer la valeur de la résistance R pour que la puissance dissipée y soit
R

" (R+1)2 ) ,

maximum (on trouve P(R) = E?




Exercice 2 On considere le filtre passe-bas suivant : P dge 39

Chap:
R o = 0 Pitre 3
L 0
A A
U, c __ Uo
®
L _|u

Sa fonction de transfert a pour module : T = =

J1+(RCw)Z

1
1) Exprimer le module T en fonction de {2 = wi avec Wo = —— .
0
2) Etudier les variations et représenter graphiquement la fonction Q +— T(Q) sur
I’intervalle [0; 4oo].

U,

40
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Exercice 3 L'impédance d’un dipdle R, L, C sous une tension alternative de fréquence f est : Page 39

2 Chan:
Z=\/R2+(Lm—L) avec : @ = 2mf. ap/t,-e3

Cw
1) Déterminer le signe de la dérivée de la fonction w — Z(w) sur R**.

2) Etudier la fonction @ — I(w) = % ou U est I’amplitude constante de la tension,

puis la tracer.

@) Bz =& /

Z/(w).= “’;4 . V(W)= R (L\.u _CLA_.;_L=\ L' (W)= LW—QJL
gz )= 7P /
UYm):l(LQJ-é‘;}(Lw,;__J) ( ) fg
=oAL
V' @)z 2 (Lw- 4\, A >° w
) Cot
AN A
2'(w). = \ooiw—w} (L+Cwb >0 = w4 >0

2 | R (Lo - 22 > cw 43



Page 39

|
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Partie B : Calcul de limites

Pa
8ge
26 Chapitre 3

Formes indéterminées FI Soit xo, un nombre réel ou .

Remarque lim f(x)*™ = lim exp(g(x).ln(f (x))) cette écriture permet de « lever » les formes

X—X,

5 - . . o0 0 0
indéterminées suivantes : "L7","0 "et oo™ "

Voicei quelques techniques permettant de « lever » une forme indéterminée : 46



Technique 1 : Croissance comparee

P
8e —~——
Définition Soit xo un réel ou = oo. On dit que la fonction f est négligeable deVa2.§ Chapfl‘re P
f(x
fonction g en xo lorsque : lim E ; = (. On note alors : f(x)<<g(x)
x-% g(X X0
Théoremes] Soient : 0 < o < 3 B 22 "
In(x) << X% << x" << e* .
@r - _@ - (JJYH 2(_ -0

“eA“vu'?UWH: devark. ... eriroo ” S bl S
Exemples : Calculer lim f(x) ou f(x) =xe" - X’ —xe™ x. =
........................ @\\-}W—O"”

- 2 z .
.................................. X 44 L s i X e P) = 122
©° o9

W—yr00

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------




------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In(4x) &(x“): o O X
X X _,@M(A\(B) = «e\ﬂA—l"a“& :

..................................................................................................................



Technique 2 : Expression conjuguée A -B (A _ F))(A -r@ _ A—i-—- BT

Vi ET Wl y
X

Exemples : Calculer lim f(x)ou f(x)= (o , de A5 .
) Page 5 -
\ o
_9,” ......... Ao B Ko B A B . Pitre 3

......eg(xor— Nargt -4 X\SA-&_J;_?'-\--»{ m____’HJJ—xf'— A — x

................... o 20Y

x Voarz- + 4 "C(\l/f-rx“' —-\-4> = V A+ "'“)

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

\/x3+3x—3—x
+
x-1 A + B A:L — 2

2 L
* +3%-3—
@G L) E S s ax 23

Calculer lin} f(x)ou f(x)=

- 3 : 2
A - ).g. 313 .................. e e Gf\/l}i\ﬁ—\ [7(, L=
{(m [2-1\ (\"Z-\’; -2 & 2) \‘2}—\—31—‘: + 2oc -4 g ) 2

.................................................................................................................. 49




Technique 3 : Théoremes de comparaison

Soient f, g et h trois fonctions définies sur [a,b[ ou b est un réel ou £ Page 5 |

1)Si Vxe[a,b[ f(x)< g(x) et lim g(x) = —o , alors lim f(x) = —

2)Si Vx e
3)Si Vx e

:a, b
:a, b

Chapl'tre 3
x—b e

: f(x)=2 g(x) et limg(x) =0, alors limf(x) =
x—b

x—b

: |f(X)‘ < g(x) Etjinh g(x) =0, alors limf(x)=0

x—b

4)Si Vx e

des gendarmes)

:a, b

: h(x) < f(x) < g(x) et limh(x) = lim g(x) = L, alors lim f(x) = L (théoréme
. ~— . x—b . x—b . . D

x—b

/

Exemples : Calculer limf(x)ou f(x)=

A~ Ao pae Aa\ﬁmtl Qv+ 09

sin X&—

TN e e bttt * s GENSEEID . 4 » % 8 + 4 8 8 4 8 4 8 4 4 8 4 % 4 % S S S S S S S S S S S S S S S S S S S A S S S s e s ee e e

..... Cow»—a\xm_a:i._—_ ' .../.(_..z.o.,.a&n/.s.).‘mfn‘,, Lo . Ao Cend apmeo...Lismn zf(i)O: o

ne —uP X A—tage D



Technique 4 : Equivalence

P
d8e 29 Chapi, ——
Définition Soit xo un réel ou 0. On dit que la fonction f est équivalente a la fonco!/tre 2
f(x | \ - ’
en xo lorsque :( lim (—) — IJ. On note alors : f(x)~g(x) \—? ed-équu/c\.amb a9 oo
O &
e
Exemples : Montrer que les fonctions f et g suivantes sont équivalentes en oo :
e e
X -X X _ 6 —>
e +¢e e Wt — =
I(x)= et g(X) = e : \ ° !

Sk s
S |

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
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Page

29 ¢ ch
Ne fo» a&\m%w‘ Witre 5

Tout polynome est équivalent en =00 a son terme de plus haut degré.
Q) Tout polynome est équivalent en 0 a son terme de plus bas degré. @

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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S

g(x\ ~ f(o)... z. 30’(0) Page 29 Chap;
l‘e2

Si f est dérivable en xo, alors : f(x)~f(x,)+(xX—X,). f'(xo) @ —‘

0 \A

@\uahaa &.hkmwaemﬁ x ef enXo

Compléter :

SIN(X)~. M0, .p. 00 (o0, O\M W SO, - W s 38 T, (.X\MCO,OHS>..’..U_..Q:9.‘{..5)
o
V4 2) "
o o €%
e" ;...€.+..cc‘.€ .......................... Ae...... QNA-«:] ......................................................
// (0] /l 2
In(1 + x)~ ’QV\(A.LQ)_\-...O.C..._/;.; ........... Q\ﬁ*)*@y\(«Hx\/:oc, ................................................
// (.’O“U) = —J" —-)(‘ew(’{"'x))/: :(TA;:_
Vi+x~ X0 oA i Adenc.. .\/.4ecx..m.4+r_Lac.) .................
0/, 2 ro _ ° 2
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y
: 4
sin(x)~ x
0
2
\ ;
- -2 =l 1 e ™
(x from <3.8to 3.8)
-2
—sin(x)
-4 ——
b 4
In(1+x)~ x 1
0
X
-10 -05 05 1.0
-1
(x from-=1to 1)
-2 —In(1+x)
- X

(x from -2.5to 2.5)

-2
i
y
X
Vi+x ~ 142
R 2 1.5
1,
0.5
= .

(x from -2.5t0 1.5)
— V1+x
— 1+x/2

X
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Applications en physique :

Le pendule pesant

@ Equation en #

@ Mise en équation :

§+ké+§Isine=o
e Equation différentielle :
e Non linéaire!
e Résolution analytique compliquée

@ Solutions possibles :

o Si @ petit alors sinf ~ # : oscillateur
harmonique

0’+k()+510:0

e Résolution numérique
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(x) (A+.<>)°.‘.‘,..o.c‘,o(..(4 FOY e Bt (7)o A v
/ _ ot
((/{Ht)os: & 1(44'0;)0‘\ ........... (L .'::-. PS.U.?!). ..................................................
tan(x)~..[.f@r.Q.-J-..’-?§.-..._/..‘..n ......... a‘veur.\"wnxf\/% ............................................
0 oo o
....... (ta’“”‘-),:.-i—:/l.l_ e,

E?(ﬁ”;’ pr)- = S = (e

cos(Xx) ~. (»o W~ o (.....Mcp.) .......... c)\@«a NS Y, A,




Pag e 30

Chap/tl"e P

Si f est 2 fois dérivable en xo, alors : f(x ~f(x0)+ (x—x,) ' (x0)+ = _ZXO) f"(xo)

\\

I

T en . ’ \J
{(1\ ?{(0)4. ’130'[0)4. _9%. 30’[0) e 3 ° Jwvaﬂow('
cos(x)~ . A L xx.0. -(-%. =pD)........... AA‘L@‘KWA_.?_C:' ...............................
0 ° 2
f(’t\:cvz%"p‘(t =AM glI(’L§1;— (e e,

”(7_\ —;(_—A‘V\»’K— cos(x) . 1——

2
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Chapitl'e 5
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Pa
ge
30 Chg Pitre 5

Opérations

- Soient f1, g1, f2, g2 quatre fonctions et xo un réel ou + 0.

r

rfl ;‘“gl f,f, ;"gl-gz
Si <et alors <et
f, =82 f_1~g_1
\fz Yo g,

(pour le quotient, f> et g2 ne s’annule pas pour x voisin de xo sauf peut-étre en xo)

- f, g, h sont trois fonctions,

Sif (X); g(X) et !l_gl h(x) = X, , alors f (h(x)):g(h(x))
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Exemples : Chapitre 5
x’ +3x° 'xq' * 5
Compléter : f(x) = — e e T e A
ompicter : 1(x) xx-)’(® = x? U
oo e L 100 2 e (20). 2202
W 4P N1 00
..... (,,; ><
B D Gasaik. gve.. & .2 Ax X VR T
2> 0 X—=0
....................................... GV\{»*X—\[Z s N
J__ e, XY
= |
.................................. A"”SQ«NA—!"’I,
=9
J?»(M% ~ 1 Cn zaik Ln (44 ,CVX Fe%ezi}/\%/sven/#i)m 4.
X/ x40 A o /) 25400 *
On e x‘;;“_,_.,? o 63



_ . . - Chapitl"e -
Théoréme Soient f, g deux fonctions et xo un réel ou +oo. 2
Si f(x)~g(x)alors lim f(x) = lim g(x)
7
Exemples : Calculer lim f(x)ou f(x)=— & i() AX +21) -
X% x"+2x°-1).3x" =1~
\\} / 3 * *
.......... @3?.«gbc)/\l("“’:—'\"3‘:’._..,(——I'3 - =% -
7 BN =2 (v)- x-3x" 9 acC
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In(l + ) Page 3,

* Calculer }(i_r)rgf(x) ou f(x)= = Chapitre2
= 5?&)
No v
@"'S" ............ {[x\.{‘.\/ ........... (P2 Cimrnmn o i A TP
.................... Am:.b«mg(x);ﬂ-
%0
,;(\ng[x)&gC&):.’Q“f::t\a(ﬂ .............................................................
X0 2
\ B a!/a.\g .9“(,{-\.2/,;)/\17-2'
@\%” L[+ X) 2 X G poe X2 50 . -
c >x)
\fcwx:‘\\o/ X Cn poe X 3&30 b2,
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lld\/\« (/( + A—) Page 32(‘/7
40 x apitre 2

\/\/—:/
@ i AN /
/Q'V\(“d) O(-QV'A

Aﬁ:@?{‘®"‘»ﬁ?> = &£ = & 5 A>o
o g Rl At |
g(x>._(4+g.) — e =

/QV\(J+L)N = (Pogz3o\

/] xHxNP

N TR S R PO Y STEEA -y
x

) x0° =
¢\ x0°
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e 22 V2" Fr () =9 (%) -
e-> o 3[1) o = % 9’“)_0

0

£(x) Y M‘P[’X—Wn)f,{?&) ; (-5 f (en) ____.{'(m)

——

g(x) % %;6«%«»(1-%)3'[%) (22579'6e)  §'()
o

D 46 e

elalalaleletn TP ¢ ¢ ¢ ofoldalle® * * ¢ Celali TP

x-N g () 3'[&)
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Technique S : Théoreme de I’Hospital Page 3>

Si f et g sont deux fonctions dérivables sur |a,xo|[, dont la limite en xo est nulle ou mfime
v \\o 70 WY Rl
si g’(x) ne s’annule pas sur |a,xol, et si la limite : lim i existe, alors : 5 o "o
XX, g'(x)
f(x . f'(x
lim ( )—llm '( )
X—X, g(x) XXy g (x)
Exemples :
sin(X W .
i S0 0" @D Rig e Mgl Lz Lo (o) N, G
x—>OX + X L PRY, (%-\-31) 0 2_24-3
.......................... }EALL-:. f—.—.
2
(autre méthode : _AW® _~J. % A Qdeme Lo A,




2cha .
tim X e @D Rigle e Uspihala Lol ST Yapitre ...
) \r_ V= oc — +0° ('enx)

..... L:LU\'» 2= =Lu\-. x.—;lﬂrn\Ef_._:._.\.eo.

%400 a 2340 9 Ne—>40° 2

x
(autre méthode : ... 4w L. N ... Ame. . on V2 00,
oo x4+ M
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x>0 x> 4 5x° o Chapltréém
— D 2 (2¢)
Lol 2 =0 ED). . Ricfode Yo
"o 3l Ao o @ 96{9 P
Lo lwm. 26 @oCa) oo o2 é——”‘w@”‘) ENL Y N29) S
22 =D 6x+ Ao 10 5 29 &[ }
{antrematthode s ... v ssumssamsns s . R T 10 A SR 255 M
Ct"-\ 2
_A A—=— -1 —

........ C&Cza)mf\./ > -_-._ff._..;__.?_-.c:l,e»»c [=._.2........)
2+ 5™ ° Sx™ SxT > s
............................. @P X N.-A._...?.S:-Page,O-r-

o 2-
.................................... X:Z‘&-.-——'JC



Exercice S Calculer la limite des fonctions suivantes au « point » a donné.
x*-Dx?+3)

1) f(x)= i i _ : A B
) 2x(x" —-2)X(x“ +2) = l"groo%( ) 9ge 40Cha,oitre3
2 g)=E Z2ED o L g -
(x" —2x)x" —x) 5 s
x°®-3x%+1 B \}:_\n(x\ _ ) ZoC. S )
» S (x+1)(x* +3) = e ¥ Gx’-‘«-zx)“.&u\-ez)
H =22 ek Li- g6 -
5)f(x)= x"‘;;-_.\-fx 2—1 a= 00 l;:;:og(x\ =
6 f=2 a3 AR

R =F

71



D f(x)

A

_ (x*=1)(x*+3)
BEEDE D

(M o
~J A XX

+c9 Ar x %<t

% UGy - 327 (FD)

e R

cnmm——
r o0

a=xw

> = 2. =oco
gty 3
74l~:’;mf6t):l”': > 4o
zi OX- LM 796()__ o+ 20 82
g < 2% =0




— - =X
ﬂ(xE - 2x)(x* —x)
\uvn%(h) = “2?_/'
oo
3 8
?C‘XJ I L x* =x 4
e Zbx x? x
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x®—3x%+1

) A= D 3

a=x

LANWL:CX) \loo /7 @

K+ ’0°

lf'\(\() ~J =~

2 T xacH
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4 f(x)= "‘:’_;“1‘3 a=1

lﬂmé’(t) o ” |

-4

gE)=otr 23 1 g0 +§(): (o) = uleo)

o % 3/(1)_-_ 2x+2
@)= 2>~ :::L L\\U/)-\—E(:).(x-/l) = 3(x-)
o o > l’\\(l): 3x”
26) ~o 1= 3% love Lim§G) = U
X4 3

24 3(7(-4)
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Jii1-2 o @
0) 1x)=—"73 S s C eany

W 0y @7 A-B)a+5)- A5 p™

o
ﬂ,_)__\‘x-\—’\ — = UG +Z A ZL _ <+A—Lp
x -3 Vs (B Cx—a)(\[;:\_+2—> (1‘3)(\5-:-\-23

o= 25 2
(e-5) (=1 +2) Voeat + 2
km'gc"'):‘-anw A ___;7/{43 _/_f_
De? 223 U, +2 24 +2 Y
~—
2

Puts fare la 2%exle page 27
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? (27:)". 2x 322> 322 X—0

(@b} = a8 / O (aram) A 2
— x-0 \ X=2x —>0

(22:)‘_—: 8"1“ = /'61(‘ %‘\(J—P )() ;\/ X x—o
-0

o 20
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Partie C : Fonctions réciproques de exp et tan|

P
ge 34
Chapitl‘e 3
Introduction

Une fonction f est définie sur D, un sous-ensemble de R , si a4 tout x de D on peut associer
un unique nombre noté f(x), et appelé image de x par f.

On écrit f:D ——»f(D)
X ———— y={(x)

D est appelé ’ensemble de définition de f, et f(D) I’ensemble image de D par f.

Peut-on déduire de f une fonction g, définie de la fagon suivante ?

g:f(D)—» D
y tF——»x/y={(X)

La réponse est oul, a condition que la fonction f soit byjective sur D.
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I. Fonction bijectiv

1) Définition

On appelle fonction bijective sur D, toute fonction f: D—> (D)
X F——— y=f(x)

“umw/u'.qu.l.
vérifiant : _ @y ef(D) @XED = f(x) , c'est-a-dire :
" Powtout” “Nexiste ™ “tel que”

« Pour tout y, élément de f(D), il existe un unique x, élément de D tel que y=f(x) »

Exemples
v" La fonction carré est-elle bijective sur R ? sur [0 ; +oo [ ? - S .

A 1o A
‘f?ﬁ’\——?f(%)-:m-rn'wrwk&zcﬁmm;j:/la.olwx am Fe cd damks
........... SO o 1.7 eSO ST, P O S y=x*
‘,E/m*_ilg...___,f(&):m ..... .sz\'hi,edi.)/& ......... M ‘J-,\'dw

e :_é= * . —_— '
v" Déterminer un intervalle sur lequel la fonction tangente est bijective. J : \ |
. R= Tk, o pao bigecze 1. [V | )
f.*‘%z-&‘ﬂ', ez,) 9@ ...... n@&@n Jz ve..l.. . \ l>




...............................................................................................................

Chap;
............................................................................................................... Pitre 5
2) Théoréme A Ao dﬂ.\IGM.
o A W N

@ | Toute fonction continue ef strictement monotone sur D est bijective sur D. | .

Exemple La fonction exponentielle est-elle bijective sur son ensemble de définition ? ‘f - e’x'

Pourquoi ? /N 3
?—Qy(f IR,&_*H_? &P(IR) ﬂl,,,, 3n+m£ /

......................................................................................................




\3 :J?‘L\ = emc :

(-TO%‘SQ- :
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Page 35
II. Fonction réciprogque

1) Définition

Définition/Théoréme Soit une fonction bijective f: D——— {(D)
X F—— y={(x)

il existe alors une fonction notée ' et appelée « fonction réciproque de f »,
telle que : ' : f(D) ——— D

") Y o =1(y)

Remarques: v xe D, ("' of)(x)=x et v yef(D), (fof7)y)=y
Les courbes représentant f et ' sont symétriques I’une de I’autre par rapport a la droite
y=X.
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On appelle fonction tangente restreinte a I'intervalle ]—% - 5[ , la fonction définie par :

tan) = - 5 R

X p—— y=tan(x)

Cette fonction est strictement croissante et continue, elle est donc bijective et admet
alors une fonction réciproque notée Arctan et appelée Arctangente, définie par :

Arctan: R —* ]—-’z1 ; %[

y > x = Arctan(y) tel que y = tan(x)
Arctan est une fonction continue et strictement croissante.

tan(Arctan(x)) = x Vx €R
Arctan (tan(x))=x VX E ]_% ; %[
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Dovivée o Acckam 2
<tam (iﬂic\);w:}» )--—(x.)’ X 2 el
U

CEONBREIEN 1)
( hedramse) s QJ,\;MWM\) _

N

— 2% cox Com (AJJovhx (\‘am(Achz.
(Aﬂé@h’ly% S, ) =4
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b1 4

On appelle fonction tangente restreinte a I'intervalle ]—% : ;[ , la fonction définie par :

tan)) = 2|2 3 — &

X p—— y=tan(x)

Cette fonction est strictement croissante et continue, elle est donc bijective et admet
alors une fonction réciproque notée Arctan et appelée Arctangente, définie par :

Arctan: R —* ]—-'25 ; %[

y = x = Arctan(y) tel que y = tan(x)
Arctan est une fonction continue et strictement croissante.

tan(Arctan(x)) = x Vx €R
Arctan (tan(x))=x VX € ]_% ; %[

d 1
d—x(Arctan(x)) == VXE R
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