Les matrices
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Calculs de base




v Transposée d’une matrice cairée

Soit A = (@;j)1<ij-n Une matrice carrée d’ordre n, on appelle matrice transposée de A et
on note ‘A, la matrice carrée d’ordre n, définie par : ‘A= (@ji)1<ij<n
Ae M(n, K) donc ‘A € M(n, K)

5 1 —1 5;0 gy ©
Exemple : A = ( } £ & ) alors'fA= [ 4 2 J
0 j 0 -1 2 5

Ae bz 0) = TA € Ug(s)0)
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v" Multiplication d’une matrice et d un vecteur

1 s 1 o ? . . i - y 9
Seit A =(a;),.; ;-, une matrice carrée d’ordre n, et V =(X;), ., un vecteur a n

(anxl +a,X, +..+a2, X

=0 n

a, X, +2,,X, +...+2, X (

n
Z X,
1<i<n

=1

(8,3X; +8,,X, +t+a, X

nn-n

A.V est un vecteur a n composantes.

IR UG(3;0)
e oul

XA +OX0 +(1) x2

5 B < 1 3 & A A
Exemple A={2 1 3 et V=|0| alorsAV= | (& A 2) . = ®
1 0 0 2 A O o

TP : Verifier ce résultat a 'aide du logiciel Maxima. ATTENTION : le produit matriciel se
fait avec le point (et non pas 1'étoile)

Remarques - On ne peut faire le produit d’une matrice et d’un vecteur que si le nombre de
composantes du vecteur est égal a I'ordre de la matrice.
- V.A est impossible.



2 0 1

Exercice 1 : Soit A la matrice défintepar A=| -1 2 0 | etV le vecteur défini par : V pe
5 ¥ -8 %88 23 char
3 pltre 2
(—2). Calculer A.V.
1
7 2 o
S 2 _© -t )= | —%

I




- -

— X . -
Application Soit V = ( ], un vecteur du plan muni d’un repere orthonormé (O, 1, j). Soit
y

X' —> : P dge
o un angle. Cherchons | |, les coordonnées du vecteur W, obtenu en effectuant la rotation 7 Chg Ditr
8 €2
d’angle o du vecteur V.
—— >
? W = AN 7. Ae ng (\’R)

- =

S & = W(GI_;V
- 1

)
7

AP \ L S

<o Gon(em) =V

\x = W. b&n(b‘\'“)

x = N, (e o — AR e~ 2= Gt — W 2w X
% & Ve LS (@):
4 :\!.Kg\.&\g.(ﬁax*)smoc.@;e @
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v" Produit de deux matrices

Soit A =(a,),..., e B=(b,),.,., deux matrices carrées d’ordre n.
= Wi Page g
Le produit A x B est une matrice carrée d’ordre n définie par : ch

AxB=(¢;) g OUC; =D azby, V1<ij<n

1<j<n k=1

apj tre 2

En pratique On dispose la matrice A sous la matrice B, de la fagon suivante :

\

-
(
\

n

(

\
L
— L ° \
AxB= ——"\_&'f' . h\]‘b h\’g = A"%é J\(’S(m)
[ |



2 1 1 2 —1 1

/o/\‘)/eiﬂ E')

1 -1 0 ., T
Exemple A=[2 0 1|etB=|1

-A
AxB= 2 o A |z
2 A A

BxA=



Remarques En général A xB = Bx A

-2 Page 9

-3 | ou x et y sont deux réels. Pour quelles

1

1

X Yy

nner alors la matrice AxB. e

I B 0
Chap/'tre 5

0
Exercice Soit A=({3 -2 0|etB=|0
1 -1 0 1

D

=S x=-2
S )@y =5
Ax3(2)xS =0O (O N:&b;w
1-5’ =0 (& /\—2(.&)—-5_—0@6__\4 L\Ei"l'
=)
B"p‘ ,A%%, (/}9 e‘og ;_13 MAZA‘LA"MMLJ-E.’/A' L:_——
- - 0 A
9



Cas particulier

On appelle matrice Identité d’ordre n, la matrice In définie par :

(1 0 .. 0)
0 1 0 .. 0
0 0 1 0 0
Onnote: I =
0 1 0
(0 o o . 0 1)

Ine M(n, K)
Si A est une matrice carrée d’ordre n,alors AxI =1 xA=A

VIDEO DMS

10



Exemple Soit A = [

AxI,

I xA

1 =1 9

1 1 1
3 -2 0, calculer:

EO

DMIS

Page 10

Chapitf'e 5

11



4) Matrice carrée inversible

Une matrice carrée d’ordre n, a coefficients dans K est dite inversible (ou réguliere)
lorsqu’il existe une matrice B carrée d’ordre n, a coefficients dans K telle que :

AxB=BxA=1,
La matrice B est alors unique, elle est appelée matrice inverse de A et est notée A

1
Exemple Soit A = ( J , calculer, si c’est possible A™.

VIDEO DMS

Page 10

Chapitl'e 5

12



i 1
Exercice suite de 1’exemple précédent. Soit B = % 23 . Calculer B*+B et en déduire que
2 Page 4

2 1
Chapitl"e 5

B est inversible ainsi que la matrice B™. Calculer A.B, (A.B)!, B1.A"! . Comparer les deux

derniers résultats obtenus.

VIDEO DMS

13



II. Déterminant d’une matrice carrée

1) Matrice carrée d’ordre 2

a c
Soit A = [b (J € M, (K). On appelle déterminant de la matrice A et on note det(A) ou

|A| le scalaire défini par : det(A)= |A|=ad-bc.

5..3
Exemple Calculer le déterminant de la matrice A = ( 2}§'J

oA :IPA: ’5M-(~z,),¢s.-, S +6 = AA.

VIDEO DIM6

page 13

Chapitl'e 5

14



Exemples

a b c¢

v Calculer le déterminant de la matrice A=|d e f| précédemment citée, en
g h k
développant par rapport a la 1™ ligne, puis par rapport a la 2°™ colonne.

EO

DM6

15



1 -1 3
v Calculer le déterminant de la matrice B=|2 1 1 | précédemment citée, en

p
1 2 -] e 1

- 4 chapy
développant par rapport a la 3**° ligne : e 2
~———

VIDEO DM6

16



---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

-----

0 L 2 e
v" Soit C = [4 3 0] , calculer |C|. P 9ge 7 5
350

-----




(110 2 15 8)
v" Soit D = s - e calculer D| P dge
..... 0 0 30 56| s L0 Chgpi
.0 0 0 200 Fe




Remarques
v En pratique, on choisira de développer le déterminant d une matrice par rapport a la
ligne ou la colonne comportant le plus de zéros. 3
v' Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des coefficients de sa §e 1, ChA -
diagonale. APitra 2

3) Proprietés

Soit A, B deux matrices carrées de meme ordre.
det(AB)=detA.detB ; det (‘A)=detA.

VIDEO DIM6

19



(9611) Az matrix(

Exercice 5 (—Egr_;cg

[2r_2]t

[5.31]

)4

'd
RLAS

o

‘

1=

2 -2
5 3

LA

16

(9214) B: matrix(

5!
o

-ﬁ{

[1.2.3]),

[1,11_2]r

NS

):

3T

AR

ﬁb

i

!

n 28 3

i o1 =2

=5 =il

I

20

] |

[3.1.2],

= Ea

[2,0,1],

— . [1'0'_1]

)l‘

i

di

37 2
20 1
10 -1

(9413 determinant(A);

[—3-—1l—4]

(9415 determinant(B);

- (9415) C: matrix(

223

20



0o 1 -1
Exercice4 Sot M =| -3 4 =3 1) A: matrix(

—1 1 0 [0l1r_1]r
[-3.4,-3),
1) Déterminer la matrice M? [-1,1,0]
2) Vérifier que M?>=3M-2I ).
3) En déduire que M est inversible et déterminer M & i
y-2=% 5] =3
4) Résoudre le systeme : {—3x+4y—-3z=38 T
-x+y=0
7 1075
) o A A [ (% A.A
) SRS -2 3 -3
h x 1. = x\"1 A (& 20
O 4 4 2 s 33 -3
-3 3/~ -3\ _ 2 i
I T R R el |
-1 4 0
-3 5 2
4
-L) A2 - o'l 2 - __[2 o o - -4 32
-4 A2 -9 ‘o 2 O -9 40
-3 2 o fo) o % -2 3
) 1



8

Définition Soit A une matrice carréee d’ordre n. A est dite inversible (ou réguliere)
lorsqu’il existe une matrice B carrée d’ordre n, a coefficients dans K telle que :

——— ~ ‘

B=B.A=ID ‘Z,\é\:‘j'x:’l- \é’/j; =+ O
a maftrice B est alors unique, elle est appelée matrice inverse de A et est notée AL,
N i, -
2
2 - -\ 27 -t
ﬁ"l:%ﬁ—'ltl f1.271 5 (-— )
Nate—
2L = AM-V1" 5 2T - 3T -
AT = V. (%I— "‘) = &1.—(%‘.\: ).
T= /_\L v (BT = \_(/:l\)} I~
A
Tov i (g Bovi
BN = NS .@\‘Qp_/__ A (= ‘:1
Gladar T = outs ~brilpir

22
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3 -—

-X+y=0

|
o . = A




IIL. Calcul de ’inverse d’une matrice carrée inversible

1) Définitions - théoréme

- On appelle matrice transposée d’une matrice carrée d’ordren A=(a;), ., la

. r . r t r . - t —
matrice carree d’ordre n notee ‘A definie par: "A =(a;),; <,

- On appelle mineur d’indice (i,j) d’une matrice Ae M (K)et on note A, le

déterminant de la matrice d’ordre n-1 obtenue en barrant la i*™¢ ligne et la je™e
colonne de A.

- On appelle cofacteur d’indice (i.j) le scalaire (-1)"" Ay

- On appelle comatrice d’une matrice Ae M (K) et on note CoA, la matrice

transposée de la matrice des cofacteurs : CoA = ((—1)i+jA..

Définition Soit A une matrice carrée d’ordre n. A est dite inversible (ou réguliere)
lorsqu’il existe une matrice B carrée d’ordre n, a coefficients dans K telle que :
A.B=B.A=I

a mafrice B est alors unique, elle est appelée matrice inverse de A et est notée AL

Théoréme A est inversible si et seulement si detA 0, on a alors: A~ =

Exemples

da C

b d) tel que ad-bc# 0. Calculer, si ¢’est possible A,

- SoitAz(

25



Exemples

: aj c . : P dge
- Soit A= tel que ad-bc # 0. Calculer, si ¢’est possible A . 17 Chap

b/ |d
*‘MA: o < :o,A_L;cio Jn\.‘c A.Q_p\"t;\.veuv\w-

26



TP : Vérifier le résultat avec le logiciel Maxima en affichant A X A™* et A™? X A .

- SoitC—[1 2

:l 2 ] . Calculer, si c’est possible C! , et vérifier le résultat.
5) C

¥ AD)’C= +2-\"‘$35):2(2°_3)=22.¢o a\ﬁ\:-LCeAL;veu\.;Ld.a_-.
30y —|*o W 3 |
CoC = +\§°\ l” °\+ 3 5 6 ° D
) L
g © 3 o 3 s\ < -l[-
Rt e ) A
3o @ “ o3 ;i6) transpose(22-invert(C));
\C AO -G 0 0 M
(C = —L g 10 -6 3
2 <\ -6 8 -4
-A E o 10 - C
C’ = ’_CZ—C._ b f; ot 3
MC, In 2 -
Ve»lf'- C’C’4 T ow

Pa
ge
18 Chapitl'e 5

) C: matrix(

[0.1,2],
[4,3,0],
[3 5,0]

012
3 510

invert(C), @&y CAA-1:




3) Application

Systeme d’équations linéaires et calcul matriciel

Soit le systéme S -

a,x;, +a,Xx, +..+a,, X, =b,

AnX, +2,X, . +3,,X, =b,

.ee

Soit les matrices ; A =

On peut écrire : B=AX, et X=A"B.
On résoudra donc le systéme en écrivant sa matrice A, en déterminant I’inverse A,
puis en effectuant le produit A'B. Ceci suppose que A est inversible, c’est a dire que

detA#0.

Le systéeme Sp posséde donc une unique solution si et seulement si detA # 0.

a,X; +a,X, +..+a, X, =b

™
A

see

\anl

alZ

a22

an2

a
a

a

\

In

2n

nn /

X

| iy |

X,

an/

\bn)

Pa
ge
ZS)Chanh%PZ

Remarque Cette méthode n’a évidemment aucun intérét pour résoudre des systemes

numeriques simples.

28



2Xx+vy—z2=4

Exemple Soit le systeme :@ Xx—2y+z=-1 .Résoudre S. (On vérifiera les calculs

—-X+2y+2

=9

intermédiaires a 1’aide du logiciel Maxima)
Co&a": Y %

. b/\\ [
2/ v =\ z

(53 (= A2 )x(\g
A \%
+

¥
ST
N
J
AT
Y
*Co-\c,u.\o\g A-\'. et A= _4s
-6 -3 0
CoA = s e
-1 -3 -5

- kB
- A B
dxa-_a )t T\ _a ]2

- 4
) A\N\-L%GA :(:'; 2’13) o ’;:ﬁLCﬁAz :‘—-&3

Pag e 20

Chapitl"e 5



>4(2))

. 2%A +0 a 2 = oY
\/wf: L(
— A =-20-2-=-_41 O\_{

—A 20 -1 == 01

30



Exercice 8

a 1 a
1) Soit la matrice carrée : A=|—-a 0 a | ou a est réel. Pour quelles valeurs de a
a a 1

cette matrice est-elle inversible ? Trouver A dans le cas ou a=2.
2x+y+2z=1
2) Résoudre par inversion de la matrice le systéme : (S) {—2x+2z=0

A) Kedrveslde A kA 20

'17)determinant(A);

3 2
-12a +a +a

2X+2y+z=2

CORRIGE DM8

31



A. La méthode du pivot de Gauss

e iy . . . , P dge

I. Operations elementaires sur les lignes d’une matrice carree 26 Chan:
Définition On appelle opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice A, I’une des
opérations suivantes :
a) ’échange de deux lignes : L; &> L; i#j el o\LA'-‘.
b) la multiplication d’une ligne par un scalaire o : L, < a.L, |

e (c) la substitution d’une ligne par sa somme avec un multiple d’une autre ligne :

GG I L; «L;+a.L,

A LgrimorX S a2 i . .
Ces operations elementaires peuvent aussi se faire sur les colonnes.
II Calcul du déterminant d’une matrice par la méthode du pivot de Gauss

j 0 0 0 0

1) Soient les matrices : Sr=| 0 = 0|, Ur=|Y 0 |our est un

0 0
nombre réel non nul. Calculer leur déterminant. S, ) eFUr ot~ \Ziemgls e \Sr\: lTr\ = \ U‘j o 4":"4



T A O o A o ©
e e Uczlo 1. 0 B

a b c

2) Soit la matrice : A = (d ﬁ f ) , effectuer les produits suivants et donner le déterminant L\- < Leoe LA-
g - \ -

de la matrice obtenue en fonction de det(A) : S:.A, Tr.A, Ur.A — Le Ae\&mmwt—ek

g e E ~ 5 Laacly
.’ ~lA \|e
A r . IT"kl; U\:J\A'\-:l”
5 P &6 v (o-\'r b*(gi L\?L""'Lz 3
O o
l)f-A' L$ = l’3 {—-(‘L\

\'se- A =\ \5e) | ) = | VOB = Y] A =\

\ _f_’/

rﬁ—

33




3) On en déduit le résultat ci-dessous :

Théoréme Le déterminant d’une matrice ne change pas si I’on ajoute a I’une des lignes P3 ge >

une combinaison linéaire des autres lignes.

I

L’objectif est alors de faire apparaitre, a I’aide de I’opération ¢) le plus de 0 dans la matrice
A, de facon a faciliter le calcul de son déterminant. On a en effet montré en 3) que sur des .
ANENT- (8 \11.0:“7?\3 8{“
(o)

matrices de dimension 3 les opérations a) et b) précités dans la définition I. modifient la

valeur du déterminant, contrairement a l'opération c).
(B9)
4) Calculer le déterminant des matrices ci-dessous a 1’aide de la méthode du pivot de Gauss. |
1 & B -4 1 1 1 1 1
A=(1 1 —2) Bz(z - | 1) A=]la b clouabetc
-3 -1 —4 -5 1 -1 & I

r . r P —4 Lt - ™ - .
sont des réels. Ecrire le résultat final sous forme factorisée. [ cioms:«| Al = 44> ] s o) =-5+25=2°

Z f\\‘ckav.G'M . L/ - . fucmgenk‘bw e~ \
o L‘/—mz 3 |4 L
- A A -2 L:_ = o) @ __5 LZ.L_— LL—LI - () Lz ':-’17‘("‘)% (—‘Lo)::Zo-
ey -4 _y
Ls O 5 5 Ly _Le+al, l 0 O0\E|Llse— L4550,

0 34



(Pt\ro\"o\LGeALM L = L
L SCENCSNE )
2 OO L+l
= 2 =A A Ly =|-2 (62 taefarh Pa
8ge
5 A=A s = g R Ll -l 28&29Chapit
re
’Bl: _,A'K -2 Ko —_-4«(L{.-|r2/\:—'6 X X .
_A -2 mcxg,\a\ASa 0“
/FWD\'ONG&LM- . m
«
E A 1 |, [ A AL AA A “
Azla b |ie= - co|loelacalizf o boa ca (L
a* Ay CZ" L, b-o ca L¢<—-Ls-—a.‘Lu ; 0.0 \' LJ(‘—LB—(L"“)Lz

/!

A A fo-d)@oa) (B -at)(a)
a9 Oo-a:) (C-a) EC-\-Q — Lb.\.aa

/_& = (b, a.) (C—a)( C—b)

o (b+a) (c-a)

A= Qo0 | - Cra) )
/k = (c-o) (b-a)( C+a —(b-»—a))

A - (C-a)cb-aX(c-b) .
35



IIT Calcul de la matrice inverse d’une matrice par la méthode du pivot de Gauss

p
ag627ch
1) Smentlesmatnces 0 s Ba=|9 1 []; B,=]|1 01, ity
A &G O ez
(gz‘," 1 1 010 0
k 0 0 1 0 0 1 0 O
M,=/0 1 0,N,=|0 k O0|,P,=|0 1 0| oukestunnombre réel non nul.
0 0 1 0 0 1 0 0 k

Montrer que ces matrices, ainsi que celles définies dans II.1 sont inversibles.

a b c

2) Soit lamatrice: A=|d e f |,effectuerles produits suivants : E;.A, E>.A, E3.A Mi. A,
g h k

Nk.A, Pr.A.

@ ,'qu::_',a_L.l?l;\:_ \F,_l—-l-4 \‘14\__ lEB\_—l \

\“h\ = k ‘;\Nk\ '-"\Bl\ _-# (&) A"v\c G, w'\U»—Ln Af\,\—v.-*-hﬁb; L-VMM.L‘

I 'Ueb\ -’\$r\ = ITr] =A+0 J
36



@): <\,
A
] L.f; >LL“ Mok = Laohla
A * )
e h (o ZA b e\ L, k+o 8628&29C/7 |
o A O h| Los—ts a,O/t,-e
AJ € ,g byasba Nh_&A’: L,_ é-——LJ..L ‘
LA & o Pl-—xpr: La e—hlz
EA,[I;EA ‘_\:’_:Ko A o>
o O A
Eax A - L/L(—:;Lg
E‘}XA - LA > L?-
w: P\‘XE/\ P Cz HC% A—%r(yg-; C,\ Q_—kCA Ne ?a.b u..k;.\L‘S&.. (S,G
A-x-'Ea.: C4<——>C3 Ax NL: CLQ——hCz of'o\asﬂw ‘f'w;-(a\cvlag

K x Ea = Cace—>C2 A’K Pk: C-v><___L«C3 dﬂk-(*\
37
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e
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3) Calculer la matrice inverse de A a I’aide de la méthode du pivot de Gauss. Cette méthode

consiste a procéder par opérations €lémentaires sur les lignes de la matrice A et

simultanément sur les lignes de la matrice identite.

(] -1

0 1

QD 2

(0 0
A
(&)
(&)
o
A
o
o
6

o = O O

2
3
2
1

o A o

Lye—La -Ly
o o A
Ly
A4 6 © 0 | A A o -\ Lie<li+Le
o A © o (o) A o =3 L'-
o @ A o A =1 A -1 Lo
0 oo © A o o s A Lq,
L’—\f_’ N '-1-_
T A
/- ) ) ) invert(A);
\/eu.gha.x-.ma o invek (A) L -
0 1 0 -3
1 =11 =1
0 0 O 1J

4 o o -Nhel-a,

Page 27
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(+] o

o o -3 L‘:.é-—Lq_-aLt,
A o A =4 4 -1
o A o
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