Chapitre 6 EDLCC du premier et du second ordre

Circuit RLC :
q est la charge du condensateur, C la capacité et L l'inductance de la bobine.

Ona:i= —:i Moy = -‘-’: et wu;=l zli +Ri= —% donc ¢ vérifie I'équation différentielle :
¢
d d’q dq q d'q dq
+R—= =0 ou encore |—-
dl’ dt C dr
avec les notations : A= ;% constante d'amortissement, et w, = -\77-5 pulsation propre du circuit.

—

+2A +(q,q 0

Freinage d'un disque :
La vitesse angulaire d'un disque, notée v, vérifie :

Mouvement d'un pendule de torsion :

Moment d'inertie ./, élongation angulaire 8, constante de torsion C, couple de freinage - B‘f ;
*0  _ do
ifie:|J = +B—=+(0=0
8 vérifie : o

Mouvement d'un ressort :
Objet de masse m accroché a un ressort de masse négligeable. k raideur du ressort.

. ’ . . d’-
x(r) longueur du ressort a l'instant . x vérifie : ”‘T: +hke =0}

Mouvement d'un pendule pesant :
Jo" + mga sin(o) = 0
Lorsque les oscillations sont de faible amplitude, c'est-d-dire « « petit », on remplace sin(x) par «
et 'équation devient alors : |Ja"+ mgaxa=0|




Partie A : EDLCC du premier ordre

On appelle équation différentielle linéaire 4 coefficients constants du premier ordre Pitre g
toute équation de la forme : EDLCcC
a.y(t)+b.y(t) = (E)<—

ou a # 0, b sont des constantes réelles, v une fonction inconnue (gue 1I'on cherche a
déterminer) et f une fonction continue sur un intervalle I de E.
On note aussi cette équation :

aZ+b.y =) (E)<—
La fonction t — f(t) est appelée second membre de I'équation (E).

L'équation : a.% + b.y = 0 (Eo) est appelée ¢quation différentielle sans second membre
associée a (E).
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Théoreme : Les solutions de 'EDLCC du premier ordre a/—\+ b.y = (E) sont che

du %,
b delaf ivante : od = /=

obtenues de la facon suivante @ a_g,f)\?_o (€ D
n résout I'équation sans second membre associée! les solutions sont }yﬂ{t} =hk.e =

b) On cherche une solution particuliére de I'équation (E), on la note yp |

¢) Les solutions de (E) sont alors y(t) = yp(t) 4+ v, (t) . Ces solutions sont aussi appelées

"solution générale” de I"équation {E).
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O-A;'a:+ l)a = O (Eo) : %

(EO) Qd'o‘j"b'“a'\’ma.\aba /&éfq;uuzil (\Je)'t): lek” "'Cl = - %'t“" C& , Ca,C2€ R,

aﬁ% _ _t? ! %l;\ =-bt, cz-cc;'R.
o = - M ' _kE+C b
O\‘g\\/_/a ‘ ‘g“)\é\ = Cxéa

: e = e , ]:
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Recherche d'une solution particuliére tau:) - 3°(%)+% P (&) = Kk e,&‘t_. 5 S ER Page 3 chg
= <

Forme de la solution particuliére |
Forme du second membre t — f(t) cherchée t ;p(t}
——> [(t) = constante — @ constante
f(t) = polyniéme yplt) = pulj}mﬁme de méme degré
f(t) = o.cos(mt) + p.sin(mt) ¥,(t) = A.cos(mt) + B.sin(mt)
oi «, et m sont des reels ol A et B sont des constantes.
f(t)=g(t).e™ v, ()= 2(t).e™
ou m est un réel.
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Théoreme : Les solutions de I'EDLCC du premier nrdre@{ﬁ] sont Fage 3 ¢p ) 3 che

obhtenues de la facon suivante : oy “'l"é o
v lt) =H.E_:t}

On résout I'équation sans second membre nsmtlee‘(les solutions sont :
b) On cherche une solution particuliére de I'équation (E), on la note vp —
¢) Les solutions de (E) sont alors y(t) = yp(t) 4+ v, (t) . Ces solutions sont aussi appelées

"solution générale” de I"équation {E).

Recherche d'une solution particuliére 3\5(4’ 53:7- f—> Sclz=3 eOclL= :ff

Forme de la solution particuliére
1221;& du second membre t — f(t) cherchée t o y,(t)
f(t) = constante ¥p(t) = constante
f(t) = polynime A y,(t) = polynéme de méme degré
f(t) = a.cos(mt) + p.sin(mt) ¥, (t) = A.cos(mt) + B.sin(mt)
ou a, fet msont des reels /5[ ot A et B sont des constantes.
£(t) = g(t).e™ (a-)+ rsz?_(a{-)m 2().e™
ou m est un réel.
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1) Résoudre F'EDLCC ci-dessous, sachant que le circuit est iniialement au repos. g

—
AT

Qe RCY +u—E.

2) Reésoudre I'équation (E) sur R : 3%% — 2y = 2t + 1 (on cherchera une solution

particuliere y, sous la forme d’un polynome de degre 1.), avec la condition mitiale :
yil) = 1.
3) Reésoudre: 5y’ — 2y =1t
4) Pour les poursuites d’etudes :_Resoudre les EDLCC du premuier ordre suivantes :
2y'—y = X' —x+2 ; 2y'-3y=cosx-2sinx ; y-2y= e (x" =3)
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Partic B : EDLCC du second ordre

Cette deuxieme partie est consacrée a l'étude des Equations Différentielles Lineaires a
UXIE des Lquations L P;
Coefficients Constants du second ordre. Ces équations différentielles se rencontrent par 8e g ch
exemple dans l'étude des régimes transitoires pour des dipoles B, L, C ap/tl‘e 6

1. Définition / Résolution
®
Introduction Résoudre sur B 1’équation différentielle suivante : ¥ +y' — 2y =0
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Théoreme : Les solutions de I'EDLCC du premier ordre a. E + b.y =1 (E) sont

obhtenues de la facon suivante :

1]
a) On résout I'équation sans second membre associée, les solutions sont : v, (t) =K.e ~al

b) On cherche une solution particuliére de I'équation (E), on la note yp

¢) Les solutions de (E) sont alors y(t) = yp(t) 4+ v, (t) . Ces solutions sont aussi appelées

"solution générale” de I"équation {E).
| Recherche d'une solution particuliére

Forme du second membre t — f(t)

Forme de la solution particuliére
cherchée t - y,(t)

f(t) = constante

¥p(t) = constante

f(t) = polynime

y,(t) = polynéme de méme degré

f(t) = a.cos(mt) + p.sin(mt)
ou a, et msont des réels

¥,(t)= A.cos(mt) + B.sin(mt)
o A et B sont des constantes.

f(t)= g(t).e™
ou m est un réel.

¥, (1) =z(t).e™




Pa
EXERCICES €3 Che

1) Resoudre '’EDLCC ci-dessous, sachant que le circuit est initialement au repos.
R

E C) C ::Tu(l] ,
RCu +u = FE.

2) Reésoudre I’equation (E) sur R : 3 % — 2y = 2t + 1 (on cherchera une solution

particuliere y, sous la forme d’un polynome de degre 1.), avec la condition 1nitiale :

y(0)=1.
3) Reésoudre: S5y’ — 2y =12
4) Pour les poursuites d’études : Résoudre les EDLCC du premier ordre suivantes :

2y'-y =X —X+2 ; 2.y 3.y =cosx —2sinx ; Y-2y=e"*(x" —3)

19



1 -2y = e.(x-3) (E)

— Cm Ala ok \.J,'- 23:0 (E,J ok o.~3'+|°%:o
(.%mﬁ'cu—% M‘é(x)_ “:: Kef%5kelf’- /_Mv\'
O prore. ~1r=e 2 o QQ&WM SR ER LT

yk) = K- -I-E’,(_-Sx
Y)=¢€ (3-3’14-!«3

E(ger)-ady = (<) | A
c . (2'46_\.%‘_2') = €. (:r.".s)
e 2! = e (*-3)
’z' = 23 <=5 2, =% _3x. b Gdoistclhop
x , % 3
Porc . Yplx) = €. (X -3x) 20



Théoreme : Les solutions de I'EDLCC du premier ordre a. E + b.y =1 (E) sont

obhtenues de la facon suivante :

a) On résout I'équation sans second membre associée, les solutions sont : v, (t) =[":.E_; .

'rby =0
a‘\d/-i—g

b) On cherche une solution particuliére de I'équation (E), on la note yp

¢) Les solutions de (E) sont alors y(t) = yp(t) 4+ v, (t) . Ces solutions sont aussi appelées

"solution générale” de I"équation {E).
| Recherche d'une solution particuliére

I

Forme du second membre t — f(t)

Forme de la solution particuliére
cherchée t - y,(t)

f(t) = constante

¥p(t) = constante

f(t) = polynime

y,(t) = polynéme de méme degré

f(t) = a.cos(mt) + p.sin(mt)
ou a, et msont des réels

¥,(t)= A.cos(mt) + B.sin(mt)
o A et B sont des constantes.

f(t)= g(t).e™
ou m est un réel.

¥, (1) =z(t).e™




Theéoréme/ Definition : On appelle équation différentielle linéaire a coefficients constants
du second ordre toute équation de la forme : (E) a.v"'(t) + b.y'(t) + c.v(t) = f{t) {on

a =0, b etcsont des réels et  est une fonction continue sur 1).

2y .
On note aussi : a.%;- + h.%':--i- c.y(t) =t) (E)y¢— Ch

Résoudre I'équation (E), c’est rechercher toutes les fonctions y deux fois dérivables sur |
et vérifiant (E). Pour cela :

n résout I'équation sans second membre associée :
(Eg) a.y""(t)+bhy'(t)+ey(t)=10
On résout I'équation caractéristique : ar’ +br+c=10 @ :
=81 A = 01, ry et rz sont les solutions réelles de I'equation caractéristique et les

solutions de (Eg) sont alors|vi(t)= K e"" + K ,e™ }uil K, et K, sont des constantes réelles
- 51 & =0, ry est solution double de I"éguation caractéristique et les solutions de (Eq)

sont alo rq:ﬂu[tF e (K, +K :tgﬂ-il Kk, et K, sont des constantes réelles .

'Dage 11

-si A<, =®\+_@ et r, = r, sont les solutions complexes de I'équation
caractéristique et les solutions de (En) sont alors
l vyt =e" (K, cos{fit)+ Hlsin{ﬂt}ﬂuﬁ Kk, et K, sont des constanies réelles .
mﬂﬁe une solution particuliére de (E), que 'on note v,

" ¢) Les solutions de (E) sont toutes les fonctions de la forme : va(t)=vo(t)+vp(t), appelées
i solutions générales de (E).

apitl‘e 6
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I1. Etude d’exemples

Exemples Résoudre sur B les equations différentielles suivantes sur | :

Pagel .
apitres
o (Eo)
r _,\o-\-\rﬂ_
A= :4
A=bluac =9 >0 = 2a
ro=_b-¥D _
— 2%
‘j,("-) =il 4 Ka e ; k/\, K.ER

| On 2ommplace. damo (€) - ‘J;_,.\J;_ 2y, = 2% —

20.1— o %+l — .2»(&%"-\—\0'&-\@3 = cc_z__\_’
| 20+ 2one + b — 222" 2lbs —2¢=x=y




20 (2a-2b)>x + 0o +b _ 2¢c :ocz_‘_o,oc._.).r.

C/v\ ;A.thffe;
—20=4 . O.:—-"/Z
0.-2b =0 = {b=az=-2.
20. -2C=—=\Y. AN A ==\ = —2C= - 3
+b-2c Y 2(1\) L DC=—Y /=D \44.2‘

= c_._
oy () =-—a—»’-—-ﬁ:x+€7
. y .
5. A '>’~‘Q*")«‘}“° Ae () donk - *asj wr é(x) V€,4,l/ e_ioc_,.x,(g_
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Equation différentielle du second ordre avec conditions initiales
2
L’équation différentielle linéaire du second ordre (E) a. % + b. % + cy(t) = f(t)
possede une infinité de solutions sur I notées : yo(t)=yo(t)+yp(t). Il existe une unique P dge

1
solution y de (E) sur L, vérifiant les conditions initiales : y(to)=yo et y’(to)=y1 ou to, yo et 4 Chapitl‘e
y1 sont des valeurs données dans I’énoncé du probleme. 6

Exemples
Yy -2y =x" -
Résoudre I’équation différentielle (E) sur R : y(0) = 1]} C)D A O‘A. t?}ons \m.b'.d.b; -
y'(0)=0 2%
’Daf)m\afa%zlz L&ﬂeutww dﬂ.(e) M j(x) W\C*kze __’_(_. _ﬁ{__v.-l—_s
-2% 2 2 &
?Cx )= Ka€_ Lka€ _w__.:(z
[0) =4 KitKp 2= ka-\—\f(,,:._f\_.)(z 2K +2Kk, = _ 2
‘3 L—s) Y (= e ) z..@
\J(o k,.__.lK,_—-"Z:O K._2K, = :2‘-_ Ka-2Ka = :‘Z

/a&a@u.lm«od'c\mc- _2x Ly =% | 2AKkazO

Ay, AL A4..5 -
3[x\_,.-ue_. 1""1"4,7

<|v

K2 = -1y KazO 25
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d*i d1 1
v. L—+R.—+—==E(E)ouR,L,C etE sont des constantes réelles non nulles telles

dt’ dt C B
d
que:R:Z\/; g@13cha :
ol o/ pltres

C
_> CV\ /le'r.»duk, LL”+ R('_,, é_i =0 C'Eo)
CN\/'LQ‘/Jd\Ak L.rt-f-Rf'-r-———-O

A:Rt—uL.:‘C:=( \/”) ko =kb_uk oo

C)/e'\c rA,rz‘—%—/&

o —
Lo s lioun da. (E0) Aok £, (€)= e (w,u. K,_L-W
5 Gn hardhe w__:_m/weukampébwhu&o\a [€) - ano«_,tp:_cji
= \:F"-'—(-"’of-o, Cn @ dams (E): Lx03RxO _,_J de = E(-ﬁob. €EC
o | (O=EC | 26




— /QﬁweutmO\alﬁ) S0 I J..,.,L?
),c&) E¥(luriik) 4 BC 5 Knkacm.

Ux V
QuskSup : (a/hjd’e/\.z el inilialernen) au RUER 54(0\—
e Bk A'fo)=0 -
L (6) = < 2k €. Ko
(k) = - (e Kak) 4 +.O

((0)= o Ka+EC=0 ka=—EC
> V)
C(0)=d —R kit k,=0 k.=
2L e 2L
g

Lo Alor oh dene: S0 = EC. (e

(et ]
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Exercice 1 EDLCC du 2" ordre

Reésoudre les equations différentielles suivantes :

1) y'—y'-2.y=6x"
2) y"'+2.y'+5.y = cos(2x) + 2.sin(2X)
y'—4.y'+3.y= —g.x.e‘x
3)Vy(0)=1
y'(0)=0
d’y 5 _
4)[ o~ 0O =0
y(0) =0, y'(0)=A
d%y 2 _
5){ =T y(t) =0
y(0)=1, y'(0) =0

ou w et A sont des constantes réelles non nulles.

ou w est une constante réelle non nulle.
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