Cours de Mathématiques

Chapitre 4 : Transformation en Z
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Transformées en Z de séquences numériques usuelles (T. est quelconque)

p
f.={f(KT.)}=TZ (F) TZ(f,)=F(z) = Y f(KT,)z™*  98€ 23 &
k=0 aDitre 3
&, ou n est un entier naturel gt i ExZED
B R S— AN
— 1"
T — kT.UKKT
Ke = e UKkTe) Z'T°2;z|>l
(z-1)
o o e
a""* U(kTe) ; |2 >]a™
H B z—a™
cos(okT).U(KT) z* —zcos(oT),) o1
z* —2zcos(oT,) +1
sin(okT,).U(KT) zsin(oT,) p
z> —2zcos(0T,)+1
a“™ . cos(okT,).U(KT,) z* —azcos(oT,) 4™
z* —2a%zcos(wT,)+a’™ ’
a“™ . sin(okT).U(KT)) azsin(oT,) 4>]a™
z* —2a™zcos(oT,)+a”™




Propriétés de la transformation en Z

f={f(kTe)}=TZ(F)

TZ(f,) =F(z) = > _f(kT,)z™"

k=0

af, +Bg,

aF(z) +BG(z) ; |7 > max(RL;RL)

| (b

H.zP : |z|>E

a f(kTe)

T,
Fig) |z|>@

Séquence retardée de pTe :

z?F(2) ; |7 >i

f(kTe-pTe) R
Séquence avancee de pTe : zplF(z) —£(0) - f(T). 7t =~ B~ 1)"[6).2*9-1)]
2> =
R
_____ - =
Z f(nT,) —F(2)
n=0 Zi— 1

Produit de convolution :

(f, *g.)(k) = 3 f(nT,)g(kT, —nT,)

n=0

F(z).G(z) ; |z|>max(RL;Ri)
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IV. Exercices
Exercice 1 :

Déterminer la transformées en Z des séquences {f(k)} de période 1 définies par : Page 23
k

f(k)=(2k-3)U(K) ; fk)~k.U(k-1) ; f(k)=55U(K) ; f)=3*U(k) ; £(k) = ;—k.U(k) : “hapjty, 3
flk)=(k* +2k-3)U(k-2) ; flk)=2*[Uk)-Uk-n)] ; f(k)=e™ cos(ko)U(k)

Exercice 2 : Trouver les originaux de :

z—1 |
Fz)=—— ; F@-=
@) z+3 @ 22 -9z+20
z 1
F(z) = . F(z)=
@ z' +4 @) z —1

Exercice 3 : Soit I’équation :
(E){y(k) —ay(k-1)=x(k),k>1
y(0) = x(0).
On pose X(z)=TZ(x(k)) et Y(z)=TZ(y(k)), appliquer TZ a I’équation (E), puis en déduire la fonction
Y(2)
X(z)

Déterminer alors ’expression de la réponse impulsionnelle (x=0) ; de la réponse indicielle (x=U) ; de

de transfert H(z) =

la réponse harmonique (x(k)=¢€").



Exercice 3 : Soit I’équation :

- {y(k) —ay(k—1)=x(k),k >1

y(0) = x(0).
On pose X(z)=TZ(x(k)) et Y(z)=TZ(y(k)), appliquer TZ a I’équation (E), puis en déduire la fonction
de transfert H(z) = Yiz) :

X(z)

Déterminer alors I’expression de la réponse impulsionnelle (x=90) ; de la réponse indicielle (x=U) ; de
la réponse harmonique (x(k)=€"*).

Exercice 4 : Résoudre 1’équation aux différences du second ordre :

{%)123 ,—y2()i'8k:+11‘) +2y(k) = U(k)



I. Définitions et exemples :
1) Séquence numérique

Soit f, une fonction causale et Te>0, on appelle séquence numérique associée a f la suite
des valeurs obtenues par échantillonnage de f selon la période Te :

IN = IR

k — f(kTe)

On notera : fe={ f(kTe) ; keIN } ou fe={ f(kTe) }

De =)] P(kTe) kew}

T i ¢ ’. ‘>t

fe est aussi appelée fonction échantillonnée de f, T la période d’échantillonnage, et f(KT.)
est I’échantillon de rang k.

Pageg




2) Transformée en Z .

Soit fe={ f(kTe¢) }, une séquence échantillonnée, on appelle transformée en Z de f¢ la

fonction F de la variable complexe z définie par : F(z) = Z f(kT,) z* = ’\—z (f O‘Te))
k=0

On note : F=TZ(f:) ou encore F(z)=TZ({ {(KT¢)}).
Dr est I’ensemble de définition F, ¢’est I’ensemble des nombres complexe z pour lesquels

la série ) f(KT,)z™ converge.

k=0
On admet que F est infiniment dérivable sur Dy .
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Rappel Suite géométrique de raison a : (ak )k

------------------------------------------------------

w )
Série géométrique de raisona: » a* @ —
k=0 | Lo zeme <

ar)

g .)]/"‘l ...... Lat A damel| 2 0 = A o la)<4



---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

3) Transformée en Z de séquences usuelles

Pa
- Suite échelon unité : en supposanUc={ U(k) ; ke IN} ges

h Chapitre3
Uk=4... Y. R E M e et e e e e,
(L) = b= JE(E)
AN S S i NN
e
‘*7 ,! '. : e' ; >t
- T A 2 3 4 &
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- Suite de Dirac : en supposant T.=1, la suite de Dirac, notée & est définie par :
Isik=0 E)
o(k) = ' . ol
Osik e IN 4
SR

>k

‘ s c o . _a, -3
Donc F(z)= ..... ?ohfﬂ) ...... 2..=.900).Z.. 4. S(A)2. 1L 8R)Z .+ 8(2)-Z += =22
............... er. A=2. .. g -3 PO /o)‘2°=/'4=-4""°j‘ Aﬁd““’“
d

MAA.

- Suite de Dirac retardé : en supposant T.=1, la suite de Dirac retardée de n, notée 6 est

Isik =n A Slt-m) = Sm(\:\ /de\\'a
Osik #n P ” gm(h\ - S(\g--h)

4%_‘-*4?\1
: - i A~ =(1")
........................................... i\*-*‘@z—-\-s (pn)Z e

.......................................

définie par: &, (k) = {
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- Suite exponentielle : Soit fix) =a*.U(x) a€ C alors f, = {a”‘ .U(kTL,)} est la séquence
numérique associée.

7;_( ") {(&
J

@ )
ke

DoncF(z)'—......é.....Q* ...... ...

U=
e, am'*s(miw

Vay = ME
(A - %igz

En particulier s1 Te=1:....&0....... G.2Q . ... o e e e e e
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I1. Propriétés de la transformation en Z :

1) Linéarité agf :)C

Soient o,p €dT, Soient f; = {f(KT,),k € IN}et ge= {g(KT, ),k € IN} deux fonctions

échantillonnées de méme période d’échantillonnage.
TZ(af, +Pg )=a TZ (f)+B TZ (g,).

Exemples . _ ..)k“" ':3
-TZ( {cos(k(oTL_)U(ch}): ...... \Z(GaCh\Ub:‘z. e/ +e N\

2
............................................................... é m_-\‘kw
.................................... =4_ -rz().\.l:(e)

2 — —jw
T AP O STDIPEIEN Wt = BN N7 — YOu— o i nm g s R AW
L k-2 N lod=A
................................... ;/‘.{ s . - Lmsi )z > - w2
I - -
.............................................. a z-ez_e5 .............._._.zf_zes_k 20 ze - 22-22G6.y
- A z(z-°)+z(z-e’") L
........................................... A ( T ~‘j'w - W jw
2-€ )(z_e — \ A}
L - — .

........................................................................................................................ ZeT 2e 4+ e.&

WLy

) )
=< z -2(e yr C-4
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2) Séquence numérique retardée

£ oot aunala p

Soient fe = {f(kT,),k € IN}et n € IN. On note f,_, = {f(KT, = nT,),k € IN}, le signal dge 9 Cha:
numérique retardé de n du signal fe. ap/tl‘e 3
Alors : TZ(fre)=2".TZ(f)

T ) = 2 (v -

Démonstmtion ng( \) Z{alzij a}o(o‘tw\ 1 {QA &-"“"’“‘2 K
il onait T2 (J) = 2 FN:Z = E(7)...... {()=0 ¥ k<o
.............................................................. dlo........................ essssenssssssscsssnnssssassans

G usushe, T Q0= = g_fam\z _______________________________

=0
................................................................................... 4%& .=..)g.-..m....c=.;> k= pro~
.......................................................................... (LQ(% P=~“~
........................................................ K, - A ké‘.\‘”(%.?-ﬂ—>"'.°°.
z_ za

P R R Rous ) VT {(f)- Z- ..................................
............................................................... ORI ¢ 25y A

....................................................... "2 {(e\z

3¢ 0 @ Ped causals

....................... TZ(;?(-m\\cz“' ‘z?(f(k\\ 17



as particulier pour Te=1 et n=1, on obtient :

Le retard se traduit donc par la multiplication par z’'.

Char-
Exemple Witre 3

-3 — =3
TZ(U(k-3))=....%..=...\..2...(Q.C‘?:))..—....Z......,.f_.m...z..__é___....z... A

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------



3) Séquence numérique avancée

Soient fe = {f(kT,),k € INJet n € IN. On note f,, = {f(kT, +nT,),k € IN}, le signal

numérique avancé de n du signal fe. On a alors :
TZ(fa)=2"| TZ(f,)-f(0)-(Te)z'-f2Te)z .. ~{(n-1)T)z ™"

Démonstration

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
...........................................................................................................................
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Page 11
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Cas particulier pour Te=1, on obtient :

TZ({f(k +1)})=
TZ(f(k+2)})=

Si en plus f{0)=0, alors TZ( {f(k +1)})=

L’avance se

Exemple

TZ(U(k+3))=

------------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------

traduit donc par la multiplication par z.

...........................................................................................................
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3) Transformée de fa*™ f(kT, )

1z (fa*" £(kT,) )= F(a%) oit F(2)=TZ (£,)

Page 12
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Exemple

TZ({e_Il cos(km)U(k)}) 0 5 S P s S SR S SRS SR ST

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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4) Transformée de {kT_.f(kT,)}

TZ({KT,£(KT,),k € IN})==2T_.F'(z) ot F(z)=TZ (£.) P d8e 1 3

Tz(k.—f(h\)z_z.\:'(z.) 8L F(2)="z ({(») Chap’tfe3

................................................................ QT s

....................................... %M:é(fﬁ“ik}

=
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Exemples

TZOKUCK) Yoo

...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
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Exemples

TZ(KU))=... =2 F . (2)... Q:-.-F(Z—):TZ-(UC“))'—'*E—- ...... =lz(k). =
/ = ( ) Z;:S‘T'z Pagel4C 5
TZ({k3U(k)})=...s,.-Z..E..(§.-.) ........ a:lF(z,)sz.(kU(H S = T2 (\a:') - _2+Z ap/tre 3
r Rekr+2! () (z-1)? .
TZ(({(k2+zk-3)U(k__-__2_)})....Ta(.Ck.t1.).’?.....2(.&.*.;)..,.-..3.> ...... .. Tz (f(k-z).u( h-q)-_: = .12 ({MU(“»
etard -2 2

........................... °'¢¢:Z.|z(f»+6k+5)

e 2kes).0fe2)) sz [ B2 2 LS. =

“(““”’)"'( ey )

...........................................................................................................................
...........................................................................................................................

........................................................................................................................... 25



I11. Transformation en Z inverse :

T2 () =S, Fae

1) Définition / Théoréme

On admet que la transformation en Z est inversible, et on note TZ™! la transformation en
Z inverse. On a donc :

TZ(fe)=F <> {=TZ'(F)ouencore : TZ(f(kTe))=F(z) < f(kT)=TZ'(F(z))

Exemples On posera, lorsque c«.la n t\,:\tl pas précisé T.=1. ’ra.‘ra\.m Pe%e 24 .
aUwve -
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2) Propriétés

Linéarité : Soient a,p € IC, TZ(aF +pG)-a TZ' (F)+p TZ! (G) Fwag,»fga 46.

——— - - W\ = - - - ’ -\ -
"Retard de n : TZ7(2"F(z)) = {(KTenTo) o ((KT)=TZ(F(2) T= (\Z_:: ()= f (k=m)

Etc...

7Tz (u(,\e.)) = =

Exemples On posera T.=1
Wllo(z.
TZ" (Z 1 Tz U(kﬁd.) .................................

................................. Fo. ;erfre,\rma\... ik
=2, U(R)
=t W AN & ekudd da 2
k-2 T
2 . k-2)..

27



3) Deux méthodes pour déterminer TZ'(F) sur un exemple

1
(z-1)(z-2)
- Méthode 1 On décompose F en somme d’¢léments simples dans IR :

On souhaite calculer TZ'(F) ou TZ™'

...........................................................................................................................
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
...........................................................................................................................
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
...........................................................................................................................
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

...........................................................................................................................
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3) Deux méthodes pour déterminer TZ '(F) sur un exemple Poae. 43 .

On souhaite calculer TZ'(F) ou TZ™' :
(z-1)(z-2)

- Méthode 1 On décompose F en somme d’éléments simples dans IR :

F(Z-): A = ;.:—-n -+ L .......... O;.. Q;[ A = _1-- =-1
(z-v) 1-2.) = z-2 2-2 ), , A%
........................... oMl 5 B R BN e BN W S R S S AR RN S R M A e SRS S A e
— 4.2 Y 4.2 _ A _ A -1
______ Ee) =% z_b\o_[ 4 ];_, 4
=2

...........................................................................................................................

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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- Méthode 2 Par définition : F(z) = TZ(f(k)) = if(k)z"‘ . On écrit donc
k=0

F(z) = —— sous la forme i f(k)z ™", afin d’obtenir les valeurs de f(k). Pour cela
(z-1).(z-2) k-0

on effectue la division suivant les puissances décroissantes de | par (z-1)(z-2).

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

...................................................................................................................

...........................................................................................................................

........................................................................................................................
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- Méthode 2 Par définition : F(z) = TZ(f(k)) = Z f(k)z™ . On écrit donc

k=0

F(z) = ﬁ sous la forme Z f(k)z " , afin d obtenir les valeurs de f(k). Pour cela
Z -—

on effectue la division suivant les puissances decronssanles de 1 par (z 1)(z-2).

ao[a)z +f{3)z... oo - .

A A =0
B N, B B
...... A= | a2
=V 2
( Z - i
BTy |- é’.(?.-) ........ 6. _{..«) .....................................................
Y
— S'Z-‘-ﬂza-té‘z) 5(0)*5( )_O ...................................................
g st
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Exercice 3 : Soit I'équation : (& F A) l¢€\?\§
y(k) —ay(k -1) = x(k),k 2 1

(E)

y(0) = x(0).

foge22

@On pose X(z)=TZ(x(k)) et Y(z2)=TZ(y(k)), appliquer TZ a I’équation (E), puis en déduire la fonction

de transfert H(z) =

Y2 1 V(=)= 1)« X(=)

X(z)
@Détcrminer alors I’expression de la réponse impulsionnelle (x=0) ; de la réponse indicielle (x=U) ; de
la réponse harmonique (x(k)=¢e™). (& 22
a(R) — 9 o
| Y (R)-0Y (k)= 2oy fm>— -
= { oY o
2 -
AN,

A Tovdres Se Bavofok ;T2 ( ‘d(kb)r ‘—‘-Tz-(\é 05)5 = Tz = [2.(E)

V(=) -0.2.Y(2) = X&)
(= Y(2).(4-

— ( __':.(————-x?' =
az)= X(Z) => H(z) =A-oz' & Z-a



Soox(ry= SR). AMos  X(E)=4

> V() = H—(z.) x(z) = =

danc. 4 (k) co ok la JULPW):U re~pidricane la

©) \Qﬁ‘omc indwerella:  SiacCle) =

Mt Levapns

DSES. Y(z) = =" =4

Y ek RWEE . st p

car o\uakzh asy 5

R o B

ek Y[Z) = NE). X&) =

B

' b

\—

z-a

artie el

A|B >,= BR +R ':C?-I—

Dsfsz T2

=

=2 -

\

LC) .. Mors X (2)= Z=—.

s
=

- (=)
N‘lﬁ\.z U'Ac:rucﬁ -
2)= @) =6E)=2_. <

b:'_'_a:— JC:__:(_.

A-a

N o
4 (k) = _a-(-a

\oo.u(‘k Nac UCle-1)

[G ) .(z-a)i:]zz .

c= [G(z).(Z-lﬁz= i

|

1-al

4nol4aeﬂn.
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