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Chapitre 9 : Initiation aux séries de Fourier

Introduction : Soit S un systéme électrique linéaire (RC, RLC...) schématisé ci-dessous par :

e(t) 3 s(t)

Dans un tel circuit, un signal d’entrée e(t) engendre un signal de sortie s(t), appelé aussi réponse
du circuit au signal e(t), et ces deux signaux sont reliés par une équation différentielle linéaire
a coefficients constants (programme du GEII) : (les coefficients a; et b; sont des constantes).
ans™ () +ap_1s® V) +....... +a;5'(t) + aps(t) = be™(t) +

+ by @V +....... +b,e'(t) + bee(t)
Ainsi, si le signal d’entrée est une somme finie ou non de signaux : e(t) =ei(t)+ea(t)+....+en(t),
alors la réponse est de la méme forme : s(t) = s1(t)+s2(t)+...+sn(t) ou chaque signal s; est la
réponse du circuit au signal ej avec i€ [1,n].
Lorsque le signal d’entrée est une fonction constante ou encore une fonction sinusoidale, il est
assez facile d’obtenir mathématiquement le signal de sortie et de I’analyser, puisqu’il s’agit
également respectivement d’une constante ou d’une sinusoide. Que faire alors lorsque le signal
d’entrée n’est pas sinusoidal, mais, quand méme périodique ? C’est le baron Joseph Fourier
(1768 — 1837), qui a résolu ce probléme en montrant que I’on peut décomposer un signal
périodique en somme d’une constante et de fonctions sinusoidales.
Dans ce chapitre nous allons déterminer a quelles conditions on peut écrire un signal

- < _ .. 2n

T-périodique sous la forme : e(t) = Z(ap .cos(pmt) + b .sin(pot)) ou T:E .
p=0

Lorsque c’est le cas, on dit que le signal e est décomposable en série de Fourier. Nous

pourrons alors représenter le spectre de e.

Rappel R1.04 :

Spectre de signaux sinusoidaux

Le spectre dun signal est la représentation des amplitudes des différentes composantes présentes dans le signal en fonction
de la fréquence.

Spectre du signal sinusoidal x(t) = A sin(wt + ¢@)(et donc aussi du signal x(t) = A cos(wt + ¢))
Amplitude 4
A

>
»

w Fréquence
2m

Le spectre d'une somme de sinusoides est la somme de leurs spectres.

Spectre du signal périodique x(t) = 3cos(10mt) + 6sin (ert + ;—‘) — 4cos(6mt)

( Remarque : sin ((t + g) = cos (a))

Représentation temporelle Amplitude
6}

4

»
L

1 3 5 Fréquence
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Chapitre 9 : Initiation aux séries de Fourier
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Chapitre 9 : Initiation aux séries de Fourier

. Développement d’une fonction périodique en série de Fourier

1) Définitions

Soit x une fonction de période T, intégrable sur tout intervalle [to, to+T].
On appelle série de Fourier réelle de x la série suivante :

+00
a, + Z(ap .cos(pat) + b, .sin(pwt)), ou les suites reelles (ap)p et (bp)p sont définies de la
p=1
facon suivante :

1 to+T 2 to+T ) to+T
8= J X(Odt ; a, == tj X(t)-cos(pait)dt ; b, =— J x(t).sin(pet).dt pour p>1,
21
aveCcm = —.
T

a, est la valeur moyenne du signal x.
L’harmonique de rang p est le signal : H,(t) = a,,. cos(pwt) + b, sin( pwt)
Le fondamental est I’harmonique de rang 1 : H;(t) = a;. cos( wt) + b;.sin( wt)

2) Rappels du chapitre 6 :

Soit f, une fonction T-périodique, intégrable sur tout intervalle de longueur T : [a,a+T].

On aalors:
a+T T

jf(t)dt = j f(t)dt

On peut donc calculer les intégrales définissant les coefficients de Fourier sur n’importe quel
intervalle de longueur T.

- Si f est une fonction paire et intégrable sur [-a,a], alors : [° f(x)dx = 2. [J' f(x)dx.
- Si f est une fonction impaire et intégrable sur [-a,a], alors : f_aa f(x)dx = 0.
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Chapitre 9 : Initiation aux séries de Fourier

1. Série de Fourier et analyse spectrale d’un signal carré

1pourte|[0;
Soit x, la fonction de période 2, définie par : x(t) = g el
—1pourt e[m;2q[
X(t)
A
A
N
O > »

1) Représenter graphiquement le signal X, puis déterminer ses coefficients de Fourier :
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Chapitre 9 : Initiation aux séries de Fourier

2) Ecrire la série de Fourier du signal x :

+00
La série de Fourier d’un signal pair est en cosinus : a, + Zap .cos(pwt)
p=1

+00
La série de Fourier d’un signal impair est en sinus : pr .sin(pwt)
p=1

3) _A I’aide d’un logiciel de calcul formel (ici Mathcad)

o Définir et représenter le signal x sur I’intervalle [—2m;2x[ . Pour cela on introduira m,
1 pourt € [0;n[
—1pourt € [—m0[
motifs : m, m avancé de 2z, et m retardé de 2x.

o Définir les coefficients de Fourier de x.

o Définir et représenter dans un méme repére sur le méme intervalle que précédemment
la valeur moyenne, le fondamental et les harmoniques de rang 2 a 5.

e Définir la somme de rang n de la série de Fourier de x.

e Représenter sur I’intervalle [—2m; 27| et dans un méme repere, le signal x et son
développement en serie de Fourier a I'ordre n pour n = 1,3 et 5, puis commenter.

la formule du motif de x : m(t) := { , puis f, la fonction somme des
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Chapitre 9 : Initiation aux séries de Fourier

m[t] = if t<—r
if —mr<t<0
ti=—4d.m,—4d.w4+0.01..4-7

if 0<t<m

ift>m

r{t):: m{t+2-'rr] +m{t)+m[t—2 -'.rr}
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Chapitre 9 : Initiation aux séries de Fourier

Coefficients de Fourier de x

T:=2-7 wi=2- t0:=0
a0 = .mﬁ(t) dt a(n) =:3.mj+;[f].cos[n.u.t) dt
T A T|s
b(n) =2 -tTZ(t)-sin[n-w-t) dt
T il

Valeur moyenne, fondamental, harmonique

H(n,t] =:a,(n.]-|:os (ﬂ-w-t}+b[n) -sin[n-w-t]

al)
!h \ Il(ll\ Ilr"lI .hl Illn\. |IE:IE" ir\ \ Ild Iﬂl l,"ll|I Ild". ! I|I H (1 y t}
1 '_ :',I I-'I i IIII- .'J'|I.ﬁl: Illlral" “uzl,'ls[l_l' I ll'u II'I 5| I|'I nl'll J: b I,'I \LIJII 'IIIL'J'.;'; H(2.1
V' ﬂf ! “'\‘.; V \\Il: kf V k | H21)
|' u:lr, | |'II \ !I H(S L t}
| || 1 i —_—
b \»/_> \-f \/ H ( 5, t}

t
Serie de Fourier de rang N
l\[
S(N,t)=a0+ > H(n,t)
n=1

z(t)
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Spectre d'amplitude de x

A(m)=Va(n) +b(n)’

n:=1,2..15
I' E JI’TT T"._-’T

(s
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Chapitre 9 : Initiation aux séries de Fourier

4) Théoréme de Dirichlet et définition d’une fonction développable en série de Fourier

Soit x un signal de période T, intégrable sur tout intervalle [a., o +T].

- Si x est continue sur [o, o +T[, sauf éventuellement en un nombre fini de points ou
elle admet une limite finie a gauche et a droite.

- x est derivable sur [o, o +T[, sauf éventuellement en un nombre fini de points ou sa
dérivée admet une limite finie a gauche et a droite.

Alors la série de Fourier de x converge en tout point t et sa fonction somme est alors :

o X(t) pour tou x est continue
a, + zl:(ap .cos(pat) + b, .sin(pwt)) =< x(t, ) + x(t_)
p=

5 pour t ou x est discontinue

On dit alors que x est développable en série de Fourier.

Vocabulaire Toute fonction vérifiant les hypotheses du théoréme de Dirichlet sont dites de
classe C! par morceaux sur I’ensemble des réels.
Exemple Appliquer le théoréme de Dirichlet au signal rectangle du TP page 7
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5) Spectre d’un signal périodique

Le terme genéral ap. cos( pwt) + b,,. sin( pwt) peut aussi s’écrire A, cos(pwt + ¢,,)

ol: A, =|a, —ib,| = /apz +b,? et ¢, =arg(a, — ib,). (p+ 0)

Ap est Pamplitude de ’harmonique de rang p

¢, est la phase de ’harmonique de rang p.

Une autre écriture du développement en série de Fourier d’un signal périodique f est
donc : Ag + Xp-1Ap cos(pwt + ¢y), avec Ao= ao.

L’ensemble des amplitudes Ap forme le spectre d’amplitude unilatéral du signal

X, ou spectre de raies (il s’agit d’un spectre discret). Il est représenté par un diagramme
en batons obtenu en représentant les amplitudes Ap en fonction de p/T. Ap devient
négligeable a partir d’un certain rang.

Exemple Aprées avoir déterminé la suite des amplitudes, tracer le spectre d’amplitude
unilatéral du signal carré du TP page 7
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I11. Exercices

Exercice 1

1 pourt € [0;1]

Soit x, le signal 4-périodique, pair, et défini par : x(t) = {_2 pour t € [1;2]

1) Représenter x sur I’intervalle [-4,4].

2) Calculer les coefficients de Fourier de x.

3) Ecrire la série de Fourier de Xx.

4) Appliquer le théoreme de Dirichlet afin de déterminer la somme de cette série.

5) Tracer le spectre d’amplitude.

Exercice 2
3 pourt € [0;3m]

Soit X, le signal 5-périodique, défini par : x(t) = {1 pour t € [3m;57|

1) Représenter x sur I’intervalle [-5 7,5 7).

2) Calculer les coefficients de Fourier de x.

3) Ecrire la série de Fourier de x.

4) Appliquer le théoreme de Dirichlet afin de déterminer la somme de cette série.

5) Tracer le spectre d’amplitude.
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Chapitre 9 : Initiation aux séries de Fourier

1V. Pour aller plus loin...

1. Décomposition en série de Fourier de guelgques signaux

On souhaite décomposer en série de Fourier les signaux suivants :
- signal triangulaire symétrique s1(t)
- signal carré symétrique s2(t)

I I I I
1 1 -]
s1(t) 0 s2(t) o .
] ] ] ] | ]
0 n 2. 3n 4. 0 T 2.n 3 4.7
t t

On pourra utiliser un logiciel de calcul formel pour vérifier graphiquement les séries de Fourier.
On procédera alors de la fagon suivante :

a. Définir et représenter graphiquement la fonction a étudier sur une période.

b. Définir les coefficients de Fourier (on écrira les formules générales, de facon a ce
qu’elles puissent étre reprises pour les deux signaux.)

c. Définir le développement en série de Fourier a I'ordre n.

d. Représenter sur un méme graphe la fonction a étudier et son développement en série de
Fourier a I'ordre n pourn = 1,3 et 5.

e. Visualiser les harmoniques de rang 1, 3 et 5.

2. Tracé d'un spectre de fréguence

Apres avoir exprimé les coefficients de Fourier A,, tracer le spectre en fréquence du signal
rampe s3 ci-dessous jusqu'au rang 15.

ﬂt) 05 —
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