Chapitre 9 : Initiation aux séries de Fourier




Notes

Exple % (B) . F Coo(k). 4. 3.G0. ATE) . 2.5 (STE). .o,
................................... Xﬁ-.?—’.i.;\-‘.\:.&z?&;; ,Tz;% . f ;5;_- 3.3, ?-'g
. AC»le )mﬂ%(m\:...\e ................. ... 2T \4.,> =
.......... l ‘et 2. Apedns. A\mf.um& Aamw&
| i 1
.......... ;I-ngrér\\.u.mc_n.
|
.......... ,. A . ' — g.;..gfﬁlﬁm&
°[ a4 3 5
z z Tz s

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

nnnnn

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------




Notes

Spectre de sienaux sinusoidaux P age 3
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Le spectre d'un signal est la représentation des amplitudes des différentes composantes preésentes dans le signal en fonction / tre 9
de la fréquence.
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Spectre du signal sinusoidal x(t) = A sin{wt + ¢)(et donc aussi du signal x(t) = A cos(wt + ¢))
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Le spectre d'une somme de sinusoides est la somme de leurs spectres.

Spectre du signal périodique x(t) = 3cos(10mt) + 6sin (Eﬂt + g) —4cos(6émt)  lsssssssssssssssacas
( Remarque : sin (ﬂf + B =cos () )
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I. Développement d’une fonction périodigue en série de Fourier

Page 5
1) Définitions

Soit x une fonction de période T, intégrable sur tout intervalle [tp, tg+T].
On appelle série de Fourier réelle de x la série suivante :

+m
=a, + Z[ap .cos(p@t) +b .sin(pot)) , ou les suites réelles (ap), et (by), sont définies de la
p=-i

facon suivante :

1 1 7 ty+T 7 ty+T
a, =— |x(t)dt ; a_=— |x(t).cos(pot)dt ; b_=— |x(t).sin(p@t).dt pour p =1,
DTJ(} ],TJI:} (pot) I.TJ(} (p@t).dt pour p
27
avecm= —.
T

ap est la valeur movenne du signal x.
L’harmonique de rang p est le signal : H,(t) = a,. cos( pwt) + b,.sin( pwt)

Le fondamental est ’harmonique de rang 1 : H, (t) = a,. cos{ wt) + b;. sin( wt)
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1) Definitions

Soit x une fonction de période T, intégrable sur tout intervalle [ty, tg+T].
On appelle série de Fourier réelle de x la série suivante :

+m
a; + Z:r[a]J .cos(pot) +b .sin(p®t)), ot les suites réelles (ay), et (by), sont définies de la
p=-l

facon suivante :

1 ty+T 9 ty+T 9 t+T
a, =— [x(t)dt ; a_ =— |x(t).cos(pat)dt ; b_=— |=x(t).sin{p@t).dt pour p =1,
“Tt{” ]’Tt{” (pot) ],Tllz} (p@t).dt pour p
2
avec®m=—.
T

ay est la valeur movenne du signal x.
L’harmonique de rang p est le signal : H,(t) = a,. cos( pwt) + b,.sin( pwt)
Le fondamental est ’harmonique de rang 1 : H; (t) = a;. cos( wt) + b;. sin( wt)
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2) Rappels du chapitre 6 -

Soit f, une fonction T-périodigue, intégrable sur tout intervalle de longueur T : [a.a+T].

On a alors :
a+T

. T/2
[f(tdt = [f(0)de = J ALt) AE

-T/2

On peut donc calculer les intégrales definissant les coefficients de Fourter sur n importe quel
intervalle de longueur T.

- 51 f est une fonction paire et intégrable sur [-a,a], alors : f_: f(x)dx = 2. f: f(x)dx.

- 51 f est une fonction impaire et intégrable sur [-a,a], alors : f_: f(x)dx = 0.
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II. Travaux Pratigue : série de Fourier et analvse spectrale d’un sienal carré
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Soit x, la fonction de période 27, defime par @ x(t) =

T=20

1) EReprésenter graphiquement le signal x, puis déterminer ses coefficients de Fourter :
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La série de Fourier d’un signal pair est en cosinus : a; + Zap. cos(p@t) o bioo Vs,

p=-l
+m

La série de Fourier d’un signal impair est en sinus : th SI(POt) @n cecap-o Ypm
p=-i
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Serie de Fourier de rang N

S(N,t)==a0+ %H(n,t)

z(t)

t
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S(1,t)

5(10,t)
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4) Theoréme de Dirichlet et définition d une fonction développable en séne de Fourner

Page 12

Soit x un signal de période T, intégrable sur tout intervalle [ ou, o +T].

- 51 x est continue sur [ o, o0+T], sauf éventuellement en un nombre fini de points oi1

elle admet une limite finie 4 gauche et 3 droite.
- x est dérivable sur [, +T], sauf éventuellement en un nombre fini de points o1 sa

dérivée admet une limite finie a gauche et a droite.

Alors la série de Fourier de x converge en tout point t et sa fonction somme est alors :

x(t) pour ton x estcontinue

ag +E[3p' cos(p@t) +b . sin(p®t)) = x(t L) +x(t)

pl ; pour toi x estdiscontinu e

On dit alors que x est développable en série de Fourier.

Vocabulaire Toute fonction verifiant les hyvpotheses du theoréeme de Dirichlet sont dites de
classe C! par morceaux sur 'ensemble des réels.

Chapitl"e 9

15



R de DMk

" L#‘ SW“)ZO 2 [ '*"’1(“9"1;‘”““ m‘a()% Q.2 T .82 ZchapitreQ
o o)== =)= A&Jﬂwn,

1---.-&&_[&&«&_ age.{\fal&ual&w{mc)aku&

__.--aé-(o.‘.)_-,-x'[at);_z_'(nr) .;-2'[.‘[{.“.'.)_.—.._;2___,&&__.} %Ms,

______ 5&);___ u _’_‘%;_{gu;((mm-)_:_ § zu) s t:+h“’ laez

'z(o !+7elo )_c-p At g

N ; )rw. ((ah-f )72) e _ 5 T+ ),
. S(‘V ) 1‘, " ' (/?)“‘A' St (\Cm )3;2- /:ﬂv\:\(&z_z,_l‘&h
: : WS (")k

| oy =

R,
n k=o 2+ L(

16




’Dage 13

: . Chan:
3) Spectre d un signal penodigue hapltre 9

Le terme général ap. cos( pwt) + by,. sin( pwt) peut aussi s’écrire A, cos( pwt + ¢,)

ot : A, = |a, —ib,| = Japz +b,* et ¢, =arg(a, —ib,). (p= 0)

Ap est 'amplitude de I'harmonigque de rang p

¢, est la phase de I'harmonique de rang p.

Une autre écriture du développement en série de Fourier d’un signal périodique I est
done : Ag + 2 =1 Ap cos( pwt + ¢, ), avee Ao= ap.

L.’ensemble des amplitudes A, forme le spectre d'amplitude unilatéral du signal

X, ou spectre de raies (il s’agit d’un spectre discret). Il est représenté par un diagramme
en bitons obtenu en représentant les amplitudes Ap en fonction de p/T. Ap devient
négligeable a partir d’un certain rang.

Exemple Apres avorr détermine la suite des amplitudes, tracer le spectre d’amplitude

unilateéral du signal carre du Fopage= e—ncpb_ 4 poge S
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I11. Exercices

Exercice 1

1 pourt e [0;1]

Soit x, le signal 4-penodique, pair, et defin par : x(t) = {_2 pour t € [1;2]

1)
2)
3)
4)
3)

Repreésenter x sur intervalle [-4.4].
Calculer les coefficients de Founer de x.

Ecrire la séne de Founer de x.
Apphqguer le théoréeme de Dirichlet afin de déterminer la somme de cette sene.

Tracer le spectre d amplitude.
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Exercice 2
3pourt e [0;3m|

Soit x, le signal Sm-pénodique, defim par : x(t) = {1 pourt € [3m;5m|

1) Representer x sur 'intervalle [-5 .5 ).
2) Calculer les coefhicients de Founer de x.

3) Ecnire la sene de Founer de x.
4) Apphqguer le théoreme de Dirichlet afin de déterminer la somme de cette séne.
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