Chapitre 1 : Séries de Fourier




Programme d’Outils mathématiques et logiciels des
semestres 3 et 4.

Chapitre [ : Séries de Fourier (avec un tableur : Excel ou Open Office Cale.)

Chapitre I1 : Matrices (avec le logiciel MAXIMA et un tableur : Excel ou Open Office Calc.)

Evaluation CCE/CTD/TP =(DS51+DS82+Bonus DM&TP)/2

Chapitre [1l : Transformation de Fourier

Chapitre [V : Transformation en Z (avec un tableur : Excel ou Open Office Calc.)

Evaluation CCE/CTD/TP =(DS51+DS82+Bonus DM&TP)/2
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Rappel R1.04 :

Spectre de signaux sinusoidaux

Page S
Le spectre d'un signal est §a représentation des amplitades des différentes composantes présentes dans le signal en fonction C h g Jo) .
de 1a fréquence. Itre 1

Spectre du signal sinusoidal x(1) = A sin(wt + @)(et done aussi du signal X(1) = A cos(wt + ¢))
Amplitude 4
A

>
= Fréquence
2n

Le spectre d'une somme de sinusoides est Ia somme de leurs spectres.

Spectre du signal périodique x(1) = 3cos(10nt) + 6sin (Zut + -:-) — 4cos(6mnt)
( Remarque : sin (a + 4;-'-) = cos(a) )
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I. Développement d'une fonction périodigue en série de Fourier — application sur un Page 10

signal carré Chg Ditre ;

1) Définitions

Soit x une fonction de période T, intégrable sur tout intervalle [to, to+T].
On appelle série de Fourier réelle de x la série suivante :

S(t)y=a, + E (a,.cos(pot) + b .sin(pot)), ou les suites réelles (ap)p et (bp)p sont définies
de la facon ;:iv.-ante :

i 1,+T 7 1,+T 2 t,+T

a, = - Ix{t}.ﬂt ;oa, = T Ix[t}.cnﬂ[pmt].dt i b, = T Ix{t).sin{pmt].dt pourp =1,

L Ly Ly

21
avecm=—.

g est la valeur movenne du signal x.

L’harmonigue de rang p du signal x est le signal : H,(t) = a,,. cos( pwt) + b,,. sin( pwt)
L'harmonigue de rang 1 est appelé le fondamental du signal x
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I. Développement d’une fonction périodique en série de Fourier — application sur un

Pa
signal carré &€ 10 Chap;
ﬁ)ltf¥9 ;Z

1) Définitions

Soit x une fonction de période T, intégrable sur tout intervalle [to, to+T].
On appelle série de Fourier réelle de x la série suivante :

S(t)=a, + Z (a,.cos(pot) + b .sin(pot)), ou les suites réelles (ap)p et (bp)p sont définies
p=I
de la facon suivante :

I.+'|' I.+'|' Iu+'['
a, =; Ix{t}.{lt ;o =i Ix[t}.ms[p{ﬂt].dt i b, =i Ix{t].sin{p{ﬂt].dt pourp=1,

L Ly Ly

2
avecm=—.
T
g est la valeur movenne du signal x.

L’harmonigue de rang p du signal x est le signal : H,(t) = a,,. cos( pwt) + b,,. sin( pwt)
L’harmonigue de rang 1 est appelé le fondamental du signal x

Remarque :
S(t) = ag + X% (ap. cos( pot) + by, sin( pot)) = EtZ(a,. cos( pot) + by sin( pot))
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2) Rappels du R2-04

1) Intégrale d’une fonction T-perniodigque sur un intervalle de longueur T :

Soit f, une fonction T-périodique, intégrable sur tout intervalle de longueur T : [a,a+T].
On a alors : T/2

T}{t]dtzif{t]dt =j {(E)Ouf

-T/2

On peut done caleuler les intégrales définissant les coefficients de Fourier sur n"importe quel
mtervalle de longueur T.

1) Intégrale sur un mtervalle centré en 0 d"une fonction paire ou impaire :

. . . < o . ra _ A v
- Si I est une fonction paire et intégrable sur [-a,a], alors : j_a fa(t}{lt = 2. fn f(t)dt. - SW fo (0‘3)
- Si f est une fonction impaire et intégrable sur [-a,a], alors : j"_a f(t)dt = 0. - S“Y""‘ ) &

12
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Chan:
Remarque importante
+a
La série de Fourier d’un signal pair est en cosinus : a + an .cos(pat) lof, e\ d2A
p=1
-+
La série de Fourier d’un signal impair est en sinus : Z b, .sin(pot) C\,:,=c1tp =0 [\fp> 1
p=I
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11) Sére de Fourler d’un signal carré périodique

0 pourt e [0;1]

Soit x, la fonction de periode 2, définie par : x(t) = {1 pour t € [1:2] ,Dage 7 h
Chap;
21
T=2 = w= T
Le signal x est ni pair, ni impair.
Sa valeur moyenne est egale 4 ap = % par lecture graphique ou calcul intégral.
Coefficients de Fourterde x : ¥Yp e M" a, = %f;x{t] cos(pmwt) dt = _f; x(t) cos(pmt) dt
1 z sin(prt)]© 1 .
a, = I 0. cos(pmt) dt -I—J‘ 1. cos(pmt) dt = [— = — (sin(2pm) — sin(pm)) = 0
"l 1 pr I, pnm
7 T 2
vp e N" b, =TJ‘ x(t) sin(pwt) dt = J‘ x(t) sin(pmt) dt
o 0
. . — cos(pmt
by = f 0.sin(pmt) dt +j 1.sin(pmt) dt = [ (p }\ = — I[::::-Sl[pft) — cos(2pm))
D 1
-2 1P -1



Notes

Remarques : a) La séne est en sinus, car s1 on change de repére (avec 'axe des abscisses
d’equation ¥ = E]‘ la courbe représentant X est symeétrique par rapport a la nouvelle ongine,

et la fonction est amnsi impair.

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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" Translation : si yvity=x(t)+ a, o étant une constante réelle, alors
ag(y) = ap(x) + «; ap(y) = ay(x); by(y) = by(x) Vp €L
T e2=30)
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Notes

b) Tous les termes de rangs pairs de la série sont nuls, on peut ainsi ecrire :
(Fod]

1 1
Sﬂﬂ=—+—

21{+ - ((—1)** — 1)sin((2k + 1)mt)

S, (1) = ———Z T 51n{(2k+ 1)mt)

k=0 Y
MMJ .......... ti).: ..... -‘-..é—-n
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Question :

La série de Fourier de x est-elle égale au signal x 7 A-t-on: S,(t) = x(t) vt e R?

3) Théoréme de Dirichlet et définition d’une fonction développable en série de Fourner

Soit x un signal de période T, intégrable sur tout intervalle [ o, +T].

- Si x est continue sur [ o, o0 +T[, sauf éventuellement en un nombre fini de points ol
elle admet une limite finie 4 gauche et i droite.

- X est dérivable sur [, o +T|, sauf éventuellement en un nombre fini de points oi sa
dérivée admet une limite finie & gauche et a droite.

Alors la série de Fourier de x converge en tout point t et sa fonction somme est alors :

. x(t) pour t ou X est continue
a, + Z[up .cos(pot) + b .sin(pot)) = x(t,)+x(t_)
p=1
2

pour t ou x est discontinue

On dit alors que x est développable en série de Fourier.

Vocabulaire Toute fonction vérifiant les hypothéses du théoréme de Dirichlet sont dites de
classe C' par morceaux sur I'ensemble des réels.
Exemple Appliquer le théoréme de Dirichlet au signal rectangle précedent.

Page 14
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Hlustration de la série de Fourier du sional carré de période 1 et d’amphtude 2

d8e
g 17Chapitrel

Au-dessus - Harmoniques de rang 0 (valeur moyenne), de rang 1 (fondamental) -
jusqu’au rang 3. 1\ \J 0 RVARVE AVERYE'
A droite - somme des harmoniques de rang de 0 a 3 et signal .

AR AR A
12 3 .'_J-"- u -‘ = ’_ .
e - L
ARAL) A
Au-dessus : Harmoniques de rang 0 jusqu’au rang 21. 12 ¥ ;}l 0 11 i

A droite - somme des harmoniques de rang 0 a 21 et signal £
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Exercice : En déduire la valeur de la série numérique : ¥} %, T = S

,Atm (2.12-“)1\' ,_\
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4) Spectre d un signal pénodique

Le terme général ap. cos( pwt) + by, sin( pwt) peut aussi s’écrire A, cos( pwt + ¢,)

ol : A, = |a, —iby| = Ja,,z +b,” et ¢, = arg(a, — ib,). (p+ 0)

Ap est 'amplitude de I'harmonique de rang p

¢, est la phase de I’harmonique de rang p.

Une autre écriture du développement en série de Fourier d’un signal périodique f est
donc : Ay + Xp=14A, cos( pwt + ¢,), avee Ao= ao.

L’ensemble des amplitudes Ap forme le spectre d'amplitude unilatéral du signal

X, ou spectre de raies (il s’agit d’un spectre discret). 1l est représenté par un diagramme
en bitons obtenu en représentant les amplitudes Ay en fonction de p/T. Ay devient

négligeable i partir d’un certain rang.

Exemple Tracer le spectre de raies du signal rectangle précédent.

22



I1. Développement d’un signal triangle périodique en série de Fourier

p
9ge 19¢ 208,
@ 1) Série de Fourier d’un signal triangle périodigue ! Chapit,-e 1

Soit x, la fonction de période 2, définie par : x(t) = { 1 —tpourt€ [0;1]

1+ tpourte |—1;0]

pres la question ii) Tracer dans un méme repére la courbe représentant x, et S a 'ordre 7 pour t variant de -1 a 1 avec un
pas de tracé de 0,1. Puis, tracer le diagramme en baton du spectre en fréquence.

t x(t) 5(t)
-1 0 D,DZSZDIIZI
-0,9 0,1 0,09294402
-0,8 0,2 0,20480061
-0.7 0,3 0,29674094 p al ap bp Ap
1 0,5 0,40528473 0 0,40528473
0,6 0,4 0,40167157 R - . .
0,5 0,5 0,5 3 0,04503164 0 0,04503164
-0.4 0,6 0,59832843 4 0 0 0
03 07 0.70325906 5 0,01621139 0 0,01621139
6 0 0 0
-0,2 0,8 0,79513933 7 0,00827112 0 0,00827112
0,1 0,9 0,90705598 2 0 0 0
0 1 0,97479888 9 0,00500352 0 0,00500352
0,1 0,9 0,90705598 10 0 0 0
11 0,00334946 0 0,00324546
0.2 0,8 0,79519339 12 0 0 0
0,3 0,7 0,70325906 13 0,00239813 0 0,00239813
0.4 0,6 0,59832843 14 o 0 0
0.5 0.5 0.5 15 0,00180127 0 0,00180127
' ! ' 16 0 0 0
0.6 0.4 0,40167157 17 0,00140237 0 0,00140237
0.7 0,3 0,29674094 18 1] 0 0
0,8 0,2 0,20480061 19 0,00112267 0 0,00112267
0,9 0,1 0,09294402 20 0 0 0
1 0 0,02520112 2 3




II. Développement d’un signal triangle périodigue en série de Fourier

1) Série de Fourier d’un signal triangle périodique

Pq
ge 18
&19&20 Chap .

1—tpourte |0;1]
1+tpourte |—1,0]

Soit x, la fonction de période 2, définie par : x(t) = {

.....................................................................................................................................................................................................................................................................

________________ ?w\oc}wywc&ﬂ-%;ﬂL 24
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Valeur moyenne du signal x : ... Qe = A/2 ...

- UJ -
===
Fondamental du signal x : H'L.(}' Qa U ( (’2:) ‘ C&a((ﬂﬂ
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1) Ecrire la séne de Fourier du signal x :
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2) Convergence de la série de Fourier du signal x (Théoréme de Dinichlet)
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3) Spectre du signal x
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I11. Identité de Bessel-Parseval

2
Soit x une fonction T-périodigue (T = —n} développable en série de Fourier :
0

x(t)= Z (a,.cos(pot) + b, .sin(pat))

; 1" ;A +b”
On a alors la formule suivante : T :I'x (tydt=a, + Z%

i

2
c

A
Ou encore, en utilisant les coefficients de Fourier complexes : T jf (t)dt = Z

1, n=—m

[nterprétation physique

La formule de Parseval donne une relation entre les coefficients de Fourier d une fonction x et
le carré de sa valeur efficace.

g+ 1

1 5 .
(Xetrr)* = T Ix'{t}dt est I'énergie du signal x, et E(U ) = % I"énergie de

I"harmonique de rang n : U _(t)=a_.cos(not)+b_.sin(nat).
La formule de Bessel-Parseval peut aussi s interpréter en termes d’énergie :

E(x)=X,,, + iE(u.,)

n=1

Pa
8e
27 cha Pitre ;
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Exemple / Exercice

Appliquer le théoréme de Parseval au signal rectangle du paragraphe 1.2.an, pmisen 7777777777

deduire la valeur de la séne : Z 1

k=0 {Ek + 1]

=
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