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\Applications de la Transformation de Laplace\

La transformation de Laplace transforme toute équation différentielle en équation
algébrique, en effet :

Lir®] = p.Fp) - (0" ;

LI )] = p*F(p) - pf(0*) — £°(0%) 5

LIo(0)] = p*F(p) - p*(0°) - pf *(0) — £ (0%) ;

Lo = prF(p) - prH(©0%) - p 2 (0Y) - .. - pIOD(O*) - F0D(0),
(n est un entier naturel.)

On note g(0"), la limite quand x tend vers 0 par valeurs positives de g(x)

La transformation de Laplace facilite donc la résolution d’une EDLCC, et par la méme
tout probléme du GEII.

1. Application a I’étude des systémes

1) Fonction de transfert d’un circuit

Dans un circuit électrique (RC, RLC ...) , un signal d’entrée e(t) (tension) engendre un
signal de sortie s(t), appelé aussi réponse du circuit au signal e(t)).

ol s e

On dit que le circuit S est linéaire lorsque e(t) et s(t) sont liés par une EDLCC. Le circuit est
dit d’ordre n lorsque I’équation différentielle est d’ordre n :

2,57 (1) +a, 8" (1) + ot 2,80 +2,5(8) = b,e™ (D) + b, e (1) et by (1) + bye(t)

Fonction de transfert du circuit On note E(p) et S(p) les transformées de La place
respectives de e(t) et s(t), puis on applique la transformation de Laplace a I’équation
différentielle :

as™(t)+a, s"(t)+..... +a;s'(t)+a,s(t)=b e™(t)+b, " V(t)+..... +b,e'(t)+b,e(t)
Si les conditions initiales sont nulles :
s™(0)=s""(0) = ....... =s'(0)=s(t) =e™(0)=e""(0) =....... =e'(0)=¢e(0)=0

on obtient alors une équation algébrique reliant E(p) et S(p) que I’on résout :
S(p) = H(p)XE(p) . On appelle fonction de transfert du circuit et on note H, la fonction

définie par : H(p) = Sp)

E(p)

Le circuit est alors caractérisé par le schéma fonctionnel ci-dessous :

E(p) S(p)

=7 R
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On obtient alors : S(p) = H(p)XE(p), et on en déduit que : s(t) = £ 1 [H(p)xE(p)]

2) Exemple de circuit du premier ordre Etude du filtre passe-haut.

Soit un circuit dans lequel la sortie s(t) et I’entrée e(t) vérifient I’équation différentielle :

S’ (H3.5(t) = 2.€°(t) + e(t) ; 5(0) = (0) = 0. Soit S(p) =L [s(t)] et E(p) = L [e(t)].

v" Calculer la fonction de transfert H(p) de ce circuit : H(p) = @)

E(p)
v" On appelle réponse impulsionnelle d’un circuit, le signal de sortie s obtenu, lorsque

le signal d’entrée e est une impulsion de Dirac. Déterminer la réponse impulsionnelle
de ce circuit.

v On appelle réponse indicielle d’un circuit, le signal de sortie obtenu, lorsque le signal
d’entrée e est un échelon unité. Déterminer la réponse indicielle de ce circuit.

v On appelle réponse harmonique d’un circuit, le signal de sortie s obtenu, lorsque le
signal d’entrée e est un signal sinusoidal. Déterminer la réponse harmonique de ce
circuit avec e(t) =5.cos(3t).

v Montrer qu’aprés disparition du régime transitoire, la réponse de ce circuit a
e(t) =5cos(3t) est de la forme : s(t) =5A cos[3t + (p] avec :

A =[H@Ej)| et ¢ =ArgH(3))).

Plus généralement, on admet que : Apres disparition du régime transitoire, la réponse
d’un systéme linéaire a une entrée sinusoidale e(t)=e, cos(ot) est de la forme :

s(t) = e, A(@) cos|ot + p(@)] avec : A(w) = H(jo)| et ¢(o)=ArgH(jo)).

3) Systéme du second ordre, coefficient d’amortissement :

Soit le systéme physique, caractérisé par 1’équation différentielle :
(1) + 200,58 (1) + @, s(t) = 2e(t
() ' (1) + @, 5(t) = 2e(1) ol A et ®, sont des constantes.
s(0)=s'(0)=0
a) Déterminer la fonction de transfert de ce systéme, que 1’on notera H(p, 1 ).
b) On pose o, = 0.1Hz. Avec un logiciel de calcul formel, déterminer la réponse a

e(t)=10, que I’on notera s(t, A ). Tracer dans un méme repére les courbes représentant
s(t, A ) pour les valeurs de A égalesa0.2;0.5;0.707;0.8;1; 2.

4) Fonctionnement d’un systéme « entrée-sortie » d’ordre 3

Un systéme « entrée-sortie » est décrit par 1’équation différentielle :

LSO +L@0) = e®

s(0%) = s'(0%) = s"(0*) = 0

a) On note E(p) et S(p) les transformées de Laplace respectives de e(t) et s(t). Déterminer
H(p), la fonction de transfert de ce systeme.

b) Déterminer la réponse impulsionnelle
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c) Déterminer la réponse indicielle.

5) Exercice Soit le circuit suivant :

L] — Fip. 5
— -| 1._." _._-:._
; = - R, = 30Q;R, = 10Q ; R; = 200
I_I—'|_.’ﬁ§;¢_":_-.’, - L, =2H;L; = 4H
‘ _|'-'_ I, &
| 00—
_di dip

Les intensités i1 et i> vérifient : { 20i; + L 15i, = e
dt 2
U i,00%) = 1,0 =0
avec e(t) = 110 [U(t) ~U (t - %)]
Déterminer 1; et 1iz.

II. Stabilité d’un systéeme

IDéfinition Un systeme est stable si sa sortie tend vers zéro lorsque ’entrée devient nulle.\

Remarque

La fonction de transfert : H(p) = P(p)

: avec deg(P) <deg(Q) et

Qp)=@-p)"(P-p,)“...(p—p,)™ ou pi sont des nombres réels ou complexes et o, sont

entiers naturels.
Quand I’excitation d’entrée cesse, il reste en sortie une somme de fonctions de la forme :

yi(t) = A;. ePit t%~1,

y(t) tend donc vers zéro lorsque la partie réelle de tous les pi sont négatives.

Conséquence Un systéme est stable lorsque tous les poles de sa fonction de transfert ont
leur partie réelle strictement négative.

Exercice

La fonction de transfert d’un systéme est donnée par : G(p) = %
K , ,

H(p) = (1 + ;) e K est une constante réelle donnée.

1) Calculer G(p)

o _ . _ p+20
2) Vérifier que pour K=20,0ona: G(p) = DT
cas, du systeme a une impulsion de Dirac. Etudier la stabilité¢ du systéme.

3) Vérifier que pour K = 2.059, la fonction de transfert s’écrit :

G( ) _ p+2,059
p (p+2,9)(p2+0,1p+0,71)

. Déterminer la réponse, dans ce

Etudier dans ce cas la stabilité du systeme.
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III. Composition des fonctions de transfert

Soit un systéeme composé de plusieurs systémes en cascade :

E(p)

Ei(p)

9_

()

N

2((p)

Ex(p)

En-1(p)

S(p)

Ce systéme est équivalent au systéme :

Ou: |H(p)=H,(p)x H,(p)x...xH, (p)

7

[n(p)

+

S(p)
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\Rappel : Décomposition en somme d’éléments simples|

A(x)
B(x)’
simples, consiste a I’écrire comme somme de fractions les plus simples possibles.

Il existe deux types d’élément simple :
- les éléments simples de premiére espece :

Décomposer une fraction rationnelle f, définie par : f(x) = , en somme d’éléments

a

x—xg (x—xg)"
ax+b ax+b

x2+cx+d’ (x2+cx+d)”
ol le polynéme x? + cx + d est a racines complexes conjuguées.

- les éléments simples de seconde espéce :

2) La décomposition en somme d’éléments simples par I’exemple

Exemple 1 Déterminer : L(x) = I

x?—x-2
Aucune primitive ne permet de résoudre directement cette intégrale, décomposons en somme
d’¢éléments simples la fraction rationnelle f, déﬁnie par:

fG) =

2 (X+1)(x—2)’ sur R — {_1; 2} (-1 et 2 sont

Eléments simples de « premiére espéce »

T

« On décompose en somme d’éléments simples »

les poles simples de f)
. 1 _a_
En fait : f (x) = - =

L
(x+1)(x-2) -2
A

« On réduit au méme dénominateur »

Pour calculer les coefficients a et b, il existe plusieurs méthodes :
- ou bien réduire au méme dénominateur :

ﬁ + % = %, puis identifier avec m (ce qui peut étre long et
pénible !)

- ou encore, plus rapide (et peut méme se calculer de téte) avec les formules
suivantes :

a=[(x+1Df®)y = [ﬁ]x-ﬂ =-ietde méme : b=[(x-2)f(W)], =

En effet, pour le calcul de a, en m_ultipliant la fraction par (x+1), on isole a :

1 b(x+1)
1 = — =
(x+Df () a-2) a+ 2
puis en posant X = -1, on élimine b d’ou le résultat suivant : 0 = ! = a+0

(-1-2)
En résumé, on retiendra que @ = [(x + 1)f(x)] =1

Ainsi : L(x)= I ———I lj dx =—lln|x+1|+lln|x—2|+Cte:llnX_2 +Cte
x2—x-2 x+1 x—-2 3 3 3 |Ix+1

2x +1
Exemple 2 Déterminer : M(x) = J(_Fdx
x“+1)x 3)
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Aucune primitive ne permet de résoudre directement cette intégrale, décomposons en somme

d’¢léments simples la fraction rationnelle f, définie par :
2x+1

X) =", Sur R —{3}. (remarque : x% + 1 est 4 racines
(x2+1)(x-3)

complexes i et —i)
2x+1 ax+b c
En fait : X - = = .
f( ) (x2+1)(x—3) xfz+1 xES

Eléments simples de « seconde espéce » et de « premiére espéce »

- Calculdec: c=[(x-3)f(X)],s = [2"“] = z

x2+1 “ 10

- Pour calculer les coefficients a et b, il existe plusieurs méthodes :

4 b 5 Méthode 2 : (a,b) est la solution du systéme
Methode 1 @l + b = [(x* + Df () ]=i contenant les 2 équations f(0) et lim xf (x)
X290
En effet, en multipliant la fraction par (x*+1), onisolea et b :
2x+1 c(x?+1
(XZ+1)f(X) = x—3 = aX+b+%3) ( 1 c
puis en posant x = i, on ¢élimine ¢ d’ou le résultat suivant : I f) = 3~ b+ -3
2i+1 . 2x? ax’> cx
_ = ai+b llmxf(x)=llm?=llm(?+7>
= aith @i+ 1)(-i—3) o * ’;
ai = Ay
(i-3)(-i—-3) b=—ﬁ
(b=t Ty < 7
P - —
at 10 10 atc=0a=——
b 1 10
~ 10
°Y 7
=710
Remarque : cette méthode est utilisée lorsque les racines
complexes sont simples (i et —i, ou 2i et -2i...). Et que d’autres Remarque : cette méthode est utilisée lorsque les racines
coefficients sont a calculer a I’aide de la méthode 2 (voir exemple complexes sont trop compliquées.
3)

M(X):J‘ 2x+1 dxz—ij-M x+l.|.d—xz—iln(x2+l)—iarctan(x)+lln|x—3|+Cte
(x2+1)x-3) 104 x241 109x-3 20 10 10
R . . x?+x
Exemple 3 Déterminer : N(x) = I dx
(x=2)x+1)

Aucune primitive ne permet de résoudre directement cette intégrale, décomposons en somme
d’¢léments simples la fraction rationnelle f, définie par :

A(x x(x+1 x

Flo) =20 o _xx+D) _ sur R — {—1; 2.
B(x) (x—2)(x+1)*  (x-2)(x+1)

Remarques : -1 est un pole triple de f ou de multiplicité 3 et on a réduit la fraction, car A et B possédait un facteur commun : x+1.

X a b c d

En fait: f(x) = e - x2 T e T

- Calculdea:a=[@-2f@h.=[25] =2

(x+1)3 27
P

- Calculde b : b =[x+ 13 ()]s = [ 2] .=

1 Eléments simples de « premiére espéce »

xX=2 3
- Calcul de c et d : la méthode précédente ne fonctionne plus.
En effet, [(x + 1)2f(x)]y=—q = [ﬁ] = division par zéro ! On applique alors la méthode 2 (voir exemple
x-2)x x=-1
précédent)
a
FO=0=24b+c+d crd=2 c=?
-2 o 27 o 9
i i xz_l_ ax bx cx dx B 2 2
xmxf(x)—xmg—xhr{é(7+p+ﬁ —) a+d—0(:>d——ﬁ d__ﬁ
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X
N = f(x—Z)(x+1)3dx
_ 2 dx+1f dx +2f dx Zfdx
o 27)x=2  3) (x+13 9) (x+1? 27) x+1
2

N()—2l| 2| 1 ! ! 2l| + 1|+ Ct
X) =g 6(x+ 12 9@x+1) 27 % ¢

Remarque : Si -1 avait été un pdle de multiplicité supérieur a 3, exigeant plus de deux
€quations, on aurait pu utiliser la méthode de la division suivant les puissances croissantes
(voie exercices).

, . x*—4x%2—x+3
Exemple 4 Déterminer Z(x) = | — dx
Aucune primitive ne permet de résoudre directement cette intégrale, décomposons en somme

d’¢léments simples la fraction rationnelle f, définie par :
x*—4x?—x+3  x*—4x?-x+3
flo) = X2-x-2  (x+1)(x-2)° sur R — {—1;2}.
Attention !!! Ici le degré du numérateur est supérieur ou €gal au degré du dénominateur, cette
fraction posséde donc une partie entiére !! Pour la déterminer, il faut effectuer la division
euclidienne (suivant les puissances décroissantes)

AX) =x*—4x®* —x+3 x? —x — 2=B(x)
—(x* —x3 - 2x?)
x3—2x? —x+3
—(x3 —x% - 2%)

x2+x—1=Q(x)

—x?+x+3
Xorx+ A =BQ+R
(" +x+2) A BQ+R R
R(x)=1 B B B
Partie entiéreIe la fraction f
.. _ ox¥-4x?-x+3 5 _ 1
Ainsi f(x) = — o, X t+x 1+ T

3 2 —
EtZ(x) = x? + % —x+ gln |i—+i| + Cte (voir exemple 1)
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3) Synthése

Pour décomposer une fraction rationnelle f, définie par : f(x) = %, en somime
d’éléments simples, il faut procéder en plusieurs étapes :

1) Réduire la fraction si A et B ont un facteur commun,

2) Déterminer et mettre de coté la partie entiere si deg(A)=> deg(B),

3) Ecrire la forme de la décomposition en somme d’éléments simples et calculer les

coefficients. f=Q + g avec g = %et :
R(x)

(x—xp)"(x2 +dx + k)P ...
a, a, 1 a,; b,x + ¢, b, 1x+cp_q bix + ¢,

= + . + + ..
(x—xp)" (x—xo)"1 x—xy (@Z+dx+k)P (x2+dx+ kP! x2+dx+k

gx) =

ol le polyndme x? + dx + k est 4 racines complexes conjuguées a et @
a, = [(x — x0)"g ()]s, 3 bpat + ¢, = [(x* + dx + k)P g(x)],, etc... Pour obtenir les autres coefficients, on pourra remplacer x
par autant de valeurs a déterminer et résoudre le systéme. L’équation lim xf (x) est trés intéressante, puisqu’elle est toujours simple
X—00

a résoudre.
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\Extraits de test d’entrée en école d’ingénieuﬂ

Question 8 La transformée de Laplace de la fonction

t 0 (t<0)
JO= eI (t3+3t%+ 61+ 2sin3t) (1 20)

est:

[LNI@) =

La fonction f{#) dont la transformée de Laplace est :

p+4
i = 7
(LN = —Em
est définie par :

Jo =

Question 9

On considére le systéme différentiel suivant

0 {2S| 1) =5s,(0) =5,'() avec 5,(0)=2 et 5,(0)=0

s(N=5,"(1)

En appliquant la transformation de Laplace a ce systéme, on obtient
9 {21)3,(1)) -5pS,(p)=5,(p)
PSi(p)=5,(p)
{ Si(p)-58,(p)=5,"(p)
Si(p)=5,"(p)

9 {(p 2)8,(p)+55,(p) =2
Si(p)— pS,(p) =0
a0 {(11+2)S () =58, (p)=0
Si(p)-pS,(p)=2

Question 10

La résolution de ce systéme donne

_ )4
a) S:(I’)—‘ pz _2p+5

b) s.<p)=§( = ]

p-1+2i p-1-2i

2
LR . —
) S =

i( 1 1
D S’(p)_z(p—nzi p—l—ZiJ

Question 11
Les solutions du systéme différentiel sont alors données par
a) 5(1)=2e" cos(2f)u(r)
b) (1) =¢" cos(2f)u(r)
¢) s,(t)=e"sin(2)u(r)
d) 5, (1) =2¢"sin(2Nu(r)
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