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CHAPITRE 1

Controle Continu du 5 décembre 2016

vr Exercice 1.1 (Construction de matrices, vectorisation, script et function)
1. Dans un fichier zorro .m écrire une function appelée zorro qui prend en entrée un entier n € N* et renvoi la
matrice carrée Z de taille n comportant des 1 sur la premiere et derniere ligne et sur la deuxieme diagonale et
des 0 ailleurs (sans utiliser de boucles).

Par exemple, pour 7 =5, la commande Z=zorro (5) devra donner

N

Il
—_ o O O~
-0 O
—_ O = O
—_ O O
— o O O

2. Dans un fichier exercicel.m écrire un script pour tester cette fonction pour n=1,...,5.

Dans le fichier zorro .m on écrit la fonction

function A=zorro(n) Dans le fichier exercicel.mon écrit le script
e in)s for n=1:5
AL, :)=1; Z=zorro(n)
A(n,:)=1;
A=A(:,n:-1:1); 2us
end

vr Exercice 1.2 (Représentation et manipulation de polynémes)

Dans cette exercice nous allons construire des fonctions qui se trouvent déja dans Octave, on pourra comparer donc
le résultat obtenu avec celui d’Octave. Attention, vous devez programmer vous méme les fonctions indiquées. Toute
utilisation de fonctions toutes prétes ne sera pas prise en compte.

Soit R, [x] I'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égale a n, n € N*. Tout polynéme de cet espace vectoriel
s’écrit de maniere unique comme

n
pn(x) = Z aix'=ag+arx+---+a,x", ol a; eRpouri=0,...n.
i=0
Les n + 1 valeurs réels ay, ay, ..., a, sont appelés les coordonnées de p;, dans la base canonique “ de R, [x] et on peut
les stocker dans un vecteur p :

p = coord(py, 6,) = (ap, ar, az, ..., a,) € R"*!

Dans Octave nous utiliserons le vecteur p pour manipuler un polynéme et nous construirons des fonctions pour opérer
sur les polynomes a partir de cette représentation. Par exemple, pour construire le polynéme p,(x) = 2 — x + x> nous
écrirons

p=[2 -1 1]
Dans le script script_pol.m on écrira les instructions utilisées pour tester les function suivantes :

1. Implémenter une fonction appelée eval_pol permettant d’évaluer le polynéme p (la fonction polynomiale)
en des points donnés. La syntaxe doit étre function y=eval_pol(p,x) ol x est une valeur numérique ou
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un vecteur. Dans le second cas on doit obtenir un vecteur contenant les valeurs de la fonction polynomiale
aux différents points spécifiés dans le vecteur x. Par exemple, pour évaluer le polynome p(x) = 1 +2x +3x? en
x=(-1,0,1,2) nous écrirons

p=[1 2 3]
y=eval_pol(p,[-1,0,1,2])

et on veut obtenir le vecteury = p(x) = (2,1,6,17). En effeton a

p-1)=1+2x (-1 +3x((-1)})=1-2+3=2
p(x) =1+2x+3x p0)=1+2x0+3x(0%)=1+0+0=1
p = coord(p,62) = (1,2,3) p()=1+2x1+3x(1%)=1+2+3=6
pR)=1+2x2+3x(2%)=1+4+12=17

2. Implémenter une fonction appelée plot_pol prenant en entrée un polynéme p (i.e. le vecteur qui contient
ses coordonnées) et deux réels a et b > a et qui trace le graphe de p pour x € [a, b]. La syntaxe de I'instruction
doit étre plot_pol (p,a,b). Par exemple, pour tracer le graphe du polynéme p(x) = 1 +2x + 3x? sur l'intervalle
[—2;2] nous écrirons

p=[1 2 3]
plot_pol(p,-2,2)

3. Implémenter une fonction appelée sum_pol renvoyant la somme de deux polynémes (attention, si les deux
polynémes n’ont pas méme degré, il faudra ajouter des zéros en fin du polynéme de plus petit degré afin de
pouvoir calculer I'addition des deux vecteurs représentatifs). Par exemple, pour p = (1,2,3) et q = (1, -2), on veut
obtenirs = (2,0,3) :

p(x) =1+2x+3x% p = coord(p,€») = (1,2,3)
qx)=1-2x q =coord(q,%1) = (1,-2) = q=-coord(q,%>) =(1,-2,0)
sX)=px)+gx)=2+ 3x° s =coord(p + g,%>) = (2,0,3)

4. Implémenter une fonction appelée prod_pol renvoyant le produit de deux polynomes.
Exemple, pour p = (1,0,3) et q = (1,-2), on veut obtenir u = (1,-2,3, —6).
px) = 1+3x2 p = coord(p,6>) = (1,0,3)
qgx)=1-2x q = coord(g,6») = (1,-2,0)
u(x) = px) x g(x) =1 x p(x) —2x x p(x) =1-2x+3x> —6x> u = coord(p x q,%€3) = (1,-2,3,-6)

5. Implémenter une fonction appelée derivee_pol renvoyant la dérivée d du polynéme p donné en entrée
(attention, si p € R, [x], alors d € R, [x]).

Exemple, pour p = (1,2,6), on veut obtenir d = (2,12).

px)=1+2x+ 6x° p = coord(p, 6>) = (1,2,6)
dx)=p'(x)=2+12x d =coord(d,6;) = (2,12)

6. Implémenter une fonction appelée primitive_pol renvoyant la primitive v du polynéme p donné en entrée
ayant 0 pour racine (attention, si p € R, [x], alors v € R, 41 [x]).

Exemple, pour p = (1,2, 6), on veut obtenir v= (0,1, 1,2).
p(x) =1+2x+6x> p = coord(p, €>») = (1,2,6)

X X
v(x):[ p(1) dt:f 1+2t+6822dt=x+x%+2x° v = coord(v,63) =(0,1,1,2)
0 0

7. Implémenter une fonction appelée integrale_pol renvoyant I'intégrale d'un polyndme entre deux valeurs a et
b.

6 (© 2016-2020 G. FACCANONI
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Exemple, pour p = (1,2,6), a=1 et b = 2, on veut obtenir ¢ =18 :
p(x) =1+2x+6x>

b b a
c=f p() dt:f p() dt—f p() dt=vh)—v@=b+b*>+2b°—a—a*-2a° =18.
a 0 0

8. Implémenter une fonction appelée print_pol prenant en entrée un polynéme p (i.e. le vecteur qui contient ses
coordonnées) et qui écrit dans la fenétre de commande le polynéme dans la base canonique.

Exemple, pour p = (1,2,-3,0,7), on veut afficher le message 1+2x-3x~2+7x"~4.

a. Labase canonique de 'espace vectoriel Ry [x] est’ensemble 6, = { 1, x, xz, Xt }

Correction
Dans le fichier script_pol.m on écrit les instructions qui permettent de tester les différents points de cet exercice.

1. Dans le fichier eval_pol on écrit et on teste cette fonction par exemple comme suit

function [y]=eval_pol(p,x) y=eval_pol([1 2 3],[-1 01 2])
y=zeros(size(x));

for k=1:length(p)
y+=p (k) *x." (k-1);

end
end
2. Dans le fichier plot_pol.m on écrit et on teste cette fonction par exemple comme suit
function plot_pol(p,a,b) plot_pol([-1 0 11,-2,2)

x=linspace(a,b,100) ;
y=eval_pol(p,x);
plot(x,y);

end

3. Sans perte de généralité, supposons que n > m, alors

n nm n
p)=) aix'=) aix'+ Y ax' coord(p,€) = (ap, a1, az, ..., Am, A1, - .., Gn)
i=0 i=0 i=m+1
mn . mn . n .
qx) = Zb,-x’ = Zb,-x’+ Z 0xx' coord(q,€) = (by, b1, ba,...,by)
i=0 i=0 i=m+1
m . n .
P+ =) (ai+b)x'+ Y aix' coord(p + q,6) = (ag + by, ay + by, az + by, ..., am + by, s, - .., Gn)
i=0 i=m+1
Dans le fichier sum_pol.m on écrit et on teste cette fonction par exemple comme suit
function s=sum_pol(p,q) s=sum_pol([1 2 3],[4 5 6])
n=length(p); s=sum_pol([1 2 3],[4 5])
m=length(q); s=sum_pol([1 2],[4 5 6])
A=zeros(2,max(n,m)) ;
A(1,1:n)=p;
A(2,1:m)=q;
s=sum(A) ;
end
4. Dans le fichier prod_pol.m on écrit et on teste cette fonction par exemple comme suit
function s=prod_pol(p,q) u=prod_pol([1],[4 5 6])
n=length(p) ; u=prod_pol([1 2],[4 5 61)
m=length(q); u=prod_pol([1 2 3],[4 5 6])
A=zeros(m,n+m-1) ; u=prod_pol([1 2 3 4],[4 5 6])

for i=1:m
A(i,i:n+i-1)=q(i)*p;
end
s=sum(A) ;
end

(© 2016-2020 G. FACCANONI 7
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5. Remarquons que

n .
p) =) aix'
i=0
Coord(p) cgn) = (a()» ay, az,..., an)

Dans le fichier derivee_pol.m on écrit

function d=derivee_pol(p)
n=length(p) ;
d=p(2:end) .*(1:n-1);
end

6. Remarquons que

n .
dx)=p'(x0) =) iaix""
i=0
coord(d,6,,-1) = (m,2ay,...,na,)

et on teste cette fonction par exemple comme suit

d=derivee_pol([1])
d=derivee_pol([1 2])
d=derivee_pol([1 2 31)
d=derivee_pol([1 2 1 1]1)

n . X n X n xi+1
px)=Y a;x' v(x):f pyde=) a; | t'dr=) a;>
= 0 20 0 i=0 i+1
[Z0) a) ay an
coord(p,6€,) = (ag, a1, ay,...,a coord (v, 6, :(0, , R ey )
(p,€n) = (ao, a1, az n) (v, 6n+1) 031 141 241 1

Dans le fichier primitive_pol.m on écrit

function prim=primitive_pol (p)
n=length(p) ;
prim(1)=0;
prim([2:n+1])=p([1:n])./[1:n];
end

7. Dans le fichier integrale_pol.m on écrit

function integr=integrale_pol(p,a,b)
prim=primitive_pol(p);
n=length(prim); 7 = 1l+length(p)
aa([1:n])=a.~([0:n-1]);
prima=sum(prim.*aa) ;
bb([1:n])=b.~([0:n-1]);
primb=sum(prim.*bb) ;
integr=primb-prima;

end

8. Dans le fichier print_pol.m on écrit

function str=print_pol(p)
n=length(p);
SEE=I
if n==1;
str=strcat (num2str(p(1)));
else
strsign=char((p>0)*'+' + (p<0)*' ' + (p==0)*
'0");
if p(1)7=0
str=num2str(p(1));
end
if p(2)7=0
str=strcat(str,strsign(2) ,num2str(p(2)),
'x');
end
for i=3:n
if p(i)~=0
str=strcat(str,strsign(i) ,num2str(p(i)),
'x~ ', num2str(i-1));
end
end
end
end

et on teste cette fonction par exemple comme suit

v=primitive_pol([1])
v=primitive_pol([1 2])
v=primitive_pol([1 2 3])
v=primitive_pol([1 2 1 1])

et on teste cette fonction par exemple comme suit

w=integrale_pol([1 1], 1, 2)

et on teste cette fonction par exemple comme suit

print_pol([1 2 -3 -7 5])
print_pol([1 0 -3 0 5])
print_pol([1 2 -3 71)
print_pol([1 2 -3])
print_pol([1 21)
print_pol([1])

(© 2016-2020 G. FACCANONI
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vr Exercice 1.3 (Interpolation et fitting, utilisation de function vues en TP)

Dans cet exercice on fera appel a la function fittingpolynomial.m écrite en TP pour calculer le fitting polynomial
etal'une des function écrites en TP pour calculer le polynome d’interpolation, a savoir naive .mou lagrange .m ou
newton.m.

a) Dans le fichier exercice2a.m écrire un script qui compare sur un méme graphique le fitting linéaire, le fitting
parabolique et le polynéme d’interpolation sur le jeu de points suivant :

{(-1,D), (0,0), (1,1), (2,8)}.

Afficher al’écran les coefficients de ces polynémes.

b) Dans le fichier exercice2b.m écrire un script qui répete le méme exercice pour le jeu de points suivant
{(-1,1), (0,0), (1,1), (2,4)}

et commenter ce deuxieéme résultat.

Conseil : vérifiez vos programmes en donnant plusieurs exemples pertinents d’utilisation de vos fonctions et en vous
donnant les moyens de le vérifier. Comparez lorsque c’est possible votre programme aux réponses des fonctions
d’Octave. Par exemple, la commande polyval (polyfit(P(:,1),P(:,2),deg) ,x) ; doit renvoyer le méme résultat
que fittingpolynomiale(P,x,deg).

Correction
En TP dans les fichiers fittingpolynomialPoly.metnaivePoly.mon a écrit les function

function [alpha]=fittingpolynomialPoly(P,m) function [alpha]=naivePoly(P)
V(1:m+1,1) = sum( P(:,1).~(0:m) ); [1,c]l=size(P);
b(1:m+1)=sum( P(:,2).*%(P(:,1)).~(0:m) ); V = ones(1,1);
for c=2:m+1 V(:,2:1) = P(:,1).~(1:1-1);
V(li:m,c) = V(2:m+1,c-1); alpha = V\P(:,2);
V(m+1l,c) = sum( P(:,1) .~ (m+c-1) ); end
end
alpha = V\b';
end

qui calculent les coefficients des polynomes de régression et d’interpolation.
Ensuite, dans les fichiers fittingpolynomialEval.metnaiveEval.mon a écritles function pour évaluer les polynomes
ainsi construit en un vecteur de points :

function [y]l=fittingpolynomialEval(alpha,x) function [y]=naiveEval(alpha,x)
y=zeros(size(x)); y=zeros(size(x));
for i=1:length(alpha) for k=size(alpha):-1:1
y+=alpha(i)*x.~(i-1); y=alpha(k)+x.*y;
end end
end end

a) Dans le fichier exercice2a.m on écrit le script

P=[-11; 0 0; 1 1; 2 8]; x,yinterpol, 'LineWidth',2,. ..
P(:,1),P(:,2),'0', 'MarkerSize',10);
alphalin=fittingpolynomialPoly(P,1) saveas (gcf, "2016-ccl-exo2a.png", "png");

alphaPar=fittingpolynomialPoly(P,2)
alphaInt=naivePoly (P)

x=[-2:0.1:2];
ylin=fittingpolynomialEval(alphalin,x) ;
ypar=fittingpolynomialEval (alphaPar,x) ;

yinterpol=naiveEval (alphalnt,x) ;

plot(x,ylin, 'LineWidth',2,...
x,ypar, 'LineWidth',2, ...

(© 2016-2020 G. FACCANONI 9
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En effet,
Plinéaire (X) = o + @1 X
Pparabolique (X) = Po+ Pr1x+ ﬁzxz
x(x-1x-2) x+Dx(x-2) (x+1Dx(x-1)
Pinterpolation (X) = 6 + - +8 6
avec
4 2\ (ay 10 4 2 6)\(Bo 10
2 6lla = 16 2 6 8 Bil=116
! 6 8 18)\p,) \34

(S]]}

ainsiap= £, a; = ,ﬁo:—g,[ﬁ:%,ﬁz:z

b) Dans le fichier exercice2b.mon écrit le script
P=[-11; 0 0; 1 1; 2 4];
alphalin=fittingpolynomialPoly(P,1)
alphaPar=fittingpolynomialPoly(P,2)
alphaInt=naivePoly (P)
x=[-2:0.1:2];
ylin=fittingpolynomialEval (alphalin,x) ;
ypar=fittingpolynomialEval (alphaPar,x) ;
yinterpol=naiveEval (alphalnt,x) ;
plot(x,ylin, 'LineWidth',2, ...

X,ypar, 'LineWidth',2,...
X,yinterpol, 'LineWidth',2,...

P(:,1),P(:,2),'0', 'MarkerSize',10);
saveas (gcf, "2016-ccl-exo2b.png", "png");

(x+1Dx(x—=2) (x+Dx(x-1) 5
+4 =X

En effet,
Plinéaire (X) = @g + @1x
Pparabolique (X) = Bo+ P1x+ B2 x?
x(x-1)(x-2)
Pinterpolation (X) = 6 +
avec

f 3e)-1

-2 6
4 2 6)\(po 6
2 6 8||p|=]s
6 8 18/\p,) 18

ainsiag=1,a; =1, B =0, B =0, B2 = 1. Dans ce cas, le fitting parabolique coincide avec le polynéme d’interpolation
car ce dernier n’appartient pas simplement a R3[x] mais a Ry [x].

10

(© 2016-2020 G. FACCANONI
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# Exercice 2.1 (Interpolation, Quadrature et EDO)

1. Soit h >0 et f: [a— h,a+ h] — R une fonction de classe €' ([a — h, a + h]). Ecrire le polynéme p € Ry[x] qui
interpole f aux points a— h et a, i.e.'équation de la droite p € Ry[x] qui passe par les deux points (a— h, f(a— h))

et (a, f(a)).

2. Construire une méthode de quadrature comme suit :

a+h a+h
f f(x) dx Zf p(x) dx.
a a

NB: on integre sur [a, a + h] mais on interpole en a— h et a.

3. Considérons le probleme de CAUCHY : trouver y: [fy, T] c R — R tel que

Y () =9t y®), Vieln, T,
y(to) = yo,

dont on suppose I'existence d'une unique solution y.

T —
On subdivise I'intervalle [#y; 7] en N intervalles [z,; ¢,+1] de largeur h =
Utiliser la formule obtenue au point 2 pour approcher I'intégrale

In+1l
f o(t,y(2) dt.
it

En déduire un schéma a deux pas explicite pour I'approximation de la solution du probléeme de CAUCHY.

fo
avec t, = ty+nhpourn=0,...,N.

Correction
_f@-fla-h _fl@-fla-h
1. p(x)= myp— (x—a)+ f(a) = " (x—a)+ f(a).
2. On en déduit la méthode de quadrature
a+h a+h
| s [T pe ax
_ _ 2 a+h
_f@ i(a h) [ (x za) + fla) [x]e+
a
= W((a+h—a)2—(a—a)2)+f(a)(a+h—a)
_fl@-fla-h) ,
BT h+hf(a)
:h?»f(a)—f(a—h)
—

3. Onpose a = t, et a+ h = t;+1 d’otla formule de quadrature

tay _ _ _
lf(t) dr = (£,s, - tn)3f(tn) f(22tn tn+1) _ hsf(tn) Zf(tnfl) '
tll

11
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En utilisant la formule de quadrature pour I'intégration de 'EDO y'(t) = ¢(t, y (1)) entre t, et t,+, on obtient

3(,0([7;; y(tn)) - (p(tn—l;y(tn—l))
) .

tn+1
V(tpe1) = y(ty) +f @t y)di=h
In

Si on note u,, une approximation de la solution y au temps t;,, on obtient le schéma a deux pas implicite suivant :

uo = y(to) = Yo,

u; a définir,

3p(ty—1, Un-1) — @(tn, uy)
2

Upi1=Up+h n=12,...N—-1

On peut utiliser une prédiction d’Euler explicite pour initialiser u; :

up = y(to) = yo,

Uy = ug+ h(p(t(), Up),

3p(th-1, Un-1) —@(ty, Up)
2

Ups1=Up+h n=12,..N-1

# Exercice 2.2
On considere un ensemble de points expérimentaux { (x;, y;) }?:0 et on suppose que les deux grandeurs x et y sont
liées, au moins approximativement, par une relation de la forme y = asin( x) + bcos(% x). On souhaite alors trouver

les constantes a et b pour que la courbe d’équation y = asin(% x) + bcos(% x) s'ajuste le mieux possible aux points
observés (on parle de courbe de meilleure approximation).

Soitd; = y;—(a sin(’z—’xi) +b cos(% x;)) 'écart vertical du point (x;, y;) par rapport a la courbe. La méthode de régression

(ou des moindres carrés) est celle qui choisit a et b de sorte que la somme des carrés de ces déviations soit minimale.
Pour cela, on doit minimiser la fonction & définie par

&:R> >R,

n
(a,b) — &a,b)= Y. d2.
i=0

Ecrire et résoudre le systéme linéaire qui permet de calculer a et b.

Correction
Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque
1 T b4 2
&(a,b) = Z (y,- - (asin(zx,-) + bcos(gx,-)))
i=0

calculons tout d’abord les deux dérivées partielles

M=

08
a((l,b)——Z(
a—g(a,b)z—Z(

et cherchons quand elles s’annulent en méme temps. On obtient

O(yi —(asin (5 x;) + beos (5 x;))) sin(%xi)),

=

(vi—(asin(%x;) + beos (5 x;))) cos (%xi)),

i=0

g—i(a, b)=0 — "o (vi—(asin(Zx;) + bcos (5 x;)))sin(5x;) =0
%(a, b)=0 "o (vi—(asin(5x;) + beos (5 x;))) cos(Fx;) =0

— "o ((asin(Fx;) + beos (5 x;)))sin(F x;) = X1, yisin(5 x;)
in (5 x;) + beos(5x;))) cos(Fx;) =X yicos(5 x;)

Y, sin® (5 x;) Y sin(5x;)cos (5 x;)

Y ,sin(%x;)cos(Fx;) Y cos?(%x;)

(3
(
a
b

Y, visin(3x;)

T
— 2
Xioyicos(zxi)]”

12 (© 2016-2020 G. FACCANONI
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Si on note
n n n n n
U= Zsinz(%xi), V=) sin(¥x;)cos(5x;), W= Zcosz(%xl-), P=) yisin(3x), Q=) yicos(%x),
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

on doit résoudre le systéme linéaire
U V\(a) (P
v w/ib/ \Q

dont la solution est

_WP-VQ

UQ-vP
a=———-:, =
UW — V2

b= —.
Uw -Vv?2

2.1 Traitement mathématique des images numérique

Dans les exercices suivants nous allons nous intéresser a la manipulation d’images. Nous utiliserons des méthodes basées
sur l'algebre linéaire et I’analyse matricielle.

* Acquisition d’'une image (= numérisation) : dans la figure ci dessous on a a gauche une image réelle et a droite
sa version numérisée. La numérisation d’'une image réelle comporte une perte d’'information due d’'une part a
I’échantillonnage (procédé de discrétisation spatiale d'une image consistant a projeter sur une grille réguliére, i.e.
en un nombre fini de points, une image analogique continue en lui associant une valeur unique), d’autre part a la
quantification (nombre finis de nuances = limitation du nombre de valeurs différentes que peut prendre un point ).

* Les pixels d’'une image : une image numérique en niveaux de gris (grayscale image en anglais) est un tableau de
valeurs A. Chaque case de ce tableau, qui stocke une valeur a; j» se nomme un pixel (PICTure ELement).

En notant n le nombre de lignes et p le nombre de colonnes du tableau, on manipule ainsi un tableau de n x p pixels.

Les valeurs des pixels sont enregistrées dans I'ordinateur ou ’appareil photo numérique sous forme de nombres
entiers entre 0 et 255, ce qui fait 256 valeurs possibles pour chaque pixel. La valeur 0 correspond au noir et la valeur
255 correspond au blanc. Les valeurs intermédiaires correspondent a des niveaux de gris allant du noir au blanc.

On peut définir une fonction comme suit :

g:[1:n]x[1:p]l—[0:255]
i, j)— gli, j) = aij

= La taille d’'une image : la taille d'une image est le nombre de pixel. Les dimensions d'une image sont la largeur
(=nombre de colonnes du tableau) et la hauteur (=nombre de lignes du tableau).

* Larésolution d’'une image : la résolution d'une image est le nombre de pixel par unité de longueur. En générale, on
utilise des “pixel par pouce” ou “point par pouce” (ppp), on anglais on dit dot per inch (dpi) : n dpi = n pixel pour un
puce = n pixel pour 2.54 cm.

Les fonctions Octave utiles pour gérer les images sont les suivantes :

* image : affiche une image (objet graphique Image) ;

* imagesc ou imshow : affiche une image (objet graphique Image) avec interpolation des couleurs;

* imread:lit une image d'un fichier (formats standards);

* imwrite : écrit une image dans fichier (formats standards);

* imfinfo : extrait des informations d'un fichier (formats standards);

* print :exporte une image (formats standards).

Lexemple suivant montre une visualisation d’un tableau carré avec n = p = 512, ce qui représente 512 x 512 = 218 = 262144
pixels. ! Dans ce cas, nous ne construisons pas la matrice a la main, mais nous allons lire un fichier image et 'importer
comme une matrice dans Octave.

Pour transformer une image en une matrice il suffit d'indi- quer dans un script :

1. Les appareils photos numériques peuvent enregistrer des images beaucoup plus grandes, avec plusieurs millions de pixels.

2. Cette image, “Lena’, est une image digitale fétiche des chercheurs en traitement d’'images. Elle a été scannée en 1973 dans un exemplaire de Playboy
et elle est toujours utilisée pour vérifier la validité des algorithmes de traitement ou de compression d’images. On la trouve sur le site de I'University of
Southern California http://sipi.usc.edu/database/.
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A=imread('lena512.bmp');

Avec la fonction imread Octave transforme un fichier image
(ici de type .bmp) en une matrice dont chaque coefficient est
un flottant si I'image est en noir et blanc.

On peut voir 'image avec :

imshow(uint8(A)) ;

ou avec

imagesc (4)

S FIGURE 2.1 - Léna (original)
axis 1mage

http://www.lenna.org
On peut sauvegarder 'image avec :

imwrite (uint8(A), 'monimage.jpg','jpg');

Pour connaitre la dimension de la matrice (i.e. de I'image) il suffira d’écrire
[row,col]l=size(A)

On a une matrice de taille 512 x 512.
Pour connaitre I'intervalle des valeurs de la matrice on écrira

pp=min(A(:))
pg=max(A(:))

Les niveaux de gris sont compris entre 25 et 245.
Attention : lorsque 'on charge une image, la matrice correspondante est de type uint8 (codage sur 8 bits non signés), cela
signifie que ses éléments (qui représentent les niveaux de gris) sont dans l'intervalle d’entiers [0 — 255]). Octave peut lire des
images codées sur 8, 16, 24 ou 32 bits. Mais le stockage et I'affichage de ces données ne peut étre fait qu’avec trois types de
variables :

* le type uint8 (entier non signé de 8 bits) de plage [0;255];

* le type uint16 (entier non signé de 16 bits) de plage [0;65535];

x le type double (réel 64 bits) de plage [0;1].
Dans le code ci-dessous, on a @ = 155 mais a est de type uint8 donc, lorsqu’on calcule a?, Octave plafonne a 255 :
A=imread('lenab512.bmp"');
a=A(10,10);
disp(a)
disp(155~2)
disp(a~2)
a=uint16(a);
disp(a~2)

vr Exercice 2.3 (Manipulations élémentaires)
1. Que se passe-t-il lorsqu’on exécute le script suivant?

clear all title ( "Original" );
subplot(1,2,2)
A=imread('lena512.bmp'); B=A';
colormap(gray(256)) ; imshow(uint8(B)) ;
title ( "Transposee" );
subplot(1,2,1) imwrite (uint8(B), 'exotransposee.jpg','jpg');
imshow (uint8(A)) ;

2. Que se passe-t-il lorsqu’on exécute le script suivant?

clear all for i=1:col
A=[A(:,2:col) A(C:,1];
A=imread('lena. jpg'); imshow (A, gray(256)) ;
[row,col]l=size(A); pause(0.001) ;
end
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3. En utilisant une manipulation élémentaire de la matrice (sans faire de boucles et sans utiliser de fonctions)
obtenir les images de la figure 3.2.

(b) Flip vertical (c) Flip horizontale (d) Flip double (e) Hstack

(g) Zoom (h) Effacer (i) Bord carré (j) Bord cercle

FIGURE 2.2 — Manipulations élémentaires

Correction

Originale Transposée

2. A chaque étape on enléve la premiére colonne et on la concaténe comme derniére colonne. Le résultat donne un “film”
dans lequel 'image “sort” a gauche et “rentre” a droite.

3. On pourra se baser sur le canevas suivant :

clear all
A=imread('lenab512.bmp');
B= ; % a completer
subplot(1,2,1)

imshow (uint8(A)) ;

title ( "Originale" );
subplot(1,2,2)

imshow (uint8(B)) ;

title ( "Transformee" );

3.1. Flip vertical
B=A(end:-1:1,:);

3.2. Flip horizontale
B=A(:,end:-1:1);

3.3. Flip double
B=A(end:-1:1,end:-1:1);

3.4. Hstack
B=[A(:,end/2:end)A(:,end:-1:end/2)];

3.5. VstackB=[ A(end/2:end,:); A(end:-1:end/2,:)]1;
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3.6. Zoom B=A(300:400,250:350) ;

3.7. Effacer B=A; B(250:300,220:375)=0;

3.8. Bord carré B=A; [r,c]l=size(A); B([1:20,r-20:r],:)=0; B(:,[1:20,c-20:c])=0;

3.9. Bord cercle

[r,cl=size(A);
B=255*ones (r,c) ;
for i=1:r
for j=1:c
if (i-r/2)°2+(j-c/2)"2 <= (x/2)"2
B(i,j)=A(i,j);
end
end
end

On peut améliorer visuellement 'image en modifiant la valeur de chaque pixel par une fonction qu’on appliquera a tous les

pixels. Pour cela, on pourra se baser sur le canevas suivant :

clear all

A=double(imread('lenab12.bmp')); % utiliser double pour avoir des calculs precis
f=0(g) ; % fonction vectorisee a completer

B=f(4);

subplot(1,3,1)

plot([0:255], £([0:255]), 'b-',[0:255], [0:255], 'r--'); 7 f et identite
axis([0 255 0 255],"square");

title('f vs identite')

subplot(1,3,2)

imshow (uint8(A));

title ( "Originale" );

subplot(1,3,3)

imshow (uint8(B));

title ( "Transformee" );

Par exemple, la fonction suivante, appliquée a chaque pixel
d’une image, éclaircira I'image :

f:10;255] — [0;255]
aij+255

aij >

0 255  Gij
Dans le canevas, il suffit de définir

f = @(g) (g+255)/2;

et on obtient

f Originale Transformee

250 F T T T T

200 | A VU
150 [ e 1
100 [ it 1

50 7 1

0 50 100 150 200 250
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¢ Exercice 2.4 (Luminosité et contraste)
1. Pour obtenir 'image en négatif de Léna il suffit de prendre le complémentaire par rapport a 255

f:10;255] — [0;255]
g—255—-g

Appliquer cette transformation pour obtenir I'image 3.3b.

(a) Originale (b) Négatif

FIGURE 2.3 — Négatif

2. Appliquer la transformation ci-dessous pour augmenter la luminosité en ajoutant la valeur fixe d = 50 a tous les
niveaux de gris et obtenir 'image 3.4b.

y
255 1
f:10;255] — [0;255]

. g+d sig=255-d, d 9
255 sinon.

0 255—-d 255 &

3. Il est trées mauvais d’augmenter ainsi la luminosité : avec un décalage de d, il n’existera plus aucun point entre 0
et d et les points ayant une valeur supérieure a 255 — d deviendront des points parfaitement blancs, puisque la
valeur maximale possible est 255. La nouvelle image contient des zones brilées.

y

255 1
Plutot que d’utiliser la fonction donnée, il vaut mieux

utiliser une fonction bijective de forte croissance au voi-
sinage de 0 et de tres faible croissance au voisinage de
255, comme sur le graphe ci-contre.

Appliquer cette transformation pour obtenir I'image 3.4c.

(a) Originale (b) Premiere méthode (c) Deuxiéme méthode

FIGURE 2.4 — Modification de la luminosité

4. On peut composer avec une fonction pour étaler 'histogramme sur [0;255] (Histogram Stretching). Par exemple,
si m = min(A) et M = max(A), on peut utiliser la fonction :
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g~ M_m(g—m)+0

y
255
£ 10;255] — [0;255]
2550
0

m M 255 8
Appliquer cette transformation pour obtenir I'image 3.5b.

5. On peut augmenter le contraste (Contrast Stretching) en “mappant” par une fonction linéaire par morceaux.

y
255 T
f:10;255] — [0;255]
0 sig=a
g—13 2g-a)+0 sia<g<b
255 sig=h 7
°0 4 b 255 &8

Appliquer cette transformation avec a = 64 et b = 192 pour obtenir I'image 3.5c.

Un cas particulier s’obtient lorsque a = b (Contrast Thresholding ou seuillage). Appliquer cette transformation
pour obtenir I'image 3.5d

y

Avec cette transformation, les points les plus blancs au- 255 1 7
ront une valeur égale a b et il n’existera plus aucun point .
entre b et 255. De méme, les points ayant une valeur com- ol

prise entre 0 et a deviendront noirs, puisque la valeur
minimale est 0. Il y aura donc la perte d’informations. 7

Ainsi il est plus judicieux d’adoucir la courbe : ’
0

0 255 &
6. On peut rehausser le contraste en “mappant” par une fonction linéaire par morceaux

f:10;255] — [0;255]

b .
-g sig=<a

—{ a
g (255-b)g+255(b—a) .
sig=a
255—-a 0 ! + 0@ 1 +
0 a 2558 0 a 2558
Appliquer cette transformation avec a = 100 et b = 200 (dilatation de la dynamique des zones claires) et comparer

avec a = 100 et b = 50 (dilatation de la dynamique des zones sombres). Appliquer ces transformations pour
obtenir les images 3.5¢ et 3.5f.

7. On pourrait vouloir mettre en avant certains niveaux de gris dans un certain intervalle. Cette approche peut
prendre deux formes : le gray level slicing without background et le gray level slicing with background. Dans la
premiere approche, une grande valeur est donnée aux pixels dont le niveau de gris appartient a la plage choisie
et les autres sont remplacés par 0. Dans la deuxiéme approche on ne modifie que les pixels a mettre en valeur.
Cela correspond aux deux fonctions suivantes :

18 (© 2016-2020 G. FACCANONI




Mis & jour le Mercredi 31 mai 2023 Chapitre 2 Controle Terminal 2016-2017 — session 1

255 + —

f:10;255] — [0;255]

0 sigsaoug=b
< 255 siasg=bh

y
255 1 —/
f:10;255] — [0;255]
g sigsaoug=h 0
gH{ZSS sia<sg=b
0 t

0 a b 255 &
Appliquer ces deux transformations avec a = 100 et b = 155 pour obtenir les images 3.5g et 3.5h .

8. On peut modifier le contraste en “mappant” par une fonction croissante plus rapidement ou plus lentement que
la fonction identité i : [0;255] — [0;255], i(g) = g. Par exemple, la fonction suivante modifie la caractéristique de
gamma (plus clairsi 0 < a < 1, plus foncé si a > 1).

y
255 p
f: [0;255] — [0;255]
g \a o
— 255 =>— .
& (255) Py

0 255 8

L,

(a) Originale (b) Histogram  Stret- (c) Contrast Stret- (d) Contrast Threshol- (e) Dilatation de la
ching ching ding dynamique des
zones claires

e g

¥4 inA Y4

(f) Dilatation de lady- (g) Gray level slicing (h) Gray level slicing (i) Non linear (j) Non linear
namique des zones without back- with background

sombres ground

FIGURE 2.5 — Modification du contraste

Correction
1. Négatif
f = 0(g)255-g;
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2. Histogram Stretching:
M=max(A(:)); m=min(A(:)); £ = @(g)255*(g-m)/(M-m);

3. Contrast Stretching :
a=64; b=192; f = @(g) (g<=a)*0 + (g>=b)*255 + (g>a).*(g<b).*( 255/ (b-a)*(g-a));
Si a=m et b= M on retrouve |’ Histogram Stretching.

Contrast Thresholding :
a=128; f = @(g) (g<=a)*0 + (g>=a)*255;

Exemple de fonction en S (a modifier pour qu’elle passe en (0,0) et en (255,255)) :
f = @(g)255/pi*atan((g-255/2)/10)+255/2;

4. Dilatation de la dynamique des zones claires :
a=100; b=200; f = @(g) (g<=a)*(b/a).xg + (g>a).*( ((255-b)*g+255%(b-a))/(255-a));

Dilatation de la dynamique des zones sombres :
a=100; b=50; f = @(g) (g<=a)*(b/a).*g + (g>a).*( ((255-b)*g+255*(b-a))/(255-a));

5. Gray level slicing without background :
a=85; b=170; f = @(g) (g<=a)*0 + (g>=b)*0 + (g>a).*(g<b)*255 ;

Gray level slicing with background :
a=85; b=170; f = @(g) (g<=a).*g + (g>=b) .*g + (g>a).*(g<b)*255 ;

6. Non linear :
a=3; f = @(g)255%(g/255) .7a;
a=1/3; £ = @(g)255%(g/255) . a;

¢v Exercice 2.5 (Résolution)

Une matrice de taille 2° x 2° contient 2! entiers ce qui prend pas mal de place en mémoire. On s'intéresse a des
méthodes qui permettent d’étre plus économique sans pour cela diminuer la qualité esthétique de 'image. Afin de
réduire la place de stockage d'une image, on peut réduire sa résolution, c’est-a-dire diminuer le nombre de pixels. La
facon la plus simple d’effectuer cette réduction consiste a supprimer des lignes et des colonnes dans I'image de départ.
Les figures suivantes montrent ce que I'on obtient si I'on retient une ligne sur 2* et une colonne sur 2* ce qui donne
une matrice 29% x 297% Appliquer cette transformation pour obtenir I'une des images suivantes :

(a) Originale (k=1) (b) k=2 © k=3 d) k= (e) k=
4 5

FIGURE 2.6 — Résolution

Correction
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clear all subplot(1,8,k)
E=A(1:2"k:row,1:2"k:col);
A=double (imread('lenab12.bmp')); imshow(uint8(E)) ;
colormap(gray(256)) ; title(['k=' num2str(k)]);
file=strcat('exo2E', num2str(k) ,'.jpg')
[row,col]l=size(A) imwrite (uint8(E) ,file, 'jpg');
end
for k=1:8

vr Exercice 2.6 (Quantification)

Une autre fagon de réduire la place mémoire nécessaire pour le stockage consiste a utiliser moins de nombres entiers
pour chaque valeur. On peut par exemple utiliser uniquement des nombres entiers entre 0 et 3, ce qui donnera une
image avec uniquement 4 niveaux de gris. Une telle opération se nomme quantification.

On peut effectuer une conversion de I'image d’origine vers une image avec 28~ niveaux de valeurs en effectuant les
remplacements suivant : tous les valeurs entre 0 et 2 sont remplacées par la valeur 0, puis tous les valeurs entre 2X et
2%+1 sont remplacées par la valeur 2¥ etc. Appliquer cette transformation pour obtenir les images suivantes :

(a) 16 niveaux de gris (b) 8 niveaux de gris (c) 4 niveaux de gris (d) 2 niveaux de gris
(k=4 (k=5) (k=6) (k=7)

FIGURE 2.7 — Quantification

Correction for k=[4,5,6,7]

clear all figure (k)
subplot(2,2,1)

A=imread('lenab512.bmp'); imshow (uint8(A)) ;

colormap(gray(256)) ; title ( "Original" );

A=double(A) ; subplot(2,2,3)

[row,col]l=size(A) hist(A(:),0:255);

vr Exercice 2.7 (Floutage par diffusion)
On veut lisser les endroits a fort gradient. Pour cela nous allons calculer une moyenne en chaque pixel comme suit :

O0xxA+0,,A
A4 XV

«—

5
avec
0, pouri=1
pOLlI‘j =1,...512, axxAi,j = A,‘+1’j —2A,"j +Ai—1,jr pour i=2,...,511
0, pour i =512
0, pour j=1
pouri=1,...512, ayyAi,j’i Ajj+1—2A;j+ A j-1, pourj=2,...,511
0, pour j =512

Appliquer 100 fois cette transformation a la matrice A pour obtenir 'image 3.8c. ¢
Appliquer ensuite la détection des bords (normalisée) a I'image 3.8c pour obtenir I'image 3.8d.

(© 2016-2020 G. FACCANONI
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oy
J
3

(a) Norme du gradient (b) Norme normalisée

(c) Floutage

(d) Gradient normali-
sée apres floutage

FIGURE 2.8 — Détection des bords et Floutage

a. Cela correspond a un schéma 5 points explicite appliqué a I'équation de la chaleur 8; A=V - (f(VA)) avec f 'identité

Correction
clear all

A=imread('lena512.bmp');
colormap(gray(256)) ;
A=double(A) ;
[row,col]l=size(A)

AA=A;
for t=1:100

G1(1,:)=0*%AA(1,:);

G1(2:row-1,:)=AA(3:row,:)-2%xAA(2:row-1,:)+AA(1:
row-2,:);

G1(row, :)=0%AA(row,:);

G2(:,1)=0%AA(:,1);

G2(:,2:col-1)=AA(:,3:col)-2*%AA(:,2:col-1)+AA(:,1:
col=2));

G2(:,c0l)=0%AA(:,col);

G=AA+(G1+G2)*0.2;

m=min(min(G)) ;
M=max (max (G)) ;
G=255/(M-m) . *(G-m) ;
AA=G;

end

subplot(2,2,1)

imshow (uint8(4)) ;
title ( "Original" );
subplot(2,2,3)
hist(A(:),0:255);
subplot(2,2,2)
imshow(uint8(G)) ;
title ( "Floutage" );
imwrite(uint8(G), 'exo5.jpg', 'jpg');
subplot(2,2,4)
hist(G(:),0:255);

vr Exercice 2.8 (Détection des bords)

22

Afin de localiser des objets dans les images, il est nécessaire de détecter les bords de ces objets. Ces bords correspondent
a des zones de I'image ot les valeurs des pixels changent rapidement. C’est le cas par exemple lorsque I'on passe du
chapeau (qui est clair, donc avec des valeurs grandes) a I'arriére plan (qui est sombre, donc avec des valeurs petites).

Afin de savoir si un pixel avec une valeur est le long d’'un bord d’'un objet, on prend en compte les valeurs de ses quatre
voisins (deux horizontalement et deux verticalement). Pour cela nous allons calculer et afficher la norme d’'un gradient
discret en chaque pixel comme suit :

N(A; )= \/(6xAi,j)2 + (ayAi,j)z

avec
Ajy1,j—Ajj, pouri=1
pour j=1,...512,  OxA;;={ 2ebARL pourj=2, 511
Ajj—Aj-1,j, pouri=>512
Ajjr1—Ajj, pourj=1
. Ajiv1—Aji- .
pouri=1,...512,  0yA;j={ L=, pour j=2,...,511
Ajj—Aij-1, pour j =512

Appliquer cette transformation suivie de la transformation en négatif pour obtenir I'image 3.8a. On remarque que les
valeurs obtenues appartiennent a 'intervalle [130;255].
Pour améliorer le rendu, ramener le niveaux de gris a I'intervalle [0;255] par une transformation affine ce qui donne

I'image 3.8b. Cela correspond a la transformation

f: [m; M] — [0;255]
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255

g§g———(g-m

M-m

Correction
clear all

A=imread('lena512.bmp');
colormap(gray(256) ) ;
A=double(A);
[row,col]l=size(A)

G1(1,:)=(A(2,:)-A(1,:));
G1(2:row-1,:)=(A(3:row,:)-A(l:row-2,:))/2;
G1(row, :)=(A(row, :)-A(row-1,:));

G2(:,1)=(A(:,2)-A(:,1));
G2(:,2:c0l-1)=(A(:,3:c0l)-A(:,1:c0l1-2))/2;
G2(:,c0l)=(A(:,col)-A(:,col-1));

G=sqrt(G1.72+G2.72);

G=255-G;

m=min(min(G))
M=max (max (G))
Gn=255/(M-m) . *(G-m) ;

subplot(2,3,1)

imshow (uint8(A)) ;

title ( "Original" );

subplot(2,3,4)

hist(A(:),0:255);

subplot(2,3,2)

imshow (uint8(G)) ;

title ( "Gradient (negatif)" );
imwrite(uint8(G), 'exo4l.jpg', 'jpg');
subplot(2,3,5)

hist(G(:),0:255);

subplot(2,3,3)

imshow(uint8(Gn)) ;

title ( "Gradient normalise (negatif)" );
imwrite (uint8(Gn), 'exo042.jpg',"'jpg');
subplot(2,3,6)

hist(Gn(:),0:255);

vr Exercice 2.9 (Traitement mathématique des images numériques - compression par SVD)

Dans cette exercice nous allons nous intéresser a la manipulation d’images. Nous utiliserons des méthodes basées sur
l'algebre linéaire et 'analyse matricielle.

Les pixels d’'une image : une image numérique en niveaux de gris (grayscale image en anglais) est un tableau de valeurs.
Chaque case de ce tableau, qui stocke une valeur, se nomme un pixel. En notant 7 le nombre de lignes et p le nombre
de colonnes de 'image, on manipule ainsi un tableau de 7 x p pixels.

La figure ci-dessous montre une visualisation d'un tableau carré avec n = p = 512, ce qui représente 512 x 512 = 218 =
262144 pixels. Les appareils photos numériques peuvent enregistrer des images beaucoup plus grandes, avec plusieurs
millions de pixels.

Les valeurs des pixels sont enregistrées dans I'ordinateur ou I’appareil photo numérique sous forme de nombres entiers
entre 0 et 255, ce qui fait 256 valeurs possibles pour chaque pixel. La valeur 0 correspond au noir et la valeur 255
correspond au blanc. Les valeurs intermédiaires correspondent a des niveaux de gris allant du noir au blanc.

Pour transformer une image en une matrice il suffit d'indi-
quer dans notre script :

A=imread('lena. jpg');

colormap(gray(256)) ;

A=double(A);

[row,col]l=size(A)

Octave la transforme en matrice avec la fonction imread.
On a bien une matrice de taille 512 x 512. On peut voir
Léna“ avec:

colormap(gray(256)) ;

imshow(uint8(A)); FIGURE 2.9 — Léna (original)

Tout comme pour la réduction du nombre de pixels, la réduction du nombre de niveaux de gris influe beaucoup sur la
qualité de I'image. Afin de réduire au maximum la taille d'une image sans modifier sa qualité, on utilise des méthodes
plus complexes de compression d'image.
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Soit A € R"*P une matrice rectangulaire. Un théoreme démontré officiellement en 1936 par C. ECKART et G. YOUNG
affirme que toute matrice rectangulaire A se décompose sous la forme

A=USVT

avec Ue R™" et V € RP*P des matrices orthogonales (i.e. Ul=uTetv ! =vT) et S € R"*P une matrice diagonale
qui contient les r valeurs singuliéres de A, r = min{ n,p }, rangées dans 'ordre décroissant oy =02 =0, = 0.
Notons u; et v; les vecteurs colonne des matrices U et V. La décomposition s’écrit alors

g1 V{
T
_ T _ oy v}
A=USV' =(u; ... u Uryp ... Uy . T
\ 4 v
~~ r+1
E[RVLXVL .
0 vg
. g y
eRn*P eRP*P
o1 v
- T
=(w ... u) D =) oiuxv;
T i=1 N——
eRnxr Or Vr eRT*T
ERT*T eRT*P

Dans Octave, on peut obtenir la décomposition SVD par la commande
[U,s,V]=svd(4);

On peut exploiter cette décomposition pour faire des économies de mémoire. En effet, pour stocker la matrice A nous
avons besoin de n x p valeurs, pour stocker la décomposition SVD nous avons besoinde nxr+r+r x p > n x p valeurs.
Cependant, si nous approchons A en ne gardant que les premiers termes de la somme (sachant que les derniers termes
sont multipliés par des o; plus petits, voire nuls)

S
A=Y oju;xvi, ous<r
i=1 S~
€RM*P

nous n’avons plus besoin que de n x s+ s+ s x p valeurs. Cela signifie que pour tout s < np/(n+ p + 1) on fait des
économies de stockage.

1. Testez la compression avec les différentes valeurs de s indiquées pour obtenir les images 3.10a-3.10c :

2. La précision d’Octave est de I'ordre de 5 chiffres significatifs. Donc les valeurs singulieres significatives doivent
avoir un rapport de moins de 10~° avec la valeur maximale o, = 52517, les autres étant considérées comme
«erronées». Calculer le nombre de valeurs singuliéres «significatives», i.e. la plus grande valeur de s telle que
o- <107° pour i = s+1,..., 1 et afficher le résultat comme a la figure 3.10d.

(@s=10 (b) s =100 (c)max{se[O;r].‘s<%;+l} (d)min{se[o;rl)g—i<10_5}

FIGURE 2.10 - SVD

a. http://www.lenna.org/full/1_hires.jpg

Correction
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clear all dS=diag(S);

mini=min(dS)
Maxi=max (dS)
dSn=dS/dS(1);

vsSignif=length(dSn(dSn>1.e-5))

A=double(imread('lena512.bmp'));

%A=imread ('lenaTest4.jpg');

%A=double (imread('lena_std.tif')); A=(A(:,:,1)+A

(:,:,2)+A(:,:,3))/3;

colormap(gray(256)) ; for s=[10,100,floor(economie) ,vsSignif]
figure (50+s)
axis image
X=U(:,1:5)*S(1:s,1:8)*(V(:,1:8))"';
erreur=abs (X-A) ;
m=min(min(erreur)) ;

[row,col]l=size(A)

figure(1) M=max (max (erreur)) ;
colormap(gray(256)) ; erreur=255-255/(M-m) * (erreur-m) ;
imshow(uint8(A)) ; subplot(2,1,1)

imshow (uint8(X)) ;

title ( strcat("s=",num2str(s)) );

%imwrite (uint8(X) ,strcat ("exo6-" ,num2str(s),".jpg
"),'jpg');

subplot(2,1,2)

imshow(uint8(erreur)) ;

% on fait des economies de stockage si "s" est < a " title ( strcat("s=",num2str(s)," - erreur dans [

" num2str(m)," ; ",num2str(M)," 1") );

[U,S,V]l=svd(A);
% [U,S,V]=svd(A,s); % on fixe la troncature

economie"
economie=row*col/ (row+col+1) end

np
n+p+1

Ona max{ se0;r] | s< } = 255: on fait des économies de stockage tant qu’'on garde au plus les premieres 255 valeurs
singulieres.

La photo de Lena, de taille 512 x 512, possede 498 valeurs singuliéres «significatives».
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# Exercice 3.1 (Interpolation, Quadrature et EDO)

1. Soit h >0 et f: [a— h,a+ h] — R une fonction de classe €' ([a — h, a + h]). Ecrire le polynéme p € Ry[x] qui
interpole f aux points a— h et a, i.e.'équation de la droite p € Ry[x] qui passe par les deux points (a— h, f(a— h))

et (a, f(a)).

2. Construire une méthode de quadrature comme suit :

a+h a+h
f f(x) dx Zf p(x) dx.
a a

NB: on integre sur [a, a + h] mais on interpole en a— h et a.

3. Considérons le probleme de CAUCHY : trouver y: [fy, T] c R — R tel que

Y () =9t y®), Vieln, T,
y(to) = yo,

dont on suppose I'existence d'une unique solution y.

T —
On subdivise I'intervalle [#y; 7] en N intervalles [z,; ¢,+1] de largeur h =
Utiliser la formule obtenue au point 2 pour approcher I'intégrale

In+1l
f o(t,y(2) dt.
it

En déduire un schéma a deux pas explicite pour I'approximation de la solution du probléeme de CAUCHY.

fo
avec t, = ty+nhpourn=0,...,N.

Correction
_f@-fla-h _fl@-fla-h
1. p(x)= myp— (x—a)+ f(a) = " (x—a)+ f(a).
2. On en déduit la méthode de quadrature
a+h a+h
| s [T pe ax
_ _ 2 a+h
_f@ i(a h) [ (x za) + fla) [x]e+
a
= W((a+h—a)2—(a—a)2)+f(a)(a+h—a)
_fl@-fla-h) ,
BT h+hf(a)
:h?»f(a)—f(a—h)
—

3. Onpose a = t, et a+ h = t;+1 d’otla formule de quadrature

tay _ _ _
lf(t) dr = (£,s, - tn)3f(tn) f(22tn tn+1) _ hsf(tn) Zf(tnfl) '
tll
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En utilisant la formule de quadrature pour I'intégration de 'EDO y'(t) = ¢(t, y (1)) entre t, et t,+, on obtient

3(,0([”; y(tn)) - (p(tn—l;y(tn—l))
) .

tn+1
Y(ths1) = y(tn)+f @t y(®)dt=h
tn
Si on note u,, une approximation de la solution y au temps t;,, on obtient le schéma a deux pas implicite suivant :

uo = y(to) = yo,
u; a définir,
3p(ty—1, Un-1) — @(tn, uy)

Upi1=Up+h 5 n=12,...N—-1

On peut utiliser une prédiction d’Euler explicite pour initialiser u; :

up = y(to) = yo,
Uy = ug+ h(p(t(), Up),
3Q0(tn71» unfl) _(p(tn; un)

Ups1=Up+h 5 n=12,..N-1

# Exercice 3.2

La méthode de régression s’étend facilement a des données qui dépendent de deux ou plusieurs variables. On consideére
un ensemble de points expérimentaux { (x;, y;, z) }?:0 et on suppose que les trois grandeurs x, y et z sont liées, au
moins approximativement, par une relation affine de la forme z = a + bx + cy. On souhaite alors trouver les constantes
a, b et ¢ pour que le plan d’équation z = a+ bx + cy s’ajuste le mieux possible aux points observés (on parle de plan de
meilleure approximation).

Soit d; = z; — (a+ bx; + cy;) I'écart vertical du point (x;, y;, z;) par rapport au plan. La méthode de régression (ou des
moindres carrés) est celle qui choisit a, b et ¢ de sorte que la somme des carrés de ces déviations soit minimale. Pour
cela, on doit minimiser la fonction & définie par

&: R —R,
n
(a,b,c)—&(a,bc)=)_ d:.
i=0

1. Ecrire le systéme linéaire qui permet de calculer a, b et ¢

2. Calculer I'équation du plan de meilleure approximation pour 'ensemble { (x;, yi, z;) }?:0 ou

i|0 1 2 3 45
x [0 0 1 2 2 2
yil0 1 0 0 1 2
zi|3 2 2 0 11

On utilisera la méthode du pivot de GAUSS pour la résolution du systeme linéaire.

Correction
1. Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

08 1
—(a,b,c)=-2|) (zi— (a+Dbx; + cyl-))) ,
oa i=0

08 n
—(a,b,c)=-2 Z(Zi—(a+bxi+CJ/i))xi )
ob i=0

08 n
—(a,b,c) =-2| )" (z;i— (a+bx;+cy))yi|,
oc i=0
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on obtient
% (a,b,c) =0 Y7 o(zi = (@+bxi+cy)) =0 Lisola+bxi+cy) =Y,z
Labo=0 = Yl (zi—(a+bxi+cy)xi=0 = Tl (ax;+bx?+cyix) =Ygz
% (a,b,c)=0 Y (zi—(a+bxi+cy)yi=0 Yl ayi+bxiyi+cy) =X ziyi
(n+1)  Yroxi Trhovi \(a\ [ Xl
= | L% ioXi  Xig%ii||b]=|Ziezixi |-

Yrovi Xhoxiyi Xiovi)\c Y oziYi

2. Dans notre cas,

Y xi=7 Y yi=4 Zz,:?
i=0 i=0 i=0
leyIZG lezl:_ ZinF—
i=0 i=0 2 i=0 2
- 2 - 2
n+1=6 Y x:=13 Y yi=6
i=0 i=0
donc on ale systéme linéaire
6 7 4\[a 1/,

qu’on peut résoudre par la méthode de GAUSS

6 7 4|m\PTRTEN 6 7 4w\ (6 7 4|
7 13 6|7 |23 0w g | o, | 2B g0 gy g | =3y,
4 6 6/|°% 0 s s | 5 0 0 | %5
dont la solution est
a 12346 1430232557
b|=|-%|~|-0.7558139503 |.
c 9/175 0.5523255766

3.1 Traitement mathématique des images numérique

Dans les exercices suivants nous allons nous intéresser a la manipulation d’images. Nous utiliserons des méthodes basées
sur 'algebre linéaire et ’analyse matricielle.

* Acquisition d’'une image (= numérisation) : dans la figure ci dessous on a a gauche une image réelle et a droite
sa version numérisée. La numérisation d’'une image réelle comporte une perte d'information due d'une part a
I'échantillonnage (procédé de discrétisation spatiale d'une image consistant a projeter sur une grille réguliére, i.e.
en un nombre fini de points, une image analogique continue en lui associant une valeur unique), d’autre part a la
quantification (nombre finis de nuances = limitation du nombre de valeurs différentes que peut prendre un point ).

* Les pixels d’'une image : une image numérique en niveaux de gris (grayscale image en anglais) est un tableau de
valeurs A. Chaque case de ce tableau, qui stocke une valeur a; j, se nomme un pixel (PICTure ELement).
En notant n le nombre de lignes et p le nombre de colonnes du tableau, on manipule ainsi un tableau de n x p pixels.

Les valeurs des pixels sont enregistrées dans I'ordinateur ou I’appareil photo numérique sous forme de nombres
entiers entre 0 et 255, ce qui fait 256 valeurs possibles pour chaque pixel. La valeur 0 correspond au noir et la valeur
255 correspond au blanc. Les valeurs intermédiaires correspondent a des niveaux de gris allant du noir au blanc.

On peut définir une fonction comme suit :

g:[1:n]x[1:pl—[0:255]
i, ) — g, j) = aijj

= La taille d’'une image : la taille d'une image est le nombre de pixel. Les dimensions d'une image sont la largeur
(=nombre de colonnes du tableau) et la hauteur (=nombre de lignes du tableau).
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*» Larésolution d'une image : la résolution d'une image est le nombre de pixel par unité de longueur. En générale, on
utilise des “pixel par pouce” ou “point par pouce” (ppp), on anglais on dit dot per inch (dpi) : n dpi = n pixel pour un
puce = n pixel pour 2.54 cm.

Les fonctions Octave utiles pour gérer les images sont les suivantes :

= image : affiche une image (objet graphique Image);

* imagesc ou imshow : affiche une image (objet graphique Image) avec interpolation des couleurs;

* imread:lit une image d'un fichier (formats standards);

* imwrite : écrit une image dans fichier (formats standards);

* imfinfo : extrait des informations d’un fichier (formats standards);

* print:exporte une image (formats standards).

Lexemple suivant montre une visualisation d’un tableau carré avec n = p = 512, ce qui représente 512 x 512 = 218 = 262144
pixels. ' Dans ce cas, nous ne construisons pas la matrice a la main, mais nous allons lire un fichier image et I'importer
comme une matrice dans Octave.

Pour transformer une image en une matrice il suffit d'indi-
quer dans un script : 2

A=imread('lenab12.bmp');

Avec la fonction imread Octave transforme un fichier image
(ici de type .bmp) en une matrice dont chaque coefficient est
un flottant si I'image est en noir et blanc.

On peut voir 'image avec :

imshow(uint8(A)) ;
FIGURE 3.1 — Léna (original)

ou avec http://www.lenna.org

imagesc (A)
axis image
On peut sauvegarder 'image avec :

imwrite (uint8(4), 'monimage. jpg','jpg');

Pour connaitre la dimension de la matrice (i.e. de 'image) il suffira d’écrire
[row,col]l=size(A)

On a une matrice de taille 512 x 512.
Pour connaitre 'intervalle des valeurs de la matrice on écrira

pp=min(A(:))
pg=max(A(:))

Les niveaux de gris sont compris entre 25 et 245.
Attention : lorsque 1'on charge une image, la matrice correspondante est de type uint8 (codage sur 8 bits non signés), cela
signifie que ses éléments (qui représentent les niveaux de gris) sont dans l'intervalle d’entiers [0 — 255]). Octave peut lire des
images codées sur 8, 16, 24 ou 32 bits. Mais le stockage et I'affichage de ces données ne peut étre fait qu’avec trois types de
variables :

* le type uint8 (entier non signé de 8 bits) de plage [0;255];

* le type uint 16 (entier non signé de 16 bits) de plage [0;65535] ;

* le type double (réel 64 bits) de plage [0;1].
Dans le code ci-dessous, on a a = 155 mais a est de type uint8 donc, lorsqu’on calcule a?, Octave plafonne a 255 :
A=imread('lena512.bmp');
a=A(10,10);
disp(a)
disp(155~2)
disp(a~2)
a=uint16(a);
disp(a~2)

1. Les appareils photos numériques peuvent enregistrer des images beaucoup plus grandes, avec plusieurs millions de pixels.

2. Cette image, “Lena’, est une image digitale fétiche des chercheurs en traitement d’images. Elle a été scannée en 1973 dans un exemplaire de Playboy
et elle est toujours utilisée pour vérifier la validité des algorithmes de traitement ou de compression d’'images. On la trouve sur le site de I'University of
Southern Californiahttp://sipi.usc.edu/database/.
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vr Exercice 3.3 (Manipulations élémentaires)

1. Que se passe-t-il lorsqu’on exécute le script suivant?

clear all

A=imread('lenab512.bmp');
colormap(gray(256)) ;

subplot(1,2,1)
imshow(uint8(A)) ;

2. Que se passe-t-il lorsqu’on exécute le script suivant?

clear all

A=imread('lena.jpg');
[row,col]l=size(A);

title ( "Original" );
subplot(1,2,2)
B=A';
imshow(uint8(B)) ;
title ( "Transposee" );
imwrite(uint8(B), 'exotransposee.jpg','jpg');

for i=1:col
A=[A(:,2:col) A(C:,1)];
imshow (A, gray(256)) ;
pause (0.001) ;

end

3. En utilisant une manipulation élémentaire de la matrice (sans faire de boucles et sans utiliser de fonctions)
obtenir les images de la figure 3.2.

(b) Flip vertical (c) Flip horizontale (d) Flip double (e) Hstack

\ G

(f) Vstack (g) Zoom (h) Effacer (i) Bord carré

(j) Bord cercle

FIGURE 3.2 — Manipulations élémentaires

Correction

Originale Transposée

2. A chaque étape on enléve la premiére colonne et on la concaténe comme derniére colonne. Le résultat donne un “film”
dans lequel I'image “sort” a gauche et “rentre” a droite.

3. On pourra se baser sur le canevas suivant :

clear all
A=imread('lenab12.bmp');
B= ; % a completer
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subplot(1,2,1)

imshow (uint8(A)) ;

title ( "Originale" );
subplot(1,2,2)

imshow (uint8(B)) ;

title ( "Transformee" );

3.1. Flip vertical
B=A(end:-1:1,:);

3.2. Flip horizontale
B=A(:,end:-1:1);

3.3. Flip double
B=A(end:-1:1,end:-1:1);

3.4. Hstack
B=[A(:,end/2:end)A(:,end:-1:end/2)];

3.5. VstackB=[ A(end/2:end,:); A(end:-1:end/2,:)];

3.6. Zoom B=A(300:400,250:350) ;

3.7. Effacer B=A; B(250:300,220:375)=0;

3.8. Bord carré B=A; [r,c]l=size(A); B([1:20,r-20:r],:)=0; B(:,[1:20,c-20:c])=0;

3.9. Bord cercle

[r,cl=size(A);
B=255%ones(r,c);
for i=1:r
for j=1l:c
if (i-r/2)°2+(j-c/2)"2 <= (x/2)"2
B(i,j)=A(i,j);
end
end
end

On peut améliorer visuellement 'image en modifiant la valeur de chaque pixel par une fonction qu’on appliquera a tous les
pixels. Pour cela, on pourra se baser sur le canevas suivant :

clear all
A=double(imread('lenab12.bmp')); % utiliser double pour avoir des calculs precis

f=@(g) .... ; ) fonction vectorisee a completer

B=£f(4);

subplot(1,3,1)

plot([0:255], £([0:255]), 'b-',[0:255], [0:255], 'r--'); % f et identite
axis([0 255 0 255],"square");
title('f vs identite')
subplot(1,3,2)

imshow (uint8(A));

title ( "Originale" );
subplot(1,3,3)

imshow (uint8(B)) ;

title ( "Transformee" );
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Par exemple, la fonction suivante, appliquée a chaque pixel
d’une image, éclaircira l'image :

f:10;255] — [0;255]

a;j+255
“We g
aij
Dans le canevas, il suffit de définir
f = o(g) (g+255)/2;
et on obtient
f Originale Transformee
250 F T T T T -
,/ 4
200 A
rd
150 . A
/I
100 . a
/I L
50F . 7

0
0 50 100 150 200 250

¥r Exercice 3.4 (Luminosité et contraste)
1. Pour obtenir 'image en négatif de Léna il suffit de prendre le complémentaire par rapport a 255

f:10;255] — [0;255]
g—255—-g

Appliquer cette transformation pour obtenir I'image 3.3b.

(a) Originale (b) Négatif

FIGURE 3.3 — Négatif

2. Appliquer la transformation ci-dessous pour augmenter la luminosité en ajoutant la valeur fixe d = 50 a tous les
niveaux de gris et obtenir 'image 3.4b.

y
255 1

f:10;255] — [0;255]

gH{
255-d 255 &

3. Il est tres mauvais d’augmenter ainsi la luminosité : avec un décalage de d, il n’existera plus aucun point entre 0
et d et les points ayant une valeur supérieure a 255 — d deviendront des points parfaitement blancs, puisque la
valeur maximale possible est 255. La nouvelle image contient des zones brilées.

g+d sig=<255-d,

255 sinon.
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Plutét que d’utiliser la fonction donnée, il vaut mieux
utiliser une fonction bijective de forte croissance au voi-
sinage de 0 et de tres faible croissance au voisinage de
255, comme sur le graphe ci-contre.

Appliquer cette transformation pour obtenir I'image 3.4c.

(a) Originale (b) Premiere méthode (c) Deuxiéme méthode

FIGURE 3.4 — Modification de la luminosité

4. On peut composer avec une fonction pour étaler 'histogramme sur [0;255] (Histogram Stretching). Par exemple,
si m = min(A) et M = max(A), on peut utiliser la fonction :

y
255 +
f: [0;255] — [0;255]
255—0( -
8= —m® )
0 o—f + +
0o m M 255 &

Appliquer cette transformation pour obtenir I'image 3.5b.

5. On peut augmenter le contraste (Contrast Stretching) en “mappant” par une fonction linéaire par morceaux.

y
255 T
f:10;255] — [0;255]
0 sig=a
g—13 2 g-a)+0 sia<g<b
255 sigzb o
0 a b 255 8

Appliquer cette transformation avec a = 64 et b = 192 pour obtenir I'image 3.5c.

Un cas particulier s’obtient lorsque a = b (Contrast Thresholding ou seuillage). Appliquer cette transformation
pour obtenir I'image 3.5d

y
Avec cette transformation, les points les plus blancs au- 255 1 ~
ront une valeur égale a b et il n’existera plus aucun point o
entre b et 255. De méme, les points ayant une valeur com- 77
prise entre 0 et a deviendront noirs, puisque la valeur ;
minimale est 0. Il y aura donc la perte d’'informations. )
Ainsi il est plus judicieux d’adoucir la courbe : S
0 0 255 &

6. On peut rehausser le contraste en “mappant” par une fonction linéaire par morceaux
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y y
255 255
f:10;255] — [0;255] b>a
b .
B ;g sig=a b<a
g (255-b)g +255(b—a)
sig=za
255-a 0 , \

0 a 2558 0 0 a 2558
Appliquer cette transformation avec a = 100 et b = 200 (dilatation de la dynamique des zones claires) et comparer
avec a = 100 et b = 50 (dilatation de la dynamique des zones sombres). Appliquer ces transformations pour
obtenir les images 3.5¢ et 3.5f.

7. On pourrait vouloir mettre en avant certains niveaux de gris dans un certain intervalle. Cette approche peut
prendre deux formes : le gray level slicing without background et le gray level slicing with background. Dans la
premiére approche, une grande valeur est donnée aux pixels dont le niveau de gris appartient a la plage choisie
et les autres sont remplacés par 0. Dans la deuxieéme approche on ne modifie que les pixels a mettre en valeur.
Cela correspond aux deux fonctions suivantes :

y
255 —

f:10;255] — [0;255]

0 sigsaoug=b
o 255 siasg=b

y
255 + _/
f:10;255] — [0;255] //
g sigsaoug=h 2
o 255 sia<sg=b
0 + +

0 a b 255 &
Appliquer ces deux transformations avec a = 100 et b = 155 pour obtenir les images 3.5g et 3.5h .

8. On peut modifier le contraste en “mappant” par une fonction croissante plus rapidement ou plus lentement que
la fonction identité i : [0;255] — [0;255], i(g) = g. Par exemple, la fonction suivante modifie la caractéristique de
gamma (plus clair si 0 < a < 1, plus foncé si a > 1).

f:10;255] — [0;255]
g a
— 255 2—

g % (255)

0 255 &
Appliquer cette transformation avec a = 3 et a = 1/3 pour obtenir les images 3.5i et 3.5j.
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|

(a) Originale (b) Histogram  Stret- (c) Contrast Stret- (d) Contrast Threshol-

ching ching ding dynamique des
zones claires
1
. l ; l { | |
i LK
' | &
L) RS I || R
(8

Gray level slicing (h) Gray level slicing (i) Non linear (j) Non linear

(f) Dilatation de la dy-
namique des zones without back- with background
sombres ground

FIGURE 3.5 — Modification du contraste

Correction
1. Négatif
f = 0(g)255-g;

2. Histogram Stretching :
M=max(A(:)); m=min(A(:)); f = @(g)255*%(g-m)/(M-m);

3. Contrast Stretching :
a=64; b=192; f = @(g) (g<=a)*0 + (g>=b)*255 + (g>a).*(g<b).*( 255/(b-a)*(g-a));
Si a = m et b= M on retrouve |’ Histogram Stretching.

Contrast Thresholding :
a=128; f = @(g) (g<=a)*0 + (g>=a)*255;

Exemple de fonction en S (a modifier pour qu’elle passe en (0,0) et en (255,255)) :
f = 0(g)255/pi*atan((g-255/2)/10)+255/2;

4. Dilatation de la dynamique des zones claires :
a=100; b=200; f = @(g) (g<=a)*(b/a).*g + (g>a).*( ((255-b)*g+255*(b-a))/(255-a));

Dilatation de la dynamique des zones sombres :
a=100; b=50; f = @(g) (g<=a)*(b/a).*g + (g>a).*( ((255-b)*g+255%(b-a))/(255-a));

5. Gray level slicing without background :
a=85; b=170; f = @(g) (g<=a)*0 + (g>=b)*0 + (g>a).*(g<b)*255 ;

Gray level slicing with background :
a=85; b=170; f = @(g) (g<=a).*g + (g>=b).*g + (g>a).*(g<b)*255 ;

6. Non linear :
a=3; f = @(g)255*(g/255) . a;
a=1/3; f = @(g)255*(g/255) . a;
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7 Exercice 3.5 (Résolution)
Une matrice de taille 2° x 2° contient 2'8 entiers ce qui prend pas mal de place en mémoire. On s'intéresse a des

méthodes qui permettent d’étre plus économique sans pour cela diminuer la qualité esthétique de I'image. Afin de
réduire la place de stockage d'une image, on peut réduire sa résolution, c’est-a-dire diminuer le nombre de pixels. La
facon la plus simple d’effectuer cette réduction consiste a supprimer des lignes et des colonnes dans I'image de départ.
Les figures suivantes montrent ce que I’on obtient si I’on retient une ligne sur 2¥ et une colonne sur 2 ce qui donne
une matrice 297% x 297 Appliquer cette transformation pour obtenir I'une des images suivantes :

(a) Originale (k =1) (b) k=2 (e) k=
5
FIGURE 3.6 — Résolution

Correction subplot(1,8,k)

clear all E=A(1:2"k:row,1:2"k:col);
imshow(uint8(E)) ;

A=double (imread('lenab512.bmp')); title(['k=' num2str(k)]);

colormap(gray(256)) ; file=strcat('exo2E', num2str(k) ,'.jpg')
imwrite(uint8(E) ,,file,'jpg');

[row,col]l=size(A) end

for k=1:8

vr Exercice 3.6 (Quantification)
Une autre facon de réduire la place mémoire nécessaire pour le stockage consiste a utiliser moins de nombres entiers

pour chaque valeur. On peut par exemple utiliser uniquement des nombres entiers entre 0 et 3, ce qui donnera une
image avec uniquement 4 niveaux de gris. Une telle opération se nomme quantification.

On peut effectuer une conversion de 'image d’origine vers une image avec 28~* niveaux de valeurs en effectuant les
remplacements suivant : tous les valeurs entre 0 et 2 sont remplacées par la valeur 0, puis tous les valeurs entre 2¥ et
2%+1 sont remplacées par la valeur 2¥ etc. Appliquer cette transformation pour obtenir les images suivantes :

(a) 16 niveaux de gris (b) 8 niveaux de gris (c) 4 niveaux de gris (d) 2 niveaux de gris
(k=4) (k=5) (k=6) (k=7)

FIGURE 3.7 — Quantification

Correction

(© 2016-2020 G. FACCANONI
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clear all for k=[4,5,6,7]

figure (k)
A=imread('lenab512.bmp'); subplot(2,2,1)
colormap(gray(256)); imshow (uint8(4)) ;
A=double(A) ; title ( "Original" );
[row,col]=size(A) subplot(2,2,3)

hist(A(:),0:255);

7r Exercice 3.7 (Floutage par diffusion)
On veut lisser les endroits a fort gradient. Pour cela nous allons calculer une moyenne en chaque pixel comme suit :

0xxA+0,,A
A4 W

—

5
avec
0, pouri=1
pour j=1,...512, axxA,-,jz Ajy1,j—2A;j+Aj-1,j, pouri=2,...,511
0, pour i =512
0, pour j=1
pouri=1,...512, OyyAij =1 Ajj+1—-2A;j+A;j-1, pourj=2,..,511
0, pour j =512

Appliquer 100 fois cette transformation a la matrice A pour obtenir I'image 3.8c. ¢
Appliquer ensuite la détection des bords (normalisée) a I'image 3.8c pour obtenir I'image 3.8d.

(a) Norme du gradient (b) Norme normalisée (c) Floutage (d) Gradient normali-
sée apres floutage

FIGURE 3.8 — Détection des bords et Floutage

a. Cela correspond a un schéma 5 points explicite appliqué a I'’équation de la chaleur 0; A = V- (f(VA)) avec f I'identité

Correction G=AA+(G1+G2)%0.2;
clear all % on se ramene a [0;255]
m=min(min(G)) ;
A=imread('lena512.bmp'); M=max (max (G)) ;
colormap(gray(256)) ; G=255/(M-m) . *(G-m) ;
A=double(A) ; AA=G;
[row,col]l=size(A) end
AA=A; subplot(2,2,1)
for t=1:100 imshow (uint8(A)) ;
% partial_xx title ( "Original" );
G1(1,:)=0%AA(1,:); subplot(2,2,3)
G1(2:row-1,:)=AA(3:row,:)-2*AA(2:row-1,:)+AA(1: hist(A(:),0:255);
row-2,:); subplot(2,2,2)
G1(row, :)=0%AA(row,:); imshow (uint8(G)) ;
% partial_yy title ( "Floutage" );
G2(:,1)=0%AA(:,1); imwrite (uint8(G), 'exo5.jpg', " 'jpg');
G2(:,2:col-1)=AA(:,3:col)-2*%AA(:,2:col-1)+AA(:,1: subplot(2,2,4)
Eell=2) g hist(G(:),0:255);

G2(:,c0l)=0%AA(:,col);
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7 Exercice 3.8 (Détection des bords)

Afin de localiser des objets dans les images, il est nécessaire de détecter les bords de ces objets. Ces bords correspondent
a des zones de I'image ot les valeurs des pixels changent rapidement. C’est le cas par exemple lorsque I'on passe du
chapeau (qui est clair, donc avec des valeurs grandes) a I’arriere plan (qui est sombre, donc avec des valeurs petites).

Afin de savoir si un pixel avec une valeur est le long d'un bord d'un objet, on prend en compte les valeurs de ses quatre
voisins (deux horizontalement et deux verticalement). Pour cela nous allons calculer et afficher la norme d’un gradient
discret en chaque pixel comme suit :

N ) =/ (0x41)% + 0y A1)

avec
pour j=1,...512, OxAjj =1

pouri=1,...512, OyA,-,j =~ 4

valeurs obtenues appartiennent a I'intervalle [130; 255].

I'image 3.8b. Cela correspond a la transformation

g»—»

Appliquer cette transformation suivie de la transformation en négatif pour obtenir 'image 3.8a. On remarque que les

Pour améliorer le rendu, ramener le niveaux de gris a l'intervalle [0;255] par une transformation affine ce qui donne

f: [m; M] — [0;255]

255 (@ m)
M-m g

Ai1j— Ay j, pouri=1
% pouri=2,...,511
Ajj—Ai_1,j, pouri=512

A jr1—Ajj, pour j=1
M, pour j=2,...,511
Aij = Aij-1, pourj=512

Correction
clear all

A=imread('lena512.bmp');
colormap(gray(256) ) ;
A=double(A);
[row,col]l=size(A)

G1(1,:)=(A(2,:)-A(1,:));
G1(2:row-1,:)=(A(3:row,:)-A(l:row-2,:))/2;
G1(row, :)=(A(row, :)-A(row-1,:));

G2(:,1)=(AC:,2)-AC:,1));
G2(:,2:c0l-1)=(A(:,3:co0l)-A(:,1:c0l-2))/2;
G2(:,co0l)=(A(:,col)-A(:,col-1));

G=sqrt(G1."2+G2.72);

G=255-G;

m=min(min(G))
M=max (max (G))
Gn=255/(M-m) . * (G-m) ;

subplot(2,3,1)

imshow(uint8(A)) ;

title ( "Original" );

subplot(2,3,4)

hist(A(:),0:255);

subplot(2,3,2)

imshow (uint8(G)) ;

title ( "Gradient (megatif)" );
imwrite(uint8(G), 'exo4l.jpg', " 'jpe');
subplot(2,3,5)

hist(G(:),0:255);

subplot(2,3,3)

imshow (uint8(Gn)) ;

title ( "Gradient normalise (negatif)" );
imwrite (uint8(Gn), 'exo042.jpg', 'jpg');
subplot(2,3,6)

hist(Gn(:),0:255);

vr Exercice 3.9 (Traitement mathématique des images numériques - compression par SVD)

Dans cette exercice nous allons nous intéresser a la manipulation d’images. Nous utiliserons des méthodes basées sur
l'algebre linéaire et ’analyse matricielle.

Les pixels d'une image : une image numérique en niveaux de gris (grayscale image en anglais) est un tableau de valeurs.

Chaque case de ce tableau, qui stocke une valeur, se nomme un pixel. En notant » le nombre de lignes et p le nombre
de colonnes de I'image, on manipule ainsi un tableau de 7 x p pixels.
La figure ci-dessous montre une visualisation d’un tableau carré avec n = p = 512, ce qui représente 512 x 512 = 218 =
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262 144 pixels. Les appareils photos numériques peuvent enregistrer des images beaucoup plus grandes, avec plusieurs
millions de pixels.

Les valeurs des pixels sont enregistrées dans |'ordinateur ou I'appareil photo numérique sous forme de nombres entiers
entre 0 et 255, ce qui fait 256 valeurs possibles pour chaque pixel. La valeur 0 correspond au noir et la valeur 255
correspond au blanc. Les valeurs intermédiaires correspondent a des niveaux de gris allant du noir au blanc.

Pour transformer une image en une matrice il suffit d’'indi-
quer dans notre script :

A=imread('flower.png');

colormap(gray(256)) ;

A=double(A);

[row,col]l=size(A)

Octave la transforme en matrice avec la fonction imread.
On a bien une matrice de taille 512 x 512. On peut voir une
fleur avec :

colormap(gray(256)) ;
imshow (uint8(A)) ;
% uint8(x) convert x to unsigned 8-bit integer

type

FIGURE 3.9 - Flower (original)

Tout comme pour la réduction du nombre de pixels, la réduction du nombre de niveaux de gris influe beaucoup sur la
qualité de 'image. Afin de réduire au maximum la taille d'une image sans modifier sa qualité, on utilise des méthodes
plus complexes de compression d’image.

Soit A € R**P une matrice rectangulaire. Un théoréme démontré officiellement en 1936 par C. ECKART et G. YOUNG
affirme que toute matrice rectangulaire A se décompose sous la forme

A=UsSVT

avec U e R™" et V € RP*P des matrices orthogonales (i.e. U™! = UT et V-! = VT) et S € R”*” une matrice diagonale
qui contient les r valeurs singulieres de A, r = min{ n, p }, rangées dans 'ordre décroissant 01 = 02 =0, = 0.
Notons u; et v; les vecteurs colonne des matrices U et V. La décomposition s’écrit alors

T
(03] vy
T
T ar vr
A=USV' =(u; ... u Uy ... uy) !
7 0 v
~- r+1
ERM*1 .
T
k 0 Vp
eRn*P eRP*P
01 V{
. T
=(w .. u) D =) oiuxv;
— T i=1 S~
eR*T Or Vr eRT*T
~——
ERrXY ERrxp

Dans Octave, on peut obtenir la décomposition SVD par la commande
[U,S,V]=svd(4);

On peut exploiter cette décomposition pour faire des économies de mémoire. En effet, pour stocker la matrice A nous
avons besoin de n x p valeurs, pour stocker la décomposition SVD nous avons besoinde nxr+r+r x p > n x p valeurs.
Cependant, si nous approchons A en ne gardant que les premiers termes de la somme (sachant que les derniers termes
sont multipliés par des o; plus petits, voire nuls)

S

A=Y oiu;xvl, ous<r
i=1 ~——
eRMxP
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nous n’avons plus besoin que de n x s+ s+ s x p valeurs. Cela signifie que pour tout s < np/(n+ p + 1) on fait des
économies de stockage.

1. Testez la compression avec les différentes valeurs de s indiquées pour obtenir les images 3.10a-3.10c :

2. La précision d’Octave est de I'ordre de 5 chiffres significatifs. Donc les valeurs singulieres significatives doivent
avoir un rapport de moins de 107> avec la valeur maximale o = 24813, les autres étant considérées comme
«erronées». Calculer le nombre de valeurs singulieres «significatives», i.e. la plus grande valeur de s telle que
Z—i <107° pour i =s+1,...,r et afficher le résultat comme a la figure 3.10d.

(@) s=10 (b) s =50

© m{se[o;r]‘s<#,f+l} &) mn{ss[o;r] | 2 <1075}

FIGURE 3.10 - SVD

Correction
clear all

Maxi=max (dS)

dSn=dsS/ds (1) ;
vsSignif=length(dSn(dSn>1.e-5))
A=imread('flower.png');
colormap(gray(256)) ;
A=double(A);
[row,col]l=size(A)

for s=[10,50,floor (economie) ,vsSignif]
figure (50+s)
axis image
X=U(:,1:8)*S(1:s,1:8)*(V(:,1:8))"';
erreur=abs (X-4);

figure(1) m=min(min(erreur));
colormap(gray(256)) ; M=max (max (erreur)) ;
imshow(uint8(A)) ; erreur=255-255/ (M-m) * (erreur-m) ;

[U,S,V]=svd(A);

% [U,S,V]l=svd(A,s); % on fixe la troncature

% on fait des economies de stockage si "s" est < a
economie"

economie=row*col/ (row+col+1)

dS=diag(S);
mini=min (dS)

np
n+p+1

Onamax{se [0;7] | s<
singuliéres.

subplot(2,1,1)

imshow (uint8(X)) ;

title ( strcat("s=",num2str(s)) );

imwrite (uint8(X) ,strcat("exo6-",num2str(s),". jpg
"), 'ipg');

subplot(2,1,2)

imshow(uint8(erreur)) ;

title ( strcat("s=",num2str(s)," - erreur dans [
" onum2str(m)," ; ",num2strM)," 1") );

end

} =128 on fait des économies de stockage tant qu’on garde au plus les premieres 128 valeurs

La photo de la fleur, de taille 512 x 512, possede 255 valeurs singulieres «significatives».
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CHAPITRE 4

Controle Continu du 11 octobre 2017

# Exercice 4.1 (Interpolation : bases canonique, de LAGRANGE et de NEWTON)
On se propose de calculer le polynéme d’interpolation de la fonction f(x) = sin (%x) en les 3 points x; = 2i + 1 avec

i=0,1,2.
1. Compléter le tableau

xo=1 x1=3 X2 =5
Y= [Nn= |)=

2. Calculer le polynéme d’interpolation avec

2.1. laméthode directe (naive)

2.2. laméthode de LAGRANGE

2.3. laméthode de NEWTON

2.4. (bonus) une méthode astucieuse

Calculer le polynome d’interpolation de la méme fonction en les 2 premiers points x; = 2i + 1 avec i =0, 1 (soit
en modifiant les calculs d'une des méthodes précédentes soit en utilisant une nouvelle méthode astucieuse).

4. Vérifier vos résultats avec la commande polyfit.

Correction

1. yi=sin(5x;) =sin(5 +in) aveci=0,...,2:

X()Zl x1:3 x2:5
yo=sin(5)=1| y1=sin(33)=-1| y, =sin(55) =1

On cherche un polyndme de degré au plus 2 tel que P(1) =1, P(3) = —1 et P(5) = 1. Construire P signifie trouver ses

coordonnées dans une base de R, [x].
2. On consideére trois méthodes qui sont basées sur trois choix différents de bases de Ry [x] :

o Méthode directe (naive)
On considere € = { 1, x, x2 } la base canonique de R»[x] et on cherche (ay, a;, a») = coord(B,6), i.e. ay, a1, ay tels

que P(x) = Z?:o a;x'.
11 s’agit de trouver les 3 coefficients ap, a; et a, solution du systeme linéaire

P(1)=1 ap+ay-l+ay-1°=1 1 1) /(ao 1
PB)=-1 = ap+ay-3+ay-3’=-1 — 3 9||la]|=[-1
P(5B)=1 ag+ay-5+ax-5°=1 5 25)\a 1
On peut utiliser la méthode de GAUSS-JORDAN :
1 1 1 1 IizHII:z*él 1 1 1 1 éz*—ézﬁ 1 1 1 1
1 3 9|-1 |=2=—/"10 2 8]|-2|=22 0 4] -1
1 5 25 1 0 4 24| 0 0 6| 0
Iil‘*flfﬁz 1 0 -3| 2 L 1 0 -3 2 fl“%l*’iéS 1 0 01]7/2
STsT2 001 4 -1 1222510 1 4 1 | =2==27"5 10 1 0| -3
0O 0 2 1 0O 0 1 1/2 0 0 1/|1/2

donc aqg = %, a=-3etay= % et on trouve P(x) = % -3x+ %xz :
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P=[1 1; 3 -1; 5 1];
alpha=naivePoly(P)

o Méthode de Lagrange
On considéere £ = { Ly, L1, L, } une base de R, [x] telle que coord(B, Z) = (yo, 1, V2), i.e. P(x) = Z?:o ¥iLi(x).Ona

2 x—Xj
Li(x)=
! jl:[Ox,-—xj
j#i
donc
P(x)_(x—3)(x—5)_(x—l)(x—5)+(x—1)(x—3)_(x—3)(x—5)_(x—l)(x—5)+(x—1)(x—3)
T (1-3)1-5 B-1)B-5 (-1)5-3) 8 -4 8
x*-8x+15 x*-6x+4 x*-4x+3 1, 7
— — + =—Xx"-3x+-.
8 -4 8 2 2

e Méthode de Newton
On considere A = {wy, w1, w2 } une base de Ry [x] telle que coord (B, A) = (¥, f[x0, X11, f X0, X1, X2]), i.e. P(x) =

2
Zl'zof[xOr “ee )xi]wi(x).
La base de Newton est définie récursivement comme suit :

wo(x)=1; pourk=1,...,n Wr(x)=wk_1X)(xX—X}_1).

Les coordonnées sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous :

i xi yi  flxoux] o flxioe, xio1,xi)

SN

1 1

N = O
w =

o=

On a alors

3
P3(x) =) flxo,..., Xilw;(x)
i=1
= Yowo (X) + flxo, x1]w1 (x) + flx0, X1, X2]w> (x)
1
=wo(x) —w1(x) + sz(x)

=1-(x 1)+1(x D(x 3)—7 3x+1x2
B 2 T2 27

o Méthode astucieuse
On cherche I'équation d’'une parabole : y = f(x) avec f(x) = ax? + bx + c. On remarque que f(x) — 1 s'annule en

x=1etx=5etque f(x)+1sannule en x = 3 (racine double), donc

ax®*+bx+c+1=a(x-3)>

ax’*+bx+c-l=a(x-1)(x-5) _ ax’*+bx+c-1l=a(x—-1)(x-5)
ax®+bx+c+1=a(x-3)>

) 5 b=—-6a
ax“+bx+(c—-1)=a(x*—6x+5) -
c—1=5a

ax®+bx+(c+1)=a(x*-6x+9)
c+1=9a

doncc=%,b=-3eta= 3 etontrouve P(x) = 7 —3x+ 1x%.
3. Sion enléve le dernier point, on cherche un polynéme de degré au plus 1 tel que P(1) =1 et P(3) = —1. Construire P
signifie trouver ses coordonnées dans une base de R [x].

o Méthode astucieuse
11 s’agit d’écrire I'équation de la droite qui passe par (1,1) et (3,—1) :

-1-1
3-1

y= x-D+1=—-(x-D+1=—-x+2.
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o Méthode directe (naive)
On considere € = {1,x} la base canonique de R, [x] et on cherche (ay, a;) = coord(P,€¥), i.e. ap,a; tels que

P(x) = 211:0 a;xt.
11 s’agit de trouver les 2 coefficients ap et a; solution du systeme linéaire
P =1 ap+a-1=1 (1 1)([10) (1)
= — =
P@3)=-1 ap+a;-3=1 1 3)\m -1
On peut utiliser la méthode de GAUSS-JORDAN :
1 1 1 Ly—Ly—L; 1 1 1 Ly—Ly/2 1 1 1 Li—L L, 1 0| 2
1 3| -1 0 2|-2 0 1|-1 0 1]-1

doncay=2eta; =—1etontrouve P(x) =2—x:
P=[1 1; 3 -1];
alpha=naivePoly (P)

o Méthode de Lagrange
On considere £ = {Ly, L1} une base de R, [x] telle que coord(P %) = (yo, 1), i.e. P(x) = ZLO ¥iLi(x). On a

X _ 1 xij
Li(x)= j=0 T % donc
j#

_&-3) _ (x-D_ (-3 -1 _

P(x) = =
1-3) B-D 2 2

—-Xx+2.

o Méthode de Newton
On considere A = {wp, w1 } une base de R; [x] telle que coord (B, A") = (¥, f X0, X11), i.e. P(x) = Z}ZO flxo,..., xilw;(x).
La base de Newton est constitué des premiers deux éléments que la base au point précédent et les coordonnées
sont les premieres deux valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées précédent . On a alors

2
Py(x) =) flXo,..., Xilw;(x) = yowo (x) + f X0, Xx1]w1 (x) = wp(x) —w1 (x) =1 - (x—1) =2—x.
i=1

4. Vérification :

plot([1 3 5],[1 -1 1],'0")

hold on

alpha2=polyfit([1 3 5],[1 -1 11,2)

fplot('polyval (polyfit([1 3 5],[1 -1 1],2),x)',[0,6])

alphal=polyfit([1 3],[1 -1],1)

fplot('polyval(polyfit([1 3]1,[1 -11,1),x)',[0,6],'r")

legend(['Points a interpoler';'Interpolation parabolique';'Interpolation affine']);

7 Exercice 4.2 (Normaliser une matrice)

La normalisation d’'un ensemble de valeurs est une opération importante en mathématiques, consistant a transformer
de maniere affine un ensemble de valeurs dans un intervalle [Vmin; Vmax] €n un ensemble de valeurs dans [0;1].
Générez une matrice de valeurs aléatoires de cette fagon :

randi(100,1,1);
randi([a, randi([a+10, a+400],1,1)], 6, 8);

a
A

Al'aide d'un code vectorisé ne contenant aucune boucle explicite, écrivez le code permettant de normaliser la matrice
A, c’est a dire rapporter toutes ses valeurs entre 0 et 1 de maniere affine, Par exemple la matrice A ci-dessous sera
transformée dans la matrice B :

A (30 60 75 g [0 03 045
~(130 40 100 {1 01 o7

Pour vérifier que votre code fonctionne, vérifiez bien que, dans votre matrice normalisée, vous avez au moins un 0 et
un 1.
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Aide : calculer au préalable I'équation de la droite qui interpole les deux points (Vmin,0) et (Vmax, 1).

Correction

Soit X € [Umin; Vmax] €t soit y € [0;1]. On cherche un change-

ment de variable affine, i.e. une fonction g: [Vmin; Vmax] —
[0;1] définie par g(x) = mx + g, qui envoie l'intervalle
[Vmin; Vmax] dans I'intervalle [0; 1], c’est-a-dire telle que

g(Umin) = 0’
&(Vmax) = 1.

Il s’agit simplement de I'équation de la droite qui interpole

les deux points (Vmin, 0) et (Vmax, 1) :

gx) = (X = Umin)
Umax — Vmin

a = randi(100,1,1);
A = randi([a, randi([a+10, a+400],1,1)], 6, 8)
v_min = min(min(A))

v_max = max(max(A))
B = (A-v_min)/(v_max-v_min)

¢r Exercice 4.3 (Calculer et afficher une série)

limite que vous aviez conjecturée?

Calculer, dans un vecteur de n composantes, les n premiers termes de la suite u; = 05i=1,...,n.

Ensuite, a I’aide d’'un code vectorisé ne contenant aucune boucle explicite, calculez v, = Z?:l Uj.

ATaide d’'une boucle, calculer v,, pour différents valeurs de n (on pourra utiliser la relation qui relie v,, avec v,_1).
Quelle est la limite de cette série (géométrique) ? En tragant le résultat a I’aide de la fonction plot, confirmez-vous la

Correction
Pour un n donné, on peut calculer v,, comme suit :

clear all

n = 10;

indices = [1:n];

uu = (0.5)."indices
vv = sum(uu)

plot(indices,vv)

o Remarque (Suite géométrique)

Pour afficher I'application n — v,, sans recalculer tous les

termes de la somme pour chaque 7, on remarque que v, =
1.

Un-1+t35m:

clear all

n = 10;

vv(1)=0.5;

for i=1:n-1
vv(i+l) =

end

plot([1:n],vv)

vv(i)+0.5~(i+1);

Une suite (1) ,en est géométrique de raison g € R et de premier terme u si

VnelN,

On remarque que VneN, u, = uyq".

fjf EXEMPLE

Up+1 = qUp.

* Les suites constantes sont des suites géométriques de raison 1.

x Soit (t,) nen la suite géométrique définie par : uy = 3 et u+1 = 2u, pour tout n € N. On a v, =3 x 2" pour tout n € N.

Proposition 4.1

Soit (1) nen Une suite géométrique de raison g € R et de premier terme uy, i.e. U, = Up—1q = Upq".

n

* Si g < -1, lasuite (u,) diverge et ne possede pas de limite;

* si g =—1, lasuite (u,) diverge et possede deux valeurs d’adhérence 1 et —1;

*

silg| <1, la suite (u;,) converge vers 0;

*

si g =1, la suite (u,) est constante et converge vers 1;

* si g >1,lasuite (u,) est divergente mais posseéde une limite égale a +oo.
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o Remarque (Somme des termes d’une suite géométrique)
Soit (1) nen Une suite géométrique de raison g € R et de premier terme iy, on a

Sp=Ug+ur+-+Up= Y U= 1-q

_n+l
U w=l— sig#1
.=
k=0 (n+Duy sig=1

Soit la suite s, = ¥.}'_, u, alors
* si g <—1,lasuite (s;,) est divergente et ne posseéde pas de limite;
* si g =—1,lasuite (s,) est divergente et posséde deux valeurs d’adhérence 0 et 1;
* silg| <1,lasuite (s,) converge vers ﬁ;
* si g =1, lasuite (s,) est divergente mais possede une limite égale a +oo;

* si g >1,lasuite (s;,) est divergente mais posseéde une limite égale a +oo.

o Remarque (Conversion de nombres décimaux périodiques vers des fractions rationnelles)
Un nombre périodique est un nombre a décimales ayant une tranche de décimales qui se répetent. Pour matérialiser sans
ambiguité les chiffres qui se répétent, les décimales récurrentes, on les surmonte d'une barre sur le bloc de chiffres répétés.

Par exemple : 78/17 = 4,5882352941176470, 111/90 = 1,23 = 1,233333....

» Montrons tous d’abord que 0,9=1:ona

X1 9 &1 9

0,9=0.9+0.09+0.009+--=9x ) — =-—x) — =—x

=100 10 “~5100 10

i

Cette idée se généralise a n'importe quel nombre a écriture décimale infinie périodique.

= Comme tous les nombres périodiques sont rationnels, on va illustrer une méthode pour convertir un nombre
périodique en fraction ordinaire. Soit « la partie entiere du nombre, § 1a partie décimale sans la période et p le nombre

de chiffres de 3, y la période et g le nombre de chiffres de y, alors on a

e} .
a,By=a+10""B+y1077 (1077 +10727+107+...) =a+10""B+y107" Y (1077

i=1

Comme Z?‘;Ow" = ﬁ, alors z;?glwi = ﬁ -1= % = ﬁ, donc en posant w = 10~ on trouve
X ; 1 al0oP*9 + 3109 +v) — (a10” + aBy—«a
a+107PB+y107P ) (107N =a+10""f+y1077 = ( P il ) _ abr-ap
= 109 -1 (109 —1)107 9...90...0
q p

Pour convertir un nombre périodique x = , By en fraction ordinaire y/z on peut utiliser la méthode suivante :

x on prend comme numérateur y la différence entre le nombre constitué par toutes les chiffres de x moins le
nombre constitué par toutes les chiffres qui n’appartiennent pas a la période : y = afy — aff

» on prend comme dénominateur z le nombre formé d’autant de 9 que de chiffres de la période et de 0 que de

chiffres entre la virgule et la période: z=9...90...0.
qa p

Par exemple : 0,512 = 2125
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vr Exercice 5.1 (Vectorisation)
1. On considere la matrice C définie par 'instruction C=toeplitz([0.5 1.5 2.5 3.5])
Ecrivez une seule instruction permettant de compter le nombre de valeurs supérieures a 2 contenues dans cette
matrice.
2. On considere le vecteur u défini par I'instruction u=randn (1, 20)
Ecrivez une seule instruction remplacant toutes les valeurs négatives de u par des zéros.

Correction
1. sum(sum(C>2)) ou length(find (C>2)) ou sum(C(:)>2)

2. u(u<0)=0

# Exercice 5.2 (Optimisation)
Calculer le gradient de la fonction f(x, y, z) = x*> + 3xyz? —In(yz).

Correction

2x+3yz?

Vf(x,yyz): 3)(,'22—1}

6xyz—%

vr Exercice 5.3 (Fitting polynomial et extrapolation)

Le but de cet exercice est de constater que des résultats statistiques portant sur une certaine période et possédant
des propriétés remarquables (comme ici un ajustement linéaire tout a fait justifié) ne peuvent étre extrapolés sans
précaution.

L'Annuaire statistique de la France donne le tableau suivant indiquant le taux pour mille de mortalité infantile par
période quinquennales de 1886 a 1940 “:

O 009 o0 a0 .o\ ov2 L0729 L0629 .0%0. 020, A0
. 40C ’\oﬁ AT AV AQVUT AQIT A9 QLT AQL7AQIT QI (Q
AU A R L\ S R B AR A

%o 168 170 161 142 129 126 119 95 89 73 70

1. Représenter graphiquement avec Octave les données précédentes par un nuage (ensemble de points non reliés)
de 11 points. On prendra comme abscisse 1, 2,... 11 : 1 sera 'année 1888, 2 'année 1893, ... 11 'année 1938.

2. Vous constatez visuellement que les points sont susceptibles d’étre ajustés linéairement. Calculer 'équation de
la droite de meilleur approximation : sur papier vous écrirez le systéme linéaire a résoudre et sur machine vous
écrirez un script qui construit cette matrice, qui résout le systéme linéaire associé et qui affiche graphiquement
les données précédentes par un nuage en méme temps que le graphe de la parabole de meilleur approximation. ”
Quel serait le taux de I'année 1988 en admettant que la droite d’ajustement trouvée est encore valable ?

3. Méme exercice mais avec la parabole de meilleur approximation.

a. Le taux de mortalité infantile est un indice exprimant le nombre de déces pour 1000 naissances sur une période de 1 an.
b. Comparer votre résultat a celui obtenu par la commande polyfit d’'Octave.
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Correction
Notons x; = i une classe d’amplitude de 5 ans et x = 1 'année 1888.

1. Ladroite de meilleure approximation a équation y = ag + a; x avec ag et a; solution du systéme linéaire

52

T (o) (T
Zl!ilxl! leilxi @ Ziilxiyi

Notons qu’ici x; = i ainsi on peut calculer directement les éléments de la matrice car
1 1L nn+1 1t nn+1)@2n+1
len’ Zl: ( ), Zizz ( )( )’
i=1 j 2 | 6
11 11
Y 1=11, '
i=1

11x12 L, 11x12x23
i= =66, ) %= ————— =22x23=506.
i=1 2 i=1 6
Rappelons d’ailleurs que les coefficients ag et a; satisfont la relation
Y a2 - XXy Xy -Xy
aog = y, a) = y—_
¥ — (%)2 (X)2 — x2
ayant noté (x,y) le point moyen
_ 1 - 1 &, 1 _ 1
X=——)Y x;, x2 = x5, = X Vi, = i
”+1z§) ! n+1i§‘) ! y n+1i§‘) 1 y n+1;‘)yl

Cette écriture étant susceptible de générer des erreurs de roundoff il est préférable de calculer ag et @; comme suit :

Yo (itxi =)
Y, (xixi—%)

7)) :7—3051, ) =

% Donnees

annees=[1:11]";

taux=[168 170 161 142 129 126 119 95 89 73 70]"';
plot (annees,taux,'o');

% Methode 1
% Calcul de la droite de regression, cadre generale
% phi=0(k,xi) [xi.~(k-1)];

% for j=1:2
% A(:,j)=phi(j,annees);
% end

% alpha = (A'*A)\(A'*taux)

% Methode 2 :

% Calcul direct de la matrice

% n=length(annees) ;

% F=[n sum(annees); sum(annees) sum(annees."2)];
% b=[sum(taux); sum(annees.*taux)];

% alpha = F\b;

% Methode 3 :

% Calcul direct avec Octave (ordre inverse)

% alpha=polyfit(annees,taux,1);

% alpha=alpha(2:-1:1);

% Methode 4 :

% Calcul en imposant le passage par le point (x_moy,y_moy)
% n = length(annees);

% x_moy = sum(annees)/n;

% y_moy = sum(taux)/n;

% x_carre_moy = sum(annees.”2)/n;

% xy_moy = sum(annees.*taux)/n;
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% alpha(l) = (y_moy*x_carre_moy-x_moy*xy_moy)/(x_carre_moy-x_moy~2) ;
% alpha(2) (x_moy*y_moy-xy_moy) /(x_moy~2-x_carre_moy) ;

% Methode 5 :

% Calcul en imposant le passage par le point (x_moy,y_moy) mais sans roundoff error
n = length(annees);

x_moy = sum(annees)/n;

y_moy = sum(taux)/n;

alpha(2) = sum(taux.*(annees-x_moy))/sum(annees.*(annees-x_moy)) ;

alpha(l) = y_moy-x_moy*alpha(2);

alpha
plot (annees,taux, 'o',annees,alpha(l)+alpha(2)*annees) ;

% Extrapolation apres 100 ans
n=21
Taux_n=alpha(1)+alpha(2)*n

La droite de meilleure approximation a équation y = 187.345 — 10.891x. On constate qu’'une prédiction a long
terme (par exemple x = 21 correspond a 100 ans entre 1888 et 1988) n’a pas de sens car le taux serait négatif y =
187.345—-10.891x21 = —41.364. Toute extrapolation de résultats statistiques doit bien stir tenir compte de changements
significatifs dans une population donnée.

2. Laparabole de meilleure approximation a équation y = ap + a1 x + a x? avec ay, a; et ay solution du systéme linéaire
11 .0 11 1.2 11 .0,
ST A A T B W T
T T 1 by B A
Yo Xy Xin%, Xis X)) \ae Yo Xj i
Notons qu’ici x; = i ainsi on peut calculer directement les éléments de la matrice car
L. nn+1) o, nm+1)2n+1)
Z 1= T, Z 1= T,
i=1 i=1
i_s (n(n+1))2 i.4 nn+1)6r3+972+n+1)
0= "= .
. 2 ’ = 30

% Donnees

annees=[1:11]";

taux=[168 170 161 142 129 126 119 95 89 73 70]"';
plot (annees,taux, 'o');

% Methode 1
% Calcul de la parabole de regression, cadre generale
% phi=@(k,xi) [xi.~(k-1)];

% for j=1:3
% A(:,j)=phi(j,annees);
% end

% alpha = (A'xA)\(A'x*taux)

% Methode 2 :
% Calcul direct de la matrice
n=length(annees) ;
F=[n sum(annees) sum(annees."2);
sum(annees) sum(annees."2) sum(annees."3);
sum(annees.~2) sum(annees.~3) sum(annees."4)]
b=[sum(taux); sum(annees.*taux); sum((annees."2).*taux)];
alpha = F\b

% Methode 3 :
% Calcul direct avec Octave (ordre inverse)

% polyfit(annees,taux,2)

plot(annees,taux, 'o',annees,alpha(l)+alpha(2)*annees+alpha(3)*annees."2);
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n=21
Taux_n=alpha(1)+alpha(2)*n+alpha(3)*n~2

La parabole de meilleure approximation a équation y = 183.22424 — 8.98881x — 0.15851187.345x2. On constate qu'une
prédiction a long terme (par exemple x = 21 correspond a 100 ans entre 1888 et 1988) n’a pas de sens car le taux serait
négatif y = 183.22424 — 8.98881 x 21 —0.15851187.345 x 21? = —75.443. Toute extrapolation de résultats statistiques
doit bien stir tenir compte de changements significatifs dans une population donnée.

Une explication possible est le constant que, dans la premiere moitié du XX siecle, les progres de la médecine (dus pour
beaucoup a Pasteur (1822-1895)), ont permis d’éradiquer un grand nombre de maladies du nourrisson. De plus, en Europe
en particulier, les naissances ont lieu désormais dans des maternités avec un suivi de I'enfant, ce qui n’était pas le cas jusque
dans les années 1950. La mortalité infantile a beaucoup baissé depuis cette époque mais cette évolution est plus lente. En
France, le taux était de 7.8% en 1988, 4.2% en 2002 et 3.4% en 2008.

& Exercice 5.4 (Meilleur approximation — base non polynomiale)

On considere un ensemble de points expérimentaux { (x;, y;) }?:0. On souhaite trouver les 7+ 1 constantes a; pour que
la fonction d’équation y = Z;”:O ajj(x) s'ajuste le mieux possible aux points observés. Pour cela, on doit minimiser la
fonction &: R™*! — R, définie par

n m 2
&lag, ay,...,am) =) (J/i - (lj(,bj(xi)) .

i=0 j=0

Dans cet exercice nous allons considérer des fonctions de la forme ¢ (x) = x7d.

1. Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires, i.e. les points qui vérifient g—ﬁ; =0pour j=0,...,m.
Calculer le gradient de & et en déduire le systeme linéaire de (m + 1) équations permettant de calculer les (12 + 1)
inconnues ay, ai,..., an.

2. Ecrire une function qui prend en entrée m et la matrice P de 7 lignes et 2 colonnes qui contient les points de
fitting et qui retourne le vecteur alpha contenant les coefficient ag, a, ..., a,, dans la base ¢ ;(x) = x~J. Sivous
préférez, vous pouvez réécrire la premiére function en exploitant la propriété V= ATA avec A ;i = ¢ (x;).
Ecrire une deuxieéme function qui prend en entrée alpha, m et le vecteur x contenant les points o1 on veut
évaluer la fonction de fitting et retourne le vecteur y contenant I’évaluation de la fonction de meilleure approxi-
mation.

Vérifiez votre code sur un test que vous aurez préparé ad hoc (i.e. un cas dont vous connaissez la solution
analytique).

Correction
1. Ona

i=0 j=0

08 O S

6—(a0,611y vam):_zz xil(yi_zasz]))’
1 i=0 Jj=0

ag n m .
@(aoyﬂh---,ﬂm) :—2_2 (xim (J’i_ Z“jxi]))’
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On obtient le systéme linéaire de (1 + 1) équations en les (m + 1) inconnues ay, a;, ..., a,, suivant

&
a_ao(ao»alr--wam) =0

& —
a_al(ao»alr---ram) =0

&
m(ao»al'---»am) =0

n -0-0 n -0-1 n -0-m _y'n -0,.
Ao Li_oX; CF@LigX; et amXioX; =10 X Vi
n -0-1 n -1-1 .. n -1-m _y'n -1,,.
ApXi_gX; Fa@XioX; T AretamXioX; =N X Vi
— .
n —-0-m n -1-m ... n -m-m _ yn -m,,
aoXi—oX; ta1 i X; et ami_oX; =LizoX; Vi
n  —0-0 n o ,—0-1 n ,—-0-m no =0,
Zzoxio—l ;1:0x£1—1 Zzoxi—l—m a0 ffoxilyl
i=0%i i=0%i e Zi=0X @ | Zi=oXi Vi
n —-0-m n —-1-m n -m-m n -m,.
i=0 % YioX; e L= ¥ Am i=0%; Vi
. : —k—j . N L . . .
Si on note @y o ;7:0 X; 1 on obtient alors le systéeme linéaire Fa =b de (m + 1) équations en les (m + 1) inconnues
ag, ay,...,a; suivant
n -0
Dgp  DPo1 ... DPom | [ ao isoX; Vi
n -1
Dy D11 ... DOy || an im0 X; Vi
n -m
Do P1 .. Oy \am icoX; Vi
F a b

s e —k—j . . e _ I —j
Notons que I'élément Dy d:fzglzo X; Jestle produit scalaire du vecteur (xg k b k... xnk) avec le vecteur (%, J X, I xn])

et que 'élément by = Y7 xi‘k i est le produit scalaire du vecteur (x; k xl‘k, e x;k) avec le vecteur colonne y =

(Yo, ¥1,---»¥n); on peut alors écrire F = ATA etb = ATy avec (A) ;. = xi‘k la matrice rectangulaire :

-0 -1 -m
xoo xol xom
e Xy Xy e X
-0 -1 -m
X, X, e Xy
(n+1)x(m+1)

Le systeme linéaire carré AT Aa = A”b est équivalent au systeme linéaire rectangulaire Aa = b. Si n = m on trouve un
systéme carrée qui équivaut a une interpolation sur la base des ¢ (x).

2. On peut décomposer notre fonction en deux fonctions : la premiere rend les coefficient de la fonction dans la base ¢,
la deuxieme évalue la fonction lorsqu’on connait ces coefficients :

function [alpha]=fittingpolyinvCoeff (P,m) function [y]=fittingpolyinvEval(alpha,x,m)
[1,cl=size(P); y=zeros(size(x));
for r=1:m+1 for i=1:m+1
V(r,1) = sum( P(:,1).~(-(xr-1)) ); y+=alpha(i)*x.~(-(i-1));
b(r)=sum( P(:,2).*x(P(:,1)).~(-(x-1)) ); end
end end
for c=2:m+1
for r=1:m
V(r,c) = V(r+l,c-1) ;
end
V(n+1,c) = sum( P(:,1). (-(m+c-1)) ) ;
end
alpha = V\b';
end

On écrit le script de test
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% Nuage de points : P(i)=(x(i),y(1))
P=[1 5; 1.5 3.3; 2 2.2; 2.5 1.4; 3 0.6; 4 0.3];

% Pour 1'affichage on evaluera la fonction en les
points suivants
x=[0.75:.1:4.25] ;

% fitting de degre 1
alphal=fittingpolyinvCoeff (P,1)
yl=fittingpolyinvEval (alphal,x,1);

% fitting de degre 2
alpha2=fittingpolyinvCoeff (P,2)
y2=fittingpolyinvEval (alpha2,x,2);

figure(1)
plot(P(:,1),P(:,2),'ro',x,y1,'b',x,y2,'m');
legend (["Donnees" ;"al+a2/x";"bl+b2/x+b3/x72"]) ;

O Donnees
—al+a2/x
— b1+b2/x+b3/x"2
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& Exercice 6.1 (Interpolation, Quadrature et EDO : méthode AB-2)
Considérons le probleme de CAUCHY

trouver une fonction y: I < R — R définie sur un intervalle I = [fy, T] telle que

{y’(t)=<p(t,y(t)). Veel=ty,Tl,
y(to) = yo,

avec Jp une valeur donnée et supposons que I'on ait montré I'existence et 'unicité d'une solution y pour ¢ € I.

On subdivise I'intervalle [#; T] en N intervalles [#,; t;,+1] de largeur h =

La longueur & est appelé le pas de discrétisation.

0 avec th=t+nhpourn=0,1,2,...,N.

Pour chaque nceud #,, on note y, = y(t,); 'ensemble des valeurs { Yo V1r-- yN} représente la solution exacte discrete.

Cette solution vérifie la relation .
n+1
yn+1:_)/n+f @(t, y(1) dr.
tn

Pour chaque nceud ¢, on cherche la valeur inconnue u, qui approche la valeur exacte y(z;,). Lensemble des valeurs
{uo=yo,u1,..., un, } représente la solution numérique. Cette solution approchée sera obtenue en construisant une
suite récurrente comme suit :

Up = Yo,

In+1
Up+1 = Uy +f un polyndéme d’interpolation de ¢(t, u) dt.
tn

@ Construction d’'un schéma numérique

1. Soit h>0et f: [a—h,a+ h] — R une fonction de classe ¢ ([a — h, a+ h]). Ecrire le polynéme p € Ry[x]
qui interpole f aux points a — h et a, i.e. 'équation de la droite p € Ry[x] qui passe par les deux points

(a—h, fla-h) et (a, f(a)).
2. Construire une méthode de quadrature comme suit :

a+h a+h
f £ d :f ) @

NB: on intégre sur [a, a + h] mais on interpole en a— h et a.

3. Utiliser la formule ainsi obtenue pour approcher I'intégrale

In+1
ft o(t, y(1)) dt.

4. En déduire un schéma a deux pas explicite pour 'approximation de la solution du probléme de CAUCHY.

@ Mise en ceuvre sur ordinateur
Ecrire une function pour résoudre numériquement un probléme de CAUCHY avec cette méthode explicite. La
function prend en entrée tO et T les extrémes de l'intervalle d’intégration, yO la donnée initiale, N le nombre de
sous-intervalles qu’'on va considérer et phi une chaine contenant I'expression de ¢(z, y) et elle donne en sortie u
le vecteur contenant 'approximation de y en chaque point ;.
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® Veérification
Vérifier votre code en comparant la solution numérique pour différentes valeurs du parametre N : 10, 50, 100
avec la solution exacte du probléme de CAUCHY suivant (solution exacte que vous aurez calculée au préalable) :

{y’(t)=—%y(t)+2, Vie[l,s],

y) =2,
Correction
@ Construction d’un schéma numérique
—(a—h) h h
BE f(a).
2. On en déduit la méthode de quadrature
a+h a+h 2 a+h
f f(x)dx:f px) dx = a(x @ + fx
a a a
— 72 _ 2 2
=aW+ﬁ(u+h)—a(a 2 —ﬁazah?+ﬁh
= Z(ah+2ﬁ) =g(—f(”)_£(“_h)h+2f(a)) _p@-fazh _Zf(“_h).

3. Onposea=t,eta+h=t,+ (donca—h=t,_; dollaformule de quadrature

In+ _ _ _
0 dr = (1 - 1) L) f(ZZt” tns1) _ 31 (tn) zf(tn_l)'
ty

En utilisant la formule de quadrature pour 'intégration de 'EDO y'(¢) = ¢(t, y(1)) entre f, et t,,1 on obtient

3p(ty, y(tn)) —@(tn-1,y(En-1))
2 .

Int1
.V(fn+1)=y(tn)+f @, y()dt=h
In

4. Sion note u, une approximation de la solution y au temps t,,, on obtient le schéma a deux pas implicite suivant :

ug = y(to) = yo,

uy a définir,

3p(tp-1, Uun-1) —@(ty, uy)
2

Upi1=Up+h n=12,..N—-1

On peut utiliser une prédiction d’Euler explicite pour initialiser u; : u; = ug + ho(fy, uo).

@ Mise en ceuvre sur ordinateur

function [u]=AB2(t0,T,y0,N,phi)
t=zeros(N,1);
u=zeros(N,1);
t(1)=t0;
u(1)=y0;
h=(T-t0)/N;
t=linspace(t0,T,N);
u(2) = u(1)+h*phi(t(1),ul1));
for n=2:N-1

u(n+1) = u(n)+h/2%(3*phi(t(n-1),un-1))-phi(t(n),u@®)));

end

end

@ Veérification 1l s’agit d’'une équation différentielle linéaire avec a(t) = ¢, b(t) = 1 et g(¢) = 2t. Comme a(t) = t et fp > 0, on
cherche sa solution générale sur Iz =]0,+oo[. Ona A(f) = [ % dt= [Ldt=In(r), B(r) = f%ef‘m de=f z—ttelnm dr=
J2tdt =12, ainsi y(t) = Ce™ 4" + B(t)e™ A1) = Ce™ (D) 4 2~ 1n(1) = (—E + t. En prenant en compte la condition initiale

ona2=y(1)=C+1ainsiy(t)=lr+t.
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t0=1; T=5; y0=2; ® o
phi=e(t,y) [-y./t+2]; o
N=10 > 7* Exacte

t10=1linspace(t0,T,N);

ul0=AB2(t0,T,y0,N,phi) ;

N=50;

t50=1inspace(t0,T,N);

u50=AB2(t0,T,y0,N,phi) ;

N=100;

t100=1linspace(t0,T,N);

u100=AB2(t0,T,y0,N,phi);

exacte=0(t) [1./t+t];

plot(t10,ul0, 'o-"',t50,ub0, '*-',t100,ul00, '+-',
t£100,exacte(£100)) 1

legend(['N=10";'N=50"';'N=100"; 'Exacte'], 'Location !
', 'northwest')

xlabel('t'), ylabel('u(t)'),
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¥r Exercice 7.1 (Méthode de GAUSS-JORDAN)
Considérons un systeme linéaire sous la forme matricielle Ax = b ol1 A est une matrice de R”*" non singuliére et b est
un vecteur colonne de R”. Soit A = (a; ;) F i=n la matrice des coefficients du systeme et [A[b] la matrice augmentée.
<j<p
Méthode de Gauss La méthode de Gauss transforme le systéme Ax = b en un systéme équivalent (c’est-a-dire ayant
la méme solution) de la forme Ux =y, ou1 U est une matrice triangulaire supérieure et y est un second membre
convenablement modifié :

FEtape k : en permutant éventuellement deux lignes du systéme, on peut supposer a;. # 0 (appelé pivot de I'étape
k). On transforme toutes les lignes L; avec i > k comme suit :

a
g o flg = 2 i
(2293

En réitérant le procédé pour k de 1 a n—1, on aboutit a un systéme triangulaire supérieur Ux = y qu'on va

résoudre par la méthode de remontée : x, = ay " et on déduit les inconnues x,_1, x,—2,... X grace ala relation

1 n
Xi=o-|\Vi— L oaijXxj).

Jj=i+l

nn

Méthode de Gauss-Jordan La méthode de GAUSS-JORDAN transforme le syst¢tme Ax = b en un systéme équivalent
de la forme Dx =y, ou D est une matrice diagonale et y est un second membre convenablement modifié. Dans
cette variante de la méthode du pivot de GAUSS, a chaque étape on fait apparaitre des zéros a la fois au-dessus et
en-dessous du pivot.

FEtape k : en permutant éventuellement deux lignes de la matrice augmentée, on peut supposer aii # 0. On
transforme alors toutes les lignes L; avec i # k selon la régle

ai
Li—Li—kp,.
Akl
En réitérant le procédé pour k de 1 a n, on aboutit a un systéme diagonal Dx =y dont la solution est simplement
X = 5—’ pour tout i.
12

@ Considérons le systeme linéaire
X—y+2z=5,
2x-3y-2z=-10
3x+2y+z=10

Compléter le schéma suivant pour la réduction a un systeme triangulaire par la méthode de GAUSS :

1 -1 2| 5 1 -1 2| 5 1 -1 2|5
[Abl=| 2 -3 -2|-10 | ——— |0 [ ] L |——— o | ] [ ]
Lg«—Lg—I:]Ll L3«—L3—I:]Lg
s 2 1 0 o O OO 0o o |0
LgeLyDLl
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Résoudre le systéme triangulaire ainsi obtenu par la méthode de remontée :

) O O O-Dr-Ce O
5 g ot m 5

@ Compléter le schéma suivant pour la résolution du systéeme linéaire par la méthode de GAUSS-JORDAN :

=

1

— I:]
Ly—Lp —I:]Ll I:]

3 2 1 10 0
L3—L3 —I:]Ll -

0
L LI:]L ° I:] °
1—L1— 2 0 0 [:]
Ls*-Ls—[::]L2 i Lz*-Lz—[::]Ls

Résoudre le systeme diagonal ainsi obtenu :

_L_ L. L]
=5 [ ] 7= L] [}

® En modifiant la fonction appelée mygauss vue en cours et rappelée ci-dessous, implémenter une fonction
appelée mygaussjordan qui transforme d’abord la matrice augmentée [A|b] en une matrice diagonale par
la méthode de GAUSS-JORDAN et, au final, résout le systéme diagonal. La syntaxe doit étre function [x]=

L00 O -

mygaussjordan(A,b)
1 function [x]=mygauss(A,Db)
2 Ab = [A,b];
3 [n,m]=size(A);
4 for k=1:n-1
5 for i=k+1:n
6 L(i,k)=Ab(i,k)/Ab(k,k);
7 Ab(i,k:n+1)=Ab(i,k:n+1)-L(i,k)*Ab(k,k:n+1);
8 end
9 end
10 U=triu(Ab(:,1:n));
11 y=Ab(:,n+1);
12 x(@)=y(n)/U(n,n);
13 for i=n-1:-1:1
14 x(1)=(y(i)-dot (U(i,i+1:n),x(i+1:n)))/U(i,i);
15 end

16 end

@ FEcrire un script appelé TESTmygauss jordan . m pour tester cette fonction sur 'exemple précédent.

Correction
@® Meéthode de GAUSS :

1 -1 2 5 1 -1 2 5 1 -1 2 5
[AB]=]2 -3 -2|-0 |——| O -1 -6|-20—— | 0 -1 -6 | —-20

3 2 1|10 | PPl lo 5 5| -5 | BRI g o 35| -105

Résolution du systeme triangulaire ainsi obtenu par la méthode de remontée :

—105
= —= ,

-35

-20-(-6)xz =2
y=———"=—=2,

-1 -1
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_5-(-Dxy-2xz 1

1
@ Méthode de GAUSS-JORDAN :

1 -1 2 5 1 -1 2

[Ab]={ 2 -3 -2|-10 | —— | 0 -1 -6

3 2 110 | PPl lo 5 -5

1 0 8
—»L 1 0 -1 -6
LIy, L O 0 =35

Résolution du systeme diagonal ainsi obtenu :

1
x=—=1,
1
__2_2
y===2
_-105
= _35_

® Le modifications au code sont minimes :

—-=1.

1

25 1 0 0 1
20 | ——F— -1 0 -2
-105 | Lihi-=5Ls [ 0 0 -35]|-105

Ly—Ly—=513

* on modifie la ligne 4 : on itére pour k allantde 1 a n (aulieude n—1)
*= on modifie la ligne 5 : on transforme toutes les lignes i # k (au lieu de i > k)
* on modifie la ligne 10 : on extrait juste la diagonale de la matrice augmentée (au lieu de la partie triangulaire

supérieure)

« on modifie les lignes de 12 a 15 : on calcul directement x; =

Dans le fichier mygaussjordan.m on écrit

1

2

function [x]=mygaussjordan(A,b) 3

Ab = [A,b]; 4

[n,m]=size(A); 5

for k=1:n 6

for i=[1:k-1,k+1:n] 7
L(i,k)=Ab(i,k)/Ab(k,k);

Ab(i,k:n+1)=Ab(i,k:n+1)-L(i,k)*Ab(k,k: 8

n+l); 9

end 10

end 11

D=diag(Ab(:,1:n)); 12

y=Ab(:,n+1); 13

x=y./D 14

end
15
16

@ Dans le fichier TESTmygaussjordan.m on écrit

clear all, clc
A=[1,-1,2;2,-3,-2;3,2,1];
b=[5;-10;10];

x=mygaussjordan(A,b)

% Pour verifier notre resultat on peut
% le comparer a celui d'Octave
x0ctave=A\b

% ou verifier qua Ax=b

printf (["||Ax-b| |=",num2str (norm(A*x-b)),"\n"])
% ou comparer au resultat de mygauss
x=mygauss (A,b)

(© 2016-2020 G. FACCANONI

¥i/D;; (au lieu de résoudre le systeme triangulaire)

Pour rappel, dans le fichier mygauss.mona

function [x]=mygauss(A,b)
Ab = [A,Db];
[n,m]=size(A);
for k=1:n-1
for i=k+1:n
L(i,k)=Ab(i,k)/Ab(k,k);
Ab(i,k:n+1)=Ab(i,k:n+1)-L(i,k)*Ab

(k,k:n+1);
end
end
U=triu(Ab(:,1:n));
y=Ab(:,n+1);

x(@)=y(n)/U(n,n);
for i=n-1:-1:1
x(1)=(y(1)-dot (U(i,i+1:n),x(i+1:n)))/U(i
o3l) 5
end
end
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* Durée : 3 heures

* Aucun document n’est autorisé, I'usage de la calculatrice et de I'ordinateur est interdit.

* On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

# Exercice 8.1 (Fitting par une relation affine pondérée)

On considére un ensemble de points expérimentaux { (x;, y;) }?:0 et on suppose que les deux grandeurs x et y sont
liées, au moins approximativement, par une relation affine, c’est-a-dire de la forme y = ao + @1 x pour certaines valeurs
de ay et a; A chaque données on va assigner un intervalle de confiance, ou poids, w;. On souhaite alors trouver les
constantes ag et a; pour que la droite d’équation y = @+ @ x s’ajuste le mieux possible aux points observés en prenant
en compte le poids. Pour cela, introduisons le résidu pondéré d; = w; ( Vi — (@ + a x,-)).

La méthode des moindres carrés est celle qui choisit ay et a; de sorte que la somme des carrés de ces résidus soit
minimale. Pour cela, on doit minimiser la fonction &: R? — R, définie par

n n
Elap,a) =) d? =Y 0i(yi—ao—a1x)>
i=0 i=0
1. [2 point] Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires, i.e. les points qui vérifient g—f; =0pour j=0,1.
Calculer le gradient de &.
2. [3 points] En déduire le systeme linéaire de 2 équations permettant de calculer les 2 inconnues ay et a; .

Correction
Pour minimiser & on cherche d’abord les points stationnaires, i.e. les points (@, a1) qui vérifient ngo = % = 0. Puisque

08 08 o
a—(ao,al)——Z Zw (vi—ao—aix)|, g (@0 @) =2 Y wixi(yi—ao—aix;)|,
a i=0 ai i=0
alors
aao(ao,al)— P owi(yi—ap—a1x;) =0 l”owzyi—aoZ?:ow —a X wix; =0
_ — _ — w0l =
o8- (a9,01) =0 fo @i xi(yi—ao—a1x;) =0 o wixiyi— aoZ?:O Sxi-a ?:0 ;X =0
n _\n 2.,. n 2 n 2
(@ XiLyw?) + (X7 @} xl)al_zi:owiyl - = o“’ wﬁxl - i:OaZ)iyi
_ 2 n - n L1
(X wixi)ao+ (X 0ix?)ar =X wiyix; L Wix; Z ' Wix? dl Do WiXiYi
[
F a b
*Remarque

s k+j . . i i i
Notons que I’élément ([F)k] = Z” szxi T estle produit scalaire du vecteur (woxg,wlx{“,...,wnx,’g) avec le vecteur (woxé,wlx{,...,wnxil)

et que I'élément by = 3.7 o‘” x yi est le produit scalaire du vecteur (wox(’f,wlx{“, ...,a)nx’,i) avec le vecteur colonne y =
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(WoYo,W1Y1,-..,W,Yn); on peut alors écrire F=ATA etb:ATyavec (A)ixr =w;x; aveci=0,...,netk=0,1:

wo  WoXp
w| @1 @W1X1
AE
wWn WpXp
(n+1)x(m+1)
En effet,
wo  WoXp
w w1 X n 2 n 2
Tn_ [ Wo w1 ee. Wy 1 A i W5 T WX
A"A = . . - n 2 n 2
wWoXy W1X] ... WpXp leowix, o Wi X;
Wy WpXp
Wo Yo
w n 2
ATy—( o W, ... ©p ) {821 _( Wi )
- . - n 2
woXy W1X] ... WpXp Do WiXiYi
WnYn
On peut résoudre a la main ce systeme linéaire et on trouve
n 2.,
a _( lszxl)( tOw xlyl) ( lOw yl)( )
0= )
n 2.2 n w2y
gzizowixl)z_( i=0 W; )(2 w; 12
n . n . n n
oy = (X wixi) (X wiyi) = (Xl 07 )( i=0 leyl)
2 no, 2 2.2
(X x,) - (Xiow?) (X wix])
Si on note
n 2.2 n 2. 4,. n 2.,
L LigWiXi -3 i WS X; — X WiXi)i ~ =W )i
xX= , = , y=—r— y=—= 5
n wz n w2 n wz n wz
i=0%; i=0 i=0%Y; i=0%;
alors
P
yxc—-xXxy Xy—-Xxy
Qo = . oG =——=-
x2 —(X)?2 (X)2 - x2

La droite d’équation y = a; x + @ passe par le point (X, 7).

Y7o (il = %))

ap=y-xa, a = —.
o=y PR (il - %)

# Exercice 8.2 (Chaine de Markov)
Une étude non officielle de la météo dans une ville au début du printemps montre les observations suivantes :
* il est presque impossible d’avoir deux beaux jours consécutifs,
* sinous avons un beau jour, on ala méme probabilité d’avoir de la neige ou de la pluie le jour suivant,
* sinous avons la neige ou de la pluie, alors nous avons une chance égale pour avoir la méme chose le jour suivant,
x s'ily a un changement de neige ou de pluie, seulement la moitié du temps ce changement est a un beau jour.
Si les lettres b, p, n représentent beau, pluie et neige respectivement, on note P(i — j) la probabilité d’avoir la météo j
si la veille la météo était i, donc

Pb—b)=0 P(p— b)=0.25 P(n— b)=0.25
P(b—p)=0.5 P(p—p)=05 P(n— p)=0.25
P(b—n)=0.5 P(p — n)=0.25 P(n—n)=05

Comme la météo de demain dépend seulement d’aujourd’hui, c’est un processus de MARKOV. La matrice de transition
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qui modélise ce systéme est donc

1 1

0 7 1
=(1 1 1
T=1z 2 1
1 1 1

2 4 2

1. [3 points] Vérifier que les valeurs propres de T sont 1, et -1

2. [3 points] Calculer les vecteurs propres associés a ces Valeurs propres sans les normaliser (on utilisera la méthode
de GAUSS pour résoudre les trois systemes linéaires).

3. [4 points] Définir deux matrice D et P telles que T = PDP~! et calculer P~! en utilisant la méthode de GAUSS.

4. On veut trouver le comportement de la météo a long terme s'il fait beau aujourd’hui, i.e. six® = (1,0,0)”. On sait
que le comportement de la météo au jour k + 1 est lié a la météo au jour k par la relation

x&+D — 7x®

et donc, par récurrence,
kD) _ ph+14(0)

On cherche a calculer lim x®.
k—+oco

* [2 point] S’il existe x = klim x®) alors x = Tx, autrement dit x est solution du systeme linéaire (T —[)x = 0.
—+00
Calculer cette limite. ¢

* [4 points] Etant donné que T = PDP~!, alors

lim x® = lim x® = lim T*© = lim EDPH*x? = lim PD*P'x© =P( lim DAP'x©@

k—+o00 k—+o0 k—+00 k—+o00 k—+00 k—+00

Calculer ce produit et vérifier qu'on obtient bien la limite x calculée précédemment.

a. Puisque toutes les entrées de la matrice de transition sont entre 0 et 1 exclusivement, alors la convergence est garantie d’avoir lieu. La
convergence peut avoir lieu quand 0 et 1 sont dans la matrice de transition, mais la convergence n’est plus garantie.

Correction
1. Calcul des valeurs propres :

1

1 21 1 1/(1 1 1(1
p(A)“éfdet(T—An)z—A(——A) +—+———(——}L)+—)L——(——/1) -3 +/12+—/1—
2 2 16~ 8 16~ 16

32 32 8 2
On vérifie facilement que les valeurs données annulent ce polynome, en effet :

1 1 1 1
p)=-A+ 12+ —A-—=-1+1+—-—=0,
16 16 16 16

(1)_ 1,1 11 1 0
Pla)" 3 2271624 16 "

(1)_ LS NS U N N
P\7a) T Car T Ca2 T 16-4 16

2. OnposeA; =1, 1y = % etAz=— %. Pour calculer les vecteurs propres on doit résoudre trois systémes linéaires. !

2.1. Onrésout le systeme linéaire (T — A;10)x =0, ce qui donne x = (1,2, T

1 1 1 1 1 1 Z=K
-1 1 -7 g -1 7 3 s,
bbb | ———l0 -} i|zmmr|0 b i]done{y=Tr=x
11 1| Le—LatzLa 3 ) Iy,
2 1 T2 eneln 8 B 0 0 x= EE

1. Les systemes étant homogenes, on n’écrira pas la matrice augmentée.
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2.2. Onrésout le systeme linéaire (T — A,0)x = 0, ce qui donnex = (0,1,-1).

111 111
4 4 4 4 4 4
111l 1y 3 3
] el SO
7 3 ) b=lw2li X0 3 3

Ly—Ls—Ly

2.3. On résout le systéme linéaire (T — A30)x = 0, ce qui donne x = (-2,1,1)7.

11 1 1 1 1
i 1 17 1 1 1
L3 1\ g 1 _1
P 1 1
L1 3], \og0 =1 1
2 1 3/ WTsTe 1 1

L3—L3+Ly

S O BRI

_1 1 1 2=k,
i 1 1 ~3g
0 2 3ldoncq V=73 =K
i PP
0 0 O x=—2142=.
1
1 1 zZ=K,
i 1 lg
L _1ldonc{ Y=T=K
4 4 4
J1y 1,
0 0 x =445 = 9.

3. D est la matrice diagonale contenant les valeurs propres et I’ la matrice dont chaque colonne contient le vecteur
propre associé. On pose donc
1 0 O 1 0 =2
D=0 3 0 P={2 1 1
1
0 0 -3 2 -1
et on calcule P! :
1 0 =21 0 O %r—iz—%fil 1 0 =211 00
Plsl=l 2 1 1|0 1 0 |[=2=—==L10 1 5 /|-21 0
2 -1 1]0 0 1 0o -1 5 |-2 01
£1<—£1L 1 0 -2|1 0 0 fl‘_ﬁlL 1 0 =21 0 0
Bome g1 5 (-2 1 0 | =228 o9 1 5 |-=2 1 0
0 0 10|-4 1 1 0 0 10|-4 1 1
o [V O =210 0\ L2l (10 0 3 % :
3'_—3,015_210&,0100?_%z[ugup—l]
2 1 1 2 1
00 1 |-% % 1% 00 1|-% 1% 1
Ainsi
1 1 1
prizlo I
= 2 3
2 L L
5 10 10
4. S’il fait beau aujourd’hui, alors le vecteur d’état initial est
1
x? =10
0
Along terme le vecteur d’état sera x = klim xk,
—+00
* On a déja calculé la solution du systéme linéaire (T —)x = 0, il s’agit simplement d'un vecteur propre associé a la
valeur propre 1, donc si onnote v=(1,2,2)", on calcule x=v/ ¥3_, v; = (1/5,2/5,2/5)".
» Etant donné que T = PDP~, alors
11 1
1 0 -2 1 o o \[: L L1\f1
x=P( lim DP @ =2 1 1| lim [0 0 o 1 _—1lffo
k—+00 k—+o0 4k 2 2
1 2 1 1
2 -1 1 0 0 )\ % 1/l0
11 1 1 1
1 0 -2|{1 0o offt & L)(1] (1 o o) (%
- 1 1 - —|2
=l2 1 1[0 o offo & -il||o|=]|2 o of|o|=|2
2 1 1 2 2
2 -1 1){o o oJ\2 L LJlo) \2 o of{2) |2
68 (© 2016-2020 G. FACCANONI



Mis a jour le Mercredi 31 mai 2023 Chapitre 8 Contrdle Terminal (session 1) du 22 décembre 2017

Along terme, il y a une probabilité de 20% d’avoir un beau jour, 40% d’avoir de la pluie et 40% d’avoir de la neige.

# Exercice 8.3 (Interpolation et EDO : méthode BDF-2)
Considérons le probléeme de CAUCHY

trouver une fonction y: I c R — R définie sur un intervalle I = [y, T] telle que

Y @) =t y@), Viel=I[t,TI,
.V(to) = .VO»

avec yp une valeur donnée et supposons que 1'on ait montré I'existence et I'unicité d'une solution y pour ¢ € I.

On subdivise I'intervalle [#; T] en N intervalles [z,; f,+1] de largeur h = 9 avec th=to+nhpourn=0,...,N.La

longueur & est appelé le pas de discrétisation.

Pour chaque nceud ?,, on cherche la valeur inconnue u, qui approche la valeur exacte y,,. Lensemble des valeurs
{uo = yo,w,..., un, } représente la solution numérique. Cette solution approchée sera obtenue en construisant une
suite récurrente.

Construction d’un schéma numérique

@ [3points] Ecrire le polynéme p € R, [x] qui interpole I'ensemble de points { (tn+1, Yn+1), (Eny Yn), (En=1, Yn—-1) }
en utilisant la base de NEWTON (on pourra simplifier les calculs en remarquant que #,+; — t,;, = h et
th+1 — th—1 = 2h), i.e. calculer par la méthode des différences divisées les trois coefficients a, 3 et y tels que
p(1) = awq () + Pw (1) + yw2 () avec wo(f) = 1, w1(8) = (£ = tye1) et wa(8) = (£ — tp41) (£ = 1)

@ [2 point] Calculer p'(¢) et I'évaluer en #;,11.

® [3 points] D’apres le probleme de CAUCHY, on a

O(tps1, Yne1) = y'(tn+1) = ,U,(tn+1)-

Ecrire y,,;1 en fonction de yy, y,_1 et @(ty41, Yni1) €t en déduire un schéma a deux pas implicite pour
I’approximation de la solution du probleme de CAUCHY.

Mise en ceuvre sur ordinateur

Le code ci-dessous implémente la méthode d’Euler implicite. La function prend en entrée tO et T les extrémes
de l'intervalle d’intégration, yO la donnée initiale, N le nombre de sous-intervalles qu’on va considérer et phi une
chaine contenant I’expression de ¢ (¢, y) et elle donne en sortie u le vecteur contenant I’approximation de y en
chaque point ;.
function [t,u]l=eulerimplicite(t0,T,y0,N,phi)

t=linspace(t0,T,N);

u=zeros(N,1);

u(1)=yo0;

h=t(2)-t(1);

for n=1:N-1

u(n+1)=fzero(@(y) u(n)+h#*phi(t(n+1),y)-y, uln));

end

end

@ [2 points] Indiquer sur votre feuille les modifications a apporter a ce code pour qu’il implémente la méthode
que vous venez de développer au point précédent.
Vérification
® [4 points] Calculer la solution exacte du probleme de CAUCHY suivant :

y'(®) =2ty(t)+2t, Vtell,2],
y@) =0,

® [1 point] Ecrire sur votre feuille un script Matlab/Octave qui compare la solution exacte a la solution
approchée .

Pour chaque neeud #,,, on note y, = y(t,); 'ensemble des valeurs { yo, y1,..., yn } représente la solution exacte discréte.

Correction
® Construction d’un schéma numérique

(© 2016-2020 G. FACCANONI
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1. Labase de NEWTON sur I'ensemble de points donné s’écrit { wg () = 1, w1 () = (£ — ty+1), w2 (1) = (£ — tp41) (E— 11) }.
Pour calculer les coordonnées du polynome d’interpolation dans cette base on construit le tableau des différences

divisées :
i X Vi flxi-1, xil flxi—2, xi—1, x;]
0 1thn Yn+1
Yn=Yn+1 _ Yn+1—Vn
1t Vn [
Yn-1—"Yn Yn—Yn-1 %_w Yn+1=2YntYn-1
2 -1 Yo b=t 1=t = 212
On a alors
1- 1= 2Yn+ Yn-1
p(0) = yusywo(t)+ P o, (1) ¢ P ZIL p
a —_— ~ ~~
p Y
- —2Yn+ Ve
= Y+ LI gy TSI T YL - )
h 2h
- — 2V + Ve
= oy + P )+ BT IL ( — (1 + 1)+ 1),
2. Ona
1- 1= 2Yn+ Yn-1
p’(t)=aw6(t)+ﬁw’1(t)+7w’z(t)=ﬁ+y(2t—(tn+tn+1))=y'”h Yn , Yo 2%’; L 2t — by — 1)
1— 1—2 + Vn-1 1
pl(tn+1):yn+h J/n+J’n+ 2;;,21 Y :%(3yn+l_4Yn+J’n—l)
3. On utilise cette approximation :

1
@Unet, Yoot = Y tne) = P (1) = 2 (31 =47+ Y

soit encore )
Yn+1 & 3 (2h@(tns1, Yne1) +4Yn = Yn-1)

Si on note u, une approximation de la solution y au temps f,, on obtient le schéma a deux pas implicite suivant :

ug = y(to) = yo,
u; a définir,

Un+1 = 5 (2hQ(tns1, Uns1) +4Up—Up) 1

1,2,...N-1

On peut utiliser une prédiction d’Euler explicite pour initialiser u; : uy = up + h(f, up).

@ Mise en ceuvre sur ordinateur

function [t,u]=BDF2(t0,T,y0,N,phi)
h=(T-t0)/N;
t=linspace(t0,T,N)';
u=zeros(N,1);
u(1)=y0;
u(2)=u(1)+h*phi (£ (1) ,u(1));
for n=2:N-1
u(n+l) = fzero(@(y) y-(1/3)*( 4*u(n)-u(n-1)+2xh*phi(t(n+l),y)), uln));
end
end

@ Veérification
LEDO est linéaire mais aussi a variables séparables, on peut donc choisir une des deux méthodes pour en calculer la

solution générale :
Linéaire : a(t) =1, b(t) = -2t, g(t) =2t,
x Al =28 dr=[-2tdx=-1,
*x B(t)= [EBeAD dr= 216" dt=-e",
y(t)=ce’ —e el =ce” —1;
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VS : y/'(t) = 2¢(1+ y(1)) donc soit y(tf) = —1 pour tout ¢ € R soit y(t) # —1 pour tout ¢ € R et on peut calculer
fﬁ dy = [ 21 dt ce qui donne y(1) = ce” — 1.

Prise en compte de la condition initiale : 0 = y(1) = ce—1 ainsic=1/eet y(¢) = e’ 1-1.

clear all; clc; B

—&— 10 mailles
—F— 50 mailles
100 mailles/

t0=1; T=2; yO:O; — Exacte
phi=@(t,y) [2*t.*x(y+1)];
exact=0(t) [exp(t.~2-1)-1];

15

[t10,u10]=BDF2(t0,T,y0,10,phi); Wl
[t50,u50]=BDF2(t0,T,y0,50,phi) ;
[£100,u100]=BDF2(t0,T,y0,100,phi) ; o

plot(t10,ul0, 'mo-',t50,u50, 'b*-"',t100,ul00, 'c+-',

£100, exact (£100), 'r-"') o¢ 12 » 16 15 2
legend(["10 mailles";"50 mailles";"100 mailles";"
Exacte"])
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CHAPITRE 9

Contrdle Terminal (session 2) du 26 juin 2018

Durée : 3 heures

L'usage de la calculatrice et de 'ordinateur est interdit.

Vous aurez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite (pas de photocopies).

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

* Il n’est pas nécessaire de tout faire pour avoir la note maximale (le baréme est sur 36)

b S S 3

¢4 Exercice 9.1

Considérons les deux matrices carrées de dimension # suivantes :

A=eye(n) =-gamma*ones (n)+diag([(betat+gamma)*ones(1,n-1)
A(:,n)=-ones(n,1) ,01)
A(n, :)=-ones(1,n)
B -vr ... -y
1 0 0 -1 . . .
0 : B=|"7 :
A= 0 , : B~
=Y ... =Y -y
0 0 1
-1 -1

@ Soit n = 4. Compléter les matrices suivantes et calculer y et f pour que B soit 'inverse de A

0000 CooO (@
ooool [ |Jooog .. |0
Ooo0 Yooog "o
0000 Oood O

@ Pour tout n > 3 fixé, calculer y et f pour que B soit I'inverse de A.

Correction
Par définition, B est la matrice inverse de A si AB = BA =1,,.

@® Pour n =4 nous avons

1 0 0 -1 B -y -y -y B+y 0 0 0
_({o 1 0 -1 _|-r B v -vr _| o B+y 0 0|_oaT
A=lo 0 1 41 B= -y -y B -v AB= 0 0 B+y 0 =BAT
-1 -1 -1 -1 -Y Y -Y -¥ -B+3y —p+3y —-p+3y 4y
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AB = BA =1y ssi

B+y=1
-f+3y=0
4y=1
ce qui donne
,3—3 1
v T
Ainsi
3 1 _1 _1
1 1 g 1
13 _1 _1
B=l_1 4 o _i
S S G T ¢
1 3 4 1
@ Dans le cas général, puisque
B+y 0
AB = 0
: B+y
-+ -1y -+ (n-1y
il faut que
f+y=1
-B+(n-1)y=0
ny=1
ce qui donne
n-1
p=—o r=-

ny

4 Exercice 9.2

Laméthode de régression s'étend facilement a des données qui dépendent de deux ou plusieurs variables. On considere
un ensemble de points expérimentaux { (x;, yi, z;) }:’zo et on suppose que les trois grandeurs x, y et z sont liées, au
moins approximativement, par une relation affine de la forme z = a + bx + cy. On souhaite alors trouver les constantes
a, b et c pour que le plan d’équation z = a + bx + cy s’ajuste le mieux possible aux points observés (on parle de plan
de meilleure approximation). La méthode des moindres carrés est celle qui choisit a, b et ¢ minimisant la fonction &

définie par

&: R >R,

n

(a,b,c) — &(a,b,c) =) (a+bx;+cy; - zi)z.

i=0

Ecrire sous forme matricielle le systéme linéaire qui permet de calculer a, b et c.

Correction
Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

74

08
%(a,b,c):z
08

_ C) =2
ab(a,b c)

08
%(a,b,c):z

n
Y (a+bx;+cyi— Zi)) ,
i=0

n
Y (a+bxi+cyi— zi)xi),
i=0

n
i=

(a+bx;+cy;— Zi)yl'),
0
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on obtient
g—i(a, b,c)=0 Y ola+bxi+cyi—2z;)=0 Yrolatbxi+cy)=%1" zi
g—‘g(a, bo)=0 <= Xl (a+bxi+cyi-z)x;=0 < { X7 (ax;+ bx? +eyixi) =X ZiXi
% (a,b,c)=0 Yiolatbxi+cyi—z)yi=0 TP ayi+bxiyi+cy?) =Xl ziyi
(nn"' D gzo i anr‘l:o Yi)[a nz"l:o Zi
> | Li=o*i i—o%i  LicoXiYi||P|=|XisgziXi |-

Yrhovi Xhoxiyi Xiovi)\c Yo ziYi

4 Exercice 9.3 (Chaine de Markov)

Considérons un processus de MARKOV modélisé par la matrice de transition suivante :

=

1
wWl= o
WIN =

. Vérifier que les valeurs propres de T sont 1 et —%.

. Calculer les vecteurs propres associés a ces valeurs propres sans les normaliser (on utilisera la méthode de GAUSS
pour résoudre les deux systemes linéaires).

. Définir deux matrice D et P telles que T = PDP~! et calculer P~! en utilisant la méthode de GAUSS.

4. On veut trouver le comportement du processus a long terme si I'état initiale est x” = (1,0)”. On sait que le

comportement du processus a I'étape k + 1 est lié au comportement a I'étape k par la relation x**1 = Tx(0) et

donc, par récurrence, xX**V = T¥+1x(0_ On cherche a calculer klim x®)
—+00

N =~

w

* S'il existex = klim x¥) | alors x = Tx, autrement dit x est solution du systéme linéaire (T — I)x = 0. Calculer x
—+00

et le diviser par la somme de ses composantes.

x Etant donné que T = PDP~!, alors klim x®) = IF’(klim DYP~1x@ Calculer le produit IP(klim DXP1x© et
—+00 —+00 =R
le diviser par la somme de ses composantes. Vérifier qu’'on obtient bien la valeur calculée précédemment.

Correction
1. Calcul des valeurs propres :

- 2 1 2.1
p(;L)dzefdemr—Auz)zdet( IA L ):—)L(——A)——:)LZ——)L——

2 .
3 54 3 3 37 3

On vérifie facilement que les valeurs données annulent ce polynome, en effet :

(1) =12 2 l—0

pil= 3 3 7

(1) (12 21 1 1 2 1

pl-=|=|-2|] +zz—=-==-+-—--=0.
3 3 33 3 9 9 3

2. Onpose Ay =letdy, =— % Pour calculer les vecteurs propres on doit résoudre deux systémes linéaires homogenes. !

2.1. Onrésout le systéme linéaire (T — A11,)x = 0, ce qui donne I'espace vectoriel des vecteurs de la forme (x,x) :

-1 1 -1 1 V=K,
1 | donc _y
3 ~3 Lz—Lz+%L1 0 O X=—=y=K.

On choisit par exemple comme base I'élément x = (1,1) T

2.2. Onrésout le systeme linéaire (T — A2l2)x = 0, ce qui donne I'espace vectoriel des vecteurs de la forme (—3x, k) T.

1 | =K,
— |3 donc{”? Zy
1) Lo—Lo-L |0 O X=13="3y=-3k.

On choisit par exemple comme base I'élément x = (-3, 1) T,

Ot QO =t

1. Les systemes étant homogenes, on n’écrira pas la matrice augmentée.
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3. D estla matrice diagonale contenant les valeurs propres et [° la matrice dont chaque colonne contient un vecteur de
I’espace propre associé. On pose donc

et on calcule P! :

(1 3|1 0) Ly—Lr-ILy 1 -3 1
[IPH]Z]_(I 110 1) (0 4—11)
Ly—ILy/a [ 1 =3 | 1 0\ L,—L+3L 1 o] L 3 _
— ( 1 | -1 l)11+2( 1_411):“]2“]31]
4 4 1 1
Ainsi
4 1 3
P :(41 i‘)
T4

4. Along terme le vecteur d’état sera x = klim xK),
—+00

* On a déja calculé la solution du systeme linéaire (T —[»)x = 0, il s’agit simplement d'un vecteur propre associé a
la valeur propre 1, donc si on note v=(1,1) T on calcule x = v/ Zlgzl v;=(1/2,1/2)T.

« Etant donné que T = PDP~!, alors

1 -3 1 0 13111 1 =3|{1 olfi 3}/[1 1 offd 1
P( lim DAP~1x©@ = lim 44 - 44 - 4|4
koo 11 )kreelo =) \s 2/l0) 1 1)l of{; 3Jlo) 11 oJ\z) \i

donex=(1,1)".

¢ Exercice 9.4 (Interpolation et EDO : méthode BDF-1)
Considérons le probléeme de CAUCHY

trouver une fonction y: I < R — R définie sur un intervalle I = [fy, T] telle que

YO =9t y@®), Viel=I[n,TI,
y(to) = yo,

avec yp une valeur donnée et supposons que I'on ait montré I’existence et I'unicité d'une solution y pour ¢ € I.

On subdivise I'intervalle [#p; T'] en N intervalles [,; t,,+1] de largeur h = 9 avec th = to+nh pour n=0,...,N.

La longueur £ est appelé le pas de discrétisation. Pour chaque nceud t,, on note y, = y(t,); 'ensemble des valeurs
{ Yo, Vis--o yN} représente la solution exacte discrete. Pour chaque nceud ¢;, on cherche la valeur inconnue u; qui
approche la valeur exacte y,. Lensemble des valeurs { ug = yo, u1,..., un, } représente la solution numérique. Cette
solution approchée sera obtenue en construisant une suite récurrente.

Construction d’un schéma numérique

@ Ecrire le polynome p € R [x] qui interpole I'ensemble de points { (fn+1, Yn+1), (n, yn) } (nOter que ty41— 1, =
h), i.e. calculer les deux coefficients a et § tels que p(f) = a + B(f — t;+1)-

@ Calculer p'(r) et 'évaluer en ty,1.

® D’apres le probleme de CAUCHY, on a

@(tns1, Yns1) = ¥ (tne1) = p'(Ens1).
Ecrire ¥Yn+1 en fonction de y,, et @(,,+1, Yn+1) et en déduire un schéma a un pas implicite pour I'approxima-
tion de la solution du probleme de CAUCHY.
Mise en ceuvre sur ordinateur

@ Compléter le code ci-dessous pour qu’il implémente la méthode que vous venez de développer au point
précédent.
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function [t,u]=BDF1(t0,T,y0,N,phi) La function prend en entrée t0 et T les extrémes
t=linspace(t0,T,N)'; de l'intervalle d’intégration, yO la donnée initiale, N
u=zeros (N, 1) ; le nombre de sous-intervalles qu’'on va considérer
u(1)=y0; et phi une chaine contenant |'expression de ¢(z, y);
h=(T-t0)/(N-1); elle donne en sortie t le vecteur colonne contenant
s b LR la discrétisation et u le vecteur colonne contenant

u(n+l) = I . . .

o approximation de y en chaque point ;.

end

Vérification
® Calculer la solution exacte du probleme de CAUCHY lorsque ¢(f,y)=1-y, =1, T=2et yp=0.

® Comparer en ¢ = 2 la valeur de la solution exacte et de la solution approchée obtenue avec un pas i =1/2
en complétant le tableau suivant :

fp=0 =05 =1
Yo = n= V2 = «— Solution exacte
Up = up = Up = — Solution approchée

Correction
Construction d’'un schéma numérique

@ IIs’agit tout simplement de I'équation de la droite qui passe par les points { (tn+1, Yn+1), (Eny Vi) } :

p() = Intl” Vn (t=tys1) + Yns1-
n+1—In N—~—
a
p

@ On a pl(t) — ﬁ — Yn+1="Vn — yn+}/l_.}/n dOnC pl(tn+1) — J/nJr}/l—J’n.

thr1—1In

@ On utilise cette approximation dans I'EDO :

O(lp+1, Yn+1) = y’(tn+l) = p,(tn+l) = (J/VH—I _J/n)

S| =

soit encore
Yn+1 = Yn+ h(P(tn+1yJ’n+1)-

Si on note u, une approximation de la solution y au temps ¢,, on obtient le schéma a un pas implicite suivant :

ug = y(to) = yo,
Ups1 = Up +ho(tpsr, Uups) n=12,...N-1

On reconnait la méthode d’EULER implicite.

Mise en ceuvre sur ordinateur — @

function [t,u]l=BDF1(t0,T,y0,N,phi)
t=linspace(t0,T,N)"';
u=zeros(N,1);
u(1)=y0;
h=(T-t0)/(N-1);
for n=1:N-1
u(n+l) = fzero(@(y) y -hxphi(t(nt+l),y)- u(n), u(@)); % backward Euler
end
end

Vérification
® LEDO est linéaire avec a(t) = 1, b(t) = 1, g(¢) = 1. En utilisant la notation du cours nous avons
x Al =[28 dr=[1dr=1,
* B(H) = f%e“‘m dr=fe'dr=¢,
r

donc y(t) = ce™! + 1. Prise en compte de la condition initiale: 0 = y(1) = c/e+ 1 ainsic=eet y(£) =1 - e’
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® Pour calculer la solution approchée, on doit en théorie résoudre une équation non linéaire a chaque pas.
Cependant, puisque la fonction ¢ est linéaire (on a ¢(¢,y) = 1 - y), cette méthode implicite peut étre rendue

explicite par un calcul élémentaire :

Upi1 = Up +hp(tpi1, Ups1) = Uy + R = Up) <

Avec h = %,onadonc
fh=1 tl—% =2
Y0=0|n=1-e2| p=1-¢"
Lt()—O ul—% UQ—g

clear all; clc;
t0=1; T=2; y0=0;

phi=@(t,y) [1-y];
exact=0(t) [1-exp(1-t)];

[t3,u3]=BDF1(t0,T,y0,3,phi);
[t13,u13]=BDF1(t0,T,y0,13,phi);

plot(t3,u3, 'mo-',t13,ul3, 'b*-',t13,exact(t13),"'
r-')
legend(["3 mailles";"13 mailles";"Exacte"])

0.7

0.6

05

0.4

0.3

0.2

0.1

Up+y1 =

up,+h
1+h°

T
—5— 3 mailles
—— 13 mailles
— Exacte

12
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CHAPITRE 10

Controle Continu du 1 octobre 2018

* Durée : 1h30

* Lusage de la calculatrice et de 'ordinateur est interdit.

* On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

¢4 Exercice 10.1 (Bases de R,,[x])

Soit le polynéme p(x) = x? —3x + 2. Ecrire ses cordonnées dans les bases indiquées :
1. %, base canonique de R;[x]

%5 base canonique de R3[x]

o ={1,(x—1),x*} base de Ry [x]

% ={1,(x-1),(x—1)*} base de Ry [x]

2={1,(x—1),(x—1)(x—2)} base de Ry[x]

CINERCORIY

Correction
1. 6, ={1,x,x*} donc coord(p,6>) = (2,-3,1)

2. €3={1,x,x% x3} donc coord(p,€s) = (2,-3,1,0)
3. coord(p, /) =(-1,-3,1)
4

. coord(p,%B) =(0,-1,1)
on remarque qu'il s’agit des coefficients du développement de Taylor d’'ordre2 en xp =1:

n (i) .
px) =) P iﬁx(’) (x—x0)'
i=0 :

5. coord(p,2) = (0,0,1)

# Exercice 10.2 (Ecriture matricielle)
On considere les matrices A = (a;;), B = (b;;) et C = (c;;) carrées d’ordre 4 définies par a;; = i2, bij=i+]j,cij=
min{i; j}. Ecrire ces matrices sous la forme de tableaux de nombres.

Correction

1 1 1 1 2 3 45 1 111
4 4 4 4 3 456 1 2 2 2
A=l9 9 9 9 5214 5 6 7 =1 2 3 3
16 16 16 16 5 6 7 8 1 2 3 4

# Exercice 10.3 (Inversibilité, rang, déterminant)

1 2
1. Pour quelles valeurs de x € R la matrice A = ( K) est inversible?

3
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1 2 8
2. Calculerlerang dela matriceB=[2 1 4 |.
0 3 12

3. Soit a, b et c trois réels quelconques, calculer le déterminant

1 a d?
Dy=det|1 b P?
1 ¢ ¢

Correction
1. La matrice A est inversible pour x # 6 car det(A) = x — 6.

2. Sans faire de calcul on peut déja affirmer que 1 < rg(B) < 3. Comme det(B) = 0 (sans faire de calcul, il suffit de

1 2
remarquer que C3 =4C»), alors 1 <rg(B) < 2. Comme det (2 1) =—-3+#0, on conclut que rg(B) = 2.

3. Pour calculer un déterminant comportant des parametres, il est souvent intéressant de faire apparaitre des zéros dans
une ligne ou une colonne :

1 a a®\ Le—l-L 1 a a?

Di=det|1 b B2| 2B det|o b-a b2-a?|=det , 4
5 c—a c“—a
1 ¢ ¢ 0 c—a c“—a

(b—a bz—az)
= 2 2

—b-a) P -a))-(c-a)b* —a®) = (b—a)(c—a)((c+a)—(b+a)) —(b-a)(c-a)(c—b).

# Exercice 10.4 (Systémes linéaires)

On a demandé a 215 étudiants du CNAM de dire quel est leur langage de programmation préféré parmi Python, Matlab,
Java et C. Chaque étudiant devait fournir une seule réponse. On sait que 163 étudiants ont déclaré préférer Python ou
Matlab; 65 ont déclaré préférer Matlab ou C; 158 ont déclaré préférer Python ou C.

Traduire les données par un systeme linéaire de 4 équations et 4 inconnues et le résoudre par la méthode de Gauss.

Correction
On note p, m, j et cle nombre d’étudiants préférant respectivement Python, Matlab, Java et C. D’apres I'énoncé on a

p+m+j+c=215,

p+m=163,
m+c =65,
p+c=158.

On passe a la notation matricielle et on résout le systéeme par la méthode de Gauss (4 équations donc 3 étapes) :

1 1 1 1215 fi:g—h 1 1 1 1 | 215 1 1 1 1 | 215
1 1 0 0163 | Ly—Ls—IL o 0 -1 -1|-52 Ly—L3 0 1 0 1 65
0 1 0 1| 65 Etape 1 0 1 0 1 65 pivotnul | O O -1 -1/ -52
1 0 0 1/|158 0 -1 -1 0 |-57 0O -1 -1 0 |-57
LaeLs 1 1 1 1 | 215 1 1 1 1 | 215

Li—Li+Ly 01 O 1 65 Ly—Ls—Lg 0 1 1 65

Etape 2 0 0 -1 -1]-52 Etape 3 0 0 -1 -1/|-52

00 -1 1 8 0 0 O 2 60

On résout le systéme triangulaire supérieur ainsi obtenu par remonté :

2c=60 = ¢=30,
—j—c=-52 = j=—-c+52=22,
m+c=65 = m=-c+65=35,
p+m+j+c=215 = p=215-m—j—c=128.

Les préférences sont donc : 128 pour Python, 35 pour Matlab, 22 pour Java et 30 pour C.
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# Exercice 10.5 (Multiplication matricielle appliquée)
On modélise une image en noir et blanc formée de 25 pixels par une matrice de 5 lignes et 5 colonnes, dans laquelle 0
correspond a un pixel blanc et 1 a un pixel noir. Limage a modéliser est la suivante :

1. Donner la matrice M associée a I'image.

2. Soient
0 0 0 0 1 01 0 0 O
0 0 01 O 0 01 0 O
A=]0 0 1 0 0 B=|0 0 0 1 0
01 0 0 O 0 0 0 0 1
1 0 0 0O 1 0 0 0O
Calculer le produit AM. Quel est I'effet de la matrice A sur I'image? Quel est I'effet si on fait le produit MA sur
I'image?
Calculer le produit BM. Quel est I'effet de la matrice B sur I'image ? Quel est I'effet si on fait le produit MB sur
I'image?

3. Quelle image obtient-on en faisant le produit AMB?
4. Quel produit matriciel peut-on faire pour obtenir la figure suivante?

Correction
1.

£

I
(=l o]
— e e
oo = O -
S O O O+
(==l l]

2. Le produit AM correspond a inverser I'ordre des lignes de la matrice M : 'image est alors symétrique par rapport a la
troisieme ligne.
Le produit MA correspond a inverser I'ordre des colonnes de la matrice M : I'image est alors symétrique par rapport a
la troisieme colonne.
Le produit BM correspond a translater les lignes de la matrice M d'un rang vers le haut (la premiére ligne passant en
cinquieme ligne) : I'image est alors translatée d'un rang vers le haut (la premiere ligne passant en cinquiéme ligne).
Le produit MB correspond a translater les colonnes de la matrice M d'un rang vers la droite (la cinquieme colonne
passant en premiere colonne) : I'image est alors translatée d'un rang vers la droite (la cinquiéme colonne passant en
premiere colonne).

01 0 0 O 01 1 1 0 01 0 0 O 0 01 1 1
01 0 0 O 0 0 0 1 O 01 1 0 O 0 01 0 O
AM=]10 1 1 0 O MA=]0 0 1 1 O BM=]0 1 0 0 O MB=|0 0 1 1 O
01 0 0 O 0 0 01 O 01 0 0 O 0 01 0 O
01 1 1 0 0 0 01 O 01 1 1 0 0 01 0 O
l ||
l l
M AM MA BM MiB

3. Le produit AMB = (AM)B correspond par exemple a une symétrie horizontale par rapport a la troisieme ligne
suivie d'une translation d'un rang vers la droite. On peut aussil’écrire comme AMB = A(MB) qui correspond a une

(© 2016-2020 G. FACCANONI 83



Chapitre 10 Contréle Continu du 1 octobre 2018 Mis  jour le Mercredi 31 mai 2023

translation d'un rang vers la droite suivie d'une symétrie horizontale par rapport a la troisieme ligne. Dans tous les cas
on obtient I'image suivante :

M - AM . (AM)B

l Ll
M _ MIB . A(MB)

4. On peut par exemple calculer AMAB.

l L
M - AM - (AM)A _ (AMA)B

Ou encore calculer AMBABB.

AMB AMBA AMBABB

— —
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CHAPITRE 11

Controle par équipe du 8 octobre 2018

Durée : 1h45

L'usage de la calculatrice est interdit.

L'usage d’Octave est autorisé.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S S 3

# Exercice 11.1 (Interpolation polynomiale : base canonique)
Soit les points

x 0 2 4
y 7 11 55

+ Ecrire dans la base canonique de R;[x] le polyndme p qui interpole ces points (on utilisera la méthode de Gauss
ou de Gauss-Jordan pour la résolution du systeme linéaire). Vérifier la solution obtenue.

* Que vaut p en x = 1?2 Soit s la spline linéaire qui interpole ces points. Que vaut sen x =1?

Correction
* Soit € = { 1,x,x2 } la base canonique de Ry[x]. Soient (a, b, ¢) = coord(p, €) les coordonnées de p dans la base €. Elles
sont solution du systeme linéaire
a+bx0+cx0%=7
a+bx2+cx2?=11
a+bx4+cx4>=55

Résolvons-le par la méthode de Gauss

10 07 fi:g:ﬂ 10 07 Lol 0 0|7 c=5
1 2 4111 |———| 0 2 4|4 |——— 2 4| 4 = { b=4-4¢)/2=-8
1 4 16|55 0 4 16| 48 0 0 8140 a=17
On obtient le polyndéme p(x) = 7 — 8x + 5x2.
On vérifie aisément que
p0) =7,

p2)=7-8x2+5x%x22=11,
p(4)=7-8x4+5x4? =55,
* Une spline linéaire est une fonction affine par morceaux (i.e., les points a interpoler — une fois ordonnés selon les x

croissants — sont reliés par des segments). Le point x = 1 est compris entre les deux points d’'interpolation (0,7) et
(2,11) donc sljp:2) (x) = %(x—O) +7=2x+7ets(l)=9tandisque p(1) =7-8+5=4.

# Exercice 11.2 (Interpolation polynomiale : base de Lagrange)
Soit les points
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x 0 2 3
y 7 11 28

+ Ecrire dans la base de Lagrange de R,[x] le polynéme p qui interpole ces points.

x Vérifier avec Octave que le polynéme ainsi calculé interpole bien les données (écrire les commandes qui
permettent cette vérification).

Correction
* Soit £ ={Ly, L1, Ly} 1abase de Lagrange de R, [x] associée aux points donnés. Les coordonnées de p dans la base £
sont tout simplement coord(p, £) = (7,11,28). Les polynémes L; s’écrivent

(x—=2)(x-3) _ (x—2)(x—3)' L) = (x—0)(x-3) __x(x—3), Lo(x) = (x—=0)(x—-2) B x(x—-2)

Lo(x) = = = =
0-2)(0-3) 6 2-0)(2-3) 2 B3-0)(3-2) 3

donc p(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + y2 Lo (x).

* On définit le polyndme par exemple comme une fonction anonyme et on vérifie qu’il interpole les points donnés :

p=0(x) [((x-2) .*%(x-3)*7/6) - (x.*(x-3)*11/2) +(x.*(x-2)*28/3)]
p(0)
p(2)
p(3)

& Exercice 11.3 (Interpolation polynomiale : base de Newton)
Soit les points

x 2 1 4 -1 3 -4
y -1 2 59 4 24 -53

x Ecrire la base de Newton de Rs[x] associée a ces points,
* écrire le tableau des différences divisées

x en déduire les coordonnées du polyndme qui interpole ces points dans la base de Newton.

Correction
* Labase de Newton de R5[x] associée a ces points est N = {wg, w1, w2, w3, W4, w5} OU w; s’ écrit

wo(x)=1

wi(x)=x+2

w2(x0)=(x+2)(x-1)

w3(x) =(x+2)(x—-1D(x—4)
w(xX)=(x+2)(x-1D(x—-4)(x+1)
w5(x)=(x+2)(x-1Dx-4)(x+1D(x-3)
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* le tableau des différences divisées est

x| yvi | Flxicnxid | flxico,xi—onxil | flxiez,.oxi] | flxi—a,.., xi] | flxios, ..., X

1)1 2
2] 4 | 59 19
3|-11 4 11 4

4|3 || 24 5 6 1 [0]

5| -4 -53 11 -2 1 0 [0]

* coord(p, &) ={-1,1,3,1,0,0} donc
px)=-1+x+2)+3x+2)(x-D+x+2)(x—-1)(x—4)
qu’on peut développer comme suit (ce n’est pas demandé)
= -1+ (e +2)(14+306- 1) + (x- D(x-4))

=1+ (x+2)(1+ 3+ (x-)(x- 1)

:—1+(x+2)(1+(x—1)2)

# Exercice 11.4 (Interpolation non polynomiale)
Soit les points

x 0
y 5 1+v3 -1

SIE
wlS

Interpoler I'ensemble de points donné dans I’espace vectoriel V[x] engendré par {cos(x),cos(2x),cos(3x) }. On utilisera
Octave pour la résolution du systéme linéaire et on vérifiera que la fonction x — v(x) ainsi calculée interpole bien les
données (écrire les commandes qui permettent cette vérification).

Correction
On cherche v(x) = acos(x) + bcos(2x) + ccos(3x) tel que v(0) =5, v (%) = 1++v/3 et v (%) = —1. On cherche donc a, b et c tels
que

a+b+c=5

‘/Téa +3b=1+V3

1 1 _
za 2b c=-1

A=[1 1 1; sqrt(3)/2 1/2 0; 1/2 -1/2 -1]
b=[5; 1+sqrt(3); -1l
A\b 7, equivalent a inv(A)*b

On obtient la fonction v(x) = 2cos(x) + 2 cos(2x) + cos(3x).
On vérifie qu’elle interpole les points donnés :

v=0(x) [2*cos (x)+2*cos (2*x)+cos (3*x)]
v(0)-5

v(pi/6)-1-sqrt(3)

v(pi/3)+1
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CHAPITRE 12

Controle par équipe du 15 octobre 2018

Durée : 15h15-16h45

L'usage de documents ou de |'ordinateur est interdit.

L'usage de la calculatrice est autorisé.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

LD S S

44 Exercice 12.1 (Vrai ou Faux?)
Justifier vos réponses en une ligne.

x LEDO y'() = 4y(t) + 2 admet-elle une solution constante?

* La fonction f — y(¥) = % t5 +2cos(t) + 1 est-elle solution du probléme de Cauchy suivant?

y'(t) = t* - 2sin(1),
y(0) =3.

Correction

= Vrai, il s’agit de la fonction ¢ — — %

* Vrai car y’(t) =* —2sin(z) et y(0)=0+2cos(0) +1=3.

# Exercice 12.2 (Solutions exactes de problémes de Cauchy)
* Calculer 'unique solution du probleme de Cauchy

Y () =1+y%(1), telfp;nl
y(0) =3,

et indiquer le plus grand intervalle ] #y; £; [ sur lequel elle est définie.

* Calculer 'unique solution du probleme de Cauchy

2y' (O +y() =t-1,
y(0) =0,

Dans chaque cas indiquer les commandes Matlab/Octave a écrire dans un script pour afficher le graphe de la solution
sur l'intervalle indiqué.

Correction
* Il s’agit d'une EDO a variables séparables. Formellement

y'a 1 _ _ _
1+92(0) 1472 dy=|1dt = arctan(y(0))=t+c = y()=tan(t+c), ceR.
En imposant la CI on obtient tan(c) = v/3 d’ot1 I'unique solution du probléme de Cauchy : y(f) = tan (t+ 7). Cette
fonction est définie pour ¢+ Z # 7 +x7 donc, en choisissant I'intervalle qui contient z = 0 on trouve ] - 5 — ;5 — S [.

89



Chapitre 12 Controle par équipe du 15 octobre 2018

Mis & jour le Mercredi 31 mai 2023

p=0(t) [tan(t+pi/3)];
tt=[-5%pi/6+0.1:0.1:pi/6-0.1];
plot(tt,p(tt))

* Onaa(t)=2,b(t)=1etg(t)=t—-1,doncpour teRona
« A= [Ldr=11,
« B() = [FreDdr=4 [(r—1e'? dr=(r-3)e"?.

Toutes les solutions de 'EDO sont donc les fonctions y(#) = Ce™"/? + (t — 3) pour C € R.

On cherche parmi ces solutions celle qui vérifie y(0) = 0; comme y(0) = C — 3, 'unique solution du probléme de

CAUCHY donné est la fonction y(t) =3e™ "2 + t-3.

p=0(t) [3*exp(-t/2)+t-3];
tt=[0:0.1:5];
plot(tt,p(tt))

# Exercice 12.3 (Utilisation d’'un schéma numérique)
Soit le probléeme de Cauchy

Y@ =1-y@), tell;2]
y(1) =0,

{uo = yo,w1,...} représente la solution numeérique.

complétant le tableau suivant :

On subdivise I'intervalle [1;2] en 2 intervalles de largeur h = % avec tp = 1, 1 = 1.5 et t, = 2. Pour chaque nceud
tn, on note y, = y() la solution exacte évaluée en ¢, et on cherche la valeur inconnue u, qui approche la valeur
exacte y,; 'ensemble des valeurs { yo, y1,... } représente la solution exacte discrete tandis que I'ensemble des valeurs

Comparer les valeurs de la solution exacte et des solutions approchées obtenues avec les schémas vus en cours en

fh=1 n=15 =2

Yo = n= V2= «— Solution exacte

Upg = u; = Up = — Solution approchée par Euler Explicite
Upg = Uy = Up = — Solution approchée par Euler Implicite
Uy = uy = Up = — Solution approchée par Euler Modifié
Ug = uy = Uy = — Solution approchée par Trapéze

Up = uy = Up = — Solution approchée par Heun

Correction

* Exacte UEDO est linéaire avec a(#) = 1, b(¢) = 1, g(#) = 1. En utilisant la notation du polycopié nous avons

A(t):f@dtzfldtzt,

a(t) a(r)

B(t)=f@ef‘(” dt:fef dt = e’

donc y(t) = ce '+1.En prenant en compte la condition initiale on trouve 0 = y(1) = c/e+1lainsic=eet y(t) =1— el L.

= EULER Explicite

ug = y(to) = yo, donc up =0,
Up+1 = Un + ho(ty, uy) Up+1 = Up+h(L—up) =0 -Mu, +h
Ontrouve ug =0, u; = (1-3)x0+3=Jetup=(1-3) x5 +3 =3.
= EULER Implicite
up = y(to) = yo, q up =0,
onc
Up+1 = un+h(/)(tn+lr Up+1) Ups1=Up+h(—Upsr)
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Pour calculer la solution approchée, on doit en théorie résoudre une équation non linéaire a chaque pas. Cependant,
puisque I'EDO est linéaire, cette méthode implicite peut étre rendue explicite par un calcul élémentaire :

up,+h
Up1 =Up+th(l-upy)) <= Upy = T h
donc
1Z4) =0,
+h
Un+1 = 34
On trouve g =0, u1:%(O+%):%etu2:§(%+%):g.
* EULER Modifié
UOZJ’(IO):J/O, M0=J/(t0)=y0,
~ h -
ln+1/2 = Up + 5@ (In, Up), donc $ dps1/2=Un+ 11— up) =3u,+1,
h = ~
Upsl = Up + h(p(tn +2, un+1/2) U1 = Un+5 (A= Tpp12) =tun+3(1-3un—1) = 3un+3
On trouve ug =0, uy =3 etup =5 (3+1) = 2.
* Trapeéze ou CRANK-NICOLSON
up = y(t) = Yo, d uo = y(to) = yo,
= L B one =u,+201- ba- =h+(1-2)u,-2
Un+1 = Un + 5Q(tn, Up) + 50 (Ent1, Unt1) Upr1 =Up+ 50 -up)+ 50— up1) =h+ 5 | Un— 3 Un+l

Pour calculer la solution approchée, on doit en théorie résoudre une équation non linéaire a chaque pas. Cependant,
puisque I'EDO est linéaire, cette méthode implicite peut étre rendue explicite par un calcul élémentaire :

h
h h )
Upr1=h+[l1——|Up—ZUprl <  Ups1 = 7 =— t—ln
2 2 1+§ 1+§ 1+§
donc
Uy =0,
h
h _h
Up+1 1+_h+1+_2u”
2
On trouve uy =0, u —i—getu —2+ﬁ2—2(1+§)_ﬁ
0= 1—1+%—5 2= 5 141575 5) = 25°
* HEUN
up = y(to) = yo, up =0,
Upt1 = Up + ho(ty, uy), donc  tpe =up+h(l—uy)=0-hu,+h,
~ ~ 29—
Up+l1 = Up t g‘/)(tn; Up) + g(p(tn+lr Up+1) Up+1 = Up t+ g(l —Up)+ g(l —Up+1) = Up + M(l - Up)
On trouve Ups1 = Up+3(1—up) = 3up+3ainsiug=0, uy =3 etup =33 +3=(3+1)3 = 3.
fh=1 nh=15 Hh=2
Yo=0 y1=1-e95 ypo=1-e! — Solution exacte
uy=0 up = % Up = % — Solution approchée Euler Explicite
up=0 U = % Up = g — Solution approchée Euler Implicite
uy=0 u = % Uy = % — Solution approchée Euler Modifié
uyp=0 up = % Uy = ;—g — Solution approchée Trapeze
up=0 up = % Up = % — Solution approchée Heun
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# Exercice 12.4 (Modélisation)

Supposons qu’'une quantité y = y(#) croit a une vitesse proportionnelle au carré de la quantité présente. De plus,
supposons qu’a I'instant ¢ = 0 la quantité présente est y, > 0. Ecrire le probleme de Cauchy associé a cette description
et le résoudre.

Correction
Soit a > 0, alors

y'(1) = ay*(0),
y(0)=y0>0.

Il s’agit d'une EDO a variables séparables. La fonction y(t) = 0 pour tout ¢ est solution de 'EDO mais elle ne vérifie pas la CL
Toute autre solution de I'EDO sera non nulle et se trouve formellement comme suit :

y,m:a = fy‘zdy:afldt = —yl=at-¢c = y= ! ceR
Y2(1) c—at’ '
En imposant la CI on obtient C = 1/yy d’ol1 'unique solution du probléme de Cauchy: y(t) = 1+:yt'
—ayo

# Exercice 12.5 (Mise en équation)

Le graphe d'une fonction ¢ — u(#) passe par le point (0, 1). De plus, en chaque point (xo, #(xp)), la droite tangente au
graphe en ce point est perpendiculaire a la droite qui passe par (xo, u(xo)) et (0,0). Ecrire le probléme de Cauchy associé
a cette description et le résoudre.

Correction
Le passage par le point (0, 1) implique u(0) = 1.
La droite qui passe par le point (x, u(xp)) et (0,0) a équation y = % (x-0)+0= %’;‘))x.

La droite tangente au graphe d’une fonction u au point (xo, u(xp)) a équation y = 1’ (x) (x — xg) + u(xp).

Ces deux droites sont perpendiculaires donc u'(xg) %;0) = —1, soit encore u'(xg) = _%;C)o)'
Le probleme de Cauchy est donc
t
u'(t)=-—,
(1) (D
u(0)=1.

Il s’agit d'une EDO a variables séparables. On cherchera une solution u(#) # 0 pour tout ¢. Formellement on a
2 g2

uHu' (=t = /udu:[tdt = %:?+c1 = ult)=Vt2+c ceR.

En imposant la CI on obtient ¢ = 1 d’ot1 'unique solution du probléme de Cauchy : u(t) = V12 +1.
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CHAPITRE 13

Controle par équipe du 18 octobre 2018

* Durée : 10h45-12h15

* L'usage de documents, de la calculatrice ou de I'ordinateur est interdit.

* On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

# Exercice 13.1

1. Calculer la valeur exacte de E = flz f(x) dx avec f(x) =2—(x— 2)2,

2. Calculer une valeur approchée de E avec la méthode
* des rectangles a gauche composite avec 2 sous-intervalles (on notera G cette valeur),
* des rectangles a droite composite avec 2 sous-intervalles (on notera D cette valeur),
* des trapezes composite avec 2 sous-intervalles (on notera T cette valeur).

3. Onremarque que G < E, D > E et T < E. Est-ce vrai quelque soit le nombre de sous-intervalles qu’on prend?

Justifier la réponse. (On pourra s’aider par un dessin.)

Correction _

Uneprirnitivedef(x)=2—(x—2)2=—xz+4x—2estF(x)=—%3 +2x2-2xdoncE = —%3+2x2—2x =3
xX=
1

Onaazl,szetmdeonch:b;mazz.

m=l 1 7\ 11
G=h ih=-|1+>]|=—
l;)f(aﬂ) >33
m-1 1(7 15
i:ZOf(a+(z+)) 2(4+) o

1 m=1 . 1 1(1 7 1 13
T—h(gf(a)+;lf(a+zh)+5f(b))_§(—x1+Z+§x2 =3

2
2 2 2
1.5+ 1.5 1.5
1 — 1 — 1 —
115 2 115 2 115 2

x G < E car la fonction est croissante (ce qui signifie que f(x;) < f(x;;+1) donc 'aire des rectangles sera inférieure a I'aire
exacte);

= D> E car la fonction est croissante (ce qui signifie que f(x;) < f(x;+1) donc l'aire des rectangles sera supérieure a
l'aire exacte);

*= T < E car la fonction est concave (ce qui signifie qu'une corde définie par deux points de la courbe y = f(x) sera
toujours en-dessous de la courbe donc 'aire sous les trapeézes sera inférieure a I'aire exacte).
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# Exercice 13.2 (Interpolation, Quadrature et EDO)
Considérons le probleme de CAUCHY

trouver une fonction y: I ¢ R — R définie sur un intervalle I = [#, T'] telle que

Y @) =@t y@), Vtel=I[ty,Tl,
(o) = Yo,

avec yp une valeur donnée et supposons que I'on ait montré I'existence et I'unicité d'une solution y pour ¢ € I. On
T—-1y

subdivise 'intervalle I = [#y; T] en N intervalles [¢,; t,+1] de largeur h = avec t, = tp+nhpourn=0,1,2,...,N.

Pour chaque nceud £, on note y; = y(t,) et on cherche la valeur inconnue u; qui approche la valeur exacte y;,.
Si nous intégrons I'EDO y' () = @(t, y(¢)) entre f,,_» et t,+1 nous obtenons

tn+1

J’n+l_yn—2=f @(t,y()dt.
t

=2

1. Ecrirele polynoéme p interpolant ¢ en £, et £,_;.

2. Utiliser ce polyndme pour approcher I'intégrale

In+1
f o(t, y(1)) dt.
I

n-2

NB On interpole en 7,,_; et f,, mais on intégre sur [#,_2; f;,+1].

3. En déduire un schéma explicite pour 'approximation de la solution du probleme de CAUCHY (attention a bien
initialiser la suite définie par récurrence pour qu’on puisse effectivement calculer tous les termes).

Correction
1. Le polyndme interpolant ¢ en ¢, et t,,—; a équation

(t ] )_ (t -1 - )
p(r) = LI Il 2PV Yn=ll (b oty )
In—Ih—1

2. Onintégre ce polynéme entre t;,_p et ;41 :

th+1 In+1
| otyandes [ puyar
t 1,

n-2 n-2

T+l

@t yn) — @(tn-1,Yn-1) [(r— 1n)?

a h 2

_ (P(tn;J/n) - (P(tn—l,J/n—l)
2h

+ @t yn) 1117
tp—2

[(thrl - tn)z —(th—2— tn)z] +(,0(tnyyn) [the1 — -2l
-~ —_——
_3K2 3h

:3h(/)([n;yn) +(12)([n—1ryn—l) )

3. En utilisant la formule de quadrature pour I'intégration de 'EDO y' (1) = ¢(t, y(t)) entre t,_; et t,+1 on obtient

tn+1 t, V() + @y, y(t,—
J’(th)ZJ’(tn—Z)"‘f (p(t,y(t))dtzsh(p( Y (th)) (/2)( n-1,Y(In l))

In-2
Si on note u, une approximation de la solution y au temps t;,, on obtient le schéma explicite suivant :
Uo = Yo,
uy a définir
U a définir
Un+1 = Un—2 + 3 h(@(Ln, Un) + @(ty_1,Uup-1)) pourn=2,.. ,N-1.
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On peut utiliser une prédiction d’Euler explicite pour initialiser u; et u, par exemple :

Up = Yo,

uy = uo + he(to, Up),

uz = uy + ho(t, u1),

Upsl = Upo + %h((p(tn, Up) + @(tp-1,Up-1)) pourn=2,...,N-1.
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CHAPITRE 14

Controle Continu du 22 octobre 2018

* Durée : 2h

= Documents et calculatrices interdits.

* Les questions faisant apparaitre le symbole v peuvent présenter zéro, une ou plusieurs bonnes réponses. Les autres
questions ont une unique bonne réponse. Des points négatifs seront affectés aux mauvaises réponses.

DALY DAY DY Interpolation DDV DA DAV DAYV D

Question [interpTHEQD5] ¥  h:R — R est une fonction telle que h(1) =12, h(7) = 0 et h(10) = 3. Par interpola-
tion linéaire, I'image de 2 par h est

B o [] 2 [] 12 [] o [] -5 D%m

Ezxplication : Le point x = 2 appartient a I'intervalle [1;7]. La droite qui relie les points (1, «) et (7,0) a pour équation

y=2%2-7)+0=—-%(x—7); en z =2 elle vaut 3a.
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Question [interpCALC1]  Parmi les polyndmes suivants, lequel interpole les trois points (—1,8), (0,14) et (1,8)?

B 6:2+14 [[]—622—8 [ ]622+14 [[]622-38
[] —622—14 [[] —622+38 [[]6a2—14 [[]6z2+8

Ezxplication : On cherche 'unique polynome p € Ry[z] tel que p(—1) = a, p(0) = B et p(1) = o

— Soit on répond par exclusion en vérifiant que parmi les polynémes donnés seul un d’entre eux satisfait ces 3
conditions : en effet, la condition p(0) = 8 nous élimine déja 6 polynomes parmi les 8 données; il ne reste plus
qu’a cherche celui tel que p(1) = a.

— Soit on calcule ce polynéme avec la méthode que plus nous convient :

— méthode directe avec résolution d’un systéme linéaire : on cherche a, b et ¢ tels que p(z) = a + bz + ca?

p(0) =5, a=p, a=p, a=p,
p(l):a7 <~ a+b+c:a, < b+c:a_57 — C:a—@
p(—1) = a, a—b+c=aq, 2b =0, b=0;

— méthode de Lagrange : dans la base de Lagrange le polynome de Ro[z] qui interpole les trois points donnés
s’écrit p(x) = alo(z) + BL1(x) + aLa(z).

(2= 0)(z—-1)  z(xz-1)
L@ == c—y 2
C(w+ ) (-1 2?1
L@ =oo-n = =1

_(z+1)(z—-0) a(zx+1)
L&) =i ya—0) 2

ainsip(z) = aLo(z) + L1 (z) + aly(z) = a (Lo(z) + La(z)) + BL1 (2) = az® — B(z* — 1) = (a — B) 2° + 5;

— méthode de Newton : dans la base de Newton le polynome de Rs[z] qui interpole les points donnés s’écrit
p(z) = a+blx — 1) + c(x — 1)(z — 2). Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées
dans le tableau des différences divisées ci-dessous :

X Yi f[xi—hzi] f[xi_z,a:i_l,:ri]
0 —1 [a]

Lo

2 1 «@ a—p

On a alors p(x) = yowo(z) + flzo, z1)wi(x) + flzo, 21, Zo]wa(x) = awe(x) + (8 — a)wi(z) + (a — Bwa(x)
=at(B-a)wt+1)+(a-Ba+1) = (o Bz’ +B.

— Soit on calcule ce polynome en exploitant la symétrie des points donnés. Par exemple, une méthode astucieuse
dans ce cas particulier est la suivante : on cherche un polynéme de Ry[z] donc il s’écrira sous la forme p(x) =
a(z—2z1)(z—22). On remarque que p(—1) = p(1) donc 2o = —z1 ainsi p(z) = a(z—2z1)(z+z1) = a(z?—2?). Comme
p(0) = B et p(1) = o on a immédiatement —ax? = S et a(l — 2?) = o donc a = a — 3 ainsi p(z) = (o — B)z? + 5.
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Question [interpL2] Dans la base de Lagrange le polyndome de Ra[z] qui interpole les trois points (15,24),
(18,37) et (24,25) s’écrit p(x) = 24Lg(x) + 37L1(x) + 25L3(x). Que vaut L1(25)7?

10 7 70 10
w5 Uy O Oy Ui
Ezxplication : Dans la base de Lagrange le polyndome de Ra[x] qui interpole les trois points (15,24), (18,37) et (£, 25)
s’écrit p(x) = 24Lo(x) + 37L1(x) + 25Ls(z).

_ (z—15)(z—24) (z—15)(xz—¢) _E-14
L) = s—yas—e = 3us-g Lie+1) =359

Question [interpN1]  Dans la base de Newton le polynome de R[x] qui interpole les trois points (1,1), (2,2) et
(3,7) s’écrit p(x) =a+b(x — 1) + c(z — 1)(x — 2). Que vaut ¢?

m: O: Ov O; Oo

Ezxplication : Dans la base de Newton le polynome de Ro[z] qui interpole les trois points (1,1), (2,2) et (3, () s’écrit

p(z) =a+b(x—1)+c(x—1)(x —2). Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau
des différences divisées ci-dessous :

iox oy flwim,m] flrico w1
0 1

12 2

2 3 ¢ ¢-2 3

On a alors p(z) = yowo () + flzo, z1]w1 () + flxo, 21, T2]ws(z) = wo(x) + w1 (z) + %wg(m)
=1+ (z—1)+ 2@ - 1)(z—2).

VDIV DIDVINIDNDVDDIDDVDDVDDDNDVDDIDEDODNDDIDNDIDNDDDNDDDIDDINDVDNDNDDNDDDYD
Question [edoLIN2] ¢  Cocher la (ou les) affirmation(s) vraie(s) & propos de I'équation y'(t) — 3y(t) — ¢3 = 0.

B Est lincaire B Peut étre résolue [ ] Est homogene
|:| Est d’ordre 3 |:| Est a variables séparables |:| Admet une solution unique

uestion [edoLIN2bis ocher la (ou les) affirmation(s) vraie(s) & propos de 1’équation t) — t)—t>=0.
Question | ] ¥¢  Cocher la (ou les) affirmation(s) vraie(s) a propos de I'équation 3/ () — 3y2(t) — t* = 0

- Est d’ordre 1 . Peut étre résolue |:| Est homogéne
D Est linéaire |:| Est & variables séparables D Admet une solution unique
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Question [edoINTRO5] Un corps, placé dans une enceinte dont la température T, est supposée constante, a une
température T qui évolue au cours du temps de la fagon suivante : la vitesse de variation de la température est
proportionnelle & la différence de température entre le corps et lenceinte ; de plus, si T'(t) > T, alors T est décroissante,
st T(t) < T, alors T est croissante. Comment peut-on exprimer les variation de T en fonction du temps ¢ ?

Bro=—xTt)-1.), >0 L] T(1) = —s(T(t) = T.)t, >0
[L]7T0t)=—(T(t)-T.)t+xk, kKeR LT =—(T@t)-T.)+r, k>0
L] 7)) = —w(T(t)-T.), veR

y(t)

Question [edoVScalcl]  Siy est solution de y/(t) = e et y(1) = 2, que vaut y(3)?

B s [] m@3)+2 [] 2m@3) [] 4 [] e¥-2 [] 2e

Ezxplication : Formellement y'(t) = @ = % =4 — In(y) =In(t) +c = y(t) =W xe¢ = y(t) = xt.

Comme 2 = y(1) = k x 1, on conclut que 'unique solution est y(t) = 2t.

Question [edoLIN3]  Siy est solution de y/(¢) — 2y(t) = t2e?! et y(0) = 10, que vaut y(2)?

- 3—38@4 |:| ?6_4 |:| et + % |:| et + % D ?64 + 10 D ?6_4 + 10
Ezxplication : On a a(t) =1, b(t) = —2 et g(t) = t%e!, donc pour t € R on a

— A(t) = [ dt = -2,

— B(t)= [LLAD dt = [Pee 2 dt = [ dt = 1.
Toutes les solutions de I'EDO sont donc les fonctions y(t) = (C + %) €2 pour C € R. On cherche parmi ces solutions

celle qui vérifie y(0) = 10; comme y(0) = C, 'unique solution du probléme de CAUCHY donné est la fonction y(t) =
(10+5) e
3 )

Question [edoSCHEMA1bis]  Soit le probléme de Cauchy y'(¢) = ¢ —y(t) avec y(0) = 1. On subdivise I'intervalle [0; 4]
en 2 intervalles de largeur h = 2. Quelle approximation de y(4) fournit le schéma d’Euler explicite ?

[] 2¢4+3 ] -1 | L] 3 13 %

Explication : t, = nh et

y(0) = ug =1,
y(h) ~ U = ug + h(p(to,ﬂ,o) = Uug + h(to — U()) = (1 — h)uo + hto =1—h,
y(2h) ~ uy = uy + hep(ty,uy) = uy + h(ts —uy) = (1 — h)ug + ht1 = (1 — R)uy + h?> = (1 — h)2 + h? =1 — 2h 4 2h°.
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Mis a jour le Mercredi 31 mai 2023

Question [edoSCHEMA2]  Soit le probléme de Cauchy y'(¢t) = —y(t) avec y(0) = 1. On subdivise l'intervalle [0; 4] en
2 intervalles de largeur h = 2. Quelle approximation de y(4) fournit le schéma d’Euler implicite ?

O« O O O My
Explication :
y(0) =up =1,
y(h) ~up = uo + ho(t,ur) = ug — huy donc u; = %7
y(2h) = ug = uy + ho(ta, uz) = u1 — huy donc uy = 11jr1h = (1:(:70@2'

DNV DIIDDIDINDDDDDIIND™DDD

™

Question [quadCALC2] Y¢ Notons G, D, M et T les approximations de / 4 sin(2x) cos? (x) dx obtenues par les
0

DDV DS Quadratures

méthodes composites sur 2 intervalles respectivement des rectangles a gauche, a droite, du point milieu et des
trapézes composites. Cocher la (ou les) affirmation(s) vraie(s).

B c-=-0 B p-o0 B v-o0 B -0

Ezxplication : Soit f(x) = 4sin(2z)cos? (z). On a h = 752 et

o= 05 () <00 P51 (5) ) 0o
w3 (@ (5) - 50@ )0 T (s () o) -ovoes

1 .
Question [quadCALC3]  Avec des nceuds équi-distribués et un pas h = > quelle approximation de I'intégrale fol 2% dx

fournit la méthode du point milieu composite ?
27

O O; O O4 Oo Of Og W

16 4 16 16

Explication : Soit f(x) = x% alors M = 1 (f(0.25) + f(0.75)) = % <4% + i—i) =ix2-1

(© 2016-2020 G. FACCANONI
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Question [quadCLASS1]  Soit I = f: f(z) dz avec f € C?([a;b]) une fonction croissante et convexe. Notons G, D,
T les approximations de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles & gauche, a droite et des trapézes.
Alors

| EYe [] 1>D (] 1>7

Ezxplication : f croissante implique G < I < D, f convexe implique I < T'. Plus précisément G < I <T < D

Question [quadCLASS2]  Soit I = ff f(z) dz avec f € C%([a;b]) une fonction croissante et concave. Notons G, D,
T les approximations de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles & gauche, a droite et des trapézes.
Alors

[] 1<¢ [] 1>D [

Ezxplication : f croissante implique G < I < D, f concave implique T' < I. Plus précisément G < T < [ < D

Question [quadCLASS3]  Soit I = fab f(z) dz avec f € C?([a;b]) une fonction décroissante et convexe. Notons
G, D, T les approximations de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles a gauche, a droite et des
trapézes. Alors

(] 1>¢6 B >» (] 1>7
Ezxplication : f décroissante implique D < I < G, f convexe implique I < T. Plus précisément G <T <1< D
Question [quadCLASS4]  Soit I = ff f(z) dz avec f € C?([a;b]) une fonction décroissante et concave. Notons

G, D, T les approximations de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles a gauche, a droite et des
trapézes. Alors

[]1>¢6 [] 1<D -

Ezxplication : f décroissante implique D < I < G, f concave implique T' < I. Plus précisément D <T <[ < G

Question [quadAPPLI1] La vitesse d'un corps est décrite en fonction du temps par la fonction v(t) = ¢? pour
t > 0. En utilisant la méthode des rectangles a gauche composite avec un pas h = 2 secondes, estimer la distance
parcourue par le corps entre t = 2 et t = 6. (Unités de mésure : distance en métres, temps en secondes, vitesse en métres
par secondes).

[] 20 B o [] 68 [] 104 [] 112 [] 72

Ezxplication : s(t) = [v(t) dt et A=5(6) —s(2) = ff o(t) dt; A~ G =2x (v(2) +v(4)) =2 (2% + 4%) = 40.

Question [quadAPPLI2]  La vitesse d'un corps est décrite en fonction du temps par la fonction v(t) = 2 pour ¢ > 0.
En utilisant la méthode des rectangles a droite composite avec un pas h = 2, estimer la distance parcourue par le
corps entre t = 2 et t = 6. (Unités de mésure : distance en métres, temps en secondes, vitesse en métres par secondes).

[] 20 [] 40 [] 68 B o [] 112 [] 72

Ezxplication : s(t) = [v(t) dt et A=5(6) —s(2) = ff v(t) dt; A~ D =2x (v(4) +v(6)) =2 (4% + 6%) = 104.
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CHAPITRE 15

Controle par équipe du 26 novembre 2018

* Durée : 1h30

* Lusage de documents, de la calculatrice ou de I'ordinateur est interdit.

* On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

# Exercice 15.1
1. Indiquer le domaine de définition des fonctions R*> — R suivantes et colorier la portion de R? correspondante :

f,y)=In(xy) et g(x, ¥ =In(x)+In(y).

X

2. Soit f(x,y) = x%yi/rl Calculer, lorsqu’il est possible, f(2,1), f(1,2), f(a,a), f(a+1,a), f(a—1,—a).

3. Soit f(x,y) = ye*. Tracer la courbe de niveau qui passe par le point (In(2), 1).
4. Soit f(x,y) = 4x3y?. Calculer le gradient et la matrice Hessienne de f.

5. On dit que deux fonctions u, v: R?> — R satisfont la condition de Cauchy-Riemann si
Oxu=0yv et Oyu=—0x0.

Parmi les couples de fonctions suivantes, indiquer lesquels satisfont cette condition :
* ulx,y) = x%— y2 etv(x,y) =2xy
* uU(x,y) =e*cos(y) et v(x,y) = e*sin(y)
* u(x,y)=x>+y*etv(x,y) = -2xy
6. Soit w(xy,X2,...,Xn) = COS(Z?=1 ix;). Calculer les dérivées partielles axj wpour j=1,...,n.
7. A(x,y) = xy. Soit (xp, yo) = (5,6) et A(xp, yo) = 30. Estimer A(xp +0.1, yp + 0.5) par linéarisation (i.e. sur le plan qui
est tangent a A en (xo, yo))-
8. Soit f: R? — R une fonction et (0,0) un point critique de f. Compléter les affirmations suivantes :
* Si0xxf(0,0) =2, 0xyf(0,0) =2 et dy, f(0,0) =2, alors (0,0) est...
* 810 f(0,0) = -2, 6xyf(0,0) =2et ayyf(0,0) =2, alors (0,0) est...
*x 8104, f(0,0)=3, axyf(0,0) =2et Oyyf(0,0) =2, alors (0,0) est...
x Si0xx f(0,0) = =3, 0xy f(0,0) =2 et dy,) f(0,0) = -2, alors (0,0) est ...

9. Calculer les points critiques de la fonction f: R? — R définie par f(x, y) = x> + xy + y? et étudier leur nature.

Correction
1. f(x,y) =In(xy) et g(x,y) =In(x) +In(y).

2p={(x,y) eR*| xy>0} y

xy>0

xy>0
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92g={(x,y)€|R2|x>0,y>0} y
x>0ety>0
X
2. foy= 2 donc f(2 1)_1 f(lz)__l fla,a)=0, fla+1,a)= ! f(a—1,-a) nexiste pas
. ,y _x+y+1 ’ _4) ) - 4y ) — Y ) _2(a+1)’ , p

3. f(x,y) = ye* doncet f(In(2),1) = 2. Laligne de niveau k = 2 estl'ensemble { (x, y)R? | f(x,y) =k} ={(x,y)R? | y=2¢7*}

104

y
2
l - —
In(2) X
f(x,y) =4x3y? donc 0, f(x,y) =12x%y? d,f(x,y)=8x"y
0xxf(x,y) = 0,(12x% y?) = 24x)* Oxyf(x,y) = 0,(8x°y) =24x%y
0y f(x,y) =0y(12x*y*) =24x*y 0, f(x,) =0,(8x°y) =8x>
u(x,y) = x> — y? Oxu=2x Oyu=-2y v(x,y) =2xy Oxv =2y Oyv=2x oui

u(x,y)=e*cos(y) O u=e cos(y) Oyu=-e’sin(y) v(x,y)=e*sin(y) Orv=e"sin(y) 0,v=e’cos(y) oui

ux,y) =x*+y>* Oxu=2x Oyu=2y v(x,y) =-2xy Oxv=-2y 0yv=-2x non
w(x1,X2,...,Xp) =C0S(X1 +2X2 + -+ + nXxy)

Oy, W(X1,X2,...,Xp) = —sin(xy +2x2 + -+ + nxp)

Ox, W(X1,X2,...,Xp) = =25sin(x1 +2x2 + -+ + NXy)

3 ; = 0, w=—jsin(L" ix;)
axj w(xy,X2,...,Xp) = —jsin(x; +2xp +---+ nxy)
Ox, W(X1,X2,...,Xp) = —nsin(x; +2x2 + - + nxy)

A(x, y) = xy, (xo0, yo) = (5,6) et A(xp, yo) = 30.

(x=x0+0.1,y=y0+0.5)

A(x, y) = A(xo, yo) + (x = x0)0x A(X0, Yo) + (¥ — ¥0) 0y A(xo, Yo) 30+0.1x6+0.5x5=30+0.6+2.5=33.1

Ona
det(Hf) =2x2— 22 = 0 donc on ne peut pas conclure sur la nature du point critique,
det(Hf) =-2x2-22=-8,donc (0,0) est un point selle,

det(Hf) =3x2-22=2¢t 0xx f(0,0) =3>0, donc (0,0) est un minimum,
det(Hp) = (-3) x (=2) — 22=2et 0xxf(0,0) = -3 <0, donc (0,0) est un maximum.

D S S

fx,y) =x3+xy+y?
*= Recherche des points critiques :

_ 2, 224 y= -
{axf_o, <:){3x +y=0, ‘:){3( 2))%+y=0, (:){y(12y+1) 0,

1 1
— (x,y)e{(0,0);(—,— )}
0yf=0, x+2y=0, x=-2y, x=-2y, 6

12
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On a deux points critiques : le point (0,0) et le point (3, —35).

* Nature des points critiques :

O f(x,) = B 05 f(0,0)= 0 0usf (575 =1
dxy f(x,1) =1 35, £(0,0)=1 axyf(%, %) =1
Oyyflx,y)=2 0y f(0,0) =2 6J’yf(é’ 1—12):2
det(Hp)(x, y) = 12x—1 det(Hf)(0,0) = ~1 det(Hy) (% —1—12) =1

(0,0) est un point selle, (¢, —15) est un minimum.
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CHAPITRE 16

Controle par équipe du 29 novembre 2018

* Durée : 1h30

* Calculatrice autorisée, documents interdits.
* On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu

compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

# Exercice 16.1
Connaissant les points (x1, y1), (X2, J2), - .., (X5, ¥n), la fonction de meilleure approximation y = f(x) par la méthode

des moindres carrés est celle obtenue en minimisant. ..

1 £ (- o) 2. % |yi- £l 3. % (- ) 4. % (- (re))

Correction
Notons d; = y; — f(x;) I'écart vertical du point (x;, y;) par rapport a la fonction f (en figure, on a choisit f affine) :

fx)=ag+ajx
y

3

Ja
2

Yo

n

La méthode des moindres carrés est celle qui minimise la somme des carrés de ces déviations, i.e. minimise la quantité

X (i _f(xi))z-

# Exercice 16.2
Calculer la droite d’équation y = ap + a; x de meilleur approximation des données {(1, 1), (20,400), (30,800), (40, 1300) }.

Correction
Il s’agit de chercher ag et a; solution du systéme linéaire

(n+1) ?zoxi)(ao)z( Lisoyi )

Yroxi Xl xi\ay)  \Z,xiyi
3+1 1+20+30+40 (ao) _ 1+ 400 + 800 + 1300
14+20+30+40 1%2+20%+30%+40%)\a;) ~ |1 x1+20x400+30 %800 +40 x 1300

4 91 \(ao) (2501
91 2901/ |/  |84001

Donc ap = —388530 ~ —116.97 et a; = 133313 ~ 32.625.
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xp=[1,20,30,40];
yp=[1,400,800,1300] ;

% SYSTEME LINEAIRE
A=[4,sum(xp) ; sum(xp) ,sum(xp."2)]
b=[sum(yp) ; sum(xp. *yp)]
alpha=A\b

% DROITE DE MEILLEUR APPROXIMATION
f=0(t) [alpha(1)+alpha(2)*t];

% AFFICHAGE
xx=linspace(0,41,100);
plot(xp,yp,'o"',xx,f(xx))

¢ Exercice 16.3

Calculer la droite d’équation y = a; x de meilleur approximation des données { (1, 1), (20,400), (30,800), (40, 1300) }.
NB Il n'y a pas de formule toute faite dans le cours, il faut réfléchir!

Correction
On doit minimiser la fonction &: R — R, définie par

n n
E(ay) = Z diz = Z(J/i —ax)?.

i=0 i=0

Pour minimiser & on cherche d’abord les points stationnaires, i.e. les points a; qui vérifient &'(a;) = 0. Puisque

n
&'(a))=-2 Z Xi(yi —a1x;)

i=0

alors &'(a;) =0 ssi

n n n n
Yxiyi—aix) =0 = Yxyi-a)x =0 (Zx?)al
i=0 i=0 i=0 i=0

1x1+20x400+30x800+40x1300 _ 84001 28.956

Donc a; = 124202302 +402 2901

xp=[1,20,30,40];
yp=[1,400,800,1300] ;

%

alpha=sum(xp.*yp)/sum(xp.*xp)

% DROITE DE MEILLEUR APPROXIMATION
f=0(t) [alpha*t];

% AFFICHAGE

xx=linspace(0,41,100) ;
plot(xp,yp,'o"',xx,f(xx))

n
_ L _ thoyixi
= Dyixi = m o=
P A X
i=0 =07

¢4 Exercice 16.4

suivantes :

Un modele d’évolution de la population en fonction du temps est P(f) = ce’". Estimer c et r a partir des données

t 1 2 3 4

p; 72 96 129 17.1

P; = P(t;) en millions.)

Modifier les données pour utiliser une régression linéaire. (Le temps #; est mesuré en décennies et la population

Correction

Si on calcule le logarithme de cette fonction on trouve In(P) = In(c) + rt. On peut alors calculer la droite de meilleur
approximation sur I'ensemble {(1,In(7.2)), (2,In(9.6)), (3,In(12.9)), (4,In(17.1)), (5,In(23.2)), (6,In(31.4)) } et obtenir ainsi r et
In(c). Notons ag =1In(c) et a; =r, il s’agit de chercher ag et a; solution du systeme linéaire

108
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(n+1) o xi) (ao) B ( X oIn(yi) )

X Xioxi)\a) T \Ei, xiln(y)
( 5+1

142+3+4+5+6 ao) _
142+3+4+5+6 12+22+324+4%2452 462 -

i

_ In(7.2) +1n(9.6) +In(12.9) +In(17.1) +In(23.2) +In(31.4)
" {1xIn(7.2) +2 xIn(9.6) +3 x In(12.9) + 4 x In(17.1) + 5 x In(23.2) + 6 x In(31.4)

Donc ag = 1.67459 et a1 =~ 0.29408 et enfin c = e* et r = a;.

xp=[1,2,3,4,5,6];
yp=[7.2,9.6,12.9,17.1,23.2,31.4] ;
% SYSTEME LINEAIRE
A=[6,sum(xp) ; sum(xp) ,sum(xp.~2)]
b=[sum(log(yp)) ; sum(xp.*log(yp))]
alpha=A\Db

% DROITE DE MEILLEUR APPROXIMATION
xx=linspace(0,6,100) ;
subplot(1,2,1)

£=0(t) [alpha(1)+alpha(2)*t];
plot(xp,log(yp),'o',xx,f(xx))
subplot(1,2,2)

g=0(t) [exp(alpha(l)+alpha(2)*t)];
plot(xp,yp,'o',xx,g(xx))

[ R e

21 91)\ay) " |61.92721176

# Exercice 16.5

Meéme exercice mais avec P(f) =5.3e’".

NB Il n'y a pas de formule toute faite dans le cours, il faut réfléchir!

Correction

Si on calcule le logarithme de cette fonction on trouve In(P) =In(5.3) + rt.

On doit minimiser la fonction &: R — R, définie par

n n
&)=Y d?>=Y (In(P)-In(5.3) - rt;).
P

=0 i=0

Pour minimiser & on cherche d’abord les points stationnaires, i.e. les points r qui vérifient &'(r) = 0. Puisque

n
&'(r)=-2
i=0

alors &'(r) = 0 ssi

n n n
Y ti(In(P) ~In(5.3) - rt;) =0 < Y t;(In(P;) ~In(5.3)) -1y t2=0
i=0 i=0 i=0

=

M-

Doncr =

n
tg) r=Y tn(P)-In(5.3)) <> r=

1x(In(P;)—In(5.3))+2x (In(P2)—In(5.3))+3x (In(P3)—In(5.3)) +4 x (In(P4)—In(5.3)) +5x (In(P5)—In(5.3)) +6 x (In(Pg) —In(5.3)) — In

t;(In(P;) —In(5.3) —rt;)

", t(n(P;) —In(5.3))

n 2
i=0 ti

2, p3 . ph Sy pb
Py xP3xPSx P} xPIxPS
5.3172+37475+6

12422432 +42+52+62

1768245359 ~ 0.01943126768.

xp=[1,2,3,4,5,6];
yp=[7.2,9.6,12.9,17.1,23.2,31.4];
% SYSTEME LINEAIRE
r=sum(xp.*log(yp/5.3))/sum(xp."2)
% DROITE DE MEILLEUR APPROXIMATION
xx=linspace(0,6,100) ;
subplot(1,2,1)

(© 2016-2020 G. FACCANONI
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f=0(t) [r*t];
plot(xp,log(yp/5.3),'0" ,xx,f(xx))
subplot(1,2,2)

g=0(t) [5.3*exp(r*t)];
plot(xp,yp,'o',xx,g(xx))

¢4 Exercice 16.6

Calculer la parabole d’équation y = ag+a; x+a,x? de meilleur approximation des données

xi |1 20 30 40
yi |1 400 800 1300

Correction
11 s’agit de chercher ay, a; et a, solution du systéme linéaire

S0t T T | @)= | Do
i=0%; i=0%; i=0 %/ \a2 i=0 Y Vi
3+1 1+20+30+40  1%2+20% +30% +40%) (o 1+400 + 800 + 1300
= 1+20+30+40  12+20%2+30%+40% 13+203+303+403|[a;|=| 1x1+20x400+30x800+40x 1300
124202 +30%+40% 134203 +303+40% 1%+20*+30%+40*) \a> 1 x 14202 x 400 + 302 x 800 + 402 x 1300
4 91 2901 @o 2501
= 91 2901 99001 ||a;|=]| 84001

2901 99001 3530001/ \a» 2960001

Donc ag = —-12.891, a; = 8.62940 et a =~ 0.60401.

xp=[1,20,30,40];

yp=[1,400,800, 13001 ;

% SYSTEME LINEAIRE

sO=length(xp) ;

s1=sum(xp) ;

s2=sum(xp.~2);

s3=sum(xp.~3);

s4=sum(xp.~4);

A=[s0,s1,s2; s1,s2,s3; s2,s3,s4]
b=[sum(yp) ; sum(xp. *yp) ;sum(xp.~2.*yp)]
alpha=A\Db

% PARABOLE DE MEILLEUR APPROXIMATION
f=0(t) [alpha(1)+alpha(2)*t+alpha(3)*t.~2];
% AFFICHAGE

xx=linspace(0,41,100) ;
plot(xp,yp,'o"',xx,f(xx))

# Exercice 16.7
Calculer le polyndome de degré 3 d’équation y = ag + a1 x + axx? + a3x® de meilleur approximation des données
{(1,1),(20,400), (30,800), (40,1300) }.

Correction
Le polynome de degré au plus 3 de meilleur approximation d'un ensemble de 4 points n’est rien d’autre que le polynéme
d’interpolation qu’on peut écrire par exemple dans la base de Lagrange :

(x—=20)(x—30)(x—40) (x—1)(x—30)(x—40) (x—1)(x—20)(x—40) (x—=1)(x—=20)(x—30)
=1 +400 +800 +1300
(1-20)(1-30)(1—40) (20—1)(20—-30)(20 —40) (30—-1)(30—-20)(30—-40) (40-1)(40-20)(40—-30)

xp=[1,20,30,40];

yp=[1,400,800,1300] ;

% Montrons que le systeme lineaire de meilleure approximation
% nous donne le meme polynome que 1l'interpolation

% SYSTEME LINEAIRE FITTING
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CHAPITRE 17

Controle Continu du 3 décembre 2018

DYDYV DD DD Fonctions de plusieurs variables & & & 2 2 2 2 A A Q
Toutes les questions n’admettent qu’une bonne réponse (+1pt/-0.25pt).

Question [deriveel]  Calculer 9, f(z,y) si f(z,y) = ey’
- 3yar:2eyz3 |:| 322eve’ D 23y’ D 3z3eve’ |:| 2ym3eyz2 |:| Autre :
Question [edpl] Parmi les équations suivantes, laquelle est satisfaite par la fonction u(x,t) = sin(x — ct) ?
D O+ 20gu =0 - Ou+ cOpu=0 |:| Opu = c*u

Ezxplication : u(z,t) = sin(z — ct), Opu = —ccos(z — ct), Oyu = cos(x — ct), Oppu = —c?sin(x — et), Oppu = — sin(z — ct)

Question [chainlvari] Soit ¢(x,y) = 2%y*, x(t) = ? et y(t) = >. Calculer 2/(t) = ({(x(t),y(t)))".
B 2w [] 23t [] et [] (26 x 3414 [] 2410
Ezplication : ((z,y) = z°y? et 2(t) = ((z(t),y(t)) avec z = 1% et y = t5.
2 (t) = 0xC((t), y(t)) x a'(t) + 0yC(x(t), y(t)) x y'(t)
a (@) ()72’ (8) + B (x())* (4(t)" "/ (0)

= ()" 382t 4 g2 (£8)° 7 3t
— o@D H1+35 | 33,2a+3(5-1)+2

_ 2at2a71+3ﬁ + 35t2a+3’871
= (2a + 3p)t2 3071

Sinon on remarque que z(t) = ((z(t), y(t)) = (z(t))* (y(t))" = (t2)" (t3)6 = 122438 donc 2/(t) = (2a + 33)t2a+30-1,

Question [chain2vari] Soit ((z,y) = 22 — %, z(u,w) = u + w et y(u,w) = u — w. On note z(u,w) =
C(x(u, w), y(u, w)). Calculer 9,z.

- 4w |:| 4u |:| 2w |:| 2u |:| —2u |:| —2w
Explication : ((z,y) = 2> —y? et 2(t) = ((2(u, w), y(u,w)) avec z(u,w) = u +w et y(u,w) = u — w.

auz(ua w) = 8@C(m(u7 ’LU)7 y(ua w)) X aux(uv ’U)) + 63}4(1.(”7 w)7 y(u7 ’LU)) X 6uy(u7 ’l,U)
= 2z(u,w) x 1 = 2y(u,w) x 1
=2u+w)—2(u—w)=4w
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Question [chain2var2] Soit ((z,y) = 2? — y?, z(u,w) = u+ w et y(u,w) = u —w. On note z(u,v) =

C(x(u, w), y(u,w)). Calculer d,,z.

- 4u D 4w D 2w D 2u |:| —2u |:| —2w

Ezxplication : ((z,y) = 2% — y? et 2(t) = {(z(u, w), y(u, w)) avec z(u,w) = u+w et y(u,w) =u — w.
Owz(u, w) = 0z¢(z(u, w), y(u, w)) x Opz(u, w) + Iy¢(x(u, w), y(u, w)) X Oyy(u, w)

= 2z(u,w) x 1 = 2y(u, w) x (—1)
=2u+w)+2u—w)=4u

Question [plani] Soit f une fonction de R? définie par f(x,y) = 2%y, Le plan tangent & f en (1,1) a pour
équation. . .

[ RENE +3( 1) []6@—-1)+3@y—1) L] 14625 + 342

L] 1+46(z—1)5+3(y—1) [ ]1+6z+3y [ ] 146253 —1) +3252(y — 1)

Explication : f(x,y) ~ f(xo0,y0) + (& — 20)d:f (x0,0) + (¥ — %0)0y f (0, y0). Iei f(z,y) = *y® donc f(z,y) ~

xoo‘yg + (z — @o)axy ™~ lyg + (y— yo)ﬁxg‘yg*l. Avec g = yo = 1 on a alors f(z,y) ~ 14+ oz —1)+ By — 1).

Question [estimerl]  Soit f une fonction différentiable en (3,4) telle que f(3,4) =2, 0, f(3,4) =2 et 9,f(3,4) = —1.
Estimer f(3.01,3.99) par linéarisation.

B /301,399 ~203 [ ] 7(3.01,3.99) ~ 2.01 [ ] 7(3.01,3.99) ~ 1.97 [ ] 7(3.01,3.99) ~ 2

Explication : f(z,y) ~ f(zo,y0) + (x — 20)0uf(20,y0) + (¥ — ¥0)0y f(z0,yo) soit encore, en notant h = = — zo et
k=y—uyo, flzo+ h Yo + k) ~ f(ﬂﬂo,yo) + hd f (w0, yo) + KOy f (0, yo)

Question [estimer2]  Soit f une fonction différentiable en (3,4) telle que f(3,4) =2, 0, f(3,4) = —2et 9, f(3,4) = 1.
Estimer f(3.01,3.99) par linéarisation.

B /301,399 ~1.97 [ ] 7(3.01,3.99) ~ 2.03 [ ] 7(3.01,3.99) ~ 1.99 [ ] 7(3.01,3.99) ~

Explication : f(z,y) ~ f(zo,y0) + (& — 20)0xf(z0,v0) + (¥ — Y0)0y f(x0, yo) soit encore, en notant h = = — xo et
k=y—yo, f(o+h,yo+ k) = f(zo,y0) + 0z f(x0,90) + kI f (20, y0)

Question [horiz1] Soit f une fonction de R? définie par f(x,y) = 2° — 2y — 2z + y. Indiquer le point en lequel le
plan tangent & f est horizontale.

B 3 L] 3,1 L] @0 [] 3,3 L] @1 [ ] Aucun des précedents

R = a=l _ 4 9= =a—2
Ezxplication : f(x,y) = 2* —zy — 2z + y donc Ouf(@y) =0 ssi 4 &F Y 0 ssid? =@
Oyf(z,y) =0 —r+1=0 z=1
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Question [sellel]  Soit f une fonction de R? définie par f(x,y) = —3zy + 2> +y>. Parmi les points suivants, lequel
est un point selle ?

B 00 (] a1 [] a0 [] (0,1) [] (~1,0) [ ] Aucun des précédents

0o f(a,y) = 32% — 3y
Oy f(z,y) = 3y? — 3w
Ezxplication : < 0..f(z,y) = 6x donc (0,0) et (1,1) sont les seuls points critiques. Comme detH¢(0,0) < 0,
ayyf(x7y) =0y
Oy f(2,y) = =3

il s’agit bien d’un point selle tandis que (1,1) est un minimum car detH(1,1) > 0 et 9,5 f(1,1) > 0.

Question [typecalcull]  Soit f une fonction de R? définie par f(z,y) = 322 — 2xy + y? — 8y. Le point (2,6) est
un. ..

. Minimum |:| Maximum |:| Point col |:| Aucun des précédents
L f(z,y) = 62 — 2y
%f(m7 y) = —2x+2y—8
Ezxplication : Opa f(2,y) = donc (2,6) est bien un point critique. Comme detHf(2,6) > 0 et
Oyy [ (2,y) =
Oy f (2, y) =

Oz f(2,6) > 0, il s’agit d’un minimum.

Question [typecalcul?]  Soit f une fonction de R? définie par f(z,y) = 322 + 22y — y? — 8y. Le point (1, —3) est
un. ..

. Point col |:| Maximum |:| Minimum |:| Aucun des précédents

O f(x,y) = 62+ 2y
Oyf(x,y) =2x—2y—8

Ezxplication : < 0. f(x,y) =6 donc (1, —3) est bien un point critique. Comme detH (1, —3) < 0 il s’agit
Oyy f(x,y) = =2

d’un point col.

Question [typeraisonnement1] On suppose que (1,1) est un point critique d’une fonction f de classe C?(R?) et
que Ogr f(1,1) =2, Oyy f(1,1) =2, Ozy f(1,1) = 1. Alors (1,1) est un. ..

B Minimum [ ] Maximum [ ] Point col [ ] Aucun des précédents

Ezxplication : (1,1) est un point critique et detH(1,1) = 2x2—(1)% > 0 avec 9z, f(1,1) > 0 : il s’agit d’un minimum.

Question [typeraisonnement?2)] On suppose que (1,1) est un point critique d’une fonction f de classe C?(R?) et
que Ogpr f(1,1) = =2, Oyy f(1,1) = 2, 05y f(1,1) = 1. Alors (1,1) est un. ..

B Point col [ ] Maximum [ ] Minimum [ ] Aucune des précédentes

Ezxplication : (1,1) est un point critique et detH(1,1) = —2 x 2 — (1)? < 0 : il s’agit d’un point col.

Question [typeraisonnement3] On suppose que (1,1) est un point critique d’une fonction f de classe C%(R?) et
que g f(1,1) = =2, Oyy f(1,1) = =2, Opyy f(1,1) = 1. Alors (1,1) est un...

- Maximum |:| Point col |:| Minimum |:| Aucune des précédentes

Ezplication : (1,1) est un point critique et detH(1,1) = (—2) x (—2) — (1)® > 0 avec 0., f(1,1) < 0 : il s’agit d’un
maximum.
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DYDY DD D Meilleure approximation & S S 9 YV D
Toutes les questions n’admettent qu’une bonne réponse (+2pt/-0.5pt).

Question [Droite] Soit f(x) = ap + aqx la droite de meilleure approximation des points

z; 1 2 3 4 5
yi 12 15 22 23 28

Que vaut f(4)?

B 2 [] 20 [] 28 [] s [] 4

Ezxplication : 1l s’agit de chercher o et a; solution du systéme linéaire

(s o) () = (&)

— 5 1+2+34+44+5 g\ 12+ 15+ 22 +23 4+ 28
14+24+34+4+5 12422432442 455 ) \ag) ~ \Ix124+2x15+3x22+4x23+5x28

— 5 15\ fag) _ (100 — 5 15\ fap) _ (100
15 55/ \ay /)~ \340 0 10/ \ay/) — \ 40
Donc ag =8 et a; = 4.

Question [DroiteBis]| Soit f(z) = az la droite de meilleure approximation des points

z; 1 2 3 4 5
yi 12 15 22 23 26

Que vaut f(2)7

H o ] 6 ] 18 ] 13 ] 16

Ezxplication : 1l n’y a pas de formule toute faite dans le cours, mais il s’agit de minimiser la fonction £: R — R,
définie par

n

E(a) = Z(yl —ar;)?.

=0

Pour minimiser £ on cherche d’abord les points stationnaires, i.e. les points a qui vérifient £’(a) = 0. Puisque
n
E'(a) = -2 sz(yz —ax;)
i=0

alors £'(a) = 0 ssi

n

Zazi(yi —az;) = 0 Zmiyi —aZm? =0 <= (Z:cf)a = Zyi:ri — a = %
i=0 i=0 i=0

=0 i=0 =01

1x1242x1543x224+4x23+45x26 _ 330 _ g
1242243242455 R

Donc a =
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Question [parab] Soit f(z) = ap + a1z + az? la parabole de meilleure approximation des points

z 1 2 3 4
y; 10 0 10 20

Que vaut ag ?
B > [] —-21 [] 5 [] -25 [] 21 [] -5

Ezxplication : 1l s’agit de chercher ag, a1 et as solution du systéme linéaire

(n+1) Ylozi Yo Qo Do Vi
Z?:oxi Z?:Oxg Z:L:Omg) ap | = Zz omzyz
Z:L:erz Z?:oxg Z?:ox? a2 Zl 0 @yz
4 1+243+4 12422432442\ [ag 10+ 0+ 10 + 20
= 1+2+3+4 12422432442 13423433448 o 1><10+2><O+3><10+4><20
12422432442 13423433443 1442404344+ 44 s ><10+22><0+32><10+42><20
30 Qg 40
= 10 30 100 | |aq | = | 120
30 100 354/ \ao 420

Donc ap = 25, a3 = —21 et ap = 5.
Question [expon] Soit f(x) = ce® la fonction de meilleure approximation des points
Z; 3

1 2

Que vaut ¢ (choisir la valeur la plus proche) ?

|:| c>~0 |:| c:% - c~1 |:| c:% |:| c~2 |:| c~

Ezxplication : 11 n’y a pas de formule toute faite dans le cours. Attention : f est linéaire en ¢ donc il ne faut pas passer

au logarithme de f! (Ce serait le cas si on avait f(z) = e“.) On doit minimiser la fonction £: R — R, définie par

Nt

n

Ee) = Z(yl — ce®)?,

i=0

Pour minimiser £ on cherche d’abord les points stationnaires, i.e. les points ¢ qui vérifient £’(¢) = 0. Puisque
=-2 Z —ce”

alors &’(c) = 0 ssi

n n n Zn (y' ”EL)
. . . N ’L
Z(yi a Cezz)ezz =0 = Z(yiezi) - Czezzl =0 c= ZZHOO e2xi

i=0 =0 i=0

_ 3et7e?421e® _ 34Te+21e?
Donc ¢ = T = Cepoiies 1.035.

In(y)
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Question [planMA] Soit f(z,y) = a + bx + cy le plan de meilleure approximation des points

z 001 1 2 2 3
v, 00 1 1 2 3
i 4 6 3 4 2 1

Parmi les systémes suivants, lequel permet de calculer les coefficients 7

9 7\ (a 20 6 9 19 a 7 69 7\ (a 20
[ | 916 ) (b ) =24 [] 9 19 45 b) =16 [] (91640)(b) =52
1615/ \¢c 14 1945115/ \ ¢ 40 74082/ \c 380

Ezxplication : On doit minimiser la fonction £ définie par

~Noo

E:RP >Ry
(a,b,¢) — E(a,b,c) = Z(yZ —a—bx; — cy;)?

=0

Pour minimiser £ on cherche ses points stationnaires. Puisque
o€ "
—(a,b,c) = -2 zi — (a + bx; + cy; ,
—(a,b0) (Z( (a+ y>>)

o0&
% —(a,b,c) = -2 (

g—i(a,@ c)=-2 ( (z; — (a+ bx; + cyi))yi) ,

3 |
)

(]

(zi — (a + bx; + cyi))x;

.
o

3

i=0
on obtient
%(a, b,c) =0 Z?ZO(ZZ (a+bx; + cy;)) = Z?:O(a +bx; +cy;) = Z?:o %
%(a b,c) =0 <— Z?:O(Zi —(a+bx; +cy;))r; =0 <— Z:L:()(al‘i +bx? + cyim;) = Z?:o 2iT;
%‘S(a b,c) =0 Z?:O(zz (a+ bmz + cyl))yi = S olay; + briy; + cy?) = >0 ziyi
n+1 " 0T i r oz 6 9 7 a 20
( 1—0 7. Oy 1=0
el DY Y T DR Ty =|Xlzz | <= |9 19 16](b] =24
SE oY o oTilYi Do o% S ZiYi 7 16 15 c 14
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Question [fourierMA] Soit f(x) = ag cos(z) + a; sin(z) la fonction de meilleure approximation des points
z, 0 5w
yi 2 3 1

Que vaut oy ?
B [] 05 [] -o05 [] -3

Ezxplication : On doit minimiser la fonction £ définie par

E:R? 5 Ry
n

(a0, 01) = E(awp, 1) = Z(y2 — ag cos(x;) — o sin(z;))?.
=0

Pour minimiser £ on cherche ses points stationnaires. Puisque

n

%(ag, a1) = -2 (Z(’Zl — ap cos(z;) — oy sin(x;)) cos(ﬂci)> ,

dag i=0
92 (apran) = 2 ('3 (21 — g cos(ay) — on sin(a,)) sin(a)
Do Qg, ) = 2 zi — ag cos(x;) — aq sin(x;)) sin(x;) |,

on obtient

{ig,i(ao, a1)=0 — {Z?O(z, — ag cos(x;) — ay sin(z;)) cos(z;) =0
)) sin

a‘%’i(ao, a1)=0 Z?:O(z,» — agcos(x;) — aq sin(z;)) sin(x;) = 0

PN ( > i cos®(z;) Z?:ogos(figSiﬂ(ﬂﬂi)) (Cm) _ (Z;:o Yi COS(%)) PN (g (1)) <040> _

S cos(x;) sin(z;) S sin®(z;) o oo yisin(x;) o1

donc ag = % et ap = 3.
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CHAPITRE 18

Controle par équipe du 10 décembre 2018

* Durée : 1h30
* Calculatrice autorisée, documents interdits.

Considérons un systéme linéaire sous la forme matricielle Ax = b oi1 A est une matrice de R”*" non singuliére et b est un

vecteur colonne de R”. Soit A = (a; j)1<i<n la matrice des coefficients du systeme et [A|b] la matrice augmentée.
l=jsp

# Exercice 18.1

La méthode de GAUSS transforme le systéme Ax = b en un systeme équivalent (c’est-a-dire ayant la méme solution) de
la forme Ux =y, o1 U est une matrice triangulaire supérieure ety est un second membre convenablement modifié :
Etape k : en permutant éventuellement deux lignes du systéme, on peut supposer aii # 0 (appelé pivot de I'étape k).
On transforme toutes les lignes L; avec i > k comme suit :

a
Ly—L,——*1,

Ak
En réitérant le procédé pour k de 1 a n—1, on aboutit a un systéme triangulaire supérieur Ux =y qu’'on va résoudre
par la méthode de remontée.
Considérons le systeme linéaire

4x—-y+z=12,
—x+4y—-2z=-1
xX—=2y+4z=5

Compléter le schéma suivant pour la réduction a un systeéme triangulaire par cette méthode :

4 4 -1 1 12 4 -1 1 12

[Ab]= | -1 -2 o [ ][ J|IL]|——=—|0 ] ][]
: ““Z_%ii o O DO 1 v OlO

Résoudre le systeme triangulaire ainsi obtenu par la méthode de remontée :

o - [ OO
=52 g ot n =

NB Ne pas approcher les fractions!

Correction
4 -1 1 12 4 -1 4 -1 1 |12
Abl=| -1 4 -—2|-1|—— |0 L& _7 0o L _7
Ly—La+iLy ‘ 4 L3<—L3+ 4 1
1 -2 4|5 | -lL-in [0 -1 13 0o 0 # 4
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Résolution du systeme triangulaire ainsi obtenu par la méthode de remontée :

—

=
Glg|zlE

2+%z 12+y-2
=1, y=—F-=1, B et

15 1

4

# Exercice 18.2

La méthode de GAUSS-JORDAN transforme le systéme Ax = b en un systéme équivalent de la forme Dx =y, ou D est une
matrice diagonale et y est un second membre convenablement modifié. Dans cette variante de la méthode du pivot de
GAUSS, a chaque étape on fait apparaitre des zéros a la fois au-dessus et en-dessous du pivot.

FEtape k : en permutant éventuellement deux lignes de la matrice augmentée, on peut supposer axx # 0. On transforme
alors toutes les lignes L; avec i # k selon la regle

as
Li—L;— —lkLk.
Ak
En réitérant le procédé pour k de 1 a n, on aboutit a un systéme diagonal Dx = y dont la solution est immédiate.
Considérons le systeme linéaire

4x—-y+z=12,
—x+4y—-2z=-1
xX—-2y+4z=5

Compléter le schéma suivant pour la réduction a un systéme diagonal par cette méthode :

4 -1 1 |12 12

Abl=| -1 4 -2|-1|———
L2<—L2—|:|L1

4 -1
o []
L2 wfe ] T, Lo [ ]

S

—_—
b

0
0
L3—L3 —|:|L2 0 T Ly—Lp —\:|L3 |:|

Résoudre le systéme diagonal ainsi obtenu :

L L L]
=50 =50 0

NB Ne pas approcher les fractions!

000 00

Correction
4 -1 1 |12 4 -1 1 |12
Abl=| -1 4 -2|-1|—— L 112
L2<—L2+%L1
1 715
1 -2 4 5 L3<—L3—1L1 0 i Z 2
8 | 188 180
prrernd KIE SR AN v KR SE R
vtz 44 | 44 h—hma 44 | 44
7 7x15
L3<—L3+EL2 0 0 E E LZHL2+4144L3 0 0 E E
Résolution du systeme diagonal ainsi obtenu :
180 15 44
_ 15 _ _ 4 _ _ 15 _
x—4—3, y—g—l, z_ﬂ_l
4 15
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# Exercice 18.3

La méthode ci-dessous (variante de la méthode de GAUSS) transforme le systeme Ax = b en un systéme équivalent
(c’est-a-dire ayant la méme solution) de la forme Ux =y, ot U est une matrice triangulaire supérieure et y est un second
membre convenablement modifié :

Etape k : en permutant éventuellement deux lignes du systéme, on peut supposer aii # 0 (appelé pivot de I'étape k).
On transforme toutes les lignes L; avec i > k comme suit :

Li — agxL; — ajx L.

En réitérant le procédé pour k de 1 a n—1, on aboutit a un systéme triangulaire supérieur Ux = y qu’'on va résoudre
par la méthode de remontée.
Considérons le systeme linéaire

4x—-y+z=12,
—x+4y—-2z=-1
xX—2y+4z=5

Compléter le schéma suivant pour la réduction a un systeme triangulaire par cette méthode :

4 -1 1 |12 4 -1 1 12 4 -1 1 12

[Abl=] -1 4 -2|-1 o [ ][]
s g Lo olol-2 L alo

Résoudre le systeme triangulaire ainsi obtenu par la méthode de remontée :

o - O OO O
=5 Yo oY n =

Correction
4 -1 1 |12 4 4 -1 1 12
[Ab]=] -1 4 -2|-1|[———1|0 0 15 -7 8
Lo—4Lo+1, L3<—15L3+7L2
1 —2 4|5 |Bshilo 7 0 0 152-72|8(15+7)
Résolution du systeme triangulaire ainsi obtenu par la méthode de remontée :
8(15+7) 8 8+7z 12+y-2z
:—:—:1y y: :1’ x:—:S.
152-72  15-7 15 4
# Exercice 18.4
Soit
1 5 8 0
0 2 6 9
A= 1 5 11 7
0 2 6 13

1. Déterminer la factorisation LU de la matrice A.
2. En déduire la valeur du déterminant de A

3. En utilisant la décomposition LU de A, résoudre le systeme linéaire Ax = b pour les valeurs suivantes de b :

1. b=(5,-7,1,-11)T 2. b=(1,1,1,)7 3. b=(1,0,1,07T 4. b=(0,9,7,13)T

Pour les deux derniers cas, comment lit-on sur la matrice que la solution est triviale?
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Correction
1. Factorisation LU de la matrice A :

1 5 8 0\ L0 (1 5 8 0 1 580 1 580
Ly—L3—1L, Ly—L3—0Ly
0 2 6 9| Ly—Ly—0L; [0 2 6 9 | Ly—L4y—L, 0 2 6 9| L4—L14-003 |0 2 6 9
1 5 11 7 0 0 3 7 0o 0 3 7 0o 0 3 7
0 2 13 0 2 6 13 0 0 0 4 0 0 0 4
donc
1 0 0 O 1 5 80
01 00 0 2 6 9
L= 1 01 0 U= 0o 0 3 7
01 0 1 0 0 0 4
2. det(A) =det(U) =1x2x3x4=24,
3. Pour résoudre le premier systéme linéaire on résout les systemes triangulaires Ly = b
1 0 0 0\(n 5 n=»s
0 1 0 0ffy -7 YVo==7-0y1=-7,
= fr—
1 01 Offys 1 y3=1=y1 -0y =4,
0 10 iy -l ya=-11-0y; - o —0ys = —4
etUx=y
_4 1
Xp=—=-—
Ty
1 5 8 0)(x 5 _ 4T
02 6 9|[x]| [-7 _ A
0o 0 3 7 X3 -4 _—7—6)63—9)64_ 2
00 0 4)\x) \-4 2= 2 -
5-5)62—8.763—0)64
X1 = =7
1
Pour résoudre le second systéme linéaire on résout les systémes triangulaires Ly = b
n=1
1 0 0 0\(y 1
0 1 0 Offy 1 y2=1-0y1=1,
= >
1 01 O 3 1 y3:1—y1—()y2:()’
01 0 1)\y,s 1 Vi =1-0y1— yo—0ys =0
etUx=y
0 0
Xg=—=
Ty
1 5 8 0)\(x) (1 0-7xs _ .
0 2 6 9|[x]| |1 _ BTy T
0o 0 3 7 X3 - 0 _1—6)63—9)64_1
000 4/\x) \o 2= 2 )
1—5.762—8.763—0)64 3
x1= = —-—
1 2

Pourb = (1,0,1,0)7 la solution est évidemment x = (1,0,0,0)” carb = (ai1)1<i<4 premiere colonne de A. De méme,
pour b =(0,9,7,13) T la solution est évidemment x = (0,0,0,1)” car b = (a;4)1<;<4 derniére colonne de A.

¢ Exercice 18.5

On se donne
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Partant de x, quelle approximation de la solution x de Ax = b donne la méthode de GAUSS-SEIDEL au bout de 3
itérations? Méme question pour la méthode de JACOBI.

Correction

Gauss-Seidel

y
donc
o _ (0 &) 5=z @ zioz ©) e 4) 28 -1z
_ _ _ =3 _| 2. T3 _ =128
xV = xV =121 x“ = xv = x =
(1) 21 5 _ 1 -5 _ 1 l—zi% _ 1
2 4 2 ~ 16 2 T 64 2 T 256
Jacobi ©
2_
{x(kﬂ): y
k+1) _ 1=x®
pUHD = 1=x
donc
o _(0 w_(5=3 @ bE-3 3) Pror ) Pion
o-f) -(af)  e-laly) oee(all) o5
2 2 —_—4 == — == - L
2 T4 2 — 8 2 ~ 16
# Exercice 18.6

Dans ce puzzle, chaque forme correspond a une valeur. Le numéro a coté de chaque ligne ou colonne représente la
somme des valeurs dans cette ligne ou colonne. Que vaut le point d’interrogation ?

C 1 IR g
OHl ./
* || A\ |14

15 13 19

*HR

Correction

Méthode astucieuse. Lasomme de toutes les colonne vaut 15+ 13+ 19 = 47; la somme de toutes les lignes vaut ? + 19 + 14.
Ces deux quantités devant étre égale, on obtient ? =47 — 33 = 14.

Méthode exhaustive. On doit calculer ¢ + B + % sachant que

e+W+.=19
2%+ 4 =14
20 + % =15
2B+ % =13
*+24=19
La deuxiéme et la derniere équations { 2k+A=14 donnent { *x =3
* +24=19 =

En injectant ces résultats dans la troisieme équation on trouve ¢ = 6 et dans la quatrieme B = 5.

La premiere équation est “en trop” : le systeme est sur-déterminé! Puisque  + B+ A =6+5+8 =19, elle est vérifiée et
on a bien trouvé I'unique solution de ce systeme linéaire.
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Conclusion : e + B+ % = 14.
Méthode de Gauss. On doit calculer e + B + % sachant que

o +H + =19
2e +% =15
20 +% =13
+2% =14
2 +% =19
On a alors
1 1 1 0/19 1 1 1 0] 19 1 1 1 0| 19
2 0 0 1115 0 -2 -2 1/|-23 0 -2 -2 1|-23
[Ab]=]0 2 0 1|13 |————|0 2 0 1|13 |——| 0 0 -2 2|-10
Lo—Ly—21L, L3‘*L3+L2
0 0 1 2|14 0 0 1 2| 14 0 0 1 2| 14
0o 0 2 1|19 0 0 2 1] 19 0 0 2 1| 19
1 1 1 0 19 1 1 1 0] 19
0 -2 -2 1/|-23 0 -2 -2 1/|-23
-— !0 0 -2 2|-10|——™| 0 0 -2 2]|-10
Ly—Ly+L3/2 Ls—Ls—Lyg
Ls=lstls 1 g 0 0 3| 9 00 0 3|9
0 o0 0 3 9 0 0 0 0 0
Donc en remontant
9 -10-2 -10-6 —23—% +2 —-23-3+16 19— 4 —
*:—:3, = *: =38, = * = =5, e= =19-8-5=6.
3 -2 -2 -2 -2
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* Durée : 1h30

* Calculatrice autorisée, documents interdits.

* On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

# Exercice 19.1

Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice
1 0 1
0 3 -2
0 0 2

Correction
Le polyndme caractéristique est

1-x 0 1
p(x)=det| 0 3-x -2 |=1-0@-x2-x)
0 0 2—Xx

donc on ales trois valeurs propres (ordonnés) x; =1, xo =2 et x3 = 3.
Calculons maintenant les vecteurs propres associés : v' est un vecteur propre associé a la valeur propre x; si

1-x; 0 1 ~ (o
0 3—-x; -2 |v'=]0
0 0 2-x 0
* Pour x; =1 on doit résoudre
0 0 1)\(vh (o
0 2 -2|{vi]=]0
00 1/\yz) \0
doncv! = (x,0,0)7.
* Pour x» = 2 on doit résoudre
-1 1) (v (0
0 1 -2|[v|=]0
0 0o/\vs) \0O

donc v2 = (x, 2x,x) L.

* Pour x3 = 3 on doit résoudre

doncv? = (0,x,0)T.

DY YN NN Y Y S Application : Equations différentielles linéaires & & & & & & O & &

127



Chapitre 19 Controle par équipe du 13 décembre 2018 Mis 3 jour le Mercredi 31 mai 2023

Nous avons vu que la solution générale de I'équation différentielle linéaire y' () = ay(t) est y(t) = ce®’.
Considérons I'équation différentielle
x"(0) + Ax' (1) + Bx(1) = 0.

Si on pose y1 (1) £ x(z) et y» (1) £ x' (1), elle est équivalente au systéme

soit encore y'(f) = (_OB _1 A) y(0)

yi() =x'() = ya(0),
V5 (1) = x" (1) = = Ax' (1) = Bx(t) = =By (1) — Ay2(2),

On peut prouver que la solution générale de ce systéme s’écrit
y(1) = eMiv! 4 eh2ty?

ol A; est une valeur propre de

et v! la vecteur propre associée.

¢ Exercice 19.2

Calculer la solution générale ¢ — x(f) de I'équation différentielle

x"(t) +2x' (1) - 3x(t) =0.

Correction
La matrice A est (§ 1,). Le polynome caractéristique est donc

0-1 1

p(/l)zdet( 3 91

): 0-A)(=2-1)-3=2+21-3=(A-1)(1+3)

donc on a les deux valeurs propres 1; =1 et 1, = —3.
Calculons maintenant les vecteurs propres associés : v' est un vecteur propre associé a la valeur propre A; si

0-A; 1 i (0
3 —2-1/Y Tlo

* Pour A1 = 1 on doit résoudre

doncv! = (x,x7)T.

* Pour Ay = —3 on doit résoudre

donc v2 = (kp,—3k2) 7.

On conclut que

3t

t —_
K _ . 1(5) =x1e" +xye
e[+( 2 )e 3 so0it encore {y ’

_3K2 t

— N _ Ml AzlfVZ_ (Kl
t) = f)=e +e =
vy (J’z)( ) v yo(t) =x1e' —3kze73!,

K1

et enfin

x(1) =x1e +xpe 3L

Vérifions notre résultat :
x(t) =x1e' +x2e73,

X0 =« e' —3kpe7 %,

x5 =x1e’ + 903,

() +2xX (1) = 3x(0) = k1" + e 3 + 2Kt —6x2e 3 = 3Kqef —3x0e7 3 = 0.

T DN O YYD S D S S % Dynamiquedespopulations % B W W W W D D DD
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Divers modeles mathématiques ont été proposés pour prédire I’évolution de certaines especes (humaines ou animales). Le
modele le plus simple, introduit par LOTKA en 1920 et formalisé 20 ans plus tard par LESLIE, est basé sur le taux de mortalité
et de fécondité pour différentes tranches d’age i =0, ..., n. Soit xlm le nombre de femelles (les males n’interviennent pas
dans ce modele) dont I’age au temps ¢ appartient a la i-éme tranche. On suppose que les valeurs de xgo) sont données.
Notons s; le taux de survie des femelles de la i-eme tranche, et f; le nombre moyen de femelles engendrées par des femelles
de la i-éme tranche d’age. Le modéle de LOTKA et LESLIE est défini par les équations

(t+1) _ ©n (1) £,
{xo =YioX; [

(t+1) _ (D) . P
X =X Si 1=0,...
La premiere équation décrit la reproduction de la population, les autres n équations son développement. La population
totale a p'¥ = PN xl(.” individus. Sous forme matricielle cela donne

XD = ax(®

ouxW¥= (x((f), xi”,. . x)T et A est ma matrice de LESLIE définie par
fo fi e e f
So 0 0
0 S1

0 0 0 s,-1 O
Le vecteur f (a n + 1 composantes) est le vecteur de fécondité, le vecteur s (& n composantes) celui de la survie.
La dynamique de cette population est déterminée par la valeur propre An.x de module maximal de A, tandis que la

distribution des individus dans les différentes tranches d’age (normalisée par la population totale), est obtenue comme la
limite de x(#) pour ¢t — oo et vérifie AX = AmaxX.

# Exercice 19.3

On se propose d’étudier I’évolution, essentiellement & long terme, d’'une population de rates. A cet effet, on va utiliser
un modele discret qui repose sur les hypotheses (trés simplificatrices) suivantes : en moyenne, chaque femelle donne
naissance a 3 femelles durant sa premiere année et a 8 femelles pendant sa deuxieme année; une rongeuse sur deux
survit au-dela de sa premiere année mais pas au-dela d'une deuxieme année.

Ces hypotheéses conduisent a distinguer deux classes en fonction de I'age des rates : si, a tout instant ¢ (¢ est entier), on
note respectivement x(()” les effectifs des rates qui ont moins d'un an (juvéniles) et xi” des rates qui ont entre un an et
deux ans (adultes), les hypotheéses adoptées se traduisent par ce systeme :

(t+1) _ o (D) (1)
Xy —3x0 +8x1 ,
D = 0.5x0.

Pour fixer les idées, admettons qu’a I'instant initial # = 0 sont dénombrées 100 rates dont 30 juvéniles et 70 adultes, ce
qui s’écrit

(0) n

© _ X | _(30 ©_ " 0 _
= =271, =Y x@ =100.
()=} =
1 i=0
X0

Les quotients ﬁ donnant les proportions de juvéniles et d’adultes au sein de la population totale, ainsi que le taux de

croissance de cette population globale, finissent par se stabiliser pour ¢ suffisamment grand. Trouver le vecteur x de la
distribution normalisée de cette population pour différentes tranches d’age.

Correction
Il s’agit de trouver la valeur propre de module maximal de la matrice

3 8
A‘(0.5 0)

Onadet(A—Al) = (3-1)(-1) —4=21%?-31-4 = (1+1)(A—4) donc la valeur propre de module maximal est Ayqx = 4 etla
vecteur propre associé est donnée par

-1 8)\(a\ (0

los 24)(5)=(0)
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d’ol1 a = 8b soit encore x = (8k,x) . La distribution normalisée de cette population, pour divers intervalles d’age, est donnée
par les composantes du vecteur propre unitaire correspondant, c’est-a-dire

Cela signifie que

X0

m ——=
t—+oo p 9

X:8K1+1<(8:):(§)'

x(t) (t+1)

8

1
, Iim — =—, im =4 = Amax,
t—+00 p(t) 9 t—-+00 p([) max

autrement dit la population a un comportement asymptotique de croissance exponentielle (de type malthusienne)
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DAYV DD Systémes linéaires VDNV INVNVINDNDIDNDNDIINDNDYD

Question [def] Y%  Parmi les équations suivantes, cocher celles linéaires en z,y, 2 :

W:-y-- (]2 +y?+22=4 [ ] sin(x) + sin(y) + sin(z) = 2
-a2x+b2y:cgaveca,b,c€R szyety#z D\/m—l-y—i-z:m—l—y—l—z

By +/az=2 [Jzyz=6 []lzl=1

Question [thm] Y¥  Parmi les affirmations suivantes, cocher celles vraies :

- Si un systéme linéaire est homogéne alors le vecteur zéro est solution
|:| Si un systéme linéaire est carré et homogéne alors il a une solution unique
|:| Si un systéme linéaire a autant d’inconnues que d’équations alors il a une solution unique
D Si un systéme linéaire a plus d’inconnues que d’équations alors il a une solution unique
|:| Si un systéme linéaire a plus d’équations que d’inconnues alors il a une solution unique
|:| Aucune de ces réponses n’est correcte

Explication :

— “Si un systéme linéaire est homogeéne (i.e. b = 0) alors le vecteur 0 est solution” VRAI car rg(A) = rg([A[b])

r+y=0,

— “Si un systéme linéaire est carré et homogeéne alors il a une solution unique” FAUX, contre-exemple : { N 0
T+y=

— “Si un systéme linéaire a autant d’inconnues que d’équations alors il a une solution unique” FAUX, contre-exemple :

r+y=1,
r+y=-1

— “Si un systéme linéaire a plus d’inconnues que d’équations alors il a une solution unique” FAUX, contre-exemple :

r+y+z=1,
r+y+z=1

— “Si un systéme linéaire a plus d’équations que d’inconnues alors il a une solution unique” FAUX, contre-exemple :

r+y=1,
'T+y:717
r+y=1

131



Chapitre 20 Controle Continu du 17 décembre 2018 Mis 3 jour le Mercredi 31 mai 2023

c4+4y+3z2=1
Question [sol] Le systéme linéaire < 2y + 2 =1

y+z=1
B 2 exactement une solution [ ] a une infinité de solutions
|:| a exactement deux solutions D n’a pas de solution
D a exactement trois solutions D Aucune de ces réponses n’est correcte
Explication :
r+4y+3z2=1 rc4+4y+3z2=1 z=1
Ly+L3z—L1/2
2+ z2z=1 —— {2y +2z=1 — qy=0
y+z=1 —z=-1 T =2

Question [param| Quelle relation a, b, ¢ doivent-ils satisfaire pour que le systéme linéaire suivant ait des solutions ?

2¢ —4y + 10z =a -a:b+c DVmb,ce]R

dr -5y +82=10b [le=7a+b [ ] Aucune de ces réponses
2r+y+2z=c [Ja+b+c=0 n’est correcte

Explication :
20 — 4y + 10z =a Lot Lo—2L, 20 —4y + 10z =a 20 —4y + 10z =a
L3« Ls+L, L3« L3+L2

dr —by+82=10 —— < 3y—122=b—-2a ———(3y—122=0—-2a
2r+y+2z2=c “3y+12z=a+c 0=-a+b+c

Sia# b+ cil n’y a pas de solution, si a = b+ ¢ il y a une infinité de solutions.

Question [systl] Siz,y,z sont solution du systéme linéaire suivant, que vaut z — x ?

—r+ty+3z=38 [ e []s8 [ ] Autre réponse :
20 +y—2=5
Explication :
r+y+z=a Lo+ Lo+1L; r+y+z=a ) rTH+y+z=a
L3<+Ls—2L, L3+Lz+5L2
—r4+y+3z2=b ——<2y+4z=b+a —— < 2yt+4z=b+a
2r+y—z=c —y—3z=c—2a —z:c—%a—l—%b

z=3a—31b—c 1 1
= y:f%a+%b+20 = z—m:—§a+§b
r=2a—b—c
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Question [enigmeD] Trouver un nombre de 3 chiffres sachant que
— la somme de ses chiffres est égale a 14
— en échangeant le chiffre des unités et celui des dizaines ce nombre augmente de 36
— en échangeant le chiffre des unités et celui des centaines ce nombre augmente de 297
Que vaut le chiffre des dizaines ?

[] 1 [] 2 | ] [] 4 [] 5 [] 6 [] 7 [] 8 [] o9

Explication :
r4+y+z=14 rH+y+z=14 r4+y+z=14
100z + 10z +y =100z + 10y +2+36 —<{y—z=—4 Lochamln b0 o= 4
100z + 10y + « = 100z + 10y + z + 297 T—2z=-3 —y —2z=-17
z4+y+z=14 =4
4>L3%L3+L2 y—z=—4 = Jy=3
—3z=-21 z="T

Question [enigmeC] Trouver un nombre de 3 chiffres sachant que
— la somme de ses chiffres est égale a 14
— en échangeant le chiffre des unités et celui des dizaines ce nombre augmente de 36
— en échangeant le chiffre des unités et celui des centaines ce nombre augmente de 297
Que vaut le chiffre des centaines?

O+ Oz s W« Os e [Or7 [Os  [o
Question [enigmeU] Trouver un nombre de 3 chiffres sachant que
— la somme de ses chiffres est égale a 14
— en échangeant le chiffre des unités et celui des dizaines ce nombre augmente de 36

— en échangeant le chiffre des unités et celui des centaines ce nombre augmente de 297
Que vaut le chiffre des unités?

[] 1 [] 2 [] 3 [] 4 [] 5 [] 6 [ [] 8 [] o9

VNV DDDYYNRYD D Vecteurs propres © & 2 & 2 2 232232323y D

0 0 4
Question [vpcalcl] Soit A= [0 3 0]. Elle admet 3 valeurs propres distinctes Ay < A1 < A2. Que vaut Ao ?
4 0 0

[] -5 [] o [] 4 B [] -3 [] 3 [] 5 [ ] Autre réponse
0
0
el

0 «

Ezxplication : Soit A = B 0 ]. Polynéme caractéristique : A2(8 — A) — a?(8 — \) = (B8 — A)(\2 —a?) =
0 0

B=ANAN—a)A+a)donc \g=—a< A1 =< =a.

. . . . 1 48
Question [vpleslie]  Soit la matrice A = <0 95 0 ) Que vaut Apax = max{ | Aol,|A1] }7?
[ ! [] -3 [] -4 [] 1 [] —12 [ ] Autre réponse
o S 4P ) o o
Ezxplication : A = |1 0 ) Polynéme caractéristique : —A(S —A) — 3= = A = SA = P = (A = XAg)(A — A1) avec
4
Xo+ A =S et AgA; = —P (propriété bien connue des racines d’une parabole). Ici \g = 4 et Ay = —
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Question [vpedo]  L’é¢quation différentielle 2 (t) — 52/ (t) 4+ 6x(t) = 0 est équivalente au systeme y'(t) = ( % 1) y(¢)

ott y1(t) = z(t) et y2(t) = 2’(t). Sa solution générale s’écrit y(t) = eMtv! 4 e*2*v2 ou ); est une valeur propre de
A= (Y1) et v’ le vecteur propre associé. Si z(0) = 0 et 2/(0) = 17, que vaut z(1)?

B 3 -¢) [] 17(ef =€) [] 17(e® =) [] ef—¢° [] 2e3+3e2

Ezxplication : On transforme I’équation différentielle d’ordre 2 en un systéme de deux équations différentielles d’ordre
1 en introduisant le vecteur y = (y1,y2) avec y1(t) = x(t) et yo(t) = 2/'(t) :

{ya<t> = ya(t),

R A |
Ya(t) = () = —6a(t) + 52'(t) = 63 (1) + Bun(r) < LV eq“”a“”y“)‘(—ﬁ 5> y()

Calculons les valeurs et vecteurs propres de cette matrice (on choisira A\; < Ag) :

det<_/\ 1 ):_/\(5_/\)+P:/\2—5/\+6:(/\_2)(/\_3)

-6 5—A\
1\ (vl 0 1 1. 1 T
3) (i =10 donc 2v; = v3 i.e. v = (k1,2K1)" .

2
é) (%) = (8) donc 3v? = v2 i.e. v2 = (Ko, 3k2)T.
On conclut que

z(t) = y1(t) = ket + koe®
y(t) = (y1) (t) = vl 4 edty? = <Hl ) e+ <K2 ) e3' soit encore { /( ) =n(t) 167+ fze™,
1

Y2 2K 3Ka

— Pour Ay = 2 on doit résoudre (

— Pour Ay = 3 on doit résoudre (

Comme 0 = 2(0) = k1 + Ky on a ky = —ky : 2(t) = K1(e® — e3t).
Comme 17 = 2/(0) = (2 — 3)k1, on a k1 = —17.
On conclut que z(1) = —17(e? — €3).

Question [prop] SiA = <8 g) alors. . .

- (1,0) est un vecteur propre
|:| (0,2) est un vecteur propre
|:| Le polynéme caractéristique est p(t) = —t2

D Le polynéme caractéristique est p(t) = ¢ — 2
D A est inversible
D Aucune de ces réponses n’est correcte

0 «
0 0
Polynéme caractéristique : p(t) = (—t) x (—t) — (@ x 0) = ¢2.

t = 0 est une valeur propre double. En résolvant Av = 0 on trouve (x,0)” donc (1,0) est un vecteur propre.

Explication : A = < ) n’est pas inversible car det A = 0.
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Question [assur]  Depuis 'année 2011, un club sportif propose a ses licenciés une assurance spécifique. La premiére

année, 80% des licenciés y ont adhéré. En 2012, 70% des licenciés ayant adhéré en 2011 ont conservé cette assurance

et 60% de ceux n’ayant pas adhéré en 2011 ont adhéré en 2012. En supposant que cette évolution se maintienne, le

club sportif souhaite savoir quel pourcentage de licenciés adhérera a cette assurance a plus long terme. Pour tout entier

n > 0, 'état probabiliste du nombre d’assurés 'année 2011 + n est défini par le vecteur x" = (27, 23)T ot x7 est la

probabilité pour un licencié d’étre assuré 'année 2011 + n et x4 la probabilité de ne pas étre assuré 'année 2011 + n.
7=0 = (& 29T et la matrice de transition telle que x"*! = Ax™ est

A T2 .
D’aprés ’énoncé x = (757 70

T 6

a=(1 ¥

10 10

7 6 8 68

ainsi au bout d’un an x!' = Ax? = (E E) (g) = <ﬁ) autrement dit 68% des licenciés ont adhéré a I’assurance
10 10 10 100

spécifique. Calculer lim,, 4 2} (choisir la valeur la plus proche).

B % [] 33% [] 68% [] 69% [] 65% [] 60%

Ezxplication : lim, . X" = x vecteur propre associé a la valeur propre de module maximal.

T 5 1
det(A— ) —det (105~ 10 Yo (L a) (2o e My b (L)),
. 10 10 100 10”710 10

Amax = 1 et le vecteur propre associé est du type (2+, )T ainsi lim,,_s 10 X" = (2/3,1/3)T : la proportion d’assurés va
tendre vers environ 66.6%.
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DDAV DD D D Calcul matriciel D DDV DDAV D

0 00 00O
000 0O
Question [Prel] ¥  Considérons la matricce A= |0 0 5 0 0| et la matrice B carrée d’ordre 5 définie par
0 00 00O
000 00
by, =bs5; =0, pour j=1,...,5
bi1=0bi5=0, pouri=1,...,5
by = -1, + Qjy1,5 + agj +a; -1+ ai,j+17 pour i,j € {2,3,4}
Ecrire B. .—0.25 -0 .1 Ces cases sont réservées au correcteur

&

Il
o O O OO
SO = OO
O === O
S O = OO
o O O O O

VAV DNDLDDNDNDYDDNY D Interpolation DV DDAV D

Question [interpTHEQ5] f:[0;10] — R est une fonction telle que f(0) = 1, f(4) = —1 et f(10) = 1. Par
interpolation linéaire par morceaux, I'image de 8 par f est

! % |:| 0 |:| —% |:| -3 |:| D |:| -2 |:| Autre réponse

2

Ezxplication : Le point z = 8 appartient a U'intervalle [4; 10]. La droite qui relie les points (4, —1) et (10,1) a pour

équation y = 1;&:? (x—10)+1=3(z—10)+1; en z = 8 elle vaut —% +1=1.

71¢ 123456789102

Question [interpL2] Dans la base de Lagrange le polynome de Ry[z] qui interpole les trois points (0,1), (4, —1)
et (10,1) s’écrit p(xz) = Lo(z) — L1 (z) + Lo(x). Que vaut Ly(10)?

z 1 |:| 10 |:| 60 |:| 1 |:| o |:| _1o |:| Autre réponse

24
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Ezxplication : Par construction Ly(z2) = 1.

Question [interpNi] Dans la base de Newton le polynome de Rs[z] qui interpole les trois points (0,1), (4, —1)
et (10,1) s’écrit p(z) = a + bx + cx(z — 4). Que vaut ¢?

1 1 1 1
- 12 |:| —= |:| 3 |:| 5 |:| 1 |:| Aucune de ces réponses n’est correcte
Explication : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences
divisées ci-dessous : )

iz Y flricnw] flriee, wion,

0 0 [1]

14 o1 |-t
2

2 10 1 L !
3 12

On a alors p(z) = yowo(x) + flzo, z1)wi(z) + flzo, 1, w2]we () = wo(x) — jwi(z) + fwa(z) = 1 — 32 + fma(z — 4).

N /
0123456 +F9107

VDVDVIVIVIVIIVVIVDIDDDDRDRDDDDRVREDORDRDDDDDDDADADDIDDDDIDD™DD™YDAD
Question [edoVScalcl]  Siy est solution de y/(t) = 2y(t) + 1 et y(1) = € — 3, que vaut y(0) ?

. ; D —% l:’ 62—% D e? I:l 1 D 0 |:| Autre réponse

sy —1dt = In@2y+1)=t+c = In(2y+1)=2t+2c

o ot = y(t) = et = % Comme e? — 5 =y(1) = re? — %, on conclut que 'unique solution est
y(t) =€ — § ainsi y(0) =1— 1 = 1.

Question [edoLIN3]  Siy est solution de /() — 2y(t) = e* et y(1) = €2, que vaut y(0) ?

H o []1 [] e [] 2 [] 1 [] 1 [ ] Autre réponse

2 2

Ezxplication : Formellement y'(t) = 2y(t) + 1 =

Ezplication : On a a(t) =1, b(t) = —2 et g(t) = e*, donc pour t € R on a
— Al =[R2 dt=-
— B(t)= [SeAD At = [ee 2 dt = [1dt =t
Toutes les solutions de 'EDO sont donc les fonctions y(t) = (C +t) €2* pour C' € R. On cherche parmi ces solutions

celle qui vérifie y(1) = e%; comme y(1) = (C + 1)e2, alors C = 0 et 'unique solution du probléme de CAUCHY donné

est la fonction y(t) = te?. En conclusion y(0) = 0.

Question [edoSCHEMAlbis]  Soit le probléme de Cauchy y/(t) = t+y(t) avec y(0) = 1. On subdivise l'intervalle [0; 1]
en 2 intervalles de largeur h = % Quelle approximation de y(1) fournit le schéma d’Euler explicite ?

[] 2¢-2 [] g [ | > [] T [] 105 [] 6 [ ] Autre réponse

4 32
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Ezxplication : to =0,t, =h = % et to = 2h = 1. La méthode d’Euler explicite donne les approximations suivantes :
y(O) = Ug = 1,

Uo + h(p(to/&o) = Uug + h(to + uo) = (1 + h)UQ + hto =1+ h,

y(2h) ~ ug = uy 4+ ho(ty,uy) = ug + h(ty +u1) = (1 + h)uy + bty = (1 + h)uy + h? = (1 + h)> + b2 = 1 + 2h + 2h>.

=
=
R
<
S
|

DAY DYDY D Quadratures DNV DDDYNDNDYNDYND™Y D

Question [quadCLASS4]  Soit [ = ff f(z) dz avec f € C?([a;b]) une fonction décroissante et concave. Notons
G, D, T les approximations de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles a gauche, a droite et des
trapézes. Alors

|:| I1>G |:| D>1T |:| T>1 . T>D |:| Aucune de ces réponses n’est correcte

FEzxplication : f décroissante implique D < I < G, f concave implique T' < I. Plus précisément D <T <[ <G

Question [quadAPPLI2]  La vitesse d'un corps est décrite en fonction du temps par la fonction v(t) = ¢(1 — ) pour
t > 0. En utilisant la méthode des trapézes composite avec un pas h = %, estimer la distance parcourue par le corps
entre t =0 et t = 1. (Unités de mesure : distance en métres, temps en secondes, vitesse en meétres par secondes).

D 0 - ! D ! |:| 3 I:l E D 1 |:| Autre réponse
8 6 16 4 2
Ezplication : s(t) = [v(t) dt et A=5(1) - s(0) = fol v(t)dt=2; AT =1 x(2o(0) +v(d) + 2v(1) = &

DYDY D™ D D Fonctions de plusieurs variables & 2 2 2 2 2 2 2 Y 2 Q

Question [deriveel]  Calculer 9, f(z,y) si f(z,y) = In (€37 + 4y?).

- 3ye3*y D 33y D 3xe?®y D

6L’)zy + 4y2 631@/ + 4y2 6313/ + 4y2

3ye”(3y—1)
6313/ + 4y2

[ ] Autre:

Question [estimerl]  Soit f une fonction différentiable en (1,2) telle que f(1,2) =1, 8, f(1,2) =2 et 9, f(1,2) = 2.
Par linéarisation f(0.5,2.25) ~7

[] o B % [] 1 [] g [] 2 [] > [] 3 [ ] Autre réponse

2

Ezxplication : f(z,y) ~ f(xo,y0) + (& — x0)0z f(z0,Y0) + (¥ — ¥0)9y f(z0,yo) soit encore, en notant h = = — x¢ et
kE=1y—uyo, flo+ h,yo + k) =~ f(zo,y0) + 0z f(xo,y0) + kOyf(x0,Y0). Ici h = —0.5 et k = 0.25 donc f(0.5,2.25) =~
F(1,2) = 30, (1,2) + 30, f(1,2) =1 — § x 2+ ; x 2= 3.

Question [sellel]  Soit f une fonction de R? définie par f(z,y) = 2zy — 2% — y2. Parmi les points suivants, lequel
est un point selle ?

L] (-1,1) L] (001 [] (2 2) B 00 [ ] Aucune des réponses n'est correcte

373
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0o f(a,y) = 2y — 3a?

Oyf(z,y) =2z — 2y
O f(x,y) = —62

Comme ¢ 9y, f(z,y) = —2 alors detH;(0,0) < 0 ainsi (0,0) est un point selle tandis que detH (%, %) >0 et

Oy f(2,y) =2
Oyy f (% %) < 0 ainsi (%, %) est un maximum.

donc (0,0) et (%, ) sont les seuls points critiques.

Ezxplication : { %

DYDY D™D DD Fonction de meilleure approximation & & 2 & 2 2 2 2 Y &

Question [Droite]  Que vaut f(2) si f(z) = ag + ayz est la droite de meilleure approximation des points suivants ?

z 1 2 3 4 5
y; 12 15 22 23 28

|:| 4 |:| 8 |:| 12 |:| 15 . 16 |:| 20 |:| Autre réponse

Ezxplication : 1l s’agit de chercher ag et a; solution du systéme linéaire

(s o) () = (o)

. 5 14+2+3+4+5 @) 12415 +22+ 23+ 28
14+243+44+5 12422432 4+424+5% ) \ay)  \1x1242x154+3x224+4x23+5x28

515\ (o) _ (100 _ (5 15\ (ag) _ (100

15 55) \a1 /)~ \340 0 10/ \a1/) ~ \ 40
Question [fourierMA]  Que vaut aq si f(z) = ag cos(x) + a; cos(2z) est la fonction de meilleure approximation des
points { (0,0), (3,-1),(m,3) }?

- l D ! D —i |:| § D —% |:| Aucune de ces réponses n’est correcte

2 4 2

Donc ag =8 et oy = 4.

Ezxplication : On doit minimiser la fonction £ définie par

E:R* R,

(g, 1) = E(ag, 1) = Z(yi — oy cos(x;) — o cos(2;))”.

Pour minimiser £ on cherche ses points stationnaires. Puisque
n
870(040, ) = —2 (Z(zi — g cos(;) — arg cos(2x;)) Cos(xi)> ,

=0

%(0&0, ap) = —2 (Z(Zz — ag cos(x;) — ay cos(2x;)) cos(Qmi)) ,

i=0
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on obtient

%(ao, a1) =0 — St o(zi — ag cos(z;) — aq cos(2z;)) cos(z;) =0
St o(zi — ag cos(z;) — aq cos(2z;)) cos(2x;) = 0

= (oetiont i) () - (En) < (@ s)@) - ()

donc ag = —% et ay = 3.

—

Question [Open2] Quand le polynéme de meilleure approximation et le polynéme d’interpolation coincident ?

D—0.25 DO DO.E) .1 Ces cases sont réservées au correcteur

DAYV DD Systémes linéaires DAYV DYD

r+4y+3z2+w=1

2 =1
Question [sol] Le systéme linéaire ytatw
20+ 2+ 2w =2
w =10
|:| a exactement une solution - n’a pas de solution
|:| a exactement quatre solutions
|:| a une infinité de solutions |:| Aucune de ces réponses n’est correcte
Explication :
r+4dy+3z+w=1 r+4dy+3z+w=1
2+ z+w=1 La—Ls—L, J2y+z4+w=1
20+ z 42w =2 w=1

Question leniemeUl Trouver un nombre de 3 chiffres sachant aue
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— la somme de ses chiffres est égale a 14
— en échangeant le chiffre des unités et celui des dizaines ce nombre augmente de 36
— en soustrayant du chiffre des unités celui des centaines on trouve 3

Que vaut le chiffre des unités ?

[] 1 [] 2 [] 3 [] 4 [] 5 [] 6 B [] 8 [] 9

Ezxplication : Soit x, y et z respectivement le chiffre des centaines, dizaines et unités, alors le nombre qu’on cherche
est égale & 100x + 10y + z.

r4+y+z=14 r4+y+z=14 r4+y+z=14
100z + 102 +y =100z + 10y + 2 +36 —<{y—z2=—4 Lochatln S0~ 4
z—x =3 —r+z=3 y+22=17
z4+y+z=14 =4
R il N ST — = {y=3
1 5 8 0
. , . 02 6 9 . .
Question [LU]  La méthode de Gauss transforme la matrice A = 1 5 11 7 |enune matrice U. Quelle matrice
0 2 6 13
L est telle que LU = A ?
1 0 0 O 1 0 0 0 1 5 8 0 10 0 O
01 0 0 0 1 0 0 02 6 9 02 0 O
-1010 |:|—1010 |:|00117 |:’15110
01 0 1 0 -1 01 0 0 0 13 0 2 6 13
00 0 O 1 5 8 0 1 0 0 O 10 0 O
00 0 O 0 2 6 9 01 00 02 0 O
D 1 0 0 0 D 00 3 7 D 1 5 1 0 D 0 0 11 o
01 00 0 0 0 4 0 2 6 1 0 0 o0 13
Ezxplication : Factorisation LU de la matrice A :
1 5 8 0 %?iﬁg:%Ll 1 58 0 L L OL 1 5 8 0 1 5 8 0
0 2 6 9| zZicriok, |0 2 6 9| LicfiL, [0 2 6 9| riersozs [0 2 6 9
1 5 11 7 00 3 7 00 3 7 00 3 7
0 2 6 13 0 2 6 13 0 0 0 4 0 0 0 4
donc
1 0 0 0 1 5 8 0
01 0 0 0 2 6 9
L= 1 0 1 0 U= 00 3 7
01 0 1 0 0 0 4
. . . . o 3z +y =3, 0 0 N
Question [gsjacob]  Soit le systéme linéaire 43 1 Partant de x(©) = 1) au bout de 3 itérations quelle
T y=1.

approximation de la solution donne la méthode de JACOBI?
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27

m() O 0@ 06 D) O s

81
Explication :
3
{3;1: +y=3 {x ==t
— _ 11—z
r+3y=1 y==3
JAcCOBI
pUe+1) — 3=y ™
)
yt1) = 1 -
donc

o-()

(G AUSS-SEIDEL

™
~
=
Z
Il
7/ N\
- W
w‘|c~‘|
o =
I
[SSESYIN
N———
™
~
®
=
Il
N
| cof |
l ol
(I
©l— ©lw
v
»
P
w
Nod
Il
~
w
| cof |
ol [ol—
S
\_/

{x(k+1) _ Lgm
(k+1) _ 1—a+D
Y = 3

— 3-3 _ 26

0 = 2 = 26
o) -3 e (3

3 3 — 81

DAY AY DD D Valeurs et Vecteurs Propres & & 2 2 & 0 2 2 A D

donc

w
—

| e
Icono

—
Ol W

0 0 2
Question [vpcalcl] Soit A=[3 1 4. Elle admet 3 valeurs propres distinctes A\g < A1 < A2. Que vaut \; ?
2 0 0

[] -3 [] o [] -2 | ! [] -1 [] 2 [] 3 [ ] Autre réponse

. Polynéme caractéristique : A2(8 — A\) — a?(B — \) = (8 — N)(\2 — a?) =

0 0
Ezxplication : Soit A = |3 f
a 0

o W Q

B=MNA=—a)A+a)donc Ag=—a< A =<l =a.

Question [vpedo]  L’¢quation différenticlle ' (t) — 72/ (t) +12x(t) = 0 est équivalente au systéme y’(t) = (95 1) y(t)
ot y1(t) = z(t) et ya(t) = /(). Sa solution générale s’écrit y(t) = e*tvl + e*2fv? ou A; est une valeur propre de
A= (_95%) et v le vecteur propre associé. Si 2(0) = 0 et 2/(0) = 24, que vaut z(1)?

B 24t - [ ] 24(e'—¢7) [] 24(e® —eb) [] e2—¢" [] 3e*+4e3

Ezxplication : On transforme I’équation différentielle d’ordre 2 en un systéme de deux équations différentielles d’ordre
1 en introduisant le vecteur y = (y1,y2) avec y1(t) = x(t) et yo(t) = 2/(¢) :

{yi(t) = ya(t),

01
L) = 2(1) = —120(t) 1+ Ta (1) = 1250 (1) + Tyo(r) ¢ O CAVAUL AY(D) = (—12 7) y(®)

Calculons les valeurs et vecteurs propres de cette matrice (on choisira A\; < Ag) :

-2 1
det (_12 7_A) = ANT=N+P=X-TA+12=(\1-3)(\—4)
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— Pour A\ = 3 on doit résoudre 31 U%
ur Ay = 3 on doit résoudre | _ o, v%

) = (8) donc 3v] = v} i.e. vl = (k1,3r1)7.

> = (0> donc 4v? = 02 i.e. V2 = (Ko, 4ko)T.

_ 2
— Pour Ay = 4 on doit résoudre 41 U%
—12 5 0

3 v

On conclut que

z(t) = yy (t) = ket ett
Y(t) = (yl) (t) =3yl 4 etty? = <Hl ) 3t 4+ < 2 ) et soit encore { /( ) yl( ) . e
1

Y2 3K 4ko

Comme 0 = 2(0) = k1 + kg on a Ky = —K1 @ 2(t) = xi(e3 — ett).
Comme 24 = 2/(0) = (3 —4)K1, on a k; = —24.
On conclut que x(1) = —24(e? — e4).

Question [prop] SiA= ( 0 0> alors. ..

21 0
[ ] (1,0) est un vecteur propre [ ] Le polynome caractéristique est p(t) = ¢ — 21
B (0,21) est un vecteur propre [ ] A est inversible
D Le polynéme caractéristique est p(t) = —t2 D Aucune de ces réponses n’est correcte

Ezxplication : A = (g 8) n’est pas inversible car det A = 0.

Polynome caractéristique : p(t) = (—t) x (=t) — (a x 0) = 2.
t = 0 est une valeur propre double. En résolvant Av = 0 on trouve (0,x)T donc (0,21) est un vecteur propre.

Question [assur] On considére une grande population d’acheteurs de yaourts. On suppose que 'effectif de cette

population est stable. Une entreprise commercialise des yaourts et m(lo> = 30% des acheteurs de yaourts achétent cette

marque (donc :rgo) = 70% achétent une autre marque).

L’entreprise décide de lancer une campagne publicitaire pour améliorer ses ventes. Au bout d’une semaine, une
enquéte indique que 20% des acheteurs de yaourts qui achetaient la semaine précédente des yaourts d’autres marques
maintenant ils achétent cette marque; cependant 10% des acheteurs de yaourts qui achetaient la semaine précédente
des yaourts de cette marque maintenant ils achétent des yaourts d’autres marques.

L’entreprise continue sa campagne publicitaire. On fait ’hypothése que I’évolution des résultats obtenus a l'issue de
la premiére semaine de campagne publicitaire est la méme les semaines suivantes.

Pour tout entier n > 0, I'état probabiliste du nombre d’acheteurs la semaine n + 1 est défini par le vecteur x() =
(xgn), xé"))T ol :L’§"> est la probabilité pour un acheteur d’acheter cette marque la semaine n et acgn) la probabilité pour
un acheteur d’acheter une autre marque.

D’aprés 1’énoncé x("=0) = (2 )T et la matrice de transition telle que x("*1) = Ax(™) est

10° 10
9 2
_ (10 10
A= <L i)
0 10

9 2\ /3 41
ainsi au bout d’un an x(M = Ax(® = (110 180) (170> = <100> autrement dit 41% des acheteurs de yaourts ont acheté

1 8 T 59
10 10 10 100

cette marque. Calculer lim,,_, | o, 27 (choisir la valeur la plus proche).

B 66.6% [] 33.3% [] 60.5% L] 70% [] 55% [] Autre réponse

Ezxplication : lim,_, ., X" = X vecteur propre associé a la valeur propre de module maximal.

9y 2 9 8 2 17 7 7
A=) = 10 0 =2 A (= -A)— ==X A+ —=(A=——= ) (A—1).
det(A — AT det< n %_Q (10 A)(m /\> =N M 1 </\ 10)(/\ )

Amax = 1 et le vecteur propre associé est du type (2, )% ainsi lim,,_, 1o X" = (2/3,1/3)T : la proportion d’assurés va
tendre vers environ 66.6%.
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DDAV DY DD D Calcul matriciel & D DDAV DAYV D

00 0 0 O
00000
Q. [Prel] Considérons la matrice A= |0 0 5 0 0| et la matrice B carrée d’ordre 5 définie par
00000
00 0 0 O
bij =0bs; =0, pour j=1,...,5
bi1=b;5 =0, pouri=1,...,5
by = R T DAL LI pourij € (2,3,4)
Ecrire B. .—0.25 .0 .1 Ces cases sont réservées au correcteur

&

I
cocoodg
oo~ g
cor oo
oo~ g
coc oo g

VDV DYDYD D Interpolation DDV DAV D

Q. [interpTHED5] f: [0;10] — R est une fonction telle que f(0) = 1, f(4) = —1 et f(10) = 1. Par interpolation
linéaire par morceaux, I'image de 1 par f est

| ! []o [] - [] —2 L] % (] [ ] Autre réponse

2 2

Solution : Le point # = 1 appartient a Uintervalle [0;4]. La droite qui relie les points (0,1) et (4, —1) a pour équation

Y= 170(:4”(.7570)+1:f%$+1;en:x:lellevaut —z+1=1.

—1¢ 1 23450 789107

145



Chapitre 22 Contréle Terminal (session 2) du 18 janvier 2019

Mis & jour le Mercredi 31 mai 2023

Q. [interpL2] Dans la base de Lagrange le polynome de Ry[z] qui interpole les trois points (0, 1), (4, —1) et (10,1)
s’écrit p(x) = Lo(z) — L1(x) + La(x). Que vaut Lo(4)?

B o (] 1 [] 60 [] 6710 [] % (] —% [ ] Autre réponse

Solution : Par construction Lo(x;) =0 sii # 2.

Q. [interpN1] Dans la base de Newton le polynéme de Ry[x] qui interpole les trois points (0,0), (1, —1) et (2,0)
s’écrit p(z) = a + bz + cx(z — 1). Que vaut ¢?

|:| -2 |:| -1 |:| 0 - 1 |:| 2 |:| Aucune de ces réponses n’est correcte

Solution : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées
ci-dessous :
f[il?v:fh xz] f[$i727l‘1:71, 331]

- [
0 1

On aalors p(z) = yowo(2) + flzo, z1Jwi (z) + flao, 21, Tolwe(z) = —wi(2) + wo(2) = 2 + z(x — 1) = 2z +2° = x(z - 2

Ti Y

1
0
1
2

N o= O

Y
1

-1

On peut sinon remarquer que I’équation de p est une parabole de racines © = 0 et = = 2 et s’écrit donc p(z) = z(z —2).
11 suffit alors de calculer a,b et ¢ tels que a + bx + cx(x — 1) = 2(x — 2), c’est a dire a + (b — ¢)x + cx® = 0 — 2z + 22
dota=0,c=1letb—c=—-2doncb=—1.

VDV AVVVVVVDINVDDVDVNDDVDRVEDO DDAV D

Q. [edoVScalcl] Siy est solution de y'(t) = 2y(t) + 2 et y(1) = €2 — 1, que vaut y(0) ?

[] % [] _% [] 32—2 [] e []1 H o [ ] Autre réponse

Solution : Formellement y'(t) = 2y(t) + 2 = yi”l =2dt = In(y+1)=2t+c = yt)+1=¢"xe* =

y(t) = ke* —1. Comme e? —1 = y(1) = ke? —1, on conclut que I'unique solution est y(¢) = ¢* —1 ainsi y(0) = 1 -1 = 0.
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Q. [edoLIN3] Si y est solution de y'(t) — 4y(t) = e et y(1) = e*, que vaut y(0)?

. 0 D 1 D et |:| 4et D —i D 1 D Autre réponse

Solution : On a a(t) =1, b(t) = —4 et g(t) = ¢**, donc pour ¢t € R on a
Alt) = [ 52 dt = —4¢,
— B(t)= [SeAD At = [eMeH dt = [1dt =t.

Toutes les solutions de 'EDO sont donc les fonctions y(t) = (C' +t) e** pour C € R. On cherche parmi ces solutions
celle qui vérifie y(1) = e*; comme y(1) = (C + 1)e*, alors C = 0 et I'unique solution du probléme de CAUCHY donné
est la fonction y(t) = te*!. En conclusion y(0) = 0.

Q. [edoSCHEMA1bis] Soit le probléme de Cauchy y'(t) = ¢ + y(t) avec y(0) = 1. On subdivise I'intervalle [0;1] en 2
intervalles de largeur h = % Quelle approximation de y(1) fournit le schéma d’Euler implicite ?

(] 2¢-2 ] 3 ] 2 7 ] 2% N [] Autre réponse

2 2 4 32

Solution : tg=0,t, =h = % et to = 2h = 1. La méthode d’Euler implicite donne les approximations suivantes :

Up, + h(ty, + h)

Upp1 = Up + ho(tni1, Unt1) = Un + Wttt + Unt1) = tp + Aty + h) + huptr = Uppr = T

ainsi
y(0) =up =1,

1 h(t / 1+ h? 5
y(0.5) = y(h) = uy = 0T _1TDT_ 5

1—h 1—h 2

U1+h(t1+h) U1+h
1) =y(2h) ~ usy = = = 6.
y(1) = y(2h) = up = g

DAYV DYDY D Quadratures VNV DVDDINDNDDNDIYNDYDDD

Q. [quadCLASS4] Soit I = f:f(:z:) dz avec f € C?([a;b]) une fonction croissante et concave. Notons G, D, T les
approximations de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles a gauche, a droite et des trapézes. Alors

D I1<G D D<I D 1<T . T<D D Aucune de ces réponses n’est correcte

Solution : f décroissante implique G < I < D, f concave implique T' < I. Plus précisément G <T <1 < D
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Q. [quadAPPLI2] La vitesse d'un corps est décrite en fonction du temps par la fonction v(t) = ¢(2 — t) pour ¢ > 0.
En utilisant la méthode des trapézes composite avec un pas h = %, estimer la distance parcourue par le corps entre
t =0et t =1. (Unités de mesure : distance en métres, temps en secondes, vitesse en métres par secondes).

2
D 0 D 3 D ! - > D = l:’ T D Autre réponse
8 2 8 3 8
Solution : s(t) = [v(t) dt

A=5(1)—s(0) = fol o(t) dt = 2 A~T =13 x (30(0)+v(3) + jv(1)) =2
Y Y
1+ 11t
31 31
4 4
! 1 1 z 0 1 1 x

2 2

DAYV DYDY D™D Fonctions de plusieurs variables & & 2 2 2 2 2 & & Q2 &

Q. [deriveel] Calculer 9, f(x,y) si f(z,y) =In(e®¥ +y).

ye™y xe™Y e™y ze® +1 ye™ +1 ye*y
| [] [ O = 0O == O

et +y e +y et +y etV +y e +y ety +y

Q. [estimer1] Soit f une fonction différentiable en (1,2) telle que f(1,2) =1, 9,f(1,2) = 2 et 9,f(1,2) = 2. Par
linéarisation f(0.5,2.25) ~7
1 3 5 .
|:| 0 - = |:| 1 |:| = D 2 D 5 |:| 3 |:| Autre réponse

2 2

Solution : f(z,y) ~ f(zo,y0) + (x — 20)0x[(x0,y0) + (Y — ¥0)0yf(z0,y0) soit encore, en notant h = = — x¢ et
kE=vy—yo, [(xo+ h,yo + k) =~ f(xo,y0) + hoz f(z0,y0) + kOy f(x0,y0). Ici h = —0.5 et k = 0.25 donc f(0.5,2.25) ~

f(1,2) =30, f(1,2) + 10, f(1,2) =1 - I x2+ 1 x2=1.
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Q. [sellel] Soit f une fonction de R? définie par f(z,y) = 22y — 23 — y2. Parmi les points suivants, lequel est un
point selle ?

L] (-1,1) L] (001 [] <2, 2) B 00 [ ] Aucune des réponses n'est correcte

3°3

Solution : {8 = f (2, y) =2y - 327 done (0,0) et (%7 %) sont les seuls points critiques.
Oy f(x,y) =22 — 2y ‘
Ope f (2,y) = —6x
Comme < 9, f(z,y) = -2 alors detH;(0,0) < 0 ainsi (0,0) est un point selle tandis que detH; (%, %) > 0 et
.LJf xz 7/ =2
% % < 0 ainsi 5 %) est un maximum.

DAV DYDYYDYDYD™Y DD DN Fonction de meilleure approximation © 2 2 2 2 2 2 Y QY D

Q. [Droite] Que vaut f(2) si f(x) = ag + aqx est la droite de meilleure approximation des points suivants ?

D -8 |:| —4 |:| 0 |:| 3 - 4 |:| 8 |:| Autre réponse

Solution : 1l s’agit de chercher o et ay solution du systéme linéaire

(nn+ 1) ZZ:O zi\ (a0 _ an:o Ui
ZL:() T Zi:() :Ef aq Zi:o ZiYi

. 5 14+24+3+4+5 ag) 0+3+10+11+16
14+24+3+4+5 12422432 4+4245° T \1x04+2x3+3x10+4x11+5x16

= a)@)-te) = ©0))-)

Donc ag = —4 et ay = 4.
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Q. [fourierMA] Que vaut a; si f(z) = agcos(2x) + o cos(3z) est la fonction de meilleure approximation des points

{(0,0), (27—1) , G%) }?

1 1 1 1
|:| 3 |:| 1 . ~1 |:| ; D —3 |:| Aucune de ces réponses n’est correcte
Solution : On doit minimiser la fonction £ définie par
E:R? 5 Ry
(g, 1) = E(ag, 1) = Z(yl — ap cos(2z;) — ay cos(3x;))?.
i=0

Pour minimiser £ on cherche ses points stationnaires. Puisque
—( )=-2 En( - 0s(2z;) — aq cos(3x;)) cos(2x;)
g, ) = zi — g cos(2x; a1 cos(3x; s(2x;) |,
Jorg 0, Q1 - 0 1

e
8&1

i

)

(z; — ag cos(2x;) — ay cos(3x;)) cos(3x;)

0

Il
<)

(a()aal) = -2
i

on obtient

0E& n
90 (@0, a1) =0 Y iz — ag cos(2x;) — aq cos(3x;)) cos(2x;) =0
{ - {Z" (zi — o cos(2z;) — vy cos(3x;)) cos(3z;) =0

;al (o, 1) =0 oz
PN S cos?(2z;) S Ocos(?xz)mb(ﬁixz) ao\ [ Yoi yicos(2x;) PN 3 0\ [(a0) (3
S cos(2z;) cos(3x;) S cos?(3z;) ar) — \Xi, i cos(3z;) 0 2)\a1)  \—3
donc o = % et a1 = —%.
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r+4dy+3z+w=1

2 z+w=1
Q. [sol] Le systéme linéaire y+zd
204+ z+ 2w =2
w=1
|:| a exactement une solution |:| n’a pas de solution
D a exactement quatre solutions
- a une infinité de solutions |:| Aucune de ces réponses n’est correcte
Solution :
r+4y+3z+tw=1 r+4y+3z+w=1
20+ z+w=1 LaLs—Ly, J2y+z4+w=1
204z 42w =2 w=1

w=1 w =

Q. [nombreM3456] Trouver un nombre de 4 chiffres sachant que
— la somme de ses chiffres est égale a 18
— la somme du chiffre des milliers, du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale & 12
— la somme du chiffre des milliers et du chiffre des centaines est égale & 7
— la somme du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 9
Que vaut le chiffre des milliers ?

[Jo []1 []2 B []4 []5 []e []7 []8

[ ]9

Solution : Soit x, y, z et w respectivement le chiffre des milliers, centaines, dizaines et unités, alors le nombre qu’on

cherche est égale & 1000z + 100y + 10z + w.

r+y+ztw= 18 r+y+z+w =18 THy+z+w =18 w=6
Lo+Ly—L,
z+y+z =12 L3Ls-L, —w = =6 LyeL, y+z =9 z=11-w=5
> —_— —
Tty =7 —z—w= —11 —z—w= —11 y:972::4
y+z =9 y+z =9 —w = —6

(© 2016-2020 G. FACCANONI
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1 5 8 0
, . 02 6 9 . .
Q. [LU] La méthode de Gauss transforme la matrice A = 0 2 9 13| enume matrice U. Quelle matrice I est
1 5 11 7
telle que LU = A7
1 0 0 0 1 0 0 0 1 58 0 1 0 0 O
01 00 0 1 0 0 0 2 6 9 02 0 O
- 01 0 1 D 0 -1 0 1 D 0 0 9 13 D 02 9 0
1 0 1 0 -1 0 -1 0 00 0 7 1 5 11 7
00 0 O 1 5 8 0 1 0 0 O 1 0 0 0
00 0 O 0 2 6 9 01 0 O 0 2 00
D 01 00 D 0 0 3 4 D 02 1 0 D 00 90
1 0 0 O 00 0 3 1 5 11 1 0 00 7
Solution : Factorisation LU de la matrice A :
1 5 8 0 22:22:821 1 58 0 T 1 5 8 0 1 5 8 0
0 2 6 9| Zicriir, |0 2 6 9| Liciiors [0 2 6 9| riers—izs [0 2 6 9
02 9 13 0 2 9 13 0 0 3 4 0 0 3 4
1 5 11 7 00 3 7 00 3 7 0 0 0 3
donc
1 0 0 0 1 5 8 0
01 00 0 2 6 9
L= 0 1 0 1 U= 0 0 3 4
1 0 1 0 0 0 0 3
) . R o 3 +y =3, o 0 . .
Q. [gsjacob] Soit le systéme linéaire 43 1 Partant de x(© = 1) au bout de 2 itérations quelle approxi-
T y = 1.
mation de la solution donne la méthode de GAUSS-SEIDEL ?
2 31 7 1 26
|:| (z) |:| <i> |:| (i) |:| <O> - (i) |:| Autre réponse
27 64 8 81
Solution :
e — o 3—
{3:L+y—3 . {L- ]Ty
r+3y=1 Y= 3"
JAcoBI
pU+1) — 3=y®
(k+1) 1—2“>
Yy = =2
donc
0 3-1 _ 2 -3 _ 8 35 _ 26
<) — (1) ) = <1§0 }> = (13,70 SO G il
3 T3 St =3 2 =
3 9 3 27

GAUSS-SEIDEL

donc

152

3 @) ==

: _ 3.~ 27
X — o6

1 -2 1

9 3 81

(© 2016-2020 G. FACCANONI



A.A. 2019-2020

QCM-1 du 1 octobre 2019 a la page 155.

Controle par équipe du 10 octobre 2019 a la page 167.
Controéle par équipe du 15 octobre 2019 a la page 171.
Controle par équipe du 24 octobre 2019 a la page 175.
QCM-2 du 25 octobre 2019 a la page 179.

Controle par équipe du 26 novembre 2019 a la page 187.
Controéle par équipe du 29 novembre 2019 a la page 191.
QCM-3 du 2 décembre 2019 a la page 197.

Controle par équipe du 5 décembre 2019 a la page 203.
Controéle par équipe du 12 décembre 2019 a la page 207
QCM-4 du 16 décembre 2019 a la page 211.

Contro6le Terminal du 19 décembre 2019 (session 1) a la page 217

Controle Terminal du 17 janvier 2020 (session 2) a la page 229

153






CHAPITRE 23

Controle Continu du 1 octobre 2019

DYDY DD D Familles libres, génératrices, bases & & & & 2 & 2 2 Q& Q

Q. [f1gb11l] Dans un espace vectoriel E de dimension n € N* toute famille génératrice a. . .

B au moins n éléments [ au plus n éléments [0 exactement n éléments

Q. [f1gb12] Dans un espace vectoriel E de dimension n € N* toute famille libre a. . .

Bl au plus n éléments [J au moins n éléments [0 exactement n éléments

Q. [f1gb31] Y¢ Parmi les familles suivantes, lesquelles constituent une base de Ry [x]?

W {lz2%} O{1-=z,1+z} O{1l-=z1+21-2%1+2%}
O{1,z} W {2z,2(z-1)} O{o01,z2*}
D{xz} O{Lz 14z} 1{0,1,z}

Solution : Une base d'un espace vectoriel est une famille libre et génératrice.

Comme dim(Rq[z]) = 3, pour qu'une famille soit libre il faut qu'elle ait au plus 3 éléments, pour qu'elle soit
génératrice il faut qu'elle ait au moins 3 éléments, donc, pour qu’elle soit une base, il faut qu'elle ait exactement 3
éléments.

Stratégie @ : parmi les familles indiquées, celles libres sont : {1,x,x2 } {1,z }, {12} {l—z,1+2},
{2,z,2(x — 1) }; grace au nombre d'éléments on conclut que seulement la premiére et la derniére famille sont
une base de Ry[z].

Stratégie @ : parmi les familles indiquées, celles génératrices de Ro[z] sont : { 1, z, 2> } {2,z,2(x—1)}
{ 1—2,1+z,1—22 1+ 22 } { 0,1, 2,22 } ; grace au nombre d'éléments on conclut que seulement les deux pre-
miéres familles sont une base de Ry[z].
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Q. [f1gb41]Yy Si F={peRyz]|p/(0)=0} alors...

0 dmF=3 .f:Vect({l—x271+x2}) W —2cF
B 7 = Vect({ 3,527 }) 1 F = Vect({1,22 }) O010+zeF

Solution : p € Ry[z] ssi il existe a,b,c € R tels que p(z) = a + bx + cx?; p'(z) = b+ 2cx et p'(0) = O ssi
b = 0. Par conséquent F = {a+ca?|a,ceR} = Vect({ 1,2% }) et —2* € F. De plus, Vect({ 1,2% }) =
Vect({ 3,522 }) = Vect({ 1 — 2%, 1+ 2% }) car

o Vect({ 1,2? }) ={a+cz?|a,ceR}

o Vect({ 3,522 }) = {3a+582* |a,B R} ={a+ca’|a,ceR}

oVect({l—x2,1+x2})={a(1—a:)—I—ﬁl—l—x |aﬁ6R} {a—|—5 (B—a)x2|a,,8€R}
Notons que dim F =2 et que 2z ¢ F et 10+ & F.

Q. [f1gb42] Yy Si F={pecRyz]|p”(1) =0} alors...

[dmF=3 O F = Vect({ 1 -2 1+a?}) O -a2?eF
B F = Vect({ 3,5z }) W F=Vect({l—z,14+2}) W 10+zeF

Solution : p € Ry[z] ssi il existe a,b,c € R tels que p(x) = a + bz + cz?; p’(x) = 2c et p’(1) = 0 ssi ¢ = 0. Par
conséquent F = {a+bx |a,b € R} = Vect({1,2}) et 10+ z € F. De plus, Vect({ 1,2 }) = Vect({ 3,5z }) =
Vect({1l—z,1+2}) car

o Vect({l,z})={a+bx|abeR}

e Vect({3,52}) ={3a+5pz|a,feR}={a+bx|a,beR}

e Vect({l—=z,142})={al-2)+8(1+2)|a,feR}={(a+p)+(B—-—a)x|a,F €R}
Notons que dim F =2 et que —22 ¢ Fet 1 — +22 ¢ F.

Q. [f1gb51] Yy Sip(z) = 18 — 11z + 22 alors. ..

W coord(p, { 1,z,2? }) = (18,-11,1) M coord(p, {1,z —2,(x — 2)( -9
W coord(p, { 2,2 — 2, (z — 2) }=1(0,-7,1) MW coord(p, { 18,11z,2? }) =

g

) =1(0,0,1)
)

,_n
— =

Solution : coord(p, { u,v,w }) = (a,b,c) ssi p(x) = au(x) + bv(x) + cw(x) pour tout z € R :
18-1—11-x+1-2% =18 — 11z + 2% = p(2)
0-(=2) —7-(x—2)+1-(x—2) :(x—2)( T+z— 2): (- 2)(x - 9) = pla)
)

0-140-(x—2)+1-(z—2)(x —9)—(96—2)( 9) =p(x
1-18—1-1laz+1-2% =18 — 11z + 2% = p(x)

VDIV IINDDND™IIND™INDYD Calcul matriciel & 2 2 2 2 2 2 2 2 2™

156 (© 2016-2020 G. FACCANONI



Mis & jour le Mercredi 31 mai 2023 Chapitre 23 Controle Continu du 1 octobre 2019

Q. [cm21 ¢ Pour quelle(s) valeur(s) de x € R la matrice A = ro 8 est singuliére (i.e. non inversible) ?
8 kK

B <=8 B <=-8 ] k=82 0 x=—8 0 k=0 O k=1

Solution : det(A) = k% — 8% = (k — 8)(k +8) = 0 ssi k = £8

1
Q. [cm31] Quel est le rang de la matrice B = | 2
4

o = =

2
1] aveck € R?
2

] o a1 H 2 ] 3 ] 4 [ Le rang dépend de &
Solution : Sans faire de calcul on peut déja affirmer que 1 < rg(B) < 3. Comme det(B) = 0 (sans faire de calcul, il

suffit de remarquer que Ly = 2L5), alors rg(B) < 2. Comme det G ?) = —3 # 0, on conclut que rg(B) = 2.

1 0 0 0 1
01 001

Q. [cm41] Que vaut le déterminant de la matriceC= [0 0 1 0 1|7
00011
1 1 1 16

H 2 O 3 O 4 O 5 a1 1 6 [0 Autre réponse

1000 1 1000 0
0100 1 0100 0

Solution : det |0 0 1 0 1| @G O=%=C% 1y g 1 0 0 | =2
000 1 1 0001 0
11116 0000 6-4

DYDY D DY DD Systémes linéaires ® D D DV DA DV DAV DAYV D

Q. [def]ﬂ? Parmi les équations suivantes, cocher celles linéaires en z, vy, 2 :

Wz=y==2 Oa®+y3+22=4 [ sin(z) + sin(y) + sin(z) = 2
W o’z +b%y = c? avec a,b,c € R Jrz=yety+#=z OVrt+y+z=az+y+=z
W+ In(n)y+V/r2=2 (] axyz=26 Ozl =1
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T+y+z=3
Q. [syst1] Siz,y,z sont solution du systéme linéaire ¢ 2x +y — 2z = 1, que vaut x — z 7
—r+y+3z=3,
1 1 3 )
W 0 O 5 O —5 a1 | 3 ] Autre réponse :
Solution :
r+y+z=a LotLy—2L, r+y+z=a r+y+z=a
2r+y—2=10 Lo lothn , —y—32z=b—2a Lo Latala, —y—3z=b—2a
—r4+y+3z=c 2u+4z=c+a —2z=c+2b—3a
_3 1
z=35a—b—3c ‘e
- y:—%a—i—Zb—&—%c == r—z= 5

r=2a—-b—c

Q. [nombreM3456] Trouver un nombre de 4 chiffres sachant que
e la somme de ses chiffres est égale a 18
e la somme du chiffre des milliers, du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 12

e la somme du chiffre des milliers et du chiffre des centaines est égale a 7
e la somme du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale & 9
Que vaut le chiffre des milliers ?

Jo 01 12 | 4 5 16 07 18 9

Solution : Soit x, y, z et w respectivement le chiffre des milliers, centaines, dizaines et unités, alors le nombre qu'on
cherche est égale a 10002 + 100y + 10z + w. Si on utilise la méthode de Gauss on trouve

r+y+z+w= 18 r4y+z+w =18 r4y+ztw =18 w=6
Ly+Ly—Ly

x+y+z =12 Li«Ls—L; —w = —6 LoeLy y+z =9 z=11-w=5
AN ANt =

T4y =7 —z—w= —11 —z—w= —11 y=9—2=4

Sinon, il suffit de remarquer que

-1
rhytzrw=18 18- 12-¢
r+y+z=12
rryte=12 o 75
r+y="7
rhyte=12 19 g-3
y+z2z=9

et pour finiry=9—2=9-5=4.
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Q. [nombreC3456] Trouver un nombre de 4 chiffres sachant que

e la somme de ses chiffres est égale a 18
e la somme du chiffre des milliers, du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 12

e la somme du chiffre des milliers et du chiffre des centaines est égale a 7
e la somme du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 9
Que vaut le chiffre des centaines ?

o o1 ]2 3 4 5 16 [ ]38 J9

Solution : Soit x, y, z et w respectivement le chiffre des milliers, centaines, dizaines et unités, alors le nombre qu'on
cherche est égale a 1000z + 100y + 10z + w. Si on utilise la méthode de Gauss on trouve

T+y+z+w= 18 T+y+z+w =18 r+y+z+w =18 w=6
Lo Ly—Ly
r+y+z =12 Li«ILs—1L, —w = —6 LyoLs y+z =9 z=11—-w=25
Tty =7 —z—w= —11 —z—w=—11 y=9—2=4
ytz =9 yrz =9 —w =6 r=18—y—z-w=3

Sinon, il suffit de remarquer que

r+y+z+w=18
r+y+z=12

= w=18-12=6

r+y+z=12
r+y="7

= z=12-7=35

r+y+z=12
y+z2=9

= x=12-9=3

—N— ——

et pour finiry =9—2=9-5=4.
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Q. [nombreD3456] Trouver un nombre de 4 chiffres sachant que
e la somme de ses chiffres est égale a 18
e la somme du chiffre des milliers, du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 12
e la somme du chiffre des milliers et du chiffre des centaines est égale a 7
e la somme du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 9
Que vaut le chiffre des dizaines?

Jo 01 12 13 4 H>5 16 07 18 9

Solution : Soit x, y, z et w respectivement le chiffre des milliers, centaines, dizaines et unités, alors le nombre qu'on
cherche est égale a 10002 + 100y + 10z + w. Si on utilise la méthode de Gauss on trouve

T+y+z+w= 18 TH+y+z+w =18 T+y+z+w =18 w=06
Lo+—Lo—Ly
r+y+z =12 LieLs—L, —wW = —6 Lol y+z =9 z=11-w=5
R A i N =2, —
T4y =7 —z—w= —11 —z—w= —11 y=9—2=4
y+z =9 y+z =9 w =—6 r=18—y—z—w=3

Sinon, il suffit de remarquer que

-1

vrytarw=18 L 1s—12=6
r+y+z=12

—12
vy — 2=12-7=5
r+y="7
vhyte=12 993
y+z=9

et pour finiry =9—2=9—-5=4.

Q. [nombreU3456] Trouver un nombre de 4 chiffres sachant que
e la somme de ses chiffres est égale a 18
e la somme du chiffre des milliers, du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 12
e la somme du chiffre des milliers et du chiffre des centaines est égale a 7
e la somme du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 9
Que vaut le chiffre des unités?

o 01 2 3 4 5 M6 ar s J9

Solution : Soit x, y, z et w respectivement le chiffre des milliers, centaines, dizaines et unités, alors le nombre qu'on
cherche est égale a 10002 + 100y + 10z + w. Si on utilise la méthode de Gauss on trouve

r+y+z+w= 18 r4y+z+w =18 r4y+z+w =18 w =06
Lo+La—ILs
rxtyt+z =12 Li+Ls—L —w = —6 Lyl y+z =9 z=11-w=5
B S = =
x+y =7 —z—w= —11 —z—w= —11 y=9—2z=4
y+z =9 y+z =9 w=-6 r=18—-y—z—w=3

Sinon, il suffit de remarquer que

=1

rT+y+zt+w 8 e w—18—12—6
r+y+z=12
rhyte=12 1 7o
r+y="7

=12

vyt — 2=12-9=3
y+z=9

et pour finiry=9—2=9—-5=4.
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Q. [nombreM2019] Trouver un nombre de 4 chiffres sachant que
e la somme de ses chiffres est égale a 12
e la somme du chiffre des milliers, du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale & 3
e la somme du chiffre des milliers et du chiffre des centaines est égale a 2
e la somme du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 1
Que vaut le chiffre des milliers ?

Jo 1 N2 3 14 ) 6 a7 s o9

Solution : Soit x, y, z et w respectivement le chiffre des milliers, centaines, dizaines et unités, alors le nombre qu'on
cherche est égale & 1000z + 100y + 10z + w. Si on utilise la méthode de Gauss on trouve

r+y+z+w= 12 r+y+ztw =12 r+y+ztw =12 w =9
Lo+ Ly—L,
r+yt+z =3 LycLs—1I —w =—=9 Lol y+z =1 z=10—w=1
—_ e =
T4y =2 —z—w= —10 —z—w= —10 y=1—2=0
y+z =1 y+z =1 w = -9 r=12—y—z—w=2

Sinon, il suffit de remarquer que

=12
Trytztw — w=12-3=9
T+y+z=3
z+y+z=3 . L_3_9-1
z+y=2
THYTE=S 3 19
y+z=1

et pour finry=1—2=1-1=0.

Q. [nombreC2019] Trouver un nombre de 4 chiffres sachant que
e la somme de ses chiffres est égale a 12
e la somme du chiffre des milliers, du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale & 3
e la somme du chiffre des milliers et du chiffre des centaines est égale a 2
e la somme du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 1
Que vaut le chiffre des centaines ?

| 0] 1 ]2 I3 04 5 e ar 8 9

Solution : Soit x, y, z et w respectivement le chiffre des milliers, centaines, dizaines et unités, alors le nombre qu'on
cherche est égale a 10002 + 100y + 10z + w. Si on utilise la méthode de Gauss on trouve

r+y+z+w= 12 r+y+z+w =12 r+y+z+w =12 w =9
Lo+Lo—1ILs
r+y+z =3 Ls+Ls—Ly —w =—9 LyoL, y+z =1 z=10—w=1
S = ==
T4y =2 —z—w= —10 —z—w= —10 y=1—2=0
y+z =1 y+z =1 w = -9 r=12—y—z—w=2

Sinon, il suffit de remarquer que

=12

r+yt+ztw e w—12-3—9
T+y+z=3
S S S S
z+y=2
Ty +e=3 = r=3-1=2
y+z=1

et pour finiry=1—2=1-1=0.

(© 2016-2020 G. FACCANONI 161



Chapitre 23 Contréle Continu du 1 octobre 2019 Mis  jour le Mercredi 31 mai 2023

Q. [nombreD2019] Trouver un nombre de 4 chiffres sachant que
e la somme de ses chiffres est égale a 12
e la somme du chiffre des milliers, du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 3
e la somme du chiffre des milliers et du chiffre des centaines est égale a 2
e la somme du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 1
Que vaut le chiffre des dizaines?

o |t a2 a3 4 s e a7 s o9

Solution : Soit x, y, z et w respectivement le chiffre des milliers, centaines, dizaines et unités, alors le nombre qu'on
cherche est égale & 1000z + 100y + 10z + w. Si on utilise la méthode de Gauss on trouve

+y+z+w= 12 rHy+ztw =12 r+yt+z+w =12 w=9
Lo<—La—L,
x+y+z =3 LicL3—L; —w = =9 Lol y+z =1 z=10—w=1
T S =
Tty =2 —z—w= —10 —z—w= —10 y=1-2=0
y+z =1 y+z =1 w=-9 r=12—-y—z—w=2

Sinon, il suffit de remarquer que

=12

vyt Erw — w=12-3=9
r+y+z=3
rRYFE=S 3 9o
r+y=2
T+y+z=3

— rx=3-1=2
y+z=1

et pour finiry=1—2=1—-1=0.

Q. [nombreU2019] Trouver un nombre de 4 chiffres sachant que
e la somme de ses chiffres est égale a 12
e la somme du chiffre des milliers, du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 3
e la somme du chiffre des milliers et du chiffre des centaines est égale a 2
e la somme du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 1
Que vaut le chiffre des unités?

1o 1 12 a3 4 s e Oarv s | ]

Solution : Soit , y, z et w respectivement le chiffre des milliers, centaines, dizaines et unités, alors le nombre qu’on
cherche est égale a 10002 4+ 100y + 10z + w. Si on utilise la méthode de Gauss on trouve

rHy+zt+w= 12 rHy+z+w =12 Ty+z+w =12 w=9
Lo<+Lo—L
T+y+z =3 Li«L3;—L; —w = —9 Lyoly y+z =1 z=10—w=1
Rl A 5 A =
T4y =2 —z—w=—10 —z—w= —10 y=1-2=0
y+z =1 y+z =1 w =—9 r=12—y—z—w=2

Sinon, il suffit de remarquer que

x 41 =12
rryTetw — w=12-3=9
T+y+z=3
r+y+z=3
— z2=3-2=1
r+y=2
r+y+z=3
— r=3-1=2
y+z=1
et pour finry=1—2=1—-1=0.
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Chapitre 23 Contréle Continu du 1 octobre 2019

Q. [nombreM1978] Trouver un nombre de 4 chiffres sachant que

e la somme de ses chiffres est égale a 25

e la somme du chiffre des milliers, du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale & 17
e la somme du chiffre des milliers et du chiffre des centaines est égale a 10
e la somme du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 16

Que vaut le chiffre des milliers ?

0o ! 02 3 14

Solution : Soit x, y, z et w respectivement le chiffre des milliers, centaines, dizaines et unités, alors le nombre qu’on
cherche est égale a 1000z + 100y + 10z + w. Si on utilise la méthode de Gauss on trouve

) e

r+y+ztw= 25 z+y+zt+w =25 TH+y+z+w =25
Lo«Ly—1Ly

rHy+z =17 LacLs-L —w =—8 Lyl y+z =16

Tty =10 —z—w= —15 ’ —z—w= —15

y+z =16 y+z =16 —w = —8

Sinon, il suffit de remarquer que
z+y+z+w=25
z+y+2z=17

z+y+2z=17
z+y=10

z+y+2z=17
y+z=16

et pour finiry=16—2=16—-7=29.

== w=25-17=38

== 2z=17-10=7

Q. [nombreC1978] Trouver un nombre de 4 chiffres sachant que

e la somme de ses chiffres est égale a 25

s o9

w =38
z=15—-w="7
y=16—-2=9

r=20—-—y—z—w=1

e la somme du chiffre des milliers, du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 17

e la somme du chiffre des milliers et du chiffre de:

s centaines est égale a 10

e la somme du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 16

Que vaut le chiffre des centaines?

o 1 12 a3 14

Solution : Soit x, y, z et w respectivement le chiffre des milliers, centaines, dizaines et unités, alors le nombre qu’'on
cherche est égale a 10002 + 100y + 10z + w. Si on utilise la méthode de Gauss on trouve

r+y+z+w= 25 rHytztw =25
Lo<+Lo—1Ly

z+y+z =17 LieLi—L —w = —8

T+y =10 —z—w= —15

y+z =16 y+z =16

Sinon, il suffit de remarquer que

r+y+z+w=25

{x—i—y—i—z-l?

r4+y+z=17
z+y=10

r4+y+z=17
y+2=16

et pour finiry=16—2=16—-7=29.
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z+y+z+w =25

M y+z =16
—z—w= —15
—w = —8

— w=2-17=8

= 2=17T-10=7

— rz=17-16=1

s mo

w=3~8
z=15—-w=7
y=106—-2=9

r=20—y—z—w=1
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Q. [nombreD1978] Trouver un nombre de 4 chiffres sachant que
e la somme de ses chiffres est égale a 25
e la somme du chiffre des milliers, du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 17
e la somme du chiffre des milliers et du chiffre des centaines est égale a 10
e la somme du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 16
Que vaut le chiffre des dizaines?

o 01 a2 a3 4 s e H7 s o9

Solution : Soit x, y, z et w respectivement le chiffre des milliers, centaines, dizaines et unités, alors le nombre qu'on
cherche est égale & 1000z + 100y + 10z + w. Si on utilise la méthode de Gauss on trouve

z+y+z+w= 25 rty+zHw =25 r+y+ztw =25 w=8
Lo<—La—L,

rty+z =17 LiLs—L; —w = —8 Lol y+z =16 z=16-w="7
Rl 2% L =

Tty =10 —z—w= —15 —z—w= —15 y=16—-—2=9

Sinon, il suffit de remarquer que

—9
{wﬂﬁzﬂu o w=95-17=8

z+y+z2=17

=1
ehyte=1T L r_10=7
r+y=10

=1
ehyte=1T 7 1621
y+z=16

et pour finiry =16—2=16—-7=29.
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Chapitre 23 Contréle Continu du 1 octobre 2019

Q. [nombreU1978] Trouver un nombre de 4 chiffres sachant que
e la somme de ses chiffres est égale a 25

e la somme du chiffre des milliers, du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale & 17
e la somme du chiffre des milliers et du chiffre des centaines est égale a 10

e la somme du chiffre des centaines et du chiffre des dizaines est égale a 16
Que vaut le chiffre des unités?
Jo 1 12 13 14 15 16 a7 N3 19

Solution : Soit x, y, z et w respectivement le chiffre des milliers, centaines, d

izaines et unités, alors le nombre qu'on

cherche est égale a 1000z + 100y + 10z + w. Si on utilise la méthode de Gauss on trouve

r+y+ztw= 25 r+y+ztw =25 ry+zHw =25 w=38
Lo+ Ly—Ly

r+y+z =17 Li<Li—L) —w = —8 Lyl y+z =16 z=15-w="7
T mE =

T4y =10 —z—w= —15 —z—w= —15 y=16—-—2=9

Sinon, il suffit de remarquer que

z+y+z+w=25
z+y+2z=17

{

=1
Tyt =17 2=17-10=7
z+y=10
-1
rhy+ =17 16=1

{

et pour finiry =16—2=16—-7=29.

y+z=16

z+2y+z+w=1
20+ z4+w=1
204z 42w =2

w=0

Q. [s0lCT] Le systéme linéaire

[J a exactement une solution [J a une infinité de solutions

[ a exactement quatre solutions W n’a pas de solution

Solution :

r+2y+z+w=1

== w=25-17=38

[J Aucune de ces réponses n’est
correcte

r4+2y+z4+w=1

204+ z4+w=1 Li—Ls—Ls J2y+z4+w=1
ST
204+ 242w =2 w=1

(© 2016-2020 G. FACCANONI
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r+2y+z4+w=1

2 =1
Q. [solCR] Le systéme linéaire ytetw
20+ 242w =2
w=1
[J a exactement une solution B 2 une infinité de solutions [ Aucune de ces réponses n’est
[ a exactement quatre solutions [ n’a pas de solution correcte
Solution :
r4+2y+z+w=1 z+2y+z+w=1
204+ z+w=1 Ls<Ls—Ls J2y+z+w=1
204z 42w =2 w=1
w=1 w=1

Q. [param] Quelle relation a, b, ¢ doivent-ils satisfaire pour que le systéme linéaire suivant ait des solutions ?

20 —4y+ 10z = a Woe=0b+c Jda=b=c=1
dr —b5y+8z=1> Oec=T7a+b [ Va,b,ceR
2 +y+2z=c da+b+c=0 [ Autre réponse
Solution :
20 — 4y + 10z =a Lo« Ly—2L, 20 —4y+ 10z =a 20 — 4y + 10z =a
Ar — 5y 4+ 8z =0  flethi, ey g9, —p2¢ et e 19, —p -2
—2x+y+2z=c —3y+12z=a+c O0=—-a+b+c

Sia#b+cil n'y a pas de solution, si a = b+ c il y a une infinité de solutions.
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CHAPITRE 24

Controle par équipe du 10 octobre 2019 :
interpolation

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est interdit.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

* % o ot

Soit les points

y=p

y=v(x)

=

# Exercice 24.1 (Interpolation polynomiale)
1. Sans faire de calcul, indiquer quel est le degré maximal du polyn6me qui interpole ces points.

2. Ecrire dans la base canonique de R, [x] le polynéme p qui interpole ces points (on utilisera la méthode de Gauss
ou de Gauss-Jordan pour la résolution du systéme linéaire). Indiquer comment vérifier |'exactitude de la solution
obtenue.

3. Ecrire dans la base de Lagrange de R, [x] le polynome p qui interpole ces points.

4. Ecrire la base de Newton de R,,[x] associée a ces points, écrire le tableau des différences divisées, en déduire les
coordonnées du polynéme qui interpole ces points dans la base de Newton.

5. Sans utiliser les méthodes précédentes, comment peut-on écrire directement le polyndme qui interpole ces
points?

6. Ecrire 'équation de la spline linéaire qui interpole ces points.

Correction
1. On a4 points donc on cherchera un polynéme de degré au plus 3.
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2. Soit€ ={1,x, x%, %8 } la base canonique de R [x]. Soient (a, b, ¢, d) = coord(p, €) les coordonnées de p dans la base

168

% . Elles sont solution du systeme linéaire

a+bx0+cx0?+dx03=2
a+bx2+cx22+dx23=0
a+bx4+cx4?>+dx43=0
a+bx6+cx62+dx63=2

Résolvons-le par la méthode de Gauss

Lo—L>—L

1 0 O 0 2 Lg(_Li_Li 1 0 O 0 2 Ly Ls—2L, 1 0 O 0 2
1 2 4 8 0 | Ly—L,-L; 0 2 4 8 —2 | Ly—L4-3L, 0 2 4 8 -2
1 4 16 64 |0 0 4 16 64 | -2 0 0 8 48 | 2
1 6 36 216 |2 0 6 36 216 | O 0 0 24 192 | 6

1 00 02 d=0

1

Ly—L4—3L3 0 2 4 8 |-2 c=3

008 48| 2 [~ Jp=-3

0 0 0 48| 0 =2

On a coord(p,€) = {2,—%,%,0} donc p(x) =2- %x+ ixz.

On vérifie aisément que

p0) =2,
p2) =0,
p@) =0,
p(6) =2.

Soit &£ ={Ly,L;, Ly, L3} labase de Lagrange de R3[x] associée aux points donnés. Les coordonnées de p dans la base
% sont tout simplement coord(p, £) = (2,0,0,2). Pour écrire p il est inutile de calculer L; et Ly, il reste a calculer Ly et
L3 :

C(x-2)(x-)(x-6)  (x—2)(x—4)(x—6) ) = (x-0)(x-2)(x—-4) x(x—2)(x—4)
T 0-20-40-6) —48 ' T 6-06-2)6-4) 48 ’

Lo(x)

donc p(x) =2Lo(x) +2L3(x) = 57 (x— (x—6)) (x —2)(x —4) = 1 (x = 2) (x —4).

La base de Newton de R3[x] associée a ces points est A = {w, w1, w2, w3} ol w; s'écrit

wo(x)=1

w(xX)=x-0=x

w2(x)=(x-0)(x—2) =x(x—2)
w3(x)=(x-0)(x—-2)(x—4) =x(x—-2)(x—4)

Le tableau des différences divisées est

i xi || yi | flxicnxd | flxi—z, xic,xi) | flxizs, ..., x]

N
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On a coord(p,.#) ={2,-1,1,0} donc

8—4x+x(x—-2) 8-6x+x°

1
p(x):2—x+zx(x—2): 2 1

5. Puisque p(2) = p(4) =0 le polynéme s’écrit p(x) = (x —2)(x —4)g(x) avec g(x) un polynome de degré au plus 1, i.e.
q(x) = ax+b. Comme p(0) =2 alors 2 =8b ainsi b = 41. Il reste a exploiter la condition p(6) =2 donc 2 = 8(6a + b) par
conséquente a = 0.

6. Une spline linéaire est une fonction affine par morceaux (i.e., les points a interpoler — une fois ordonnés selon les x
croissants — sont reliés par des segments) :

o

-2

m(x—2)+0 sid=<=x<2, 2—x si0sx<2,
s(x)=40 si2<x<4,=<40 si2<x<4,
E0(x-4)+0 sid<x=<6 x—4 sid<x<6

# Exercice 24.2 (Interpolation non polynomiale)
Interpoler I'ensemble de points donné dans I'espace vectoriel V[x] engendré par la base

{cos(nx),cos (gx) ,cos(%x) ,COS (gx) }

Rappel des valeurs remarquables des fonctions cosinus et sinus en fonction de 'angle :

1z
6 g

Correction
On cherche v(x) = acos(mx) + beos (5 x) + ccos (Fx) + dcos(%x) tel que v(0) = 2, v(2) = v(4) = 0 et v(6) = 2. On cherche
donc a, b, c et d tels que

a+b+c+d=2

a-b+3d=0
a+b—c—%d:O
a-b-d=2

Résolvons-le par la méthode de Gauss

1 1 1 1|2\, [ 1 1 1 1|2 1 1 1 1 ]2 d=-14
Ly—L3-L
1 -1 0 % 0 Lzeljfﬁ 0o -2 -1 —% =2 | Ly—Ls-Lp 0 -2 -1 —% -2 c=2
_— fr—
1 3 3 =1
1 1 -1 -510 0 0 -2 -5 |-2 0 0 -2 —5|-2 b=3
1 -1 0 -1]2 0 -2 -1 2|0 00 0 -3|2 a=1

. . _ 1 T big 4 b4
On obtient la fonction v(x) = cos(mx) + 3 cos (5 x) +2cos (F x) — 5 cos (£ x).
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CHAPITRE 25

Controle par équipe du 15 octobre 2019 : formules de
quadrature

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est interdit.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S

¢ Exercice 25.1

1. Avec un argument géométrique montrer que, pour x > 0,
1 x+1 1 1
L [Tlacl
x+1 X t X
2. En déduire que, pour x >0,

1 1 1
—<ln(1+—)<—.
x+1 X X

Correction
1.
1 x+1 1
—— = Aire rectangle droite < f —dr < Airerectangle gauche = —
x+1 X t X
\ \
x  x+1 !t x  x+1t
2. +1
x+] x+1 1
f —dr= [ln(l‘)]frl =In(x+1)-In(x) =ln(—) =ln(1+—
X t X X
donc
1 1 1
e <ln(1+—) <-.
x+1 X X
# Exercice 25.2

On considere 'intégrale

2
I=f In(x) dx.
1
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1. Calculer la valeur exacte de I.

2. Evaluer numériquement cette intégrale par la méthode des trapézes composite avec m = 2 sous-intervalles et
comparer le résultat ainsi obtenu avec la valeur exacte.

3. Pourquoi la valeur numérique est-elle inférieure a la valeur exacte? Est-ce vrai quel que soit m? (Justifier la
réponse.)

Correction
1. Une primitive de In(x) est F(x) = x(In(x) — 1). ' La valeur exacte est alors

I=[x(n(x)-D]*=2 =2In2) - 1.

x=1"

2. Laméthode des trapézes composite a m + 1 points (m sous-intervalles) pour calculer I'intégrale d'une fonction f sur
I'intervalle [a, b] s’écrit

b—a
e

b m—1
/f(t)dt:h(%f(a)+Zf(a+ih)+%f(b)) avec h =
a

i=1
Iciona f(x) =In(x),a=1,b=2, m=2dou h= % et on obtient

3
2

3 1 1
—) + —ln(Z)) =— (ln
2 2 2

3. Lavaleur numérique obtenue est inférieure a celle exacte quelque soit le pas & choisi car la fonction f est concave, ce
qui signifie qu'une corde définie par deux points de la courbe y = In(x) sera toujours en-dessous de la courbe, donc
l'aire sous les trapezes sera inférieure a I'aire exacte.

1(1 1 1 1 1
I—T_E(Ef(1)+f )+§f(2))—5(1n 1+5)+§ln(2))

y

1
0.5+
0L+

051152 % |

# Exercice 25.3

1. Calculer la valeur exacte de E = flzf(x) dx avec f(x) = (x— 1)2+1.

2. Calculer une valeur approchée de E avec la méthode
* des rectangles a gauche composite avec 2 sous-intervalles (on notera G cette valeur),
* des rectangles a droite composite avec 2 sous-intervalles (on notera D cette valeur),
* des trapezes composite avec 2 sous-intervalles (on notera T cette valeur).

3. Onremarque que G < E, D > E et T > E. Est-ce vrai quelque soit le nombre de sous-intervalles qu’'on prend?

Justifier la réponse. (On pourra s’aider par un dessin.)

Correction , , o2

Une primitive de f(x) =1+ (x—1)* =x* - 2x+2est F(x) = & —x*+2xdonc E= | % — x* +2x = 2.
xX=

Onaa=1,b=2etm=2donch= b;m“ =1.

el 1(, 5
G=h} f(a+ih):—(1+—
i=0 2 4

1

f(a+(i+1)h):% 8

-
D=h},

i=0

1 m—1 1
T:h(gf(a)+ > f(a+ih)+5f(b)) =
i=1

Z 42
4

5 )13

1. Par partie:

1
fln(x)~ 1 de=In(x)- x —f — - x de=xIn(x)—x+c=x(Inx)-1)+C
— —— X =~
u v u v ~—~ v
u/
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2 2 = 2
1.5+ 1.5+ Y 1.5+
1 1 1
115 2 1152 1152

* G < E car la fonction est croissante (ce qui signifie que f(x;) < f(x;4+1) donc I'aire des rectangles sera inférieure a 'aire
exacte);

= D > E car la fonction est croissante (ce qui signifie que f(x;) < f(x;+1) donc I'aire des rectangles sera supérieure a
I'aire exacte);

*= T > E car la fonction est convexe (ce qui signifie qu'une corde définie par deux points de la courbe y = f(x) sera
toujours au-dessus de la courbe donc I'aire sous les trapezes sera supérieure a I'aire exacte).
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CHAPITRE 26

Controle par équipe du 24 octobre 2019 : EDO

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est interdit.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu

compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S S 3

# Exercice 26.1 (Utilisation d’'un schéma numérique)
Soit le probléeme de Cauchy

Y@ =t—y), te[l;2]
y1) =1,

On subdivise I'intervalle [1;2] en 2 intervalles de largeur h = % avec tp=1, t; = % et f, = 2. Pour chaque nceud ¢,
on note y, = y(t,) la solution exacte évaluée en t, et on cherche la valeur inconnue u, qui approche la valeur
exacte y, ; 'ensemble des valeurs { yo, y1,... } représente la solution exacte discréte tandis que I'ensemble des valeurs
{uo = yo,w1,...} représente la solution numérique.

Comparer les valeurs de la solution exacte et des solutions approchées obtenues avec les schémas vus en cours en
complétant le tableau suivant :

=1 n=15 =2

Yo= V1= Vo= — Solution exacte

Up = U = Up = — Solution approchée par Euler Explicite
Up = up = Up = — Solution approchée par Euler Implicite
Up = U = Uy = — Solution approchée par Euler Modifié
Up = U = Uy = — Solution approchée par Trapeze

Up = U = Up = — Solution approchée par Heun

Correction

= Exacte LEDO est linéaire avec a(t) =1, b(t) =1, g(t) = ¢. En utilisant la notation du polycopié nous avons

A(t):f@dt:fMt:t, B(t):f@em” dt:fte‘dt:(t—l)e‘
a(r) a(r)

donc y(1) = ce'+t—1.En prenant en compte la condition initiale on trouve 1 = y(1) = c/e ainsi c = e et y(t) =
f—1+el L

= EULER Explicite

{ up = y(t) = yo, donc { up =1,

Ups1 = Up + ho(ty, uy) Ups1 =Up+h(ty—uy) = A -hu,+ ht,

Ontrouve ug=1,u; =(1-3)x1+3xl=letup=(1-3)x1+3x3 =3
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*» EULER Implicite

Uung = o) = , Uug = ].,
0=y(to) = o done 4 10
Unp+1 = un+h(P(tn+1» Up+1) Up+1 = Up + h(tpe1 — Uns1)

Pour calculer la solution approchée, on doit en théorie résoudre une équation non linéaire a chaque pas. Cependant,
puisque 'EDO est linéaire, cette méthode implicite peut étre rendue explicite par un calcul élémentaire :

Uy +hiy
Ups1 = Up+ h(tpe1 —Upy1) = Upp = ——
1+h
donc
up =1,
up+ht,
Upsl = n1+hn+l .
Ontrouve ug=1,u1=5(1+3x3)=Letup=%(5+3x2)=%
= EULER Modifié
up = y(to) = yo, up = y(to) = yo,
_ _ 1 1
Un+1/2 = un‘*‘%(ﬂ(tn;un); donc { Up+1/2 = un"‘z(tn_un):%un"‘ztnr
h = h_ -~ 1 1_3 1 5 3 1
Un+1 = un+h(/7(tn+§yun+1/2) Un+1 = un+h(tn+z_un+1/2) = un+§(tn+z_zun_ztn) =gUntglhhtg
On trouve ug =1, uy = % et uy = %.

* Trapeze ou CRANK-NICOLSON
up = y(%) = Yo,
Upt1 = Up + %‘P(tn’ Up) + g(ﬂ(tnﬂ» Un+1)
donc
up = y(to) = yo,
_ hee _ h _ =h _h h _h
Une1 = Un+ 5 (Tn—Up) + 5 Uns1 — Uns)) = h+ (1= 5 | Uup+ 5 (Tn + tne1) — 5 Un+1

Pour calculer la solution approchée, on doit en théorie résoudre une équation non linéaire a chaque pas. Cependant,
puisque 'EDO est linéaire, cette méthode implicite peut étre rendue explicite par un calcul élémentaire :

(1 - %) Un+ g(tn +1pt1)

h h h
Upr1=h+|1- > Up + E(tn + 1) — Eun+l — Up+1 =

h
1+3
donc
up =1,
h h
_(Yurbenty  tuslen+d  Buslnel s o L
Unp+1 = 1+42 - 2 - 5 =S5Unt5ht 1
2 1 1
— _1 _34
On trouve up =1, uy = {5 et uz = 5.

* HEUN
up = y(f) = Yo,
Un+1 = Up + ho(ty, up),
Upt1 = Up + g‘l’(tn» Un) + g(l)(tn+1y Un+1)
donc
Uop =0,
lp+1 = Up+ Aty —up) = (1 — W uy + hty,
Up+1 = un"‘g(tn_un)"‘%(tm—l_ﬂn+l):(1_h+ %2) un"'(h_h;) tn+h72
On trouve ug =1, uy = % et up = %.
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=1 n=15 lh=2

yo=1 y1=05-e9° yo=1-e! — Solution exacte

up=1 up=1 Up = % — Solution approchée Euler Explicite
up=1 Uy = % Up = % — Solution approchée Euler Implicite
up=1 U = % Uy = % — Solution approchée Euler Modifié
up=1 U = % Up = g—g — Solution approchée Trapeze

up=1 u = % Uy = % — Solution approchée Heun

4 Exercice 26.2 (Modélisation)

Supposons qu'une quantité y = y(t) décroit a une vitesse proportionnelle au carré de la quantité présente. De plus,
supposons qu’a I'instant ¢ = 0 la quantité présente est yo > 0. Ecrire le probléme de Cauchy associé a cette description
et le résoudre.

Correction
Soit a > 0, alors

y'(1) = —ay* (),
y(0) =y0>0.

Il s’agit d'une EDO a variables séparables. La fonction y(f) = 0 pour tout ¢ est solution de 'EDO mais elle ne vérifie pas la CI.
Toute autre solution de 'EDO sera non nulle et se trouve formellement comme suit :

yl(t):—a = fy’zdy:—afldt = —yl=—at-¢c = y)= ! ceR
y2(1) at+c’ '
En imposant la CI on obtient ¢ = 1/yy d’ou 'unique solution du probleme de Cauchy: y(#) = %
ayo

¢ Exercice 26.3

Considérons le probleme de CAUCHY

trouver une fonction y: I c R — R définie sur un intervalle I = [fy, T telle que

{ y(t) =@t y1), Viel=I[f,T],
y(to) = yo,

avec yp une valeur donnée et supposons que I'on ait montré I'existence et I'unicité d’'une solution y pour ¢ € I. On

subdivise I'intervalle I = [#; T] en N intervalles [¢,; t;+1] de largeur h = 0 avec th=ty+nhpourn=0,1,2,...,N.

Pour chaque nceud £, on note y, = y(t,) et on cherche la valeur inconnue u;, qui approche la valeur exacte y,,.
Si nous intégrons I'EDO y'(¢) = ¢(t, y(1)) entre f,_» et t,1 nous obtenons

In+1

J/n+1_J’n—2=f o(t,y(1)dt.

tp—2

1. Ecrire le polyndome p interpolant ¢ en t, et t,,_1.

2. Utiliser ce polynome pour approcher I'intégrale

tn+1
ﬁ @(t,y(1) dt.

n—2

NB On interpole en 7,,_; et t;, mais on intégre sur [£,_2; ;,11].

3. En déduire un schéma explicite pour I'approximation de la solution du probleme de CAUCHY (attention a bien
initialiser la suite définie par récurrence pour qu’on puisse effectivement calculer tous les termes).

4. Apres avoir calculé la solution exacte du probleme de Cauchy suivant, appliquer le schéma obtenu pour calculer
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une valeur approchée :
Y (@) =2ty(r), t>0
y(0) =2,

Correction
Pour alléger la notation, on notera ¢, £ ¢(t,, y(tn)).

1. Le polyndme interpolant la fonction ¢ en t, et t,_; a équation

n~Pn-1

p(t)=(’i mr— (t—ty) + @n.
n n—
2. Onintégre ce polyndme entre t;,_p et ;41 :
tn+1 tn+1
@(t, y(1) dt:f p(t) dr
In-2 In—2
In+1
_Pp—pp1 | (- tn)z fns
T h 2 |, T (5,7,
n-2
= % [(tﬂ‘*'l - tn)z —(th-2— tn)z] +(Pnltn+l - tn—Zl
a2 3n
—3h Pn+Pn-1 ‘
2

3. En utilisant la formule de quadrature pour 'intégration de 'EDO y'(¢) = ¢(t, y(t)) entre t,_, et t,+1 on obtient

In

+ tn, V(t0) + @(tn1, V(En—
Y(tns1) zy(tn—2)+f o(t, y(1) dt:?)]’l(p( Y(t)) + @(tn-1, y(tn 1))

th—2 2

Si on note u, une approximation de la solution y au temps t;,, on obtient le schéma explicite suivant :

Ug = J/ 0,
uy a définir
Uy a définir

Uns1 = Un—z + 3 (@(En, un) + @(ty_1,up—1)) pourn=2,..,N-1.
On peut utiliser une prédiction d’Euler explicite pour initialiser u; et u, par exemple :

Uo = Yo,

uy = ug + he(to, up),

Up = uy + ho(ty, uy),

Upil = Upo + %h((p(tn, Un) + @(ty-1,up-1)) pourn=2,...,N—1.

4. Tl s’agit d'une EDO a variables séparables.
y(t) = 0 pour tout ¢ est solution de 'EDO mais pas du probléme de Cauchy.
Toute autre solution de 'EDO sera non nulle et se trouve formellement comme suit :

y'(@) _
(1)

1
2t = f;dysztdt — InyW)=t2+a = y)=ce’, ceR.

En imposant la CI on obtient ¢ = 2 d’ot1 'unique solution du probléme de Cauchy: y(f) = 2e"”.
Le schéma appliqué a ce probleme de Cauchy s’écrit :

Uup =2,

Uy = up +2touy),

Uy =ui +2turh,

Ups1 = Up—2 + 3N (tyup+th_1Up—) pourn=2,...,N-1.
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DV DDNDNDYYNDIYNDIYNDYNDYD Intel‘polation%%%%%%%%%%%%%%%
Q. [interpTHED5] f: [0;6] — R est la spline linéaire telle que f(0) =1, f(2) = —1 et f(6) = 5. Limage de 4 par f est

H 2 O 4 O e O 5 O -3 [ Autre réponse

Solution : Le point x = 4 appartient 3 l'intervalle [2;6]. La droite qui relie les points (2,—1) et (6,5) a pour équation
y=3x-2-1=3(x-2)-1; en x=4 elle vaut 2.

N
N3 456 7%

—_ O =N Wk 0=
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Q. [interpCALC1] Parmi les polynomes suivants, lequel interpole les trois points (—1,8), (0,14) et (1,8)?

W -6x*+14 0 -6x%-8 0 6x2+14 [ 6x*-8
O -6x%-14 [0 -6x%+8 0 6x2-14 0 6x2+8

Solution : On cherche |'unique polynéme p € Ry[x] tel que p(-1) =a, p(0) =g et p(1) =a.

¢ Soit on répond par exclusion en vérifiant que parmi les polynémes donnés seul un d'entre eux satisfait ces 3 conditions :

en effet, la condition p(0) = B nous élimine déja 6 polyndmes parmi les 8 données; il ne reste plus qu'a cherche celui
tel que p(1) = a.

e Soit on calcule ce polynéme avec la méthode que plus nous convient :

« méthode directe avec résolution d'un systéme linéaire : on cherche a, b et c tels que p(x) = a+ bx + cx?

p0)=p, a=p, a=p, a=p,
p)=a, < Ja+b+c=a, <<= {b+c=a-p, << Jc=a-0,
p(-1)=a, a-b+c=a, 2b=0, b=0;

. méthode de Lagrange : dans la base de Lagrange le polynéme de R2[x] qui interpole les trois points donnés
s'écrit p(x) = aLo(x) + BL1(x) + aLp(x).

(x-0)(x-1) _ x(x—1)

L=y~ 2
_ 2
Ll(x)z(x+1)(x 1)=x 1,
0+DO-1) -1
Lo(x) = x+1D(x-0) _ x(x+ 1),
A+1)1-0) 2

ainsip(x) = aLo(x) + BL1 (x) + Ly (x) = @ (Lo(x) + Lo (x)) + BL1 (x) = ax? - f(x* = 1) = (a - f) x* + B;

. méthode de Newton : dans la base de Newton le polynéme de Ra[x] qui interpole les points donnés s'écrit

p(x)=a+Dbx—1)+c(x—1)(x—2). Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le
tableau des différences divisées ci-dessous :

i xi oy flxicuxl o flxi—o, xio1, xil
0 -1 [af

1oop

2 1 a a-p

On a alors p(x) = yowo(x) + flxo, X1lw1 (x) + fX0, X1, X2lw2 (X) = @wo () + (B — Mw1(X) + (@ — Blwz (x)
za+(B-a)x+D+(@-Pxx+1) =(a-p)x*+p.
e Soit on calcule ce polynéme en exploitant la symétrie des points donnés. Par exemple, une méthode astucieuse dans ce
cas particulier est la suivante : on cherche un polyndme de R, [x] donc il s’écrira sous la forme p(x) = a(x — x1) (x — x2).

On remarque que p(—1) = p(1) donc xp = —x; ainsi p(x) = alx—x;)(x +x;) = a(x? —xf). Comme p(0)=p et p(l) =«
on a immédiatement —ax? = f et a(l —x?) = a donc a=a—f ainsi p(x) = (@—f)x*+ .
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Q. [syslinparabl] On cherche une parabole d’équation y = ag + a; x + a» x> qui passe par les points (—1;3), (3;7) et (4,-2).
Quevaut a;?

H 5 O 10 0o -2 O 2 O 6 O -3 [ Autre réponse

Solution : Dans |'équation de la parabole on remplace x et y par les valeurs données pour chaque point :

ap— a1 + az2=3 Lx—L-Li (ap—a1 + a2=3 Lx—L2/4 (ap—a1+ a2=3 ap—a; + az=3
0 1 2 Loy 0—a1 2 Lol 0—a1 2 LyLs—Ly 0—ai 2

aog+3a; + 9ar=7 —— 4da1 + 8ar=4 ——— a1 +2a,=1 —— a1+2as=1

ap+4a;+16ar=-2 5a1+15a2=-5 a;+3arx=-1 ar=—2

Ainsi ap =-2, a1 =1-2a,=5et ag=3—az+a; =3—-(-2)+5=10.

Q. [syslinparab2] On cherche une parabole d’équation y = ag + a; x + a» x> qui passe par les points (1;5), (2,-2) et (—1;1).
Que vaut a(?

B 6 O -3 o 2 O s O 10 0o -2 [ Autre réponse

Solution : Dans |'équation de la parabole on remplace x et y par les valeurs données pour chaque point :

ap+ay +az=5 La—L-L ap+a; +ax=>5 ap+ay +az=5
Lz—L3—L; L3—L3/(-2)
ap+2a1+4ar=—-2 ———— ay +3ay=-7 ——— a; +3ax=-7
ap—a) +ax=1 —2a; =—4 a) =2
Ainsi a1 =2, az = _7;“1 =-3etay=5-a,—a;=5-(-3)-2=6.

Q. [interpL2] Dans la base de Lagrange le polyndme de R, [x] qui interpole les trois points (15,24), (18,37) et (19,25) s’écrit
p(x) =24Ly(x) +37L1(x) +25L(x). Que vaut Ly (20)?

I—g ol pgp2: o2 g2

— Autre réponse
6 2 156 O P

Solution : Dans la base de Lagrange le polyndme de R;[x] qui interpole les trois points (15,24), (18,37) et (¢,25) s'écrit
p(x)=24Ly(x)+37L1(x) +25L3(x).

(x—-15)(x—19)  (x—15)(x—&) _ 614
, L1(§+1)—3(18_£)

L= 1508-0 = 308-0
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Q. [interpN1] Dans la base de Newton le polynome de Ry[x] qui interpole les trois points (1,1), (2,2) et (3,7) s’écrit p(x) =
a+b(x—1)+c(x—1)(x—2). Que vaut c?

1
H 2 01 O 7 O > Oo [] Autre réponse

Solution : Dans |la base de Newton le polynéme de Ry[x] qui interpole les trois points (1,1), (2,2) et (3,{) s'écrit p(x) =
a+b(x—1)+c(x—1)(x—2). Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences
divisées ci-dessous :

xi Vi [flxi-nx] flxi-z, xi-1, %

i

0 1 [1]
1 2 2
2

3 ¢ (-2 &8

On a alors p(x) = yowo(x) + f[xo, x1Jw1 (x) + flXo, X1, X210 () = Wo (x) + W1 (1) + S w2 (1)

=1+@x-D+ G- -2).

DYDY DD D Intégrales, Primitives, Quadratures & & S 2 A D A A Y Y D
Q. [areaCUB1]

Apres avoir calculé I'abscisse du point d’intersection des deux courbes, calculer la surface de la
région plane coloriée dans la figure ci-contre (attention : graphe non al’échelle).

H 4 -4 16 1 8 ] Autre

Solution : Cherchons d'abord I'abscisse du point d'intersection entre y = x> et y = fx :

B=px = x(x*-p)=0 = x(x*-a*)=0 <> x=0oux=aou x=—a

ayant noté a tel que a® = B. On peut alors calculer la surface :

2 419

X X

P 7

a 2 4 p2 g2 g2
f Bx—xddx= :’Ba__a__ﬁ__ﬁ_ B
0 2 4 2 4 4

0
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Q. [areaPAR1]

=X Apres avoir calculé 'abscisse du point d’intersection des deux courbes, calculer la surface de la
région plane coloriée dans la figure ci-contre (attention : graphe non a I'’échelle).

|

|

| .é -1 18 a1 4 ] Autre
0 2 X 3
Solution : Cherchons d'abord I'abscisse du point d'intersection entre y = x? et y=7yx :

xZ:yx — x(x-y)=0<= x=00u x=7.

On peut alors calculer la surface :

2 31Y

xX- X
573

w

_r
6

2 3
2 Y r_r
- d = = Y——-— = — =
YX—Xx" dx Yz 3 >

w3

0

T

Q. [quadCALC2] ¢ Notons G, D, M et T les approximations de f 4cos(2x)sin? (x) dx obtenues par les méthodes compo-

0
sites sur 2 intervalles respectivement des rectangles a gauche, a droite, du point milieu et des trapézes composites. Cocher
la (ou les) affirmation(s) vraie(s).

B G=-2n B D=-2n O M=-2n B T=-2n

Solution : Soit f(x)=4cos(2x)sin?(x). On a h="50 et

£(0) =0, f(%) -0, f(g) -4 (‘%) 0, Fom) =
ainsi
%(f(0)+f( )) —(0 4) ng(f —)+f(n))=—( 4+40)
A e merting-fo-co

Q. [quadCLASS1] Soit I = . : f(x) dx avec f € €2([a; b)) une fonction croissante et convexe. Notons G, D, T les approxima-
tions de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles a gauche, a droite et des trapézes. Alors

W =G O I=D O I=T

Solution : f croissante implique G<1<D, f convexe implique I <T. Plus précisement GESI<T<D
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Q. [quadCLASS2] Soit I = [, f f(x) dx avec f € €2([a; b)) une fonction croissante et concave. Notons G, D, T les approxima-
tions de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles a gauche, a droite et des trapézes. Alors

O I1=G 0 I=D W =T

Solution : f croissante implique G 1< D, f concave implique T < I. Plus précisement G T<I<D

Q. [quadCLASS3] Soit I = [ f f(x) dx avec f € €2([a; b]) une fonction décroissante et convexe. Notons G, D, T les approxi-
mations de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles a gauche, a droite et des trapezes. Alors

0O I=G H /=D O I=T

Solution : f décroissante implique D<I<G, f convexe implique I <T. Plus précisément D<I<T<G.

Q. [quadCLASS4] Soit I = [, ab f(x) dx avec f € €?([a; b]) une fonction décroissante et concave. Notons G, D, T les approxi-
mations de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles a gauche, a droite et des trapezes. Alors

O I=G [0 I<D W =T

Solution : f décroissante implique D<I<G, f concave implique T <I. Plus précisément D<T<I<G

Q. [quadAPPLI1] La vitesse d'un corps est décrite en fonction du temps par la fonction v(t) = —(£ —2)(¢ —6) pour ¢ = 0. En
utilisant la méthode des rectangles a gauche composite avec un pas h = 2 secondes, estimer la distance parcourue par le
corps entre ¢ =2 et t = 6. (Unités de mesure : distance en metres, temps en secondes, vitesse en metres par secondes).

O % m s 0 o 0 12 O 16 [] Autre réponse
Solution : s(t) = [v(t)dt= et A=5(6)—s(2) =f26 v()de = %?
A=G=2x (@) +v@4)=2(0+4)=8.
A=M=2x(v@3)+v(5)=203+3)=12.
A=D=2x(v(4)+v(6)=2(4+0)=8.
A=T=2x(1v@) +v@+1v6)=2(1 x0+4+1x0)=8.

DADNVIVDVDDIDIDINNDNDDNNDNNDDNDDNDED] VNNV VNVNVNDNDDNDINDIYNRYYNDYNDYDYD
Q. [edoINTRO5] Une bille, placée dans un liquide dont la température T, est supposée constante, a une température 7' qui
évolue au cours du temps de la facon suivante : la vitesse de variation de la température est proportionnelle a la différence de
température entre la bille et le liquide; de plus, si T(t) > Ty alors T est décroissante, si T (t) < Ty alors T est croissante. Comment
peut-on exprimer les variations de T en fonction du temps ¢?

W T()=-x«x(T®-Tp), x>0 O T@®=-x(T(t)-Tpt, x>0
O T®=-(TH-T)t+x, xeR OT®==TH-TH+x, x>0
O T =-«x(T®)-Ty), x€R [] Autre réponse
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Q. [accelerationl] Une particule a une accélération de a(¢) = 6¢. Si, a I'instant ¢ = 1, sa vitesse est v(1) = 6 et la distance
parcourue depuis le point initial est s(1) = 11, quelle distance aura-t-elle parcourue a I'instant t =2?

H 21 O 17 0 15 O -11 O 22 o -22 [ Autre réponse

Solution :

"()=a(t

v =at v(£) =362 +(A-3)

v(l)=A

s =v() 3

)= B s)=t"+(A-3)t+(B+2-A) = s(2)=8+2A-6+B+2-A=4+A+B

. . p y(@)
Q. [edoVScalcl] Siy estsolutionde y'(t) = e et y(1) =2, que vaut y(4)?
H 38 O In4)+2 O 2Iln@4) O s 0 ée*-2 0 2é* [ Autre réponse

Solution : Formellement y'(1) = Ltt) = dT = % = In(p)=ln®)+c = y@) =" xe® = y(1) =xt. Comme

2=y(1)=xx1, on conclut que I'unique solution est y(t) =2¢.

Q. [edoSCHEMA1bis] Soit le probleme de Cauchy y'(¢) = ¢ + y(¢) avec y(0) = 1. On subdivise I'intervalle [0;4] en 2 intervalles
de largeur h = 2. Quelle approximation de y(4) fournit le schéma d’Euler explicite ?

[0 2¢*-5 O 3 H 13 0 5 0 5 [0 Autreréponse
Solution : 1) =0, yp=1, h=(4-0)/2=2 et @(t,y)=t+y ainsi t, = fh+nh et

y0)=up=1,
y(]’l) ~ Uy = u0+h(p(t0,uo) = u0+h(l’0+u0) = (1+h)u0+ht0= 1+h,
y@h) =up = uy + ho(ty, ) =y + h(ty +u)) = A+ Wy + hty = A+ Wy + k2 = A+ h)? + % = 1+ 2h+ 2h%.

Notons que I'EDO est linéaire avec a(t) =1, b(t) = -1, g(t) = t. En utilisant la notation du polycopié nous avons

A(t):f@dt:f—l dt=-r1, B(t):f@ef“” dt:fte*fdt:—(lﬂ)e*f
a(r) a(r)

donc y(#) = ce’ —(t+1). En prenant en compte la condition initiale on trouve 1 = y(0) = c—1 ainsi c=2 et y(¢) = —(t+1)+2e"".

Q. [edoSCHEMA2] Soit le probléme de Cauchy y'(f) = £ + y(t) avec y(0) = —1. On subdivise I'intervalle [0;4] en 2 intervalles de
largeur h = 2. Quelle approximation de y(4) fournit le schéma d’Euler implicite?

o -7 B -2 [0 -10+¢? 0 -26+¢* O -3 [0 Autreréponse
Solution : t=0, yo=—1, h=(4-0)/2=2 et @(t,y) = t>+y ainsi t, = fo+nh et

y0) =ug=-1,

5 up+htz  hi-1 5
y(h) = uy = up+ he(ty, uy) = up + h(t; + uy) donc ug = = =—(h"+h+1),
1-h —(h-1)
w +ht;  —(h®+h+1)+4h3

y(zh):uZ:u1+h(p(t2,u2):u1+h(t§+u2) donc up = 1-h = —(h-1
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CHAPITRE 28

Contréle par équipe du 26 novembre 2019 : f: R" - R

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est interdit.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S S

4 Exercice 28.1

1. Indiquer le domaine de définition des fonctions R> — R suivantes et colorier la portion de R? correspondante :

f,y)=yvxy et gy =vVx+y.

2. Soit f(x,y) = % Calculer, lorsqu’il est possible, f(2,1), f(1,2), f(a,a), f(a+1,a-1), f(a—1,a+1).

3. Soit f(x, y) = xe’. Tracer la courbe de niveau qui passe par le point (1,In(2)).
4. Soit f(x,y) =2x*y3. Calculer le gradient et la matrice Hessienne de f.

5. On dit que deux fonctions u, v: R? — R satisfont la condition de Cauchy-Riemann si
Oxu=0yv et Oyu=—0x0.

Choisir @ € N* tel que le couple u(x, y) = x* — y* et v(x, y) = axy satisfait cette condition.
n
6. Soit w(xy,x2,...,Xx,) =sin (Z ixi). Calculer les n dérivées partielles 0, w pour j=1,...,n.
i=1
7. Alx,y) = xyz. Soit (xg, o) = (5,6). Estimer A(xp +0.1, yp + 0.5) par linéarisation (i.e. sur le plan qui est tangent a A
en (xo, yo)).
8. Soit f: R> — R une fonction %2 et (0,0) un point critique de f. Compléter les affirmations suivantes :
*x 8104, f(0,0) =3, 6xyf(0,0) =2et 6yyf(0, 0) = —2, alors (0,0) est ...
* 8i0yy f(0,0) =2, 04y f(0,0) =2 et dy, f(0,0) =2, alors (0,0) est ...
* Si0xxf(0,0) = =2, 05y f(0,0) =2 et dy, f(0,0) = 2, alors (0,0) est...
* 8i0xxf(0,0) =3, dxy f(0,0) =2 et 0y, f(0,0) = 2, alors (0,0) est...

9. Calculer les points critiques de la fonction f: R?> — R définie par f(x, y) = x> + xy + y° et étudier leur nature.

Correction

L flx,y)=/xyetg(x,y) =vVx+7y.

2¢={(x,y) eR*| xy=0} y

187



Chapitre 28 Contréle par équipe du 26 novembre 2019 : f: R” — R Mis 3 jour le Mercredi 31 mai 2023

Pg={(x,y)eR?|x=0, y=0} y
x=0ety=0
x
2. f(x,y):x_ydonCQf:{(x,y)€R2|x+y;£0}.
x+y
1
2,1)=—
f2n 3
1
1,2) =—=
f1,2) 3

fla,a)=0sia#0

1
f(a+1,a—1)=zsia¢0

1
f(a—l,a+1)=—; sia#0

3. f(x,y) =xe’ doncet f(1,In(2)) = 2. Laligne de niveau k = 2 estl'ensemble { (x, y) e R* | f(x,y) = k} = { (x,) € R? ’ y= ln()—lg) }

y

In@2) F---

4. f(x,y)=2x*y%donc
Gradient 0, f(x,y) =8x>y° 0yf(x,y)= 6x*y?
Hessienne 0, f(x,y) = 0,(8x%y%) =24x%)3 Oxyf(x,y) = 0.6x*y*) =24x3y?
0y f(x,y) =0,8x°y*) =24x>y* 0, f(x,y) =0,6x"y*) = 12x"y

1 a—1

5. Ssia=2caru(x,y) =x%—-y* Oxu=ax® " 0Oyu=-ay v(ix,y)=axy Oyv=ay 0,v=ax
w(xy, X2,...,Xy) =sin(x; +2x2 + -+ + nxy,)
Ox, W(X1,X2,...,X,) = COS(X] +2X2 + -+ nXy)

Ox, W(X1,X2,...,Xp) =2€08(X1 +2Xx2 + -+ + 1Xy)

. n
6. < : = axj w= jcos(z ixi)
0y WXL, X2, ..., Xp) = j COS(X +2Xp + -+ + 1Xy) i=1

Oy, W(X1,X2,...,Xp) = NCOS(X1 +2X2 + -+ NXp)

7. A(x,y) = xy?, (X0, yo) = (5,6) et A(xq, yo) = 180.

A(x, y) = A(xo, yo) + (x — x0)0x A(x0, Yo) + (¥ — y0)0y A(xo, Yo)
= Alx0, Yo) + (X — X0) Y5 +2(¥ — yo) X0 Yo

= 0.1,y= 0.5
(=20 0LY=10409) 100 4 0.1 x 62 +2 x 0.5 x 5 x 6= 180 + 3.6+ 30 = 213.6
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f:R" >R

8. Ona

* det(Hy) = (=3) x (—2) =22 =2 et 01, (0,0) = =3 < 0, donc (0,0) est un maximum,

* det(Hp) =2x2- 22 = 0 donc on ne peut pas conclure sur la nature du point critique,

* det(Hf) =-2x2-22=-8 donc (0,0) est un point selle,
* det(Hp) =3 x2—-2%=2etdx, f(0,0) = 3> 0, donc (0,0) est un minimum.

9. flx,=x>+xy+y>

* Recherche des points critiques :

axfz(),
3,f=0,

2x+y=0,
x+3y2=0,

=1

y=-2x,
X+3(-2x)? =0,

On a deux points critiques : le point (0,0) et le point (—ﬁ, %)

* Nature des points critiques :

Oxxf(x,y)=2
Oxyf(x,y)=1

dyyf(x,y) =6y

det(Hf)(x, y)=12y-1

1

axxf(oy 0)=2
0.y f(0,0)=1

0,yf(0,00=0

det(Hy)(0,0) = -1

(0,0) est un point selle, (— 15, £) est un minimum.

(© 2016-2020 G. FACCANONI

=1

y=-2x,
x(12x+1) =0,

= (x,y)(—:{(0,0);(

-z
—,=|=2
12°6
-z
— =l=1
12° 6
)
——,—|=1
12 6
)
—, =l=1
12°6

12’6
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CHAPITRE 29

Controle par équipe du 29 novembre 2019 : meilleure
approximation

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est autorisé.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu

compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

* % ok ot

# Exercice 29.1
Connaissant les points (x1, y1), (X2, ¥2), ..., (Xn, ¥n), la fonction de meilleure approximation y = f(x) par la méthode
des moindres carrés est celle obtenue en minimisant ...
n 2 n 2 n n
L X (J’i—(f(xi)) ) 2. X (fxd) —yi) 3. i§1|f(xi)—yz'| 4. i_l(J’i—f(xi))
Correction

Notons d; = y; — f(x;) I'écart vertical du point (x;, y;) par rapport a la fonction f (en figure, on a choisit f affine) :
y fx)=apg+ajx

3

Y.
i

Jo

J1

La méthode des moindres carrés est celle qui minimise la somme des carrés de ces déviations, i.e. minimise la quantité
2
n
i=1 (f(xl) _yi) .

# Exercice 29.2
Calculer la droite d’équation y = @ + a; x de meilleur approximation d'un ensemble de données { (x5, ¥i) }?:0 sachant
que
Y xi =36, Y x? =226, Y yi=114, Y xiyi =702
Correction

On a 6 points donc n =5 et il s’agit de chercher ay et @ solution du systéme linéaire
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(n+1) ToXil(ao) _ [ X, vi . 6 36)(ag) _ (114 1 6 \(ao) _ (19
X Z?:Oxz ar)  \Xxiyi 36 226)\a;) ~— 702 18 113)\a;) ~ \351

i=0 i

Donc a; = % =1.8etag= % =8.2.

% SYSTEME LINEAIRE

A=[6,36;36,226]

b=[114;702]

alpha=A\b

% DROITE DE MEILLEUR APPROXIMATION
£=0(t) [alpha(l)+alpha(2)*t];

% TEST : passage par (x_moy,y_moy)
x_moy=A(1,2)/A(1,1)
y_moy=b(1)/A(1,1)

f (x_moy) -y_moy

¢ Exercice 29.3
Calculer la droite d’équation y = 20 + @ x de meilleur approximation des données { (1, 1), (20,400), (30, 800), (40,1300) }.
NB Il n'y a pas de formule toute faite dans le cours, il faut réfléchir!

Correction
On doit minimiser la fonction &: R — R, définie par

n n
E(ay) = Z dl.2 = Z (Vi —20 — a1 x)%.
i=0 i=0
Pour minimiser & on cherche d’abord les points stationnaires, i.e. les points a; qui vérifient &' (a;) = 0. Puisque
n
&) =-2) xi(yi—20—a;x;)
i=0

alors &'(a;) =0 ssi

xi(yi—20—a1x) =0 < ) x;(yi—20)—a1 ) x; =0 < xflar =) (yi—20)x; &= ay= =" ———
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0%;
Donc q; = Lx(1-20)+20x(400-20)+30x (800-20) +40x (1300-20) _ 82181 . 5g 379,

12+4202+30%+40? 2901

xx=[1 20 30 40];
yy=[1 400 800 1300];

hold on

% DROITE DE MEILLEUR APPROXIMATION SI ON A DEUX DEGRES DE LIBERTE
A=[numel (xx), sum(xx); sum(xx), sum(xx."2)]

b=[sum(yy); sum(xx.*yy)]

alpha=A\Db
f=0(x)alpha(1)+alpha(2)*x
plot (xx,f(xx),'--")

% DROITE DE MEILLEUR APPROXIMATION AVEC UN TERME FIXE (UN DEGRE DE LIBERTE)
a=sum( (yy-20) . *xx) /sum(xx.~2)

f=0(x)20+a*x

plot(xx,f(xx),'-',xx,yy,'0o")

hold off
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# Exercice 29.4
Calculer la parabole d’équation y = @ + a1 x + @2 x* de meilleur approximation des données
xi|-2 -1 0 1 2
yil| 5 1 0 1 5
Correction
Il s’agit de chercher ay, a; et a, solution du systéme linéaire
n X n 2 n
D Liso® Zo ) (@0} f Ziwo )i
0 Zizoti o @1 = | o
i=0 % =0 =0/ \aQ2 i=0%; Vi
5 0 10\ (ap 12 5 10\ (o 12
- 0 10 O a;|=|0 = 0 0 a;|=|(0
10 0 34)\ay 42 0 14 ) \a>y 18
18 _ 9 12-% 8490 _ 6
Donc ay = =5 ar=0etay= —L =52" = 2.

xp=[-2,-1,0,1,2];
yp=05,1,0,1,5];

sO=length (xp) ;

sl=sum(xp) ;

s2=sum(xp."2);

s3=sum(xp.~3);

s4=sum(xp."~4);

A=[s0,s1,s2; s1,s2,s3; s2,s3,s4]
b=[sum(yp) ; sum(xp.*yp) ; sum(xp. 2.*yp)]
alpha=A\b

£=0(t) [alpha(l)+alpha(2)*t+alpha(3)*t. 2];

xx=linspace(-3,3,100);
plot(xp,yp,'o',xx,f(xx),'-")

4 Exercice 29.5

Ei

k= Ae ®T

* A est un facteur constante,
x R=8.31JK ' mol~! estla constante des gaz parfaits,
» E est'énergie d’activation (en Jmol ™).

de carbone CO» gazeux et de I'oxyde d’azote NO gazeux :

NO3 + CO — CO3 + NO.

T 600 650 700 750 800
k 0.028 022 13 6.0 23

La loi d’Arrhenius relie en cinétique chimique la température T a la constante de vitesse de réaction k selon la loi

On étudie la réaction du dyoxyde d’azote NO, gazeux avec le monoxyde de carbone CO gazeux, qui donne du dyoxyde

Le tableau suivant donne la mesure de la constante de vitesse k (en Lmol~!s™!) en fonction de T (en K) :

1. Calculer A et I'énergie d’activation E au mieux (i.e. modifier les données pour utiliser une régression linéaire).

2. Pour quelle température T la constante k sera-t-elle le double de sa valeur a la température T = 722K?

Correction
1. Sion prend le logarithme de k on obtient

E1
ln(k) = ln(A) - E ?

(© 2016-2020 G. FACCANONI
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qui est une relation de la forme
y=apt+ta1x

ayant noté

ag =In(A)

__E
aq =-%

*

*

. x=1

* y=In(k)

On obtient le tableau

1 1 1 1 1
x 500 850 700 750 800
y -3.57555 —1.51413 0.26236 1.79176 3.13549

n =4 et il s’agit de chercher a et a; solution du systeme linéaire

(n+1) o x[) (ao) B ( Yo Vi ) _ 5 0.0072170 ) (ao) B ( 30.548 )
;Z:O Xi ?:0 x? ay - Z?:o XiYi 0.0072170 0.000010526) (a; ~ 10.038992
% SYSTEME LINEAIRE
Tp=[600:50:800]
xp=1./Tp
kp=[0.028,0.22,1.3,6,23]
yp=log (kp)
% SYSTEME LINEAIRE
M=[5, sum(xp) ; sum(xp) ,sum(xp."~2)]
b=[sum(yp) ; sum(xp. *yp) ]
alpha=M\b
% DROITE DE MEILLEUR APPROXIMATION
subplot(1,2,1)
xx=linspace (min(xp) ,max(xp),100) ;
£=0(x) [alpha(1)+alpha(2)*x];
plot(xp,yp,'o',xx,f(xx))
xlabel("1/T")
ylabel("1n(k)")
% RELATION INITIALE
subplot(1,2,2)
tt=linspace(600,800,100) ;
A=exp(alpha(1))
R=8.31
E=-R*alpha(2)
k=0(T) [A*xexp(-E./(R*T))];
plot(Tp,kp,'o',tt,k(tt))
xlabel ("T")
ylabel("k")
Donc a1 = —16108.45093 et ag = 23.27103 ainsi
A= e = B E = —Ra; = 133861.22723

2. On doit résoudre k(T) = 2k(722), i.e. In(k(T)) =In(2k(722)). On aIn(2k(722)) =In(2) + In(k(722)) =In(2) + a0 + a; %

etIn(k(T)) = ag + al% ainsi T = % ~745.15.

¢ Exercice 29.6

Calculer ay et @; pour que f(x) = apcos(x) + @ cos(2x) soit la fonction de meilleure approximation des points

{(0,1), (m,0), (27, 1), 8w, -1), (47, 1), (57,0), (67, 1) }

Correction
On doit minimiser la fonction & définie par

&: R >R,
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n
(@, a1) — Elag, a1) = Y (y; — apcos(x;) — a1 cos(2x;))*.
i=0

Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

n
98 (@o, 1) =2 (Z (yi — @pcos(x;) — ay cos(2x;)) Cos(xi)) )
dag i=0

08 1
3o, @0 @) = -2 (Z (i — ao cos(x;) — a; cos(2x;)) COS(ZXz)) ,
1 i=0

on obtient

{ %(ao,%) =0 — { Z;lzo(yi — apcos(x;) —ajcos(2x;)) cos(x;) =0

gT‘i(ao, ap))=0 X1 o (vi — agcos(x;) — aj cos(2x;)) cos(2x;) = 0

pIN cos?(x;) PN cos(x,-)cos(Zx,-)) (ao) _ ( Yo yicos(x;) ) (7 1) ((xo) B (5)
- (Z?:o cos(x)cos(2x) Y1y cos®(2x;) ay) Zio vicos@2x)) — {1 7 -

doncaozéetalzé.
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CHAPITRE 30

Controle Continu du 2 décembre 2019

Q. [g4-dplx]  Calculer 0y f(x,y) si f(x,y) = 4y - 13.
(Bx-1)
9(4y-1) 3(4y-1) 9(4y-1) 3{ay-1) \
_ i 2113 Autre:

Bx-— 1)4 D Bx— 1)4 (Bx— 1)4 Bx— 1)4 D Gas 1)3 I:, utre
Solution : f(x,y)=(4y-1)(3x-1)"3 donc 0, f(x,y) = -3x3(@4y-1)@Bx—-1)37!
Q. [chaintvari] Soit {(x,y) = x®y*, x(1) = *e’ et y(r) = £*. Calculer 2'(1) = (((x(t)»y(t)))’.
WG 24t O #+2ae O 3ee’ +2413e% O 36215 + 144175 [0 Autre

Solution : On a des fonctions du type ¢(x,y) = x*yP, x(1) = t%" et y(£) = t’. Donc
Z'(1) = 00 (x(1), (1) x X' (1) + 0, L (x(1), y(1)) x ' (1)
= a () (y(0)P ¥ (1) + B (y(0)" "y ()
=a(t%") " ()P ar* el + 1) +ﬁ(t“ef)oc(tb)ﬁ_1 (bt"Y)
Sinon on remarque que z(f) = {(x(1), y(1) = (x(1))* (y(t))'3 = (r%e")" (tb)ﬁ = 199+bB el donc Z/(t) = (aa + bP) 2@ +Pb-1gat 4
ataa+bﬁeat — ((aa+ bﬁ) taa+bﬁ—l + atua+bﬁ)eat_

Q. [chain2varl] Soit{(x,y) = x? —yz, x(u, w) =2u+4w et y(u, w) =2u—4w. Onnote z(u, w) = {(x(u, w), y(u, w)). Calculer
0yz.

H 32w O 32u O -32w O -32u O 16w O 16u [0 Autre
Solution :

0yz(u, w) = 0xG(x(u, w), y(u, w)) x 0y x(u, w) +0y¢ (x(w, w), y(u, w)) x 0y, y(u, w)
=2x(u,w) x2-2y(u, w) x2
=4Qu+4w) - 4Qu—-4w) = 32w

Q.[chain2var2] Soit{(x,y) = x*>-y?, x(u, w) = 4u+3w et y(u, w) = 4u—3w. On note z(u, w) = {(x(u, w), y(u, w)). Calculer
0wz.

B 48u O 48w [0 -48u O -48w O 24u O 24w [ Autre
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Solution :
Owz(u, w) = 0xC(x(w, w), y(u, w)) x 0y x(u, w) +0y¢ (x(u, w), y(u, w)) x 0, y(u, w)
=2x(u, w) x3—2y(u, w) x (=3)
=6(@u+3w)+6(4u—-3w)=48u

Q.[plani] Soit f une fonction de R? définie par f(x, y) = x®y°. Le plan tangent a f en (1,1) a pour équation. ..

W1+6(x-1)+3(y-1 O 6x—-1)+3(y-1 0 1+6x°+3y?
O 1+6(x-1)°+3(y-1)?2 0 1+6x+3y O 1+6x°y3(x -1 +3x8y%(y-1)

Solution : f(x,y) = f(xo, y0)+(x—X0)0x f (X0, ¥0) + (¥~ ¥0)0y f (X0, y0). Ici f(x,y) = x%yP donc f(x,y) = xgy5+(x—xo)axg’1yg+

(y—yo)ﬁxg‘yffl. Avec xop=yp=1o0on a alors f(x,y) =1+a(x-1)+B(y-1).
Q. [estimerl] Soit f une fonction différentiable en (2, 6) telle que f(2,6) =3, dx f (2,6) =4 et 0y, f(2,6) = —1. Par linéarisation
£(2.01,5.99) ~

B 305 [0 3.03 O 295 0 297 0 3 [0 Autre
Solution : f(x,y) = f(xo, yo) + (x — x0)0x f (X0, Yo) + (¥ — ¥0)y f (X0, yo) soit encore, en notant h=x—xy et k=y—yo, flxo+
h, yo + k) = f (x0, yo) + h0x f (x0, o) + k0 f (x0, yo)

Q. [horizl] Soit f une fonction de R? définie par f(x, y) = x° — xy — 2x + y. Indiquer le point en lequel le plan tangent & f est
horizontale.

H 13 O 6D O @0 O 33 O @Gy [J Aucun des précédents
d:f(x,)=0 el _y_2=0 =a-2
Solution : f(x,y)=x%-xy—-2x+y donc x[0) ssi 447 y ssid? "¢
0y f(x,y)=0 -x+1=0 x=1
Q.[sellel] Soit f une fonction de R? définie par f(x, y) = —3xy + x> + y%. Parmi les points suivants, lequel est un minimum?
[ (0,0) H 00 0 @0 O o1 O (-1,0) [ Aucun des précédents
0y f(x,y) =3x*> -3y
0y f(x,y) =3y?-3x
Solution : < 0,.f(x,y)=6x donc (0,0) et (1,1) sont les seuls points critiques. Comme detH((0,0) <0, il s'agit bien
ayyf(x’y) =6y
6xyf(x» y)=-3

d'un point selle tandis que (1,1) est un minimum car detHp(1,1) >0 et 0., f(1,1) > 0.
Q. [typecalcull] Soit f une fonction de R? définie par f(x, y) = 4x> —2xy + y*> — 12y. Le point (2,8) est un...
B Minimum [0 Maximum [0 Point col [ Aucun des précédents
Oxf(x,y)=8x-2y

O0yf(x,y)=-2x+2y—12
Solution : {0, f(x,y)=8 donc (2,8) est bien un point critique. Comme detH(2,8) >0 et 0, f(2,8) >0, il

Oyyflx,y)=2
axyf(xy y) =-2
s'agit d'un minimum.

Q. [typecalcul2] Soit f une fonction de R? définie par f(x, y) = 4x> +2xy — y?> — 10y. Le point (1, —4) est un...
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l Pointcol [0 Maximum [0 Minimum [ Aucun des précédents

Oxf(x,y)=8x+2y
0yf(x,y)=2x-2y-10

Solution : < 3. f(x,y)=8 donc (1,-4) est bien un point critique. Comme detH(1,~4) <0 il s'agit d'un point
Oyyflx,y)=-2
axyf(xy =2

col.

Q. [typeraisonnement1] On suppose que (1,1) est un point critique d’une fonction f de classe €2 (R?) et que 8, f(1,1) =2,
0yyf(1,1) =2,04y,f(1,1) = 1. Alors (1,1) estun...

Bl Minimum [0 Maximum [0 Point col [0 Aucun des précédents

Solution : (1,1) est un point critique et detH(1,1)=2x2~— ()2 >0 avec 8, f(1,1) >0: il s'agit d'un minimum.

Q. [typeraisonnement2] Onsuppose que (1,1) est un point critique d’'une fonction f de classe €% (R?) et que 4, f(1,1) = -2,
0yyf(1,1) =2, 0,y f(1,1) = 1. Alors (1,1) est un...

Il Point col [0 Maximum [0 Minimum [ Aucune des précédentes

Solution : (1,1) est un point critique et detH(1,1) = -2 x 2—(1)? < 0: il s"agit d'un point col.

Q. [typeraisonnement3] Onsuppose que (1,1) est un point critique d"une fonction f de classe €2(R?) et que 8, f(1,1) = -2,
0yyf(1,1) = =2, 04y, f(1,1) = 1. Alors (1,1) est un...

B Maximum [J Point col [0 Minimum [J Aucune des précédentes

Solution : (1,1) est un point critique et detHy(1,1) = (=2) x (-2) - (1)2>0 avec 8y, f(1,1) <0: il s'agit d'un maximum.

Q. [Droite-v1] Que vaut f(3) si f(x) = ap+ a;x est la droite de meilleure approximation des points suivants?

xi|]1 2 3 4| W 20 0 16 0 24 0 8 0 4 [0 Autre
yi |12 15 22 23
Solution : |l s'agit de chercher ag et a; solution du systéme linéaire

(n+1) ;':Oxl-)(ao)z( YoV )
im0 Xi ?=0ng al LioXiYi
_ 4 1+2+3+4 \(ao) _ 12+15+22+23
1424344 12+22+432+42)\a;)  \1x12+2x15+3x22+4x23

o sollar)=leoo) = elle)=loe) = & T)le)=(7)

Q. [Droite-v2] Que vaut f(5) si f(x) = ap+ a;x est la droite de meilleure approximation des points suivants?

1 W 235 O 21 O 26 O 11 O 25
[0 Autre

Donc ap =8 et a; =4.

Xi 1 2 3
yi |13 15 22 19
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Solution : 1l s'agit de chercher ay et a; solution du systéme linéaire

(n+1) Zl’-lzoxi) (ao) _( Yoy )
Xio%i Z?:ox? ar) \Eio%iVi
. ( 4 1+2+3+4 )(ao)_( 13+15+22+19 )

142+3+4 124224324+4%f{a;) \1x13+2x154+3x22+4x19

e 0 vt I e[ 0 G I W [

Q. [DroiteBis] Quevaut f(7) si f(x) = ax+1 estla droite de meilleure approximation des points suivants?

5)

Donc ag=11 et a; = g

x| 1 2 3 4 5[] 43 O 37 O 49 O 44 0O 47 B Aute
yi |11 14 21 22 25
Solution : 1l n'y a pas de formule toute faite dans le cours, mais il s'agit de minimiser la fonction &: R — R, définie par

n
Ela) =) (yi—ax;i—1)>.
i=0

Pour minimiser & on cherche d'abord les points stationnaires, i.e. les points a qui vérifient &' (a) =0. Puisque

n
E'@)=-2) xi(yi—axi—1)
i=0

alors &'(a) =0 ssi

u u LI LI 1 Y oi—Dx
Yxiyi—axi-1) =0 <= ) xi(yi-D-a) x; =0 <= (Y xi|la=) (yi-Dx; &= a=—"F—5—
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 %

Donc g = 1x10+2x13+3x20+4x2145x24 _ 300 _ 60

12422432442 455 55 T 11"

Q. [parab] Quevaut ay si f(x) = ag+ a1 x + ap x> est la parabole de meilleure approximation des points suivants?

xi|1 2 3 4] W 05 0 25 0O -21 0 2.0 0 -1.0 J 1.0 [ Autre
yill 01 2
Solution : 1| s'agit de chercher ag, a; et ay solution du systéme linéaire

(m+1) Yl x X x\ (ao YoV
Yo o ;':Oxlé ay|=|XiloXii
i—o xz? 0% i x;.* az i ngyi
4 1+2+3+4 12422 +3%2 442\ (ag 140+1+2
= 1+2+3+4 12422432442 13428433448 ||ay|=| 1x1+2x0+3x1+4x2
12422432442 13428433 +43 144244344144\, 12x1+22x0+32x1+42x2

4 10 30)(ao 4
= |10 30 100||aq|=]12
30 100 354)\ap) \42

Donc ag=2.5, a1 =-2.1 et ap =0.5.

Q. [Logo]l Que vaut c (arrondis) si f(x) = cln(x) est la fonction de meilleure approximation des points suivant?
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x[1 23 Oo O! ©O1 w3 O2 O3 Os
yil|5 2 1
Solution : 1l n'y a pas de formule toute faite dans le cours. Attention: f est linéaire en ¢ donc il ne faut pas passer a
I'exponentiel de f! (Ce serait le cas si on avait f(x) =In(c?).) On doit minimiser la fonction &: R — R, définie par

n
(©) =Y (yi—cln(x)®.

i=0

Pour minimiser & on cherche d'abord les points stationnaires, i.e. les points ¢ qui vérifient &'(¢c) = 0. Puisque

n
&'(c)=-2)_ (yi—cln(x;) In(x;)
i=0

alors &'(¢) =0 ssi

Donc ¢ =

0+2In(2) +In(3)  2.4849066497880004

n n n i 1In Xi
(yi —cln(x))In(x;) =0 < Z(y,-ln(x,-)) - chnz(xl-) =0 < c= M
0 i=0 i=0 Y, In?(x;)

M=

~1.4726228172065845.

02 +In?

) +1n%(3) 1.6874019747307836

Q. [fourierMA-v1] Quevaut ay si f(x) = apcos(x)+a; sin(x) estla fonction de meilleure approximation des points suivants?

x; 0
yi 2
H 1 0 2 o O 3 [0 Autre

[\SASIE]

b4
0

Solution : On doit minimiser la fonction & définie par

&:R> =R,

n
(@o, 1) — E(ag, @1) = Y. (yi — @o cos(x;) — a1 sin(x;))*.
i=0

Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

0& n .
— (@, a1) = -2 (Z (zi = agcos(x;) — @y sin(x;)) cos(xi)) ,
aao i=0

08 n . .
——(ag,a1) = -2 (Z (z; — agcos(x;) — ay sin(x;)) sm(xi)) ,

oa;y -
on obtient
aa 6 (@g, 1) = X1 o(zi — agcos(x;) — ay sin(x;)) cos(x;) = 0
(] —> 1=
2 (@, @) =0 Yo (=i — agcos(x;) —ay sin(x;)) sin(x;) =0

— ( i 0cosz(x,-) Y, cos x,)sm(xl)) (ag) _ (Z?:oyi cos(xi)) — (2 0) (ao) B (2)
a)

Yo cos(x;) sin(x;) Zf:o sin? (x;) a Y1y yisin(x;) 0 1 2

donc ag=1 et a1 =2.
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Q. [fourierMA-v2] Quevauta; si f(x) = apcos(x)+a; sin(x) est la fonction de meilleure approximation des points suivants?

2 0 -2 0 -1 o 01 H 2 O 3 0 Autre

xi|0 5 7
Solution : On doit minimiser la fonction & définie par

vil2 2 0

&:R* =R,

n
(a0, @) — E(ao, a1) = Y (yi — apcos(x;) — ay sin(x;))?.
i=0

Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

08 L .
—(ap,a1) =-2 (Z (yi — @pcos(x;) — ay sin(x;)) cos(xi)) ,

6050 i=0

08 i . .

— (o, 1) = —2| )" (i — @g cos(x;) — a1 sin(x;)) sin(x;) |,
60{1 i=0

on obtient

26 (@p,a1) =0 Y1 (i — agcos(x;) — ay sin(x;)) cos(x;) = 0
0 — 1=
2 (@, @1) =0 Yo (i — @gcos(x) — ay sin(x;) sin(x;) = 0

a)

n 2 n : n
€087 (x;) Zizocos(xi)sm(xi)) ag) _ (Zizoyicos(xi) (2 0 ao) (2
= (Zfzocos(xi)sin(x,-) Xl sin?(x;) X, yisin(x;) 1o 1 =

donc ag=1cet a; =2.

Q. [Stefan] Laloide Stefan du rayonnement du corps noir relie la grandeur émittance (ou exitance) M ala température T du
corps noir: M = ¢ T4, o étant la constante de Stefan-Boltzmann. Aprés une prise de données, on veut tracer une représentation
linéaire de cette relation. Pour cela, il faut tracer. ..

M M fonction de T* [0 M*fonctionde T O oM fonction de T
[ M fonction de log,,(T) (] M fonction de log, (T) [ eT fonction de M
[] M fonctionde v'T [ 4M fonctionde T ] Autre

Solution :

e Siy=Met x=T*alors y=M=0T*=0x qui est affine.

e Si y=M et x=VT alors T=x* ainsi y=M=0T*=0x'6.

e Siy=M*et x=T alors y= M* = (cTH* = 0*x'S.

o Si y=M et x=log,(T) alors T=4% ainsi y= M =0T*=0(d"*

e Siy=4Met x=T alors y:4M:4‘7T4 = (49)*".
Q. [q78-1] On mesure une quantité y en fonction d’'une autre quantité x. On représente alors le logarithme en base 10 de y
en fonction de x et on obtient la figure ci-dessous. Quelle relation lie y a x?

logy(¥)
3 MW y=10""* Oy=x—4 O y=10%"*
i \ O y=e' Oy=4-x [ y=4-logo(x)
O y=log;o(x—-4) [ y=In(-4x) [] Autre
123X
Solution : log,,(y) = Ax+ B avec A= % =-1let B=1-3A=4 donc y=104**8

Q. [q79-1] On mesure une quantité y en fonction d’'une autre quantité x. On représente alors le logarithme en base 10 de y
en fonction du logarithme en base 10 de x et on obtient la figure ci-dessous. Quelle relation lie y a x?

logy,(y)
3 3 2
u y=10\/? O y=zlog,(x) +1 O y=x"3
) 2 3 2 ] Autre
|:|J’=§x+l |:|y=10g10(§X+1)
0 3 logo(x)
Solution : log,y(y) = Alog,,(x) + B avec A=3=} =% et B=1. Soit C tel que B =log,((C), i.e. C =105, alorslogo(y) =

Alog;,(x) +log;(C) =log,o(Cx?) donc y = Cx4 =108x4 = 10x* = 10V/x2
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CHAPITRE 31

Controle par équipe du 5 décembre 2019 : systémes
linéaires

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est interdit.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

X % ok ot

¢ Exercice 31.1

Soit le systeme linéaire

x+ay=1,
ax+y=-1.

En utilisant le pivot de GAUSS, déterminer les valeurs de a € R de telle sorte que ce systeme possede :
a) une infinité de solutions;

b) aucune solution;

¢) une solution unique.

Correction

x+ay=1 Ly—Ly—al; X +ay=1
ax +y=—1 (1-ad)y=—(1+a)
Comme 1-a? = (1-a)(1+ a) on conclut que
a) sia =-1 (i.e.la derniére équation correspond a 0y = 0) alors (S) posséde une infinité de solutions,

b) sia =1 (i.e.1la derniére équation correspond a 0y = —2) alors (S) ne possede aucune solution,

. . N . . _ 1 _ 1
c) siag{-1;1}alors (S) posséde une solution unique x = T ety=45.
¢ Exercice 31.2
Soit
1 01 O
0 2 0 O
RS 0 0 1 2
1 0 1 2

1. Déterminer la factorisation LU de la matrice A .
2. En déduire la valeur du déterminant de A.

3. En utilisant la décomposition LU de A, résoudre le systéme linéaire Ax=b pourb = (1,1,1,1) T
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Correction
1. Factorisation LU de la matrice A :

1 01 0 1 01 0
0 2 0 Of 4y=Lsy-L; JO 2 0 O
0 0 1 2 0 0 1 2
1 0 1 2 0 0 0 2
donc
1 0 0 O 1 01 0
01 0 O 02 0 0
L= 0 01 0 U= 0 0 1 2
1 0 0 1 0 0 0 2
2. det(A) =det(U) =1x2x1x2=4.
3. Pour résoudre le systeme linéaire on résout les systemes triangulaires
Ly=b
1 0 0 0\(y (1 n=L
0 1 0 O]y 1 V2=1-0y1 =1,
= >
0 0 1 0]}y 1 y3=1=-0y1-0y2=1,
1 0 0 1 Ya 1 y4:1_y1_0y2_0y3:0
puisUx =y
X 0—0
4=5=
1 01 0 X1 1 I—Z.X'4_1
02 0 offx| |1 _ BETT
00 1 2f[xs| |1 1-0x3—0x4 1
00 o0 2)\x) o 2= 2 )
1-0x2—1x3—0x4
X1 = =0
1
# Exercice 31.3
On se donne
2 0 1 1 1
A=[0 1 1], b=|1 x@=|1].
0 1 2 1 1

Calculs exacts
1. Que vaut la solution exacte? Utiliser la méthode de Gauss.
2. Calculer A~!.
3. Calculer A~'b.
Factorisations (méthodes directes)
1. Déterminer la factorisation LU de la matrice A.
2. En utilisant la décomposition LU de A, résoudre le systeme linéaire Ax = b.
3. En utilisant la décomposition LU de A, calculer AL

Méthodes itératives

1. Partant de x?, quelle approximation x® de la solution x de Ax = b donne la méthode de GAUSS-SEIDEL?
2. Méme question pour la méthode de JACOBI.

Correction
Calculs exacts
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1. Solution exacte :

2 0 1|1 L 2 0 111
Abl=| 0 1 1|1 |=2=—"=2(0 1 1]1
01 2|1 0 0 110
donc
1
2
x=11
0
2. Calculde A™':
2 0 1|1 0 O Ll 2 0 1|1 O O ér—frﬁs
Abl=] 0 1 1/0 1 0 |=2—=20 1 1|0 1 SN
01 2(0 0 1 0O 0 1/0 -1 1
2 1 1 -1 L1 _1
00 nenp (1005 3 =3
0 1 00 1 |——] 0 1 0|0 2 -
0O 0 1/]0 -1 1 0 0 1|0 -1 1
3.
11 _1\[1 1
) 2 2 2 2
Ab=|0 2 -=-1]|1]=|1]=x
0 -1 1 1 0
Factorisations (méthodes directes)
1. Factorisation LU de la matrice A.
1 0 0 2 0 1
L=10 1 O U=|0 1 1
0 1 1 0 0 1
2. Pour résoudre le systéme linéaire on résout les systemes triangulaires
Ly=b
1 0 0\(n 1 n=1
01 Offy]=]1 = =1,
0 1 s/ y3=1-y2=0
puisUx=y
X3=0
2 0 1\ (x 1 B
01 1||lx|=[1 — x2=1
1
0 0o 1/\x) o o=t
2

3. Il s’agit de résoudre Ly = by puis Ux; =y en ayant définitb; = (1,0, 07, by, =(0,1,0)7, b3 = (0,0, nr.

x3=0
1 0\ (1) (1 n=1 2 xa) (1 ’
1 Yo | = - y2 =0, = |0 1 1 X2 | = — xz_o
—-X 1
01 1)\ 0 y3=0 0 1) \x3 0 x| = 3 _ 1
2 2
x3=-—1
1 0\ (»n 0 y1 =0, 2 1\ (x1 3
1 =1 —  p=1, =0 1 1||le|=[1 - 2=2
_ 1
o 1 1)\ys) \o =1 0 X3 1 o=t
2
x3=1
1 0\ (1) (0 n=0, 2 1)\ (x1) (0 ¥
1 y2 =10 e J’Z— ’ = |0 1 1 X2 | = X xz__l
1
0 1 1 V3 1 V3= 0 1 X3 1 xl_E
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ainsi
11 _1
L[z 2 2
A"=10 2 -1
0 -1 1
Méthodes itératives
2x+z=1 x:¥
y+z=1 = {y=1-z
- — 1y
y+2z=1 z=—
Gauss-Seidel o
(k+1) _ 1=z
X =2
ykHD — 0
k1) _ 1=y
z =7
donc
1 JEST =5 _1 i _3 5 _ 7
2 - 2.1 2. -8 2 1
O[] x0={1i1=0|  x@=|1l12Y| 0 x@o 1 Z12d 0 | D1l
- 1-0 _ 1 B 2 2 g4 1, 88
1 S =3 I3 _1 =51 =5 _ 1
2 "1 2 8 2 16
Jacobi "
(k+1) _ 1=z
X =72
P — 1 2®
(k+1) _ 1=y®
z =2
donc
1 1-1_g 1-0_1 -5 _1 0-1
2 2 —2 —==7
MO xV=|121=0 x@=|120=1 x® = 131 4 x@=|1-0=1
2 2 1
1 11 10_1 1= 21
z =0 22 7 =0 2 T 1
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CHAPITRE 32

Controle par équipe du 12 décembre 2019 : valeurs
propres

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est autorisé.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S S

# Exercice 32.1
Considérons la matrice
1 2 -3
A=|1 4 -5].
0 2 -2

1. Diagonaliser la matrice, i.e. calculer D (diagonale) et P telles que AP = PD.
2. Calculer A™.

Correction
Le polynome caractéristique est

1-x 2 -3
px)=det| 1 4-x -5 [=-x(x-Dx-2)
0 2 —-2-x

donc on ales trois valeurs propres (ordonnés) x; =0, xo =1 et x3 = 2.
Calculons maintenant les vecteurs propres associés : v' est un vecteur propre associé a la valeur propre x; si

1—x; 2 -3 . 0
1 4—x; -5 |vi=|0
0 2 —2—X; 0

* Pour x; = 0 on doit résoudre

o~
|
(@]
<
Oy
Il
[e=)

doncv! = (x,x,x) 7.

* Pour x» =1 on doit résoudre

—_—
— O
N W N
[
w o1 W
—
T
Lo DO Do DN
~——
Il
S O O

donc v2 = (x, 3k, 2x) L.
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% Pour x3 = 2 on doit résoudre

-1 2 =3\(v5) (O
1 2 -5||vs|=|0
0 2 -4/\v;) \o
donc v3 = (x,2x,x) L.
La matrice diagonale est
0 0 O
D=]0 1 O
0 2
et la matrice P telle que AP = PD est
1 1
P=(1 3
1 2 1
111000111_11110001—11
A= PP H"=pPD"P'={1 3 2|l0 1 o]|l1 3 2| =|1 3 2|[o 1 o]-1 1
1 2 1J\o 0 2")\1 2 1 1 2 1J\o o 2"J\1 1 =2

¢ Fxercice 32.2

Calculer la solution générale ¢ — x(¢) de I'équation différentielle

x"(t) - 8x'(¢) + 15x(t) = 0.

Correction
On pose

w_(x) _ u)' (¥ x B v _ u' (0 1)\(u
v) & v) ~\x") \8x'-15x)  \8v—15u v)] \-15 8J\v)’
Notons A la matrice (_95 3 ). Le polynome caractéristique est donc

0-1

pw:det(—w 8- 1

)=(0—/1)(8—/1)+15=7L2—87L+15=(7[—3)(/1—5)

donc on ales deux valeurs propres 11 =3 et 1, = 5.
Calculons maintenant les vecteurs propres associés : v' est un vecteur propre associé a la valeur propre A; si

(0—_1? 8—1Ai)vi:(g)
[ 5)()-0
[ 3J(2)

% Pour A; =3 on doit résoudre

donc v! = (xy,3x) 7.

% Pour A, =5 on doit résoudre

I
—_—
o
—_=

0
donc v2 = (k2,5%2) 7.

On conclut que

5t
)

u K K . u(t) =« + ke
( )(t)=eh”v1+e’12tv2=( ! )e3t+( 2 )em soit encore ' 3 : 5¢
v 3K 5K v(t) =3k;e’" +5kqe”’,

et enfin
x(1) =x1 + e,
Vérifions notre résultat :

x(6) =13 + 108,
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X' (1) = 3k, €37 + 5K2€%,
x"(1) = 9x1 €37 + 25k, €%,

X"(6) = 8x' (1) + 15x(8) = 9x1 €3 + 25k2e°" — 24x1 3" — 40K, + 1513 + 15k2°" =0, Vii,k2 €R.

# Exercice 32.3 (BAC ES ASIE 2018 (SPE))
Pour la nouvelle année, Lisa prend la bonne résolution d’aller au travail tous les matins a vélo. Le premier jour, tres
motivée, Lisa se rend au travail a vélo. Par la suite, elle se rend toujours au travail a vélo ou en voiture. Elle se rend
compte que, si elle a pris son vélo un jour, cela renforce sa motivation et elle reprend le vélo le lendemain avec une
probabilité de 0.7, si elle a pris sa voiture un jour, la probabilité qu’elle reprenne la voiture le lendemain est de 0.5.
Pour tout entier naturel 7, on note

* by la probabilité que Lisa aille au travail a vélo le jour n,

* Up la probabilité que Lisa aille au travail en voiture le jour 7,
ainsi b,+1 =0.7b, + 0.5V, et v;,+1 =0.3b;, +0.5v5,.
Soitx"” = (ay, b,) T I'état probabiliste au jour 7.

1. D’apres'énoncé x© = (1,0)T etx"**1 = Ax" . Que vaut A (la matrice de transition)?
2. Quevautlim,,_ ;oo by 2

3. Montrer que, pour tout nombre entier naturel n, b,,+1 = 0.2b,, + 0.5 et vérifier le résultat obtenu précédemment.

Correction
1. La matrice de transition est

AR
—|(10 10
10 10

2. Il s’agit de trouver la valeur propre de module maximal de la matrice A. On a

det(A—)L[I)Z(l—i)(i—l)—ﬁ:(l—l)(l—l)
10 10 5

donc la valeur propre de module maximal est Ax = 1 et la vecteur propre associé est donnée par

3 5
[ SJ6)-6)
10 “10/\)2 0
d’ot13y; = 5y, soit encore x = (5«,3k) . La distribution normalisée est donnée par les composantes du vecteur propre
unitaire correspondant, c’est-a-dire
- ()
x= =(%].
5k + 3k \3x 3

Cela signifie que

5 3
lim b,=-, lim v,=-.
n—+oo 8 n—+oo 8

3. bp+ v, =1pour tout n € N donc
by+1=0.7b,+0.5v,,=0.7b,, + 0.5(1 — b,,) =0.2b,, + 0.5.

C’est une suite arithmético-géométrique. Pour calculer sa limite on pose

0.5
c =b —
n+1 n+1 1-02
ainsi
b - (0.2b,, +0.5) 0-5 (02( )+05) 0-5 0.2 0.2)"
C = — = . . - = . Cpy — . — =V.2Cy = . C
nHl = Il T 02 " 1-0.2 "T1-02 1-0.2 " 0
et enfin
b . 0.5 0.2)"co + 0.5 (02)”(b 0.5 )+ 0.5 0.5 5
=c =(0.2)" ¢ = (0. - =—,
mH =TT 0 "1 02 07 1-02)  1-02 n—+ 1-02 8
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CHAPITRE 33

Controle Continu du 16 décembre 2019

. R x+ay=14 . X
Q. [imposs1] Pour quelle valeur de a le systeme ) est impossible?
x=2y=a

H -2 O 14 o 01 O -1 0 2 O -14 [ Autre réponse

Solution :
x+ay=14 [,—1,-1, |x+ay=14
x-2y=a -R+a)y=a-14

Q. [LUtheo1] i} Soit le systeme linéaire Ax = b et L, U les deux matrices obtenues par la factorisation de GAUSS-DOLITTLE.
Cocher les bonnes affirmations.

Ly=b

B A=LU O Ux=b O Al=p"lu! O AL'=u [ ] {U [0 Aucune
X = y
1 200 8 0
) . 0 60 6 9 ) .
Q. [LU1] La méthode de GAUSS-DOLITTLE transforme la matrice A = 1 200 11 7 en une matrice U. Quelle matrice L
0 240 24 40
est telle que LU = A?
1 0 0 O 1 01 O 1 0 0 0 0 0 0 O
01 0 O 01 0 4 0 60 0 0 0 0 0 O
u 1 01 0 L 0 0 1 O L 1 200 11 O L 1 0 0 O
0 4 0 1 0 0 0 1 0 240 24 40 0 4 0 O
1 200 8 O 1 0 0 O 1 200 8 0 0 0O 0 O
0 60 6 9 200 60 0 O 0 60 6 9 0 0 0 O
L 0 0 3 7 L 8 6 3 0 L 0 0 11 7 L -1 0 0 O
0 0 0 4 0 9 7 4 0 0 0 40 0 -4 0 O
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4x+2y=2,

.[jacobl] Soit le systeme linéaire
Q0 ] v {Zx +4y=2.

1
Partant de x© = (1), qua vaut x® avec la méthode de JACOBI?

1/4 1/2 5/16 1/4 1/3 )
u (1/4) O (1/2) L (11/32) | (3/8) O (1/3) [ Autre réponse

Solution :

{4x+2y:2, {x:%
=4

2x+4y=2. y =22
JACOBI
{x(k+1) _ 2724_y“”
kD) = %x(k)
donc

1 0 1/2 1/4
o _ W _ @ _ ® _
«=(} <=y = (i) <[

2-2y®
{x(k+1) _ 22y

1
(k+1) _ 2=2xk+D
= 1

GAUSS-SEIDEL

y

donc

1 0 1/4 5/16
0) _ @ — 2) _ 3) —
X = (1) 0= (1/2) = (3/3) X = (11/32)
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. . L. 2x+2y=3, © 1 @ )
Q. [gs1] Soitle systéme linéaire — ) Partant de x""’ = 1 , qua vaut x*’ avec la méthode de GAUSS-SEIDEL?
x+4y=1.
3/2 714 2 3/2 5/2 )
O (—5/8) O ( 0 ) | (_3/4) O (_1/2) O (_1) [0 Autre réponse
Solution : )
{2x+2y:3, :{x: 2y
2x+4y=1. y=3=
JACOBI
x(k+1) _ 3,2y(k)
Y+ = 3-2x®
donc

1
o _
<=(}

1/2
1 _
X0 = (—1/4)

{

GAUSS-SEIDEL
ks — 32290

(k+1) _ 3=2xk+D
= .

x® =

0.0

(o)

3/2
(3)
x (—5/8)

3/2
-1/2

[ Autre réponse

- = (=D -ay) = (B~ (A-/a@y)A+/a@y)

y
donc
1 1/2
0) _ 1 _ 2 _
<[} =[] -
o o0 7
Q. [vpcalcl] SoitA =15 -5 42].Elle admet 3 valeurs propres distinctes Ag < 1; < A,. Que vaut A¢?
28 0 O
W -140 [ -5.0 [ 14.0 [
0 0 «a
Solution : Soit A=[6 S 9. Polynéme caractéristique: A2(f— 1) —ay (B
y 0 0

donc Ag=—y/ay<i =< =/ay.

(© 2016-2020 G. FACCANONI
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Q. [vpedo] Léquation différentielle x” (£) — 7x'(#) + 12x(1) = 0 est équivalente au systeme y' (1) = (9, 7) y(2) ot y1(£) = x(1) et

y2(t) = x'(#). Sa solution générale s’écrit y(t) = eMiy! 4 et2ty? oi1 A; est une valeur propre de A = (_({2 1) et v’ le vecteur propre

associé. Si x(0) = 0 et x'(0) = 24, que vaut x(1)?
B 24 -¢% [0 24(e'2-¢7) [0 248 -¢eh [0 e2-¢7 [0 3e*+4é
Solution : Posons s=7 et p=12. On transforme |'équation différentielle d'ordre 2
x"(t)—sx'(£) + px(H) =0

en un systéme de deux équations différentielles d'ordre 1 en introduisant le vecteur y = (y1, y2) avec y1(£) = x(1) et y2 () = X' (1):

y1(8) = y2(0), L . ( 0 1)
ce qui équivaut a y' (1) = (1)
{yé(t) =x"(t) = —px(t) + sx' () = —py1 () + sy2 (1) qured v —p s

Calculons les valeurs et vecteurs propres de cette matrice (on choisira 1; < A3):

-A 1) 2 B
det(_p S_A)——A(S—/l)ﬂa—/l —sA+p=A-A1)A-212)

. -3 1\(vi
e Pour 17 =3 on doit résoudre ( )(U%
2

0 .
1 4 ):( ) donc 3v] = v} ie. v! = (xy,3x) 7.

~——
11

—_—

[==]

_ -4 1\(v? .
e Pour 1, =4 on doit résoudre (_12 3) (Z% ) donc 4v2 = v3 i.e. v* = (kp,4x2) 7.
2

On conclut que

x(0) =y (1) =x13 +xze?,

N Mt l |, At K1 | 3¢ K2 | 4r -
(t):( )(t):e1v+e2v2:( )e +( )e soit encore
v Y2 xX'() = y2(1) =3k, €3 + dxe*.

3K 4Ky
Comme 0=x(0) =k1 +k2 on a k2 = —k1: x(£) = k1 (e3 — ).
Comme 24 =x'(0) = 3-4)k, on a k] = —24.
On conclut que x(1) = —24(e® — e*).

Q. [prop] Y SiA= (_56 _34) alors...

B (—4,4)7 est un vecteur propre [] A est singuliere
O (-1,8) T est un vecteur propre

Il Le polynéme caractéristique est p(1) = (A +1) (A +2)
[] Le polynéme caractéristique est p(t) = (-6 —t)(3— 1) [] Aucune de ces réponses n’est correcte

Il -1 est une valeur propre

Solution :
e Determinant: 2
o Polynéme caractéristique: A2 +31+2=(A+1)(1+2)
e Valeurs propres: [-2,-1]
e Vecteurs propres: ko(—1,1)T pour Ag=—2 et x1(—4,5)7 pour 1; =-1

Mis & jour le Mercredi 31 mai 2023
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Q. [transitionGen] Soit une marche aléatoire définie par le graphe

60%

40% 0-@ 80%

20%
On note u™ = (a,, b,,)T la répartition de probabilité 4 I'étape n de cette marche aléatoire. Que vaut lim;,_. ;oo u?

25%) 1%) 75%) 1% ) ] Autre réponse

u (75% O (3% O (25% O (99%

Solution : lim,_ o, u" =u vecteur propre associé a la valeur propre 1:

0 (o7

60% 80%

_ (40% 20%)
5

Qa1 =
[E——

Calculons les valeurs propres:
61 1 A-1)(BA-1
det(T-Ap=p2- 4 1 _(A-DGAZD
5 5 5

. L 25%
Amax =1 et le vecteur propre associé est du type (1x,3x)T avec x = ﬁ ainsi lim,,_. ;o u n = (7572).

0 3 1
Q.[puiss1] SiA=[0 0 5], quavautA3?
0 0 0
0 27 1 0 3 1 0 0 15 0 00
0O (o o 125 O (o o 5 O (oo o Hm (0 0o [0 Autre
0 0 0 000 00 0 0 00
1 00
Q. [puissD] SiA=[0 2 0], quavaut A%?
0 0 4
1 00 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0O [o 2 o H (0 4 0 0]o 8 o 0Jo oo [0 Autre
0 0 4 0 0 16 0 0 64 0 0 0
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Q. [interpTHEO5] Quevaut f(11)si f: [0;15] — R est la spline linéaire telle que f(0) =3, f(5) = -2 et f(15) = 10?

B 265 [] -8 [ ] 14/5 [] -16/5 [ ] Autreréponse

Solution : Le point x =11 appartient a |'intervalle [5;15]. La droite qui relie les points (5,—2) et (15,10) a pour équation
y=-2+ %(x—S); en x =11 elle vaut 26/5.

Q. [syslinparab2] Que vaut f(6) si f estla parabole qui passe par les points (1;5), (2;-2) et (-1;1)?

- -90 |:| 6 |:| -114 |:| -127 |:| Autre réponse

Solution : Le seul polynéme de Ry[x] qui passe par les trois points est —3x% +2x +6.

Q. [interpL2] Dans la base de Lagrange le polyndme de R»[x] qui interpole les trois points (15,24), (18,39) et (22,26) s’écrit
p(x) =24Lo(x) +39L1 (x) +26L,(x). Que vaut L, (16)?

- % |:| 0 |:| % |:| —1—14 D Autre réponse
Solution :
 (x—22)(x—18) _ (x—22)(x—15) _ (x—18)(x—15)
Lo(x) = 21 ) Ly(x) = 0 Lr(x) = T
L(16)—E L (16)—_—6 L (16)—_—2
0Ty BT O ST
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Q. [interpN1] Dans la base de Newton le polynome de R, [x] qui interpole les trois points (1,1), (2,2) et (3,21) s’écrit p(x) =
a+b(x—1)+c(x—1)(x—2). Que vaut c?

- 9 |:| 19 |:| 1 |:| 2 |:| 21 |:| Autre réponse

Solution : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées
ci-dessous:

iox vi  flxi-nxil flxi-z, xi-1, %4
0 1 l=a

1 2 2 1=b

2 3 21 19 9=c

Q. [areaBIO]

y
Calculer la surface de la région plane coloriée dans la figure ci-contre. Les deux courbes ont pour

équation y = (x—4)% et y = 4(4— x).

B 323 []s8r3 []23 [ ]64s3 [Jo [ ] Autre
X

Solution : Posons y =4. Les deux courbes s'intersectent en x=0et x=y et on a

x* i3

773

Y

_rr_r
2 3 6

4 2 v 2
f Yiy—x)—(x-7) dx:f yx—x“dx=
0 0 0

2n
Q. [quadCALC1] Notons G, D, M et T les approximations de f Isin (x)| dx obtenues par les méthodes composites sur 2
0

intervalles respectivement des rectangles a gauche, a droite, du point milieu et des trapézes composites. Cocher 'affirmation
vraie.

|:| G=2n D D=2n . M=2n D T=2m

Solution : Soit f(x)=|[sin(x)|, a=0, b=27, n=2 et h= b;n“ =7.
RG G= hZ;‘z‘Ol (x;) avec f(x;)=f([0, =m])=[0, 0] donc G=0
RD D=hY1, f(x;) avec f(x;)=f(lx, 2n1)=[0, 0] donc D=0

RM M= hy o) f(xi+ %) avec fo)=f([3, %])=11, 1] donc M=2nr
TR T =h(}f(x0)+ X/ flxi)+ 3 f(xn)) avec f(x;)=f(0, 7, 2m])=[0, 0, 0]donc T=0
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2n
Q. [quadCALC2] Notons G, D, M et T les approximations de f |cos (x)| dx obtenues par les méthodes composites sur 2

0
intervalles respectivement des rectangles a gauche, a droite, du point milieu et des trapézes composites. Cocher |'affirmation
vraie.

[] G=0 [] p=o B v-o [] T=0

Solution : Soit f(x)=|cos(x)l, a=0, b=2m, n=2et h= b;n“ =7.
RG G=hY! ) f(x;) avec f(x;)=f([0, @) =[1, 1] donc G=2x

RD D=hY! f(x;) avec f(x;) = f(lm, 2n)=[1, 1] donc D=2n
RM M= hz;tolf(xi + g) avec f(x;) = f([5, 37”]) =1[0, 0] donc M=0

TR T=h(3f(x0)+ X! flxi)+ 3 f(xp)) avec f(x;)=f(10, =, 2m)=[1, 1, 1] donc T=2n

Q. [quadCLASS1] Soit I = [, ah f(x) dx avec f € €2 ([a; b]) une fonction croissante et convexe. Notons G, D, T les approxima-
tions de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles a gauche, a droite et des trapézes. Alors

B =c L[] 1=D L] 1=71

Solution : f croissante implique G<I<D, f convexe implique I <T. Plus précisement GEI<T <D

Q. [quadCLASS2] Soit I = |, ab f(x) dx avec f € €2([a; b)) une fonction croissante et concave. Notons G, D, T les approxima-
tions de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles a gauche, a droite et des trapezes. Alors

[] 1=G [ ] 1=D | EEYS

Solution : f croissante implique G<1<D, f concave implique T < I. Plus précisément G T<I<D

Q. [quadCLASS3] Soit I = : f(x) dx avec f € €2([a; b]) une fonction décroissante et convexe. Notons G, D, T les approxi-
mations de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles a gauche, a droite et des trapézes. Alors

[] 1=6 B =» [] 1=7

Solution : f décroissante implique D <I<G, f convexe implique I <T. Plus précisément GET<I<D

Q. [quadCLASS4] Soit I = [, f f(x) dx avec f € €?([a;b]) une fonction décroissante et concave. Notons G, D, T les approxi-
mations de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles a gauche, a droite et des trapézes. Alors

[] 1=G [ ] 1=D | e

Solution : f décroissante implique D<I<G, f concave implique T < I. Plus précisement D<T<I<G
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Q. [quadAPPLI1] La vitesse d’'un corps est décrite en fonction du temps par la fonction v(¢) = 312 +4 pour ¢ = 0. En utilisant
la méthode des rectangles a gauche composite avec un pas i = 1.0 secondes, estimer la distance parcourue par le corps entre
t =0et t =2. (Unités de mesure: distance en metres, temps en secondes, vitesse en metres par secondes).

[] 160 B o [] 230 [] 170 [] 155 [ ] Autreréponse

Solution : Soit v(f)=31>+4, a=0, b=2, h=1.0 et n=2%=2.

Exacte s(f) = [v(1) dt et s(2) - s(0) = [ v(r) dt = 16.0;

RG G= hZf”l v(t;) avec v(t;) = v([0.0,1.0]) = [4.0,7.0] donc G=11.0

RD D= hZ" v(t;) avec v(¢;) = f([1.0,2.0]) = [7.0,16.0] donc D =23.0

RM M =¥} v(t+4) avec v(t) = v(105,15)) = [4.75,10.75] donc M =15.5

TR T = h( v(to) +Z v(tl) + 5 U(tn)) avec v(t;) = v([0.0,1.0,2.0]) = [4.0,7.0,16.0] donc T =17.0

Q. [quadAPPLI2] La vitesse d’'un corps est décrite en fonction du temps par la fonction v(¢) = 3¢2 + 6 pour ¢ = 0. En utilisant
la méthode des rectangles a droite composite avec un pas i = 1.0 secondes, estimer la distance parcourue par le corps entre
t =0et t =2. (Unités de mesure: distance en metres, temps en secondes, vitesse en metres par secondes).

[] 200 B 2o [] 150 [] 210 [] 195 [ ] Autreréponse
Solution : Soit v(t)=3t2+6, a=0, b=2, h=1.0 et n:b;h“:Z.
Exacte s(t) = fv(t) dr et s(2) - s(0) = fi v(t) de = 20.0;

RG G=h v(t,) avec v(t;) = v([0.0,1.0]) = [6.0,9.0] donc G=15.0
RD D= hz L V() avec v(t;) = f([1.0,2.0]) = [9.0,18.0] donc D =27.0

RM M=hy"]} u(t,-ﬂ) avec v(t;) = v([0.5,1.5]) = [6.75,12.75] donc M =19.5
TR T = h( v(to) + X1 o) +3 v(tn)) avec v(t;) = v([0.0,1.0,2.0]) = [6.0,9.0,18.0] donc T =21.0

Q. [accelerationl] Une particule a une accélération de a(¢) = 6¢. Si, a 'instant ¢ = 1, sa vitesse est v(1) = 8 et la distance
parcourue depuis le point initial est s(1) = 11, quelle distance aura-t-elle parcourue a 'instant ¢ = 2?

B = [] n [] 8 [] 17 [] s [] 12 [ ] Autreréponse
Solution :

! — p—
{v(t)—a(t)— = v(=32+5

v(l)=A=

/ _ _ 2
{sm_”m_?’t 5 —  s()=r+5(45 = s@2)=

s(1)=B=11

220 (© 2016-2020 G. FACCANONI



Mis & jour le Mercredi 31 mai 2023 Chapitre 34 Controéle Terminal du 19 décembre 2019

Q. [pbCauchy1] Si y est solution de y'(£) = e ?¥ et y(0) = In(4), que vaut y(5)?

. In(9) |:| In(7) D In(8) |:| 8 |:| e’ D ed |:| Autre réponse

Solution : Formellement /(1) =e VY = e¥dy=1dt = e’ =t+c>0 = y(t) =In(t+c). Comme In(4) = y(0) =In(c),
on conclut que I'unique solution est y(f) =In(t+4).

Q. [edoEE1] Soit le probleme de Cauchy y'() = t — y(t) avec y(0) = 2. On subdivise l'intervalle [0;2] en 2 intervalles de largeur
h = 1. Quelle approximation de y(2) fournit le schéma d’Euler explicite?

. 1 |:| 0 |:| 714 |:| 3/2 |:| Autre réponse

Solution : t)=0, y9=2, h=1et @(t,z) =t—z ainsi t,, = to+nh et
o Solution exacte: on a y(#) = (C1 +(t—1)e’)e™" avec y(0) =2 ainsi y(t)=((r—1)e’+3)e”!
o Discrétisation: 1o =0, 1 =1, tpb=2
o Euler explicite: yp=2, y1 =0, y2=1
o Euler implicite: yp=2, y1 =3/2, yo=7/4

Q. [edoEE2] Soit le probléeme de Cauchy y'(f) = t — y(t) — 2 avec y(0) = 2. On subdivise I'intervalle [0;2] en 2 intervalles de
largeur h = 1. Quelle approximation de y(2) fournit le schéma d’Euler explicite?

- -1 |:| -2 |:| 1/4 |:| 1/2 |:| Autre réponse

Solution : t)=0, y9=2, h=1et @(t,z) =t—2z—2 ainsi t, =ty +nh et
* Solution exacte: on a y(#) = (C1 + (t—3)e’)e”" avec y(0) =2 ainsi y(1) = ((t—3) e’ +5)e "
o Discrétisation: 1p=0, 1 =1, tp =2
o Euler explicite: yg=2, y1=-2, yp=-1
o Euler implicite: yo=2, y1=1/2, yo=1/4

Q. [edoEI1] Soit le probleme de Cauchy y'(¢) = 1+ ¢+ y(¢) avec y(0) = 1. On subdivise I'intervalle [0;1] en 2 intervalles de
largeur h = % Quelle approximation de y(1) fournit le schéma d’Euler implicite?

- 9 |:| 7/2 |:| 15/4 |:| 2 |:| Autre réponse

Solution : 1p=0, yo=1, h=13 et ¢(t,2) =t+z+1 ainsi t, = fo+nh et
o Solution exacte: on a y(1) = (C1+(-t—-2)e ") e’ avec y(0) =1 ainsi y(1) =((-t-2)e " +3)e’
o Discrétisation: fp=0, 1 =1/2, b =1
o Euler explicite: yg=1, y1 =2, y»=15/4
o Euler implicite: yo=1, y1=7/2, y»=9
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Q. [edoEI2] Soit le probleme de Cauchy y' () = 1+ ¢ + y(¢) avec y(0) = 2. On subdivise l'intervalle [0;1] en 2 intervalles de
largeur h = % Quelle approximation de y(1) fournit le schéma d’Euler implicite?

. 13 |:| 11/2 |:| 6 |:| 712 |:| Autre réponse

Solution : tH)=0, yy =2, h:% et p(t,z)=t+z+1 ainsi t, =ty+nh et
« Solution exacte: on a y(#) = (C1+(-t—2)e™!) e’ avec y(0) =2 ainsi y(1) = ((—r—2)e”" +4) e’
o Discrétisation: 1p=0, 1 =1/2, =1
o Euler explicite: yo=2, y1=7/2, yo=6
o Euler implicite: yp =2, y1 =11/2, y, =13

log(5y -1
Q. [g4-dplx]  Calculerd,f(x,y) si f(x,y) = Lyz;)-
Bx—1)
12log (5 ~1) 12log(5y 1) 05
. (B3x-1)° D Bx-1)° (3x—1)4(5y_1)
4log(5y-1) 4log(5y-1)
D Bx-17 D Bx-1)° l:l Autre:

Solution : f(x,y) =In(5y-1)(3x—-1)"% donc 0, f(x,y) = —4x3In(5y - 1)(3x—1)"*!

Q. [chainrule] Soit f(x,y) =3x+14y, x(u,v) = uv et y(u,v) = u+ v. Calculer 9, f.

B 314 [] su+14 [] 3 [] 3w [] 14u [] Autre
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Q. [boite]

Une boite ouverte a la forme d'un parallélépipede. On cherche

Z les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale S de la

boite pour un volume V égale & 4 cm>. On doit donc minimi-

@* ser S(x,y,2) = Xy +2xz+2yz avec xyz = 4. Que vaut S dans
son minimum?

. 12 cm? |:| 0 cm? D 2 cm? |:| 8 cm? D 4 cm? |:| Autre

Solution : On a x,y,z>0. On pose s(x,y) = S(x,y, xiy] =xy+ % + %.
Calcul des points critiques:

8
Xz
Vs(x,y) = donc Vs(x,y) = (g) = (x, =022
-4
y
Il existe un seul point critique qui est (2,2).
Nature des points critiques:
16
= 1 2 1
Hy(x,y) = ("f m) donc  H;(2,2) :( TO 2) et detH,(2,2)>0.
y3

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et I'on a $(2,2,%) = s(2,2) = 12.

Q. [plantg] Soit f: R?> — Rla fonction définie par f(x,y) = x*> + xy + y. Calculer I'équation du plan tangent a f en (-2,2).

B -2y []-2x-y-2 [ ] x2+xy+y+2
D —2x-y+2 D X2 +xy-2x-2 D Autre

Solution : f(x,y) = f(xo, yo) + (x — x0)0x f (X0, Yo) + (¥ — ¥0)8 f (X0, ¥0)

Q. [Droite-v1] Que vaut f(2) si f(x) = ap+ a;x est la droite de meilleure approximation des points suivants?

x| -1 0 1 B [] 52 [] 7 [] 3 [ ] Autre

yi| 1 0 2
Solution : n=2 et il s'agit de chercher aq et a; solution du systéme linéaire

(n+1) ToXi\ (@) _( Xy . 3 0\(ao) (3
Poxi Xhoxi\ar) T \XE xiyi 0 2Jla;) 1

Donc ap=1et a; =1/2.
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Q. [parabNEW] Que vaut a; si f(x) = ag+ @1 x + a» x> est la parabole de meilleure approximation des points suivants?

xi|-2 -1 0 1 2 B o: [] -20 [] 10 [] -10 [] Autre
yil1 -1 -2 -1 3
Solution : n=4 et il s'agit de chercher ag, a; et a, solution du systéme linéaire

(n+1) Yl xi ;’:Oxg g Yl Vi 5 0 10)(ao 0
i—o i Z?:OXE 0% ||| = [ Zitoxivi = 0 10 O f|lar|=]|4
n
X

n 2 n 4 n 2,,.
=N Zi=o¥; =X/ \®2 i=0X; Vi 10 0 34/\az 14

Donc ag=-2.0, a; =0.4 et ap, =1.0.

Q. [fourierMA-v1] Quevaut ap si f(x) = agcos(x)+a; sin(x) est la fonction de meilleure approximation des points suivants?

xi|-3 0 % B [] 15 [] s [] -8 [] 2 [] -2 [] Autre
yil 5 5 0
Solution : On doit minimiser la fonction & définie par

&: R >R,

(a0, @1) — E(ag, a1) = Y (yi — agcos(x;) — ay sin(x;))*.
i=0

Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque
0& & .
— (o, 1) = —2| ) (yi — @g cos(x;) — ay sin(x;)) cos(x7) |,
Oap i=0

0& i . .
3q. (@0 @) =2 (Z (yi — @g cos(x;) — a; sin(x;)) sm(xi)) ,
ay i=0

on obtient

2 (@, @1) =0 Yo (i — @ocos(x;) — ay sin(x;) cos(x;) = 0
= =
%(aoﬂl) =0 Y (i — g cos(x;) — ay sin(x;)) sin(x;) = 0
n 2 n s n
i—o COS“(x7) i=oCos(x;)sin(x;)| (ao) _ Zizoy,’cos(xi) 1 O\fao) (5
( ;’:Olcos(xl-)sin(xi) ?zosinZ(xl-) ay) Yo yisin(x;) 0 2Jla;) \-5

donc ag=5 et a; =-5/2.
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x+ay=0

Q. [imposs1] Pour quelle valeur de a € R le systeme { est impossible?

x-2y=a*-4

D -2 |:| 2 |:| 0 D 1 D -1 - Aucune valeur de a

Solution :

x+ay=0 [,—1,-1, |x+ay=0

x-2y=a -2+ay=a’-4
Si a=-2 la deuxiéme équation devient 0y =0 qui a une infinité de solution, si a # —2 on trouve |'unique solution y=2-a
et x=a(a—2): dans tous les cas le systéme est possible.

1 600 8 0
) , 0 40 6 9 , .
Q. [LU1] La méthode de GAUSS-DOLITTLE transforme la matrice A = 2 1200 19 7 en une matrice U. Quelle matrice
0 160 51 103
L est telle que LU = A?
1 0 0 O 1 0 2 O 1 0 0 0 0 0 0 O
01 0 O 01 0 4 0 1 0 0 0 0 0 O
- 2 0 1 0 D 0 0 1 9 D 2 1200 1 O D 2 0 0 O
0 4 9 1 0 0 0 1 0 160 51 1 04 9 0
1 600 8 0 1 0 0 O 1 600 8 0 0 0 0
0 40 6 9 600 40 0 O 0 40 6 9 1 0 0
D 0 0 3 7 D 8 6 3 0 D 0 0 19 7 D -2 0 1 0
0O 0 0 4 0 9 7 4 0 0 0 103 0 -4 -9 1
. R .. |4x+2y=2, 0 .
Q. [jacobl] Soit le systéme linéaire {2 4y ) Partant de x© = (0)’ qua vaut x*¥ avec la méthode de JACOBI?
x+4y=2.

3/8 1/4 11/32 3/8 1/3 ,
- (3/8) D (1/4) D (21/64) D (5/16) l:’ (1/3) D Autre réponse

Solution : )
4x+2y=2, x==2
_ =, _2-2x
2x+4y=2. ==
JACOBI
_9,,k)
xlk+1) = 272y
kD) = %x“‘)
donc

0 1/2 1/4 3/8
0) _ 1 _ 2) _ 3) —
= (0) = (1/2) = (1/4) = (3/8)

22k
xk+1) — 4)’
(k+1) _ 2=2xk+D
- 4

GAUSS-SEIDEL

y

donc

0 1/2 3/8 11/32
©) _ 1 _ ) _ (3)
= (0) X0= (1/4) x= (5/16) x (21/64)
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2x+2y=3,

. [gs1] Soitle systeme linéaire
Q lgs] v {2x+4y:1.

0
Partant de x© = (1)’ qua vaut x® avec la méthode de GAUSS-SEIDEL?

[ (—33{/28) u (5(/)4) u (—32/4) u (—31//22) u (5—/12) [] Autreréponse

Solution : 4
- _ 32y
2x+2y=3, . x==
2x+4y=1. y =32
JACOBI
e+ 3*22y(k’
y(k+1) _ 3—24x(k)
donc

0 1/2 5/4 3/2
o _ W _ @ ® _
=[] <=1 =[] =[50

3-2y®
{x(k+1) _ 32y

(k+1) _ 3=2xk+D
= 1

GAUSS-SEIDEL

y
donc
0 1/2 3/2 2
0) _ 10— @) _ 3) —
<[} =[] =[5 =

0 15 7

Q. [vpcalcl] SoitA=| 0 -3 0].Elleadmet 3 valeurs propres distinctes Ao < 1; < A,. Que vaut A¢?
28 42 0

B -0 [] -30 [] 140 [] -150 [] 150 [ ] Autreréponse

0 6 «a
Solution : Soit A = (0 B 0). Polynéme caractéristique:
y 9 0

-1 0 a

-

det( 0 p-1 0 ) = (ﬂ—ﬂt)det( y _“A) =(B-MA*-ay) = (- VA- yay)(A+ay)
Y ) -1

donc g = —\/ay <A1 =B <Ay = /ay. Dans notre cas 1y = —-14.0, A; = -3.0 et 1, =14.0.
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Q. [vpedo] Considérons I'équation différentielle x” (¢) — 11x'(#) +28x(£) = 0. Si x(0) = 0 et x'(0) = 73, que vaut x(2)?

B 3e"“-e) [] 73(e°°-e?)

[] 73(eB—e'

D 4e” +7¢*

D 228 _ pll

Solution : Posons s=11 et p=28. On transforme |'équation différentielle d'ordre 2

x"()—sx' () + px() =0

en un systéme de deux équations différentielles d’ordre 1 en introduisant le vecteur y = (y1, y2) avec y1(£) = x(1) et y2(2) = X' (1):

{yi(t) = y2(1),

¥5 (1) = X" (1) = —=px(t) + sx'(£) = = py1 () + sy (1)

ce qui équivaut 3 y' (1) = (_Op i)Y(I)

Calculons les valeurs et vecteurs propres de cette matrice (on choisira A; < A5):

A 1

det(_p s

Notons que s=A1; + A, et que p =211 1,.

):—A(s—/l)+p:7Lz—sit+p:(/1—/11)(/1—/12)

. -4 1\(vh) (0 .
e Pour A; =4 on doit résoudre (—28 7) (Z}) = ( ) donc 4v] = v} ie. v' = (xy,4x) 7.

(=)

e Pour A, =7 on doit résoudre (—_278 1)

On conclut que

4K1 71(2

y(t) = (il) (1) = eMiv! 4 t2ly? = ( K1 )e4t+ ( 2 )e” soit encore {
2

Comme 0=x(0) =x1+k2 on a k3 = —k1: x(£) =k (e*’ —e’").
Comme 73=x'(0) = (4—-"7)x1, on a k1 = —73.
On conclut que x(2) = —73(e® —e'4).

-4 -6

Q. [propl¥r SiA= ( 3 5

) alors. ..

. (=10,5)T est un vecteur propre

D (-3,2)T est un vecteur propre

. Le polynome caractéristique est p(1) = (A -2) (1 +1)
|:| Le polynome caractéristique est p(A) = (-4-1)(5-1)

Solution :
e Determinant: -2

(0) donc 7vf = U% ie. V2= (kp,7x2)T.

x(5) = y1 (D) =k e* +xe”,

x'(8) = ya (1) = dxe* + Txze’ .

D A est singuliére

. —1 est une valeur propre

. A est inversible

|:| Aucune de ces réponses n’est correcte

o Polynéme caractéristique: p(A) =det(A—Al) = A2 -1 -2=(A-2)(A+1)

o Valeurs propres (racines de p(1)): Ag=—-1et 1; =2

o Vecteurs propres: x(=2,1)T pour g =-1 et x(=1,1)T pour 1; =2

(© 2016-2020 G. FACCANONI
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Q. [transitionGen] Soit une marche aléatoire définie par le graphe
10%
me@ @om
30%

On note u™ = (a,, b,)T la répartition de probabilité a I'étape n de cette marche aléatoire. Que vaut lim,,_. 1o, u??2
1% .
g |:| Autre réponse

3 o) O oo

|

25%

[ (75%

97%

|

75% 3%

S

Solution : lim,_ 1o, u” =u vecteur propre associé a la valeur propre 1:
9 3

7= (9% 30%)_[35 i

10% 70%) |15 15

|

10

|

B, 3.1 BA-3)(A-1)

Calculons les valeurs propres:
det(M—-AD =A% - —+==—
5 5 5
75%
1 . . . _
347 ainsi limy—ou™ = (25%).

Amax =1 et le vecteur propre associé est du type Bk, 1x) T avec kx =

(© 2016-2020 G. FACCANONI
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Q. [interpTHEO5] Quevaut f(11)si f: [0;15] — R est la spline linéaire telle que f(0) =3, f(5) = -2 et f(15) = 10?

- 26/5 |:| -8 |:| 14/5 |:| -16/5 |:| Autre réponse

Solution : Le point x =11 appartient a l'intervalle [5;15]. La droite qui relie les points (5,—2) et (15,10) a pour équation
y=-2+ %(x—5); en x =11 elle vaut 26/5.

Q. [syslinparab2] Que vaut f(6) si f estla parabole qui passe par les points (1;5), (2;-2) et (—1;1)?

. -90 |:| 6 D -114 D -127 |:| Autre réponse

Solution : Le seul polynéme de Ry[x] qui passe par les trois points est —3x% + 2x +6.

Q. [interpL2] Dans la base de Lagrange le polynéme de R[x] qui interpole les trois points (15,24), (18,39) et (23,30) s’écrit
p(x) =24Lo(x) +39L1 (x) +30L,(x). Que vaut L (17)?

- é D l D i D —i D Autre réponse

5 15 20
Solution :
 (x—23)(x—18)  (x—23)(x—15) _ (x—18)(x-15)
Lo = > ——, L) ==, Lo = =,
Lo17) = > L7 =22 La7n =2
RV T S TN
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Q. [interpN1] Dans la base de Newton le polynome de R3[x] qui interpole les trois points (1,1), (2,2), (3,9) et (4,9) s’écrit
px)=a+bx—-1)+c(x—1)(x—2)+d(x—1)(x—-2)(x—3). Que vaut c?

. 3 |:| 0 |:| 1 |:| 2 |:| 7 |:| 9 |:| Autre réponse

Solution : Les coordonnées dans la base de Newton sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées
ci-dessous:

i x|y flxicyxl flxig,xicn X flxios, Xio, il
0 1 l1=a
1 2 2 1=b
2 3 9 7 3=c
3 4 9 0 =712 -13/6=d
Q. [airel]
Sur la figure ci-contre, la courbe en trait plein représente la y
fonction f: t — y = f(#). A quelle zone hachurée correspond 10
la quantité
10
f(Hde?
0
B c+p [] A+B [] A+B+C+D [] c+D-4-B [] Autre
Q. [calcairel] Que vautl’aire hachurée comprise entre les deux courbes?
y
/g(x)=2+COS(x) N [ ]on [ ]3+xn
3
0 — =
f(x) =1-sin(x) D D m-2 2
/ l:, /A
0 % > D 2-7 |:| Autre

Solution : [ 2+ cos(x) — 1 +sin(x) dx = f§ 1+ cos(x) +sin(x) dx = [x +sin(x) —cos(x)]T = (T +0-1) - (0+0-1) =7
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/4
Q. [quadCALC1] Notons G, D, M et T les approximations de f |sin (x)| dx obtenues par les méthodes composites sur 2

0
intervalles respectivement des rectangles a gauche, a droite, du point milieu et des trapézes composites. Cocher |'affirmation
vraie.

T T T T

G=— D=— M=— T=—

Oe-% Oo-% MWwu-% [Or-%
Solution : Soit f(x)=|sin(x)|, a=0, b=n, n=2 et h= h_T“ = %
RG G=hY" ! f(x;) avec f(x))=f([0, %])=[0, 1] donc G=%
RD D=hY", f(x;) avec f(x;)=f([5, =])=[1, 0l donc D=%

RM M=hEi=) f(xi+ 4] avec fn = (3 %))=[2 ¥ donc M=3

TR T =h(}f(x0)+ X! flxi)+ 3 f(xn)) avec f(x)=f([0, % x])=1[0, 1, 0] donc T=%

Q. [quadCALC2] Notons G, D, M et T les approximations de f |cos (x)| dx obtenues par les méthodes composites sur 2
0

intervalles respectivement des rectangles a gauche, a droite, du point milieu et des trapézes composites. Cocher |'affirmation
vraie.

b3 T 7
G=— D—— M=— T=—
m V2 H V2 u V2 H V2
Solution : Soit f(x)=|cos(x)|, a=0, b=m, n=2 et h:h;n“:%.
RG G=hY!"! f(x;) avec f(x;) = f([o, g]): 0] donc G=1%
RD D=hY", f(x;) avec f(x;)=f([5, =])=[0, 1] donc D=%
RM M= hy) f(xi+ %) avec fl = £([2, 34”])— F, | done M=

TR T=h(}f(x0)+ X! flxi)+ 3 f(xn)) avec f(x)=f([0, % x|)=[1, 0, 1]donc T=%

Q. [quadCLASS1] Soit I = [, : f(x) dx avec f € €2([a; b)) une fonction croissante et convexe. Notons G, D, T les approxima-
tions de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles a gauche, a droite et des trapézes. Alors

B =c L[] 1=D L] 1=71

Solution : f croissante implique G=I<D, f convexe implique I <T. Plus précisement GEI<T <D

Q. [quadCLASS2] Soit I = |, ab f(x) dx avec f € €2([a; b]) une fonction croissante et concave. Notons G, D, T les approxima-
tions de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles a gauche, a droite et des trapezes. Alors

[] 1=G [ ] 1=D B =7

Solution : f croissante implique G<1<D, f concave implique T < I. Plus précisément G T<I<D
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Q. [quadCLASS3] Soit I = [, f f(x) dx avec f € 62([a; b]) une fonction décroissante et convexe. Notons G, D, T les approxi-
mations de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles a gauche, a droite et des trapezes. Alors

[] 1=G B =» [] 1=T

Solution : f décroissante implique D<I1<G, f convexe implique I < T. Plus précisément G T<I1<D

Q. [quadCLASS4] Soit I = [ f f(x) dx avec f € €?(la; b]) une fonction décroissante et concave. Notons G, D, T les approxi-
mations de I obtenues respectivement par les méthodes des rectangles a gauche, a droite et des trapezes. Alors

[] 1=6 [] 1=D | ENS

Solution : f décroissante implique D<I<G, f concave implique T <. Plus précisément D<T<I<G

Q. [quadAPPLI1] La vitesse d’'un corps est décrite en fonction du temps par la fonction v(¢) = 3¢2 +9 pour ¢ = 0. En utilisant
la méthode des rectangles a gauche composite avec un pas i = 1.0 secondes, estimer la distance parcourue par le corps entre
t =0et t =2. (Unités de mesure: distance en metres, temps en secondes, vitesse en metres par secondes).

[] 260 B 2o [] 330 [] 270 [] 255 [ ] Autreréponse

Solution : Soit v(t)=3t%+9, a=0, b=2, h=1.0 et n:b;h":z.

Exacte s(t) = [v(1) dt et s(2) - s(0) = [ v(r) dt = 26.0;

RG G= hZT’*l v(t;) avec v(t;) = v([0.0,1.0]) =[9.0,12.0] donc G=21.0

RD D= hZ L v(t;) avec v(ty) = f([1.0,2.0]) = [12.0,21.0] donc D =33.0

RM M=y} o(s+ -) avec v(t;) = v((0.5,1.5)) = [9.75,15.75] donc M =25.5

TR T = h( v(to) + X1 o)+ v(tn)) avec v(t;) = v([0.0,1.0,2.0]) =[9.0,12.0,21.0] donc T =27.0

Q. [quadAPPLI2] La vitesse d’'un corps est décrite en fonction du temps par la fonction v(#) = 3¢2 +4 pour ¢ = 0. En utilisant
la méthode des rectangles a droite composite avec un pas & = 1.0 secondes, estimer la distance parcourue par le corps entre
t =0et t =2. (Unités de mesure: distance en metres, temps en secondes, vitesse en metres par secondes).

[] 160 B 20 [] 110 [] 170 [] 155 [ ] Autreréponse

Solution : Soit v(t)=3t2+4, a=0, b=2, h=1.0 et n:b;h“:Z.
Exacte s(1) =fu(t) dr et s(2) - s(0) = fi v(t) dt = 16.0;

RG G= hZ v(t,) avec v(t;) = v([0.0,1.0]) = [4.0,7.0] donc G=11.0
RD D= hZ L V() avec v(;) = f([1.0,2.0]) = [7.0,16.0] donc D=23.0

RM M=hy"] u(t,-+ﬁ) avec v(t;) = v([0.5,1.5]) = [4.75,10.75] donc M =15.5
TR T = h( v(t) + X1 () + 3 v(tn)) avec v(t;) = v([0.0,1.0,2.0]) = [4.0,7.0,16.0] donc T =17.0

Mis & jour le Mercredi 31 mai 2023
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Q. [accelerationl] Une particule a une accélération de a(¢) = 6¢. Si, a I'instant ¢ = 1, sa vitesse est v(1) = 5 et la distance
parcourue depuis le point initial est s(1) = 17, quelle distance aura-t-elle parcourue a I'instant ¢ = 2?2

- 26 |:| 0 |:| 2 |:| 5 |:| 6 |:| 12 |:| Autre réponse

Solution :

/ — —
{"””‘m”"Gt =  u(n=32+2

v()=A=5
{duy:wn:3ﬂ+2 s
= s(H=t"+2t+14 —= s(2)=26
s()=B=17

Q. [pbCauchyi] Si y estsolution de y'(£) = e et y(0) = In(3), que vaut y(6)?

. In(9) D In(7) |:| In(8) D 8 D e’ D ed D Autre réponse

Solution : Formellement y'(t) = e V) — oV dy=1dt = e’=t+c>0 = y(t) =In(t+¢). Comme In(3) = y(0) =1In(c),
on conclut que I'unique solution est y(#) =In(z +3).

Q. [edoEE1] Soit le probléme de Cauchy y'(#) = ¢t — y(t) avec y(0) = 2. On subdivise I'intervalle [0;2] en 2 intervalles de largeur
h = 1. Quelle approximation de y(2) fournit le schéma d’Euler explicite?

- 1 D 0 D 714 D 3/2 D Autre réponse

Solution : 1) =0, yo=2, h=1 et @(t,z) =t—z ainsi t,, = o+ nh et
* Solution exacte: on a y(f) = (C1+ (t—1)e) e™" avec y(0) =2 ainsi y(1) = ((t—1 e’ +3)e”’
e Discrétisation: 1p=0, 1 =1, b =2
o Euler explicite: y9=2, y1 =0, yo=1
o Euler implicite: yo=2, y1=3/2, yo=7/4

Q. [edoEE2] Soit le probleme de Cauchy y'(t) = t — y(t) — 2 avec y(0) = 2. On subdivise I'intervalle [0;2] en 2 intervalles de
largeur h = 1. Quelle approximation de y(2) fournit le schéma d’Euler explicite?

. -1 D -2 |:| 1/4 |:| 1/2 |:| Autre réponse

Solution : 1)=0, y9=2, h=1et ¢(t,z2)=t—2z—2 ainsi t, =ty +nh et
o Solution exacte: on a y(f) = (C; +(t—3)e’)e”" avec y(0) =2 ainsi y(t) = ((r—3) e’ +5)e”!
o Discrétisation: 1o =0, 1 =1, b =2
o Euler explicite: y9=2, y1=-2, yp=-1
o Euler implicite: yp=2, y1 =1/2, yo=1/4
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Q. [edoEI1] Soit le probleme de Cauchy y' () = 1+ ¢ + y(¢) avec y(0) = 1. On subdivise l'intervalle [0;1] en 2 intervalles de
largeur h = % Quelle approximation de y(1) fournit le schéma d’Euler implicite?

- 9 |:| 712 |:| 15/4 D 2 D Autre réponse

Solution : tH)=0, yo=1, h:% et p(t,z)=t+z+1 ainsi t, =ty+nh et
« Solution exacte: on a y(#) = (C1+(-t—2)e™!) e’ avec y(0) =1 ainsi y(1) = ((—r—2)e”"+3) e’
o Discrétisation: 1p=0, 1 =1/2, =1
o Euler explicite: yo=1, y1 =2, y,=15/4
o Euler implicite: yp=1, y1 =7/2, yo=9

Q. [edoEI2] Soit le probleme de Cauchy y' () = 1+ ¢ + y(¢) avec y(0) = 2. On subdivise l'intervalle [0;1] en 2 intervalles de
largeur h = % Quelle approximation de y(1) fournit le schéma d’Euler implicite?

. 13 |:| 11/2 |:| 6 |:| 712 |:| Autre réponse

Solution : tH) =0, yy =2, h:% et p(t,z)=t+z+1 ainsi t, =ty+nh et
« Solution exacte: on a y(#) = (C1 + (-t —2)e” ") e’ avec y(0) =2 ainsi y(1) = ((—r—2)e” " +4) e’
o Discrétisation: 1p=0, 1 =1/2, b =1
o Euler explicite: yo=2, y1=7/2, y»=6
o Euler implicite: yp =2, y1 =11/2, y, =13

Q. [g4-dplx] Calculer 04 f(x,y) si f(x,y) = log(Zigl).
(4y-1)
-2z 2 _12log(2x 1)
@x-1)(4y-1)° @x-1)(4y-1)° (4y-1)*
1 1
22x-1) (4y-1)° 22x-1) (4y-1)° [ ] Autre:

Solution : f(x,y) =In2x-1)(4y-1)"2 donc 0, f(x,y) =2x 2x-1)"1dy-173

Q. [chainrule] Soit f(x,y) =-5x+17y, x(u,v) = uv et y(u,v) = u+ v. Calculer 6, f.

. -5v+17 |:| =-5u+17 |:| -5 D -5v |:| 17u D Autre
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Q. [boite]

Une boite ouverte a la forme d'un parallélépipede. On cherche

Z les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface totale S de la

boite pour un volume V égale & 4 cm>. On doit donc minimi-

@* ser S(x,y,2) = Xy +2xz+2yz avec xyz = 4. Que vaut S dans
son minimum?

. 12 cm? |:| 0 cm? D 2 cm? |:| 8 cm? D 4 cm? |:| Autre

Solution : On a x,y,z>0. On pose s(x,y) = S(x,y, xiy] =xy+ % + %.
Calcul des points critiques:

8
Xz
Vs(x,y) = donc Vs(x,y) = (g) = (x, =022
-4
y
Il existe un seul point critique qui est (2,2).
Nature des points critiques:
16
= 1 2 1
Hy(x,y) = ("f m) donc  H;(2,2) :( TO 2) et detH,(2,2)>0.
y3

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum et I'on a $(2,2,%) = s(2,2) = 12.

Q. [plantg] Soit f: R?> — Rla fonction définie par f(x,y) = x> + xy + y?. Calculer I'équation du plan tangent 4 f en (-2, 1).

B 3x+17 [ ] 13x+26 [] B+xy+y2-9
D 13x-9 D B+ xy+13x+y*+26 |:| Autre

Solution : f(x,y) = f(xo, yo) + (x — x0)0x f (X0, Yo) + (¥ — ¥0)8 f (X0, ¥0)

Q. [Droite-v1] Que vaut f(3) si f(x) = ap+ a1 x est la droite de meilleure approximation des points suivants?

xi|[-1 0 1 B [] 1 [] -5/2 [] -12 [ ] Autre

yi|-2 0 -1
Solution : n=2 et il s'agit de chercher ag et a; solution du systéme linéaire

o) -] ~ b 966
Tioxi XisgXi/\an) \Xipxiyi 0 2/lm !

Donc ap=-1 et a; =1/2.
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Q. [parabNEW] Que vaut a; si f(x) = ag+ @1 x + a» x> est la parabole de meilleure approximation des points suivants?

xi|-2 -1 0 1 2 B s [] -2 [] 1 [] =1 [ ] Autre
yil 3 -1 -2 -1 1
Solution : n=4 et il s'agit de chercher ag, a; et a, solution du systéme linéaire

(n+1) n o Xi ?:oxg ap Xt oYi 5 0 10)/[agp 0
Tl ;L(,xz o || |=|Zhxiyi| = [0 10 0||lai|=|-4
n
X

n 2 n 4 n 2,,.
i=0%i  Zi=0%;  Zi=oXi/ \X2 i=0%; Vi 10 0 34/\a 14

Donc ag=-2, a1 =-2/5et ap=1.

Q. [fourierMA-v1] Quevaut ap si f(x) = agcos(x)+a; sin(x) est la fonction de meilleure approximation des points suivants?

xi|-3 0 % B [] 15 [] s [] -8 [] 2 [] -2 [] Autre
yil 5 5 0
Solution : On doit minimiser la fonction & définie par

&: R >R,

(a0, @1) — E(ag, a1) = Y (yi — agcos(x;) — ay sin(x;))*.
i=0

Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

08 ” .
Fa- (@0 @) =2 (Z (yi — ap cos(x;) — a; sin(x;)) cos(xi)) :
@o i=0

0& i . .
3q. (@0 @) =2 (Z (yi — @g cos(x;) — a; sin(x;)) sm(xi)) ,
ay i=0

on obtient

08

2 (ag, 1) =0 Yo (i — @ocos(x;) — ay sin(x;) cos(x;) = 0
—
dai (CZ(), al) =0

7
Yo i —agcos(x;) — aj sin(x;)) sin(x;) = 0

n 2 n s n
i—o COS“(x7) i=oCos(x;)sin(x;)| (ao) _ Zizoy,’cos(xi) 1 O\fao) (5
(:( ;’ZOLCOS(Xi)SiH(Xi) ;?zosinz(xi) ay) Yo yisin(x;) o 2 ai)]  \-5

donc ag=5 et a; =-5/2.
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x+ay=0
Q. [imposs1] Pour quelle valeur de a € R le systeme y 5 est impossible?
x-2y=a“-4
D -2 |:| 2 |:| 0 D 1 D -1 - Aucune valeur de a
Solution :
x+ay=0 [,—I,-1, |x+ay=0
x-2y=a -2+a)y=a*-4

Si a=-2 la deuxiéme équation devient 0y =0 qui a une infinité de solution, si a # —2 on trouve |'unique solution y=2-a

et x=a(a—2): dans tous les cas le systéme est possible.

. 40
Q. [LU1] La méthode de GAUSS-DOLITTLE transforme la matrice A =

oN O =

L est telle que LU = A?

1 0 0 O 1 0 2 0 1 0
01 00 01 0 4 0 1
- 2 010 D 0 01 9 D 2 1200
0 4 9 1 0 0 01 0 160
1 600 8 0 1 0 0 0 1 600
0 40 6 9 600 40 0 O 0 40
D o o0 3 7 D 8 6 3 0 D 0 0
0 0 0 4 0 9 7 4 0 0
. . . L. 4x+2y=2,
Q. [jacobl] Soitle systéme linéaire
2x+4y=2.

600

1200
160

8 0
6 9 . .
19 7 en une matrice U. Quelle matrice
51 103
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
1 0 D 2 0 0 O
51 1 0 4 9 0
8 0 0 0 0
6 9 1 0 0
19 7 D -2 0 1 0
0 103 0 -4 -9 1

1
Partant de x© = ( 0), qua vautx® avec la méthode de JACOBI?

3/8 1/2 11/32 3/8 1/3 .
u (1/4) [ (1/4) [ (21/64) [ (5/16) [ (1/3) [J Autreréponse
Solution :
{4x+2y:2, {x s
_ 2-2
2x+4y=2. y=5
JACOBI
{x(kﬂ) _2-2y®
_o(k)
y(k+1) - %
donc
1 1/2 1/2 3/8
© _ M _ @ _ ® _
X ‘(0) X ‘(0) X ‘1/4) X ‘(1/4)
GAUSS-SEIDEL
{x(k+1) _ 2-2y®
- 4
_o(k+tD)
ylheD) = 22500
donc
1 1/2 3/8 11/32
o _ W _ @ _ ® _
= (0) X0= (1/4) x= (5/16) x= (21/64)
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2x+2y=3,

. [gs1] Soitle systeme linéaire
Q lgs] v {2x+4y:1.

0
Partant de x© = (1)’ qua vaut x® avec la méthode de GAUSS-SEIDEL?

[ (—33{/28) u (5(/)4) u (—32/4) u (—31//22) u (5—/12) [] Autreréponse

Solution : 4
- _ 32y
2x+2y=3, . x==
2x+4y=1. y =32
JACOBI
e+ 3*22y(k’
y(k+1) _ 3—24x(k)
donc

0 1/2 5/4 3/2
o _ W _ @ ® _
=[] <=1 =[] =[50

3-2y®
{x(k+1) _ 32y

(k+1) _ 3=2xk+D
= 1

GAUSS-SEIDEL

y
donc
0 1/2 3/2 2
0) _ 10— @) _ 3) —
<[} =[] =[5 =

0 15 7

Q. [vpcalcl] SoitA=| 0 -3 0].Elleadmet 3 valeurs propres distinctes Ao < 1; < A,. Que vaut A¢?
28 42 0

B -0 [] -30 [] 140 [] -150 [] 150 [ ] Autreréponse

0 6 «a
Solution : Soit A = (0 B 0). Polynéme caractéristique:
y 9 0

-1 0 a

-

det( 0 p-1 0 ) = (ﬂ—ﬂt)det( y _“A) =(B-MA*-ay) = (- VA- yay)(A+ay)
Y ) -1

donc g = —\/ay <A1 =B <Ay = /ay. Dans notre cas 1y = —-14.0, A; = -3.0 et 1, =14.0.
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Q. [vpedo] Considérons I'équation différentielle x” (¢) — 11x'(#) +28x(£) = 0. Si x(0) = 0 et x'(0) = 73, que vaut x(2)?

B 3e"“-e) [] 73(e°°-e?)

[] 73(eB—e'

D 4e” +7¢*

D 228 _ pll

Solution : Posons s=11 et p=28. On transforme |'équation différentielle d'ordre 2

x"()—sx' () + px() =0

en un systéme de deux équations différentielles d'ordre 1 en introduisant le vecteur y = (y1, y2) avec y;(£) = x(1) et y2(2) = X' (1):

{yi(t) = y2(1),

Y5 (1) = X"(1) = —=px(t) + sx'(£) = = py1 () + sy (1)

ce qui équivaut 3 y' (1) = (_Op i)Y(I)

Calculons les valeurs et vecteurs propres de cette matrice (on choisira A; < A5):

A 1

det(_p s

Notons que s=A1; + A, et que p =211 1,.

):—A(s—/l)+p:7Lz—sit+p:(/1—/11)(/1—/12)

. -4 1\(vh) (0 .
e Pour A; =4 on doit résoudre (—28 7) (Z}) = ( ) donc 4v] = v} ie. v' = (xy,4x) 7.

(=)

e Pour A, =7 on doit résoudre (—_278 1)

On conclut que

4K1 71(2

y(t) = (il) (1) = eMiv! 4 t2ly? = ( K1 )e4t+ ( 2 )e” soit encore {
2

Comme 0=x(0) =x1+k2 on a ky = —k71: x(f) =k (e*’ —e’).
Comme 73=x'(0) = (4—-7)x1, on a k1 = —73.
On conclut que x(2) = —73(e® —e'4).

-4 -6

Q. [propl¥r SiA= ( 3 5

) alors. ..

. (=10,5)T est un vecteur propre

D (-3,2)T est un vecteur propre

. Le polynome caractéristique est p(1) = (A —-2) (1 +1)
|:| Le polynome caractéristique est p(A) = (-4-1)(5-1)

Solution :
e Determinant: -2

(0) donc 7vf = U% i.e. V2= (kp,7x2)T.

x(5) = y1(0) =k e* +xe”,

x'(8) = ya (1) = dxe* + Txze’ .

D A est singuliére

. —1 est une valeur propre

. A est inversible

|:| Aucune de ces réponses n’est correcte

o Polynéme caractéristique: p(A) =det(A—Al) = A2 -1 -2=(A-2)(A+1)

o Valeurs propres (racines de p(1)): Ag=—-1et 1; =2

o Vecteurs propres: x(—2,1)T pour Ag=-1 et x(=1,1)T pour 1; =2

(© 2016-2020 G. FACCANONI
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Q. [transitionGen] Soit une marche aléatoire définie par le graphe
10%
me@ @om
30%

On note u™ = (ay, b,)T la répartition de probabilité a I'étape n de cette marche aléatoire. Que vaut lim,,_. 1o, u??2
1% .
g |:| Autre réponse

3 o) O oo

|

25%

[ (75%

97%

|

75% 3%

W) O

Solution : lim,_ 1o, u” =u vecteur propre associé a la valeur propre 1:
9 3

7= (0% 30%)_[35 i

10%  70%) |15 15

|

10

|

B, 3.1 BA-3)(A-1)

Calculons les valeurs propres:
det(M—-AD =A% - —+==—
5 5 5
75%
1 . . . _
347 ainsi limy,—ou™ = (25%).

Amax =1 et le vecteur propre associé est du type Bk, 1x) T avec kx =

(© 2016-2020 G. FACCANONI
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CHAPITRE 36

Controle par équipe du 6 octobre 2020 : systémes
linéaires

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est interdit.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S S

# Exercice 36.1

Soit a, y et € des réels et considérons le systeme linéaire
xX+5y=4,
ax+yy=e,

d’inconnues x, y. En utilisant le pivot de GAUSS, déterminer les valeurs de a, € € R de telle sorte que ce systeéme possede :
a) une infinité de solutions;

b) aucune solution;

¢) une solution unique.

Correction

X+5y=4 Ly—ILy-al, X +5y=4
ax+yy=e (y-5a)y=¢e—-4a

a) Siy=5aete=4a (i.e laderniere équation correspond a 0y = 0) alors (S) possede une infinité de solutions,

b) siy=5a ete #4a (ie. laderniere équation correspond a 0y = € —4a) alors (S) ne possede aucune solution,

¢) siy #5a alors, pour tout €, (S) posséde une solution unique y = i:‘ég etx=4-5y.
# Exercice 36.2
Soit @ et f € R* et considérons la matrice
1 0 1 O
0 a 0 O
A= 0 0 1 «a
B a p a

1. Déterminer la factorisation LU de la matrice A .
2. En déduire la valeur du déterminant de A.

3. En utilisant la décomposition LU de A, résoudre le systéme linéaire Ax =b pourb = (1,1,1,1)7.
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Correction
1. Factorisation LU de la matrice A :

1 0 1 O 1 01 O 1 01 0
0 a 0 O] Ly<LpL |0 a 0 O Ly<Ls-L, |O a 0 O
0 0 1 «a 0 0 1 «a 0 0 1 «a
B a B «a 0 a 0 « 0 0 0 «
donc
1 0 0O 1 01 0
01 00 0 a 0 O
L= 0 0 1 0 U= 0 0 1 «
B 1 0 1 0 0 0 «a
2. det(A)=det(U)=1xax1xa=a?.
3. Pour résoudre le systéeme linéaire on résout les systemes triangulaires
Ly=b
1 0 0 0\(y\ (1 n=1
01 0 0|y 1 y2=1-0y1=1,
= fr——
0 0 1 0f|ys 1 y3=1-0y; =0y =1,
10 Uln ! Ya=1-Py1—-1y,-0y3=—p
puisUx =y
_ B
Xy =—
a
1 0 1 0)/[(x 1 l-—axy
0 a 0 of[x| [1 _ Xg=—— =1+P
0 0 1 allxs 11 _I—OX3—0)C4_1
00 0 af\xs) \-p X2 = o =2
1-0x2—1x3—0x4
xlz :_IB
1
La solution du systéme est donc
1 _a\T
X = —ﬁ,—,1+ﬁ,—ﬁ .
a a
# Exercice 36.3
On se donne
1 0 2 1 0
A=[o 2 2|, b=|2 x?=(o0].
0 2 1 1 0

Calculs exacts

1. Que vaut la solution exacte du systeme linéaire Ax = b? Utiliser la méthode de Gauss.
2. Calculer A~! par la méthode de Gauss.
3. Calculer le produit A~'b.

Factorisations (méthodes directes)
1. Déterminer la factorisation LU de la matrice A.
2. En utilisant la décomposition LU de A, résoudre le systeme linéaire Ax = b.
3. En utilisant la décomposition LU de A, calculer AL

Méthodes itératives

1. Partant dex?, quelle approximation x® de la solution x de Ax = b donne la méthode de JACOBI?
2. Méme question pour la méthode de GAUSS-SEIDEL.
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Correction
Calculs exacts

1. Solution exacte :

1 0 2|1 L 1 0 2 1
Abl=| 0 2 2|2 |Z="=2(0 2 2| 2
0 2 1|1 0 0 -1|-1
donc
-1
x=|0
1
2. Calculde A7!:
1 0 2|1 0 O Ll 1 0 2 |1 0 £1~£1+§£3 1 0 0|1 -2 2
A=l 0 2 20 1 0 |=2—"=20 2 2|0 1 2ol 2 0|0 -1 2
0 2 1|0 0 1 0 0 -1]0 -1 1 0 0 -1]0 -1 1
£2<—L2L/2 1 0 0|1 - 2
=10 100 -3 1 [=[BA"
0O 0 1|/]0 1 -1
3.
1 -2 2 1 -1
A'b=|0 -1 1 |[2]=[0 |=x
0o 1 -1J\1 1
Factorisations (méthodes directes)
1. Factorisation LU de la matrice A.
1 0 0 1 0 2
L={0 1 O u=|fo0 2 2
01 1 0 0 -1
2. Pour résoudre le systeme linéaire on résout les systémes triangulaires
Ly=b
1 0 0)\(»n 1 n=1
0 1 O0ffy]|=]2 - V2 =2,
0 1 1)\ys 1 y3=1-yp=-1
puisUx=y
1 0 2\(x 1 x3 =1
0o 2 2 Xo|=1 2 = X2 =0
0o 0 -1 X3 -1 X1:—1
3. Il s’agit de résoudre Ly = by puis Ux; = yi en ayant définit b, = (1,0,007, b, = (0,1,007, b3 = (0,0, 1)7.
1 0\ (»n 1 n=»L 1 0 2)\(x 1 x3=0
1 0f|ly|= = Y2 =0, = 2 2 |lx|= = x2=0
0 1 1 y3 0 _VSZO 0 0 -1 X3 0 x1=1-2x3=1
_ x3=1
1 0\ (N =0, 1 0 2)\(x 0
1 0)f{y]|=]1 S =1, - 2 2 X |=11 = XZZ—E
0 1 1 '3 — 0 0 -1 X3 -1
Y 3 1 x1=—2
1 0\ (»n 0 =0, 1 0 2)(x 0 x3=-1
1 0]|ly2/=10 = V2 =0, = 2 2 Xo | = - X2 =1
0 1 1 V3 1 _)/321 0 0 -1 X3 1 X1 =2
(© 2016-2020 G. FACCANONI
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ainsi
1 -2
-1_ 1
Al=lo -1 1
o 1 -1
Méthodes itératives
x+2z=1 x=1-2z
2y+2z=2 =< y=1-z
2y+z=1 z=1=-2y
Jacobi
kD =1 220
P+l — 1
20+ — 1 2y ®)
donc
0 1-2x0=1 1-2x1=-1 1-2x(-1)=3 1-2x1=-1
xP=10] xP=| 1-0=1 | x®=| 1-1=0 = 1-¢-p=2 | x¥=| 1-1=0
0 1-2x0=1 1-2x1=-1 1-2x0=1 1-2x2=-3

On peut montrer que la méthode ne converge pas.

Gauss-Seidel
kD =1 220
Ykt =1 — 20
2k = 1 —pyk+D)
donc
0 1-2x0=1 1-2x(-1)=3 1-2x(-3)=7 1-2x(-7)=15
xP=10] xP=| 1-0=1 xP=| 1-(-D=2 | x®=| 1-(-3)=4 | ¥ = 1-(-7)=8
0 1-2x1=-1 1-2x2=-3 1-2x4=-7 1-2x8=-15

On peut montrer que la méthode ne converge pas.
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Controle par équipe du 15 octobre 2020 :
interpolation

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est interdit.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

X % ok ot

Soit les points

# Exercice 37.1 (Interpolation polynomiale)
1. Sans faire de calcul, indiquer quel est le degré maximal du polyn6me qui interpole ces points.

2. Ecrire dans la base canonique de R, [x] le polyndme p qui interpole ces points (on utilisera la méthode de Gauss
ou de Gauss-Jordan pour la résolution du systeme linéaire). Indiquer comment vérifier I'exactitude de la solution
obtenue.

3. Ecrire dans la base de Lagrange de R, [x] le polynome p qui interpole ces points.

4. Ecrire la base de Newton de R,,[x] associée a ces points, écrire le tableau des différences divisées, en déduire les
coordonnées du polynéme qui interpole ces points dans la base de Newton.

5. Sans utiliser les méthodes précédentes, comment peut-on écrire directement le polyndme qui interpole ces
points?

6. Ecrire 'équation de la spline linéaire qui interpole ces points.

Correction
1. On a4 points donc on cherchera un polynéme de degré au plus 3.

2. Soit€ ={1,x, x%, 3 } la base canonique de Rs[x]. Soient (a, b, ¢, d) = coord(p, €) les coordonnées de p dans la base

247



Chapitre 37 Controle par équipe du 15 octobre 2020 : interpolation Mis 3 jour le Mercredi 31 mai 2023

248

% . Elles sont solution du systeme linéaire

a+bx0+cx02+dx03=2
a+bxl+cx1?+dx13=0
a+bx2+cx22+dx23=0
a+bx4+cx4?>+dx43=6

Résolvons-le par la méthode de Gauss

Ly—Lyo—L
1 0 O 0|2 Lg«—Li—Li 1 0 O 0 2 Ly Ls—2Ly 1 0 O 0 2
1 1 1 1 |0 | Ly—Ls-L; 01 1 1| -2 Ly—Ls—4L, 0 1 1 1| -2
1 2 4 8 [0 0 2 4 8 | -2 0o 0 2 6 2
1 4 16 64 |6 0 4 16 64| 4 0 0 12 60| 12
100 02 d=0
Ly—L4—6L3 01 1 1 /|-=-2 c=
002 6|2 | \pees
0 0 0 24| 0 =2
On a coord(p,¢) ={2,-3,1,0} donc p(x) =2 —3x+x2%.
On vérifie aisément que
p0) =2,
p1) =0,
p2) =0,
p4) =6.

Soit £ ={Ly,L;, Ly, L3} labase de Lagrange de R3[x] associée aux points donnés. Les coordonnées de p dans la base
& sont tout simplement coord(p, £) = (2,0,0,6). Pour écrire p il est inutile de calculer L; et Ly, il reste a calculer Ly et
Lg .

x-Dx-2)(x—-4) x-1Dx-2)(x—4) x=-0x-1Dx-2) x(x-1Dx-2)
0-1)(0-2)(0-4) -8 4-04-1H4-2) 24
donc p(x) =2Ly(x) +6L3(x) = %(—(x—4) +x)(x—-1Dx-2)=(x-1(x-2).
La base de Newton de R3[x] associée a ces points est A = {wy, w1, w2, w3} ol w; s'écrit

wo(x)=1

w(xX)=x-0=x

w2(x)=(x-0)(x—1) =x(x—1)
w3(x)=x-0)(x-Dx-2)=x(x-1(x-2)

Le tableau des différences divisées est

i xi || yi | flxicnxil | flxie, xi—1,xi) | flxizs,..., X

On a coord(p, &) =1{2,-2,1,0} donc

p(x)=2-2x+x(x—1)=2-3x+x%.
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5. Puisque p(1) = p(2) = 0 le polyndme s’écrit p(x) = (x — 1)(x — 2)g(x) avec g(x) un polynome de degré au plus 1, i.e.
q(x) = ax+b. Comme p(0) =2 alors 2 =2b ainsi b = 1. Il reste a exploiter la condition p(4) =6 donc 6 =6(4a+b) =
6(4a+1) par conséquente a = 0.

6. Une spline linéaire est une fonction affine par morceaux (i.e., les points a interpoler — une fois ordonnés selon les x
croissants — sont reliés par des segments) :

S2(x-1+0 si0=sx<1, (2(1-x si0=x<lI,
s(x)=40 silsx<2,=40 silsx<2,
50(x-2)+0 sizsx=<4 3(x-2) si2sx<4

# Exercice 37.2 (Interpolation non polynomiale)
Interpoler 'ensemble de points donné dans I'espace vectoriel V[x] engendré par la base

{ cos(2mx),cos(mx), cos (gx) ,COS (%x) } .

Rappel des valeurs remarquables des fonctions cosinus et sinus en fonction de I'angle :

Correction
On cherche v(x) = acos(2mx) + beos(nx) + ccos (5 x) + d cos (5 x) tel que v(0) =2, v(1) = v(2) = 0 et v(4) = 6. On cherche
donc a, b, c et d tels que

a+b+c+d=2

a-b+3d=0
a+b—c—%d:O
a+b+c—%d=6

Résolvons-le par la méthode de Gauss

111 2, (11 1 12 d=-8
1 -1 0 Lo |20 2 a1 -2 _Je=3

1 3 1
11 -1 1o 0 0 -2 -3|-2 b-f33
1 1 1 -3|6 00 0 -3|4 a=j3

On obtient la fonction v(x) = 3 cos(27x) + 3 cos(mx) +3cos (£ x) — & cos (£ x).
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CHAPITRE 38

Controle par équipe du 24 novembre 2020 : formules
de quadrature

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est interdit.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S

¢ Exercice 38.1

1. Avec un argument géométrique montrer que, pour x > 0,
1 x+1q
1-——< f —dr<x.
1 t

2. En déduire que, pour x >0,

1
1-——<In(1+x)<x.
x+1

Correction
1.
X x+1
P Aire rectangle droite < f P dr < Airerectangle gauche = x
X 1
\ \
\ \
1 x+11% 1 x+11%
2.
x+1 1 1
f p dr = [ln(t)]’fJr =In(x+1)-In(1) =ln(x+1)
1
donc
X 1
——=1-——<In(x+1) < x.
x+1 x+1
4 Exercice 38.2

On considere I'intégrale
2
= f Vxdx.
0

1. Calculer la valeur exacte de I.
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2. Evaluer numériquement cette intégrale par la méthode des trapézes composite avec m = 2 sous-intervalles et
comparer le résultat ainsi obtenu avec la valeur exacte.

3. Pourquoi la valeur numérique est-elle inférieure a la valeur exacte? Est-ce vrai quel que soit m? (Justifier la
réponse.)

Correction
1. Une primitive de v/ est F(x) = $V/x3. La valeur exacte est alors

2 x=2 2 4
I=—[Vx3] =-V8=-V2.
3 x=0 3 3
2. Laméthode des trapézes composite a m + 1 points (m sous-intervalles) pour calculer I'intégrale d'une fonction f sur
I'intervalle [a, b] s’écrit
m-—1

b
/f(t)dt:h(%f(aHZf(a+ih)+%f(b)) avec h =
a

i=1

b—a
e

Iciona f(x)=v/x,a=0,b=2, m=2dou h=1eton obtient
1 1 1
I:T:5f(0)+f(1)+§f(2):1+§\/§

3. Lavaleur numérique obtenue est inférieure a celle exacte quelque soit le pas & choisi car la fonction f est concave, ce
qui signifie qu'une corde définie par deux points de la courbe y = \/x sera toujours en-dessous de la courbe, donc
l'aire sous les trapezes sera inférieure a I'aire exacte.

y
1 -
0.5+
0 -

051152 *

¢ Exercice 38.3

1. Calculer la valeur exacte de E = f12 f(x) dx avec f(x) =1+ (x—2)2.

2. Calculer une valeur approchée de E avec la méthode
* des rectangles a gauche composite avec 2 sous-intervalles (on notera G cette valeur),
* des rectangles a droite composite avec 2 sous-intervalles (on notera D cette valeur),
* des trapezes composite avec 2 sous-intervalles (on notera T cette valeur).

3. Onremarque que G > E, D < E et T > E. Est-ce vrai quelque soit le nombre de sous-intervalles qu’on prend ?

Justifier la réponse. (On pourra s’aider par un dessin.)

Correction , , Yoo
Une primitive de f(x) =1+ (x—2)? = x> —4x+5est F(x) =% —2x*> +5x donc E = 3 —2x>+5x = ‘3—1.

3 x=1
Onauzl,szetmdeonch:b;m“:%.

m=1 1 5 13

= | = - 2 - = —
G hl;]f(a+lh) 2( +4) 5
m-l _ 1(5 9
D—h;]f(a+(z+1)h)—5(z+1)—§
1 5 1 11

1 m-l . 1 1
T—]’l(af(d)-i— i_zlf(a+lh)+§f(b))—5(§><2+z+§><2 —E

2 2 2
1.5 1.5 1 l 1.5

115 2 1152 1152
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* G > E car la fonction est décroissante (ce qui signifie que f(x;) > f(x;+1) donc I'aire des rectangles sera supérieure a
I'aire exacte);

*x D < E car la fonction est décroissante (ce qui signifie que f(x;) > f(x;;+1) donc I'aire des rectangles sera inférieure a
I'aire exacte);

*= T > E car la fonction est convexe (ce qui signifie qu'une corde définie par deux points de la courbe y = f(x) sera
toujours au-dessus de la courbe donc I'aire sous les trapézes sera supérieure a 'aire exacte).
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CHAPITRE 39

Controle par équipe du 27 novembre 2020 : EDO

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est interdit.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S S 3

# Exercice 39.1 (Utilisation d’'un schéma numérique)
Soit le probléme de Cauchy

Y@ =t—y®)+1, tel0;2]
y(0) =1,

On subdivise l'intervalle [0;2] en 2 intervalles de largeur h = 1 avec tp =0, f; = 1 et #, = 2. Pour chaque nceud ¢,
on note y, = y(t,) la solution exacte évaluée en t, et on cherche la valeur inconnue u, qui approche la valeur
exacte y, ; 'ensemble des valeurs { yo, y1,... } représente la solution exacte discréte tandis que I'ensemble des valeurs
{uo = yo, u1,...} représente la solution numérique.

Comparer les valeurs de la solution exacte et des solutions approchées obtenues avec les schémas vus en cours en
complétant le tableau suivant :

=0 n=1 =2

Yo = n= V2= «— Solution exacte

Up = U = Up = — Solution approchée par Euler Explicite
Up = up = Up = — Solution approchée par Euler Implicite
Up = up = Up = — Solution approchée par Euler Modifié
Up = U = Up = — Solution approchée par Trapéze

Up = U = Up = — Solution approchée par Heun

Correction

*= Exacte UEDO est linéaire avec a(f) =1, b(t) =1, g(t) = ¢t + 1. En utilisant la notation du polycopié nous avons

A(t)zf@dtzfldtzt, B(t):/&e/“” dt:f(t+1)e‘dt=te’f
a(t) a(r)

donc y(r) = Ce” " + t. En prenant en compte la condition initiale on trouve 1 = y(0) = C; ainsi y() = y(1) = t + e~ ".
Ontrouve yo=1,y;=e ' +lety, =e 2 +2.

« EULER Explicite

ug = y(to) = Yo, donc up =1,
Up+1 = Up + ho(ty, uy) Ups1=Up+h(l+t,—uy) =1 —-hu,+h(1+t,)

Ontrouve ug =1, u; =1letu, =2.
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*» EULER Implicite

Uung = ) = , Uy = ].,
0=y(o) = o done 4 10
Un+1 = Up + ho(Tpi1, Uns1) Upe1 = Up+h(Q+ Ty — Ups1)

Pour calculer la solution approchée, on doit résoudre une équation a chaque pas. Puisque 'EDO est linéaire, cette
équation est linéaire et la méthode implicite peut étre rendue explicite par un calcul élémentaire :

Up+h(1+t541)
Up1 =Up+hQ+ 1 —Upy) &= Upp=—"T—"—

1+h
donc
up =1,
Upt+h(l+t,41)
un+1: n Tih n+1 .
_ _3 _9
Ontrouve ug =1, u; =5 et up = 3.
* EULER Modifié
uo = y(to) = yo, up=1,
_ h . h
Up+172 = Un+ 5@ (tn, Un), donc { ln+12=Un+ 5+ 11— Up)
ho~ n)_ -
Up+1 = Up + he (tn +3, un+1/2) Up+1 = Up+h (1 + (tn + 5) - un+1/2)

On trouve ug =1, u; = % et uy = %.

* Trapeze ou CRANK-NICOLSON
{ up = y(f) = yo,
Up+1 = Up + %‘P(tm Up) + g(P(tn+1» Un+1)
donc
{ ug = y(to) = Yo,
Upt1 = Up + g(l + ity —up) + g(l + tn1 — Un+1)

Pour calculer la solution approchée, on doit résoudre une équation a chaque pas. Puisque 'EDO est linéaire, cette
équation est aussi linéaire et la méthode implicite peut étre rendue explicite par un calcul élémentaire :

(1— %) Un+ B2+ ty + tyi)

h h
Upr1=Up+ -+t —up)+ (I + 1 —Upt1) <= Upp1 =
2 2 1+4
donc

u()—l,
_1 2 1
un+1—§un+§tn+ .

On trouve uyg =1, u; = ;—1 et up =

<z

* HEUN
uo = y(to) = Yo,
Un+1 = Un + ho(tn, un),
Uns1 = Un + 2@(tn, tn) + 2@(tni1, Tine)
donc

ug =1,
Ups1=Up+hQ+t,—uy)=A0-RWu,+hQ+1,),

~ 2 2
Un+1:un+%(1+tn_un)+%(1+tn+1_un+1):hjun"‘(h_hj) th+h

Ontrouve ug =1, u; = % et up = %_
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Chapitre 39 Contréle par équipe du 27 novembre 2020 :

EDO

=0 n=1 =2
yo=1 yi=elt+1 yo=e2+2 — Solution exacte
up=1 up=1 Up=2 — Solution approchée Euler Explicite
up=1 Uy = % Up = % — Solution approchée Euler Implicite
up=1 U = % Uy = % — Solution approchée Euler Modifié
up=1 U = % Up = 19—9 — Solution approchée Trapeze
uy=1 u = % Uy = % — Solution approchée Heun

# Exercice 39.2

Considérons le probléeme de CAUCHY
trouver une fonction y: I < R — R définie sur un intervalle I = [f, T] telle que

Y @)=t y@), Viel=I[t,TI,
y(ﬁﬂ = YO»

avec Jp une valeur donnée et supposons que 'on ait montré 1'existence et I'unicité d’'une solution y pour ¢ € I. On
,N.

T—-1

subdivise I'intervalle I = [#; T] en N intervalles [#,; t,+1] de largeur h =

Pour chaque nceud ¢, on note y, = y(t,) et on cherche la valeur inconnue u, qui approche la valeur exacte y,,.
Si nous intégrons I'EDO y'(¢) = ¢(t, y(1)) entre £, et t,+1 nous obtenons

tn+1

Yn+1 = Vn-1 =f
-1

1. Ecrire le polyndme p interpolant ¢ en t,, et t,.

o(t,y(0)dt.

2. Utiliser ce polynéme pour approcher 'intégrale

In+1
f o(t,y(2) dt.
fi;

n-1

NB On interpole en 7, et t,, mais on intégre sur [£,,_;; £;,11].

3. En déduire un schéma explicite pour 'approximation de la solution du probléeme de CAUCHY (attention a bien

initialiser la suite définie par récurrence pour qu’'on puisse effectivement calculer tous les termes).

4. Apres avoir calculé la solution exacte du probleme de Cauchy suivant, appliquer le schéma obtenu pour calculer

avec t, =tp+nhpourn=0,1,2,...

une valeur approchée :

Y () =-4ty(t), t>0
y(0) =6,

Correction

Pour alléger la notation, on notera ¢, £ (t,, y(t,)).

1. Le polynome interpolant la fonction ¢ en ¢, et t,+1 a équation
p(t) = M(t_ t) +@n.
n+l = tn

(© 2016-2020 G. FACCANONI

257



Chapitre 39 Controle par équipe du 27 novembre 2020 : EDO Mis 3 jour le Mercredi 31 mai 2023

2. Onintégre ce polyndme entre ,,_ et £,,41 :

sl th+1
f @(t,y(1) dt:f p(t) dr
t

n-1 tn-1
_ (tne1 = th-1)(p(Ens1) + p(En-1))
2
=h(p(tpe1) + p(tn-1))

Pn+1 =@
u(tn—l — )t e,
In+1—In

=h ((Pn+1 +

=2h,.

3. En utilisant la formule de quadrature pour l'intégration de 'EDO y'(¢) = ¢(t, y(t)) entre t,_; et t,+1 on obtient

In+1

Y(tn+1) =y(tn—1)+f @(t,y(1) dt = 2ho(t,, y(£,)).

th-1

Si on note u, une approximation de la solution y au temps t;,, on obtient le schéma explicite suivant :

Ug :y()r
u; a définir
Ups1 = Up—1 +2h@(ty, uy) pourn=1,...,N—-1.

On peut utiliser une prédiction d’Euler explicite pour initialiser u; par exemple :

Up = Yo,
uy = up + he(to, up),
Upsl = Up—1 +2he(t,, u,) pourn=1,...,N—1.

4. Tl s’agit d'une EDO a variables séparables.
y(t) =0 pour tout ¢ est solution de 'EDO mais pas du probleme de Cauchy.
Toute autre solution de 'EDO sera non nulle et se trouve formellement comme suit :

y'(@)

1
ym_—u = f;dy:f—udt = In(y(®)=-22+¢ = yO=ce?’ ceR.

En imposant la CI on obtient ¢ = 6 d’ou 'unique solution du probleme de Cauchy: y(¢) = e 21",
Le schéma appliqué a ce probleme de Cauchy s’écrit :

Up =6,
uy = ug+ h(—4toug) = (1 —4tgh)ug = uy =6,
Up+1 = Up—1 +2h(—4tyuy,) = Up—1 —8htyu, pourn=1,...,N—1.
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CHAPITRE 40

Controle par équipe du 2 décembre 2020 : f: R" - R

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est interdit.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S S 3

4 Exercice 40.1

1. Indiquer le domaine de définition des fonctions R> — R suivantes et colorier la portion de R? correspondante :

fa=y/E-Dy+1) et gxy=vi-1+/y+1

2. Soit f(x,y) = xJZC%j’/Z Calculer, lorsqu’il est possible, f(2,1), f(1,2), f(a,a), f(a,—a).

3. Soit f(x,y) = x,/y. Tracer la courbe de niveau qui passe par le point (-1,1).

4. Soit u: R?> — R la fonction définie par u(t, x) = sin(x + at). Determiner pour quelle(s) valeur(s) de « la fonction u
satisfait I'équation
Oiu+coyu=0 VY(x,y) € R2.
n

5. Soit w(xy,x,...,X,) =1n (Z i xi). Calculer la somme des 7 dérivées partielles de w :
i=1

n
Y 0y w.
k=1

6. Ax,y)=(x+ y)2. Soit (xg, yo) = (1,2). Estimer A(xp + 0.1, yo +0.2) par linéarisation (i.e. sur le plan qui est tangent
a A en (xp, ¥o)). Quelle erreur fait-on on approchant A(xp + 0.1, yp +0.2) par linéarisation?

7. Soit f(x,y) = x>e¥ + y?e*. Calculer le gradient et la matrice Hessienne de f.

8. Calculer les points critiques de la fonction f: R? — R définie par f(x, y) = (x+1)>+3xy+ y° et étudier leur nature.

Correction
1. fx,y)=/Ex-Dy+Detglx,y)=vx—1+y+1.
2 ={(x,y) €R?| (x-D(y+1 =0} De={(x,y) eR?|x=1, y=-1}
y ; y
(x-1(y+1)=0

(x-Dy+D=0 3 i
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xX—=y . 1
2. flx,y) = p donc@f:{(x,y)eRz|y¢ix}.81y¢ixonaf(x,y):xTy.
1
f(2,1)—§
1
f(l,z)—g

(a,a) n'existe pas car (a,a) ¢ D9 mais lim =—
! p ! x,y—(aa) 2a

f(a,—a) nexiste pas car (a, —a) gDy

3. f(x,y)=xy/ydoncPs= {,ye R? | y=0}. Laligne de niveau k est I'ensemble

(21}

Comme f(—1,1) = -1, k = —1 et la ligne de niveau cherchée est { (x,y) eERxR*

{(x,y)e[R><[R{+\f(x,y):k}:{(x,y)E[Rx[RJr

y=é}
y

---41

4. u(t,x)=sin(x+ar)donco;u+coyu=acos(x+at)+ccos(x+at) = (a+c)cos(x+at). Pour avoir (a+c)cos(x+at) =0
pour tout (£, x) € R? il faut que a = —c.

w(x1, X2,..., X,) =In(xy +2x2 +--- + nxy)
_ 1

(X 2% 4+ 1K)
_ 2

B (X1+2x2 +---+nxy)

Oy, W(X1,X2,...,Xp)

axg W(x1, X2yee) xn)

n
5. 4 : = id w= Likk _ ntn+D)
' ' . o noixp 2XM i

i=1
B (X1+2x2 +---+nxy)

axk w(xlyer---rxn)

n
(X1 +2x2 +---+nxy)

6xn LU(XI, X2yee) xn)

6. A(x,y) = (x+ )%, (x0,0) = (1,2) et A(xg, yo) = (1+2)? =9.

A(x,y) = Z(x,y) = A(xo, yo) + (X = X0)0x A(X0, Yo) + (¥ — ¥0)0y A(x0, Yo)
= A(x0, yo) + 2(x — x0) (xo + o) + 2(y — yo) (x0 + y0)
L(x9+0.1,y0+0.2) =9+2x0.1x34+2x0.2x3=9+0.6+1.2=10.8

Lerreur (absolue) est donc

|A(xp+0.1,y0+0.2) — L (x0+0.1, 0 +0.2)| = |(1.1 +2.2)>-10.8| = [10.89 — 10.8] = 0.09.
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7. f(x,y) =x*e¥ + y*e* donc

2xeY + yzex) 2eY +y*e*  2xe¥ +2ye”

VIt y) = (xzey+2yex Hp(x,y) = 2xeY +2ye*  x%eV +2e*

8. f(x,y)=(x+1)?+3xy+)>

* Recherche des points critiques :

— — J— 2 = 2— —_ = — =
{axf_o, @{2(x+1)+3y_o, @{2( y2+1)+3y =0, (:){Zy 3y-2=0, {:}{(y 2)Ry+1)=0,

0yf=0, 3x+3y*=0, x=-y x=-y" x=-y

On a deux points critiques : le point (—4,2) et le point [—i, - %)

* Nature des points critiques :

dxxf(x,y) =2 Oxxf(—4,2) =2 6xxf(—211,—%)=2

dxyf(x,y) =3 dxyf(-4,2)=3 axyf(‘zll"%) 3

Oyyf(x,y) =6y 0yyf(—4,2)=12 6”’]0(_4_1’_%):_3
det(Hp)(x,y) = 12y -9 det(H)(~4,2) = 15 det(H) (_i_%) - o1

(—4,2) est un minimum, (—%, —%) est un point selle.
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CHAPITRE 41

Controle par équipe du 8 décembre 2020 : meilleure
approximation

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est autorisé.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S S

# Exercice 41.1
Le graphique de la figure représente des données en échelle log—log :
log,y(»)
a+bf->~
b
0 1 logyy(x)

Apres avoir calculé I'équation de la droite, en déduire I'équation qui approche au mieux les données parmi les suivantes :

1. y=b10%* D = gl 3. y=10P10%* 4. y=10%10"*
5. y=b+10% 6. y=a+10"* 7. y=elax 8. y=ebx
9. y=ele® 10. y=e®eb* 11. y=10"x% 12. y=10%"
13. y= b+ alog;(x) 14. y = a+ blog,,(x)

Correction

La droite passe par les points (0, b) et (1, a + b) et a donc pour équation Y = % (X-0)+b=aX+bavec X =log;,(x) et
Y =log;,(»). Nous avons log; () = alog;(x) + b donc y = 10%1°8109+b = 10l0810(xD10b = 10P x4,

# Exercice 41.2
Calculer la droite d’équation y = ag + a1 x de meilleur approximation d’'un ensemble de données { (x;, y;) }?:0 sachant
que

Y xi=12, Y x¥ =100, Y yi =468, Y x;yi = 100.

Calculer ensuite x et jy et vérifier que le point (X, y) appartient a la droite.
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Correction
On a 6 points donc n =5 et il s’agit de chercher a; et a; solution du systéme linéaire

= (3 ()= =

(n+1) X xi (ao): Vi :(6 12)(@0):(468)

o 15000

Sxo v\ @y 12 100 \a1) ~ (100
i=0 i=0 i=0
Donca1=%:—11eta0=78—2a1:100.
5 xi f Yi
¥=tr=2etj="1tr =78etonadg+ @ k=100-11x2=78=j.
# Exercice 41.3

Calculer la parabole d’équation y = a + a1 x + a» x> de meilleur approximation des données

xi|-3 -1 0 1 3
yvil 4 1 0 1 4

Correction
I s’agit de chercher ag, a; et @, solution du systeme linéaire

(n+1) Yl x X x7)(ao Xt i 5 0 20)(a) (10 5 0 20)(a) (10
MoXi XIox? ;?:Oxlé ar| =Xl xiyi| = |0 20 0 [[ex|=|0] = |0 20 oO[far]|=]0O
noxs ;?:Ox§ "oxi) \az n X2 20 0 164)\az) \74 0 0 84)\ay) \34

10-1x20  10-12 _
Doncagz%zg,m:Oetao: = =21?05170=%=%.

xp=[-3,-1,0,1,31;

yp=[4,1,0,1,4];

% SYSTEME LINEAIRE

sO=length(xp) ;

sl=sum(xp) ;

s2=sum(xp.~2);

s3=sum(xp.~3);

s4=sum(xp.~4);

A=[s0,s1,s2; s1,s2,s3; s2,s3,s4]
b=[sum(yp) ; sum(xp.*yp) ; sum(xp. 2. *yp)]
alpha=A\Db

% PARABOLE DE MEILLEUR APPROXIMATION
£=0(t) [alpha(1)+alpha(2)*t+alpha(3)*t."2];
% AFFICHAGE

xx=linspace(-3,3,100);
plot(xp,yp,'o',xx,f(xx),'-")

# Exercice 41.4
Calculer la parabole d’équation y = 20+10x+a; x? de meilleur approximation des données { (1, 1), (20,400), (30,800), (40, 1300) }.
NB Il n'y a pas de formule toute faite dans le cours, il faut réfléchir!

Correction
On doit minimiser la fonction & : R — R, définie par

n
di2 = Z (yi—(0+10x; + agxlg))z.
0 i=0

éa(az)Z‘

n
i=

Pour minimiser & on cherche d’abord les points stationnaires, i.e. les points a, qui vérifient &' (a;) = 0. Puisque
n
&'(@2) =-2Y x5 (y; — 20+ 10x; + apx7))

i=0
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alors &' (a») = 0 ssi

n n n Y (¥ —20—10x)x?
Y Xy - 0+ 10x; + axx) =0 <= Y xF(yi—20-10x) - a2y x; =0 < ap = i=0 Vi — L
i= i=0 i=0 i=0 xi

Donc a, = $397L ~ 0.54163.

xp=[1,20,30,40];

yp=[1,400,800,1300] ;

P2

alpha=sum(xp.~2.*(yp-20-10*xp)) /sum(xp.~4)
% DROITE DE MEILLEUR APPROXIMATION

f=0(t) [20+10*t+alpha*t. 2] ;

% AFFICHAGE

xx=linspace(0,41,100) ;
plot(xp,yp,'o',xx,f(xx))

# Exercice 41.5
Calculer la parabole d’équation y = ap+10x+ ayx? de meilleur approximation des données { (0, 1), (1,13), (2,24), (5,76) }.
NB Il n’y a pas de formule toute faite dans le cours, il faut réfléchir!

Correction
Il s’agit de chercher ag et @ qui minimisent la fonction &': R?> — R, définie par

n n
Elag,az) =Y d* =Y (yi— (@ +10x; + azx)?.
i=0 i=0

Pour minimiser & on cherche d’abord les points stationnaires, i.e. les points (@, a2) qui vérifient ngO = % = 0. Puisque

— (@g, a2) = —2| ) (yi — (@o + 10x; + azx7)) |, — (@, a2) = =2 ) x5 (yi — (@g + 10x; + a2x7)) |,
Oao i=0 0a; i=0
alors
aa(, 6 (@g, ) = — Z:’ oVi —ag—10x; —azx?) =0 — Y oi—10x) —ao Xl 11— dzzl X2 =0
6a2 £ (@, a2) =0 i z(yl ao_loxi_aZ'x;z):O ?:Ong(yi_loxl aozz =0% _azzz 0% 1=0
(n+Dag+ (X1, x )ag—Z" o (Vi —10x;) (izl+ 1)2 " Oxﬁ 0(yl—loxi)
(X x2)ag+ (X1 x}) az = X0 (yi — 10x;) X7 0% LisoX; 7o X7 (yi —10x7)
Dans notre cas on obtient
4 30 ) (ag _ 34 20 150)\(ag _ 170 20 150) (ag _ 170
30 642)\a ~ 1669 20 428)\a2 — \446 0 278)\az - \276
276 _ 138 _ 34-136x30 _ 4726-4140 _ 586 _ 293
Donca; = 55 = 755 et ao = — 37— =~ = 25 = 555

xp=[0,1,2,5];

yp=1[1,13,24,76];

% SYSTEME LINEAIRE

sO=length(xp) ;

s2=sum(xp.~2);

s4=sum(xp.~4);

A=[s0,s2; s2,s4]
b=[sum(yp-10*xp) ; sum(xp.~2.*(yp-10*xp))]
alpha=A\b

% PARABOLE DE MEILLEUR APPROXIMATION
£=0(t) [alpha(1)+10*t+alpha(2)*t."2];
% AFFICHAGE

xx=linspace(0,5,100) ;
plot(xp,yp,'o',xx,f(xx))
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¢ Fxercice 41.6

{(_T[y _2)) (—71'/2,0), (0:0)’ (71'/2, 1)) (7T, _2)}

Calculer ay et @; pour que f(x) = apcos(x) + @ cos(2x) soit la fonction de meilleure approximation des points

Correction
On doit minimiser la fonction & définie par

&:R* >R,

n
(ag, a1) — E(ag, ar) = Y (yi — agcos(x;) — ay cos(2x;))°.
i=0

Pour minimiser & on cherche ses points stationnaires. Puisque

0& 1
E(ao, ) =-2 (Z (yi — ap cos(x;) — ay cos(2x;)) cos(xi)) )

i=0
0& 1t
— (@, a1) = =2| )" (yi — @ cos(x;) — a1 cos(2x;)) cos(2x7) |,
0a i=0

on obtient

(?Tg (@p,a1) =0 Yo (i —agcos(x;) — aj cos(2x;)) cos(x;) =0
0 — L=
(;3781 (ap,a1) =0 Yo (i — agcos(x;) — aj cos(2x;)) cos(2x;) =0

( ", cos?(x;) PN cos(xi)cos(Zx,-)) (ao) B ( Yo yicos(x;) )

X, cos(x;) cos(2x;) PN cos?(2x;) ay) X, yicos(2x;)

1

donc a; = —ﬁ etag =13

AN

xp=[-pi,-pi/2,0,pi/2,pil;
yp=[-2,0,0,1,-21;

% SYSTEME LINEAIRE
sO=sum(cos (xp) . *cos (xp) ) ;
s1=sum(cos(xp) . *cos(2*xp)) ;
s2=sum(cos (2*xp) . *cos (2*xp)) ;

A=[s0,s1; s1,s2]

b=[sum(yp.*cos(xp)) ;sum(yp.*cos (2*xp))]
alpha=A\b

% FCT DE MEILLEUR APPROXIMATION

f=0(t) [alpha(1)*cos(t)+alpha(2)*cos(2*t)];
% AFFICHAGE

xx=linspace(-pi,pi,100);

plot (xp,yp,'o',xx,f(xx),'-")
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CHAPITRE 42

Controle par équipe du 19 décembre 2020 :
statistiques descriptives

Durée : 1h30

L'usage de Matlab ou Octave est autorisé.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S

# Exercice 42.1 (Distribution statistique groupée)
Une étude sur le budget consacré aux vacances d’été aupres de ménages a donné les résultats du tableau suivant :

Budget Fréquence | Fréquence cumulée
1800;1000] 0.08 0.08
11000; 1400] 0.1 0.18
11400; 1600] 0.16 0.34
11600; z] 0.3 0.64
1z;2400] 0.09 0.73
12400;4000] 0.27 1

1. Estimer la borne z manquante dans les deux cas suivants :
1.1. le budget moyen est égal a 1995 euros,
1.2. le budget médian est égal a 1920 euros.

2. Considérons dorénavant que la borne manquante est égale a 2000 euros. Estimer et interpréter le budget
moyenne et médian. Que pouvez-vous conclure de la comparaison entre ces deux valeurs?

Correction
1. Calcule de la borne z.

1.1. Comme on ne dispose que du tableau des fréquences, alors on estime la moyenne par la formule

P ai+a;
- i i+1
xzzfl 2 )
i=1

ol % est le centre de la i-eme classe et f; sa fréquence. Sile budget moyen est égal a 1995 euros alors on a
800+ 1000 1000 + 1400 1400 + 1600 1600 + z z+2400 2400+ 4000
1995 = 0.08 +0.1 +0.16 +0.3 +0.09 +0.27
2 2 2 2 2 2
donc

0.3 , 0.09 =

zZ=
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ce qui donne z = 1800 euros.

1.2. Sile budget médian est égal a 1920 euros, on regarde le tableau des fréquences cumulées et on voit que la
médiane est quelque part dans I'intervalle ]1600; z]. Par interpolation linéaire sur cet intervalle (on impose le
passage par les points (z,0.64) et (1600,0.34)) on trouve :

0.64-0.34

Yiréq. cum. =~ (Xbudget — 1600) +0.34

ainsi, si Yfréq. cum. = 0.5 €t Xpudget = 1920 on trouve z = $3-034(1920 — 1600) + 1600 = 3320 + 1600 = 2200 euros.

2. Considérons dorénavant que z =2000 euros.
2.1. Le budget moyen est estimé par la formule

P .
_ A+ iyl
X~ Z fi 5 ,
i=1
ol % est le centre de la i-eéme classe et f; sa fréquence :

=2034.

800+ 1000 1000 + 1400 1400 + 1600 1600 + 2000 2000+ 2400 2400+ 4000
) 0 +0.16 +0.3 +0.09 ——+0.27T ————

2.2. Le budget médian est quelque part dans I'intervalle ]1600;2000]. Par interpolation linéaire sur cet intervalle (on
impose le passage par les points (2000, 0.64) et (1600,0.34)) on trouve :

0.64-0.34

Yifréq. cum. = m (xbudget —1600) +0.34

ainsi, si Yireq, cum. = 0.5, Xbudget = %’.%Zfﬁf (2000 — 1600) + 1600 = %1400+ 1600 = ° + 1600 = 1813 euros.

Comme souvent, la moyenne est plus grande que la médiane, car la moyenne est entrainée par quelques grandes
valeurs.

& Exercice 42.2 (Série statistique bivariée et régression linéaire)

On teste n = 10 voitures en notant leur puissance (en chevaux) et leur consommation (en litres par 100 km).

Soient les données brutes {(85,6), (110,5.9), (75,5.7), (145,11.2), (85,5.1), (90,7.0), (115,9.0), (90,4.5), (85,4.4), (70,5.2) }.
Ecrivons les observations dans un tableau 4 deux colonnes :

x (Puissance) | y (Consommation)
85 6.0
110 5.9
75 5.7
145 11.2
85 5.1
90 7.0
115 9.0
90 4.5
85 4.4
70 5.2

1. Calculerx,y, V(x), V(y), C(x,y), C(y,x).

2. En déduire I'équation de la droite de régression linéaire de la consommation en fonction de la puissance d'une
voiture. Calculer le coefficient de corrélation. Si on veut acheter une voiture de 130 chevaux, quelle prévision de
consommation peut-on faire?

3. En déduire I'équation de la droite de régression linéaire de la puissance en fonction de la consommation d'une
voiture. Calculer le coefficient de corrélation. Méme question : si on veut acheter une voiture de 130 chevaux,
quelle prévision de consommation peut-on faire?

Correction
Nous avons une série statistique double avec une population d’effectif n = 10.

1. Calcul des moyennes, variances et covariances :
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2.

1y 64 32
V=L LTy
ln 2 g2 _
V) =— ) xg—X> =450
=1
&, 4514 64> 418 209
1% = — -V = — = — = —
v nk;yk 100 100 100 50
1 __ 6452 64 372 186
CO0Y) = 3 2 By =Xy = = =957 = =~
=1

186
Cly,x) =Cxy) = =5

Calcule de la droite de régression de y (consommation) par rapport a x (puissance) et du coefficient de corrélation :

B Cx,y) 31
"=V " 375
B _ 109
= — X=——
Yo=yY—T1 75
Cx,y) 372 372 62
rixy) = = 0.858

SRV 10250422 T 10v1881 /5255

La droite cherchée a donc pour équation y =y + Y1 x et le coefficient de corrélation est r. Si on veut acheter une

voiture de x = 130 chevaux, on prévoit une consommation de y = yo+ 130y, = % ~ 9.3 litres au kilometre.

. Calcule de la droite de régression de x (puissance) par rapport a y (consommation) et du coefficient de corrélation :

, _Cly,x) 3720 1860

N=Ve " a8 209
S 1860 64 7951
Yo=X-71y=95~ 209 10~ 209
La droite cherchée a donc pour équation x =y +7;y et y1y; = 3522 = % =r?
Si on veut acheter une voiture de x = 130 chevaux, on prévoit une consommation de y = % = % ~ 10.3 litres au
kilometre. ]

xx=[85,110,75,145,85,90,115,90,85,70] ;

yy=[6

,6.9,6.7,11.2,5.1,7.0,9.0,4.5,4.4,5.2];

n = length(xx)

moy_x
moy-y,
var_x
var_y

= mean(xx) %sum(xx)/n
= mean(yy) %sum(yy)/n
= var(xx,w=1) ’%sum(xx."2)/n-moy_x"2
= var(yy,w=1) Ysum(yy."2)/n-moy_y~2

cov_xy = cov(xx,yy,w=1) %sum(xx.*yy)/n-moy_x*moy_y

gamma
gamma
r_xy

_1 = cov_xy/var_x
_0 = moy_y-gamma_1*moy_x
= cov_xy / sqrt(var_x*var_y)

% Prevision

f=0(x) gamma_O+gamma_1%x;

x0=130

yO=f (x0)

gamma_1_prime = cov_xy/var_y
gamma_O_prime = moy_x-gamma_1_prime*moy_y
% TEST

gamma_l*gamma_1_prime-r_xy~2

% Prevision
g=0(y) gamma_O_prime+gamma_1_primexy;
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X0=130
F=e(y) g(y)-X0;
YO=fsolve(F,9)

hold on

plot(xx,yy,'o', [moy_x,moy_x,min(xx)], [min(yy) ,moy_y,moy_yJl,"':")
plot (xx,f(xx),'r-', [x0,x0,min(xx)], [min(yy),y0,y0],"':")
plot(g(yy),yy, 'b-", [X0,X0,min(xx)], [min(yy),Y0,Y0],"':")
legend(["Data";" (moy_x, moy_y)";"y=f(x)";"y_0=£f(130)";"x=g(y)";"130=g(y_0)"1)

hold off

270

1. Tableau des fréquences :

# Exercice 42.3 (Distribution statistique bivariée)
On consideére le tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitatives x ety :

B

p1=0 P2=2

a;=-1 n1,1=b+1 n1'2=b

as =1 I’lg,l:b—l n2,2=b

avec b = —1. Compléter les tableaux suivants.
B
B1=0 Ba=2 Fréquence marginale de a;
o
ay=-1 fir= fiz= f,. =
az=1 foa = fo2 = fo. =
Fréquence marginalede ; | f,1= f2= 1
2. Tableau des profiles en colonne fj; :
Profiles en colonne fj;
B
p1=0 B2=2
ap=-1 fin= fiz=
az=1 fan = faz =
1 1
3. Tableau des profiles en ligne fj); :
Profiles en ligne fj);
P
p1=0 B2=2
=
a;=-1 fin= fiz = 1
az=1 fan = fz = 1
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4. Calculer les moyennes, variances et covariances indiquées :

X=
)‘r:

VX)) =
Viy) =
Cx,y) =
Cly,x) =

5. Calculer la droite de régression de y =y + 1 x et le coefficient de corrélation :

Y1=
Yo=
rx,y) =
Correction
1. Tableau des fréquences :
7]
B1=0 B2 =2 | Fréquence marginale de «;
o
ay=-1 fir=%L | fia=1 fi, =21
ar =1 f2,1=% f2=1 fZ,'ZZZ_I_;l
Fréquence marginale de f§; =3 | f2=1% 1
2. Tableau des profiles en colonne fj; :
Profiles en colonne fj);
B
p1=0 Pa=2
o
— _ b+l _1
ar=-1 fin=% | fir=3
a=1 f2|1=bz;b1 f2|2=%
1 1
3. Tableau des profiles en ligne fj; :
Profiles en ligne fj;
B
ﬁl = 0 ﬁz = 2
of
b b
ap=-1 fin=ap | fie=m | 1
b— b
az=1 fon=g55 | fe=g | 1
4. Calcule des moyennes, variances et covariances :
_ 1 & 1
X=—) nj.a;=——
niD b 2b
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14
y=—2 njBj=1
nig

1 2 J 1
Coxy) == > nija;pj-xy= eV
i=1j=1

Cly,x) =Cxy)

5. Calcule de la droite de régression de y par rapport a x et du coefficient de corrélation r :

_Cxy  2b
N Ve Tz
oy se 4b*
Yo=¥—71 2ol
Cx,y) 1
rix,y) = Y-

N b\/4_ 1
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Controle par équipe du 28 septembre 2021 a la page 275.
QCM-1 du 30 septembre 2021 : test moodle

Controle par équipe du 5 octobre 2021 a la page 281.
Controle par équipe du 11 octobre 2021 a la page 285.
QCM-2 du 12 octobre 2021 : test moodle

Controle par équipe du 19 octobre 2021 a la page 289.
Controéle par équipe du 25 novembre 2021 a la page 293.
QCM-3 du 30 novembre 2021 : test moodle

Controle par équipe du 6 décembre 2021 a la page 297.
Controéle par équipe du 9 décembre 2021 a la page 301
QCM-4 du 13 décembre 2021 : test moodle

Contro6le Terminal du 15 décembre 2021 (session 1) : test moodle

Controle Terminal du 18 janvier 2022 (session 2) : test moodle
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CHAPITRE 43

Contréle par équipe du 28 septembre 2021 : systémes
linéaires

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est interdit.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S

# Exercice 43.1

Un joueur de foot, situé a 18m du but, effectue un tir en cloche. On modélise la situation dans un repeére orthonormé
(I'unité choisie est le meétre). On suppose que la trajectoire du ballon est parabolique et passe par les points (—18;0)
et (—14;3.2), la tangente a la courbe en x = —18 forme un angle de 45° avec '’horizontale. On note p la fonction qui a
I'abscisse x de la balle associe son ordonnée p(x).

1. Ecrire et résoudre le systéme matriciel qui permet
de déterminer p.

. A quelle hauteur maximale le ballon va-t-il s'élever?

But 3. Sachant que le but a une hauteur de 2.44m, le tir

est-il cadré?

AT
/- (-1438,2)

&
\S]

e o R o S T B TO R e G e e S R S o) S S
(~18:0)

Correction
Source : https://www.python-lycee.com/activite-en-ligne-mathematiques

1. On cherche a, b, ¢ tels que p(x) = ¢ + bx + ax®. On sait que p(-18) =0, p(—14) = % et p'(-18) = 1, d’ot1 le systeme
linéaire
1 -18 (-18)?)(c 0
1 -14 (-1472 [[p|=]| 3
0 1 -18x2)\a 1

On utilise la méthode de Gauss (pour les calculs se rappeler que 142 —18% = (14— 18)(14 + 18) = —4 x 32) :

-18 182 0 L -18 182 0 I 1 -18 182 0

2 32 2—L2—L1 32 3— L3~ L2 32

-14 14 2122010 4 —4x32| % | 2= 2510 4 -4x32 10

0 1 -18x2]1 0 1 -18x2]| 1 0 0 -4 z
donc 0
¢ 5
bl=|-%
a) i

0

2. p'(x)=0ssix=— % = —8et p(—8) =5:1e ballon s’élevera jusqu’'a 5m et cette hauteur sera atteinte en x = —8.

3. Lebutestenx=0etl'ona p(0) = % =1.8<2.44:le tir est cadré.
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# Exercice 43.2
Soit a, ( et y des réels et considérons le systeme linéaire

{x+y=a,
x+By=v,

d’inconnues x, y. En utilisant le pivot de GAUSS, déterminer les valeurs de a, 5 et y € R de telle sorte que ce systeme
possede :

a) une infinité de solutions;

b) aucune solution;

¢) une solution unique.

Correction

{ X +y=a ILy—ILy-al, { X +y=a

x+py=y B-Dy=y-«a

a) Sif=1ety=a (ie laderniere équation correspond a 0y = 0) alors (S) possede une infinité de solutions,
b) si f=1ety # a (i.e laderniere équation correspond a 0y =y — ) alors (S) ne possede aucune solution,

c) sif #1 alors, pour tout a et tout y, (S) posseéde une solution unique y = % etx=a-y.

¢4 Exercice 43.3
On se donne
1 0 O 1 0
A=|0 2 1], b=|1 x¥=1o|.
2 1 1 1 0

Calculs exacts
1. Utiliser la méthode de Gauss pour calculer la solution exacte du systéme linéaire Ax = b. Vérifier que c’est
bien solution du systéme donné.
2. Utiliser la méthode de Gauss pour calculer A~!. Vérifier que c’est bien la matrice inverse de A.
3. Calculer le produit A~'b. Que remarque-t-on? Justifier.
Factorisations (méthodes directes)
1. Déterminer la factorisation LU (de type Doolittle) de la matrice A. Vérifier que c’est bien une factorisation
de A.
2. En utilisant la décomposition LU de A, résoudre le systeme linéaire Ax = b. Vérifier que c’est bien solution
du systeme donné.
3. En utilisant la décomposition LU de A, calculer A~!. Vérifier que c’est bien la matrice inverse de A.
4. En utilisant la décomposition LU de A, calculer det(A).
Méthodes itératives

1. Partant dex?, quelle approximation x® de la solution x de Ax = b donne la méthode de JACOBI?
2. Méme question pour la méthode de GAUSS-SEIDEL.

Correction
Calculs exacts

1. Solution exacte :

1 0 01 1 0 1 o o0 | 1
Abl=| 0 2 1|1 B2l g o 1| 1 |LeThsok 2 1| 1
2 1 11 01 1]-1 0 0 1/2|-3/2
donc
1
x=\| 2
-3
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Pour vérifier que c’est bien solution du systeme donné, on calcule le produit Ax et on vérifie qu’il est égale a b :
1 0 0 1 1
0 2 1 2 1=|1].
2 1 1 1

2. Calculde A™1:
0 1 0 0

1 00[1 00 1 0 0] 1 0 0 Le—L 10
[Alﬂg]z(o 2 1/0 1 0 LS““‘”‘(O 2 110 1 0 |B=B2l g 1 9200 12 0
21 1]0 0 1 01 1]-2 0 1 00 1/2|-2 -1/2 1
Iiziéilﬁ(l 0 0 1 0 0 )
== 1o 102 1 -1]|=[A"]
00 1|-4 -1 2

Pour vérifier qu’on a bien calculé I'inverse de A on vérifie que les produits AA~! et A~'A sont égaux a la matrice

identité :
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
0o 2 1112 1 -1]=(0 1 0], 2 1 =110 2 1]=(0 1 O0].
2 1 1)\-4 -1 2 0 0 1 -4 -1 2)\2 1 1 0 0 1
3. Commex est tel que Ax=b alorsx=A"'b:
1 0 0 1 1
Alb=|2 1 -1|f1|=]|2]|=x
-4 -1 2 1 -3
Factorisations (méthodes directes)
1. Factorisation LU de la matrice A.
1 0 O 1 0 O
L={0 1 O U=10 2 1
2 1/2 1 0 0 1/2

Pour vérifier que c’est bien une factorisation de A, il suffit de vérifier que le produit LU est égale a A :

1 0 0\(1 O 1 0 0
o 1 0|0 2 1 |=|0 2 1].
2 1/2 1)\0 0 1/2 2 1 1

2. Pour résoudre le systeme linéaire on résout d’abord le systeme triangulaire Ly = b

:]_’
1 0 0\(n| (1 n
o 1 of|wl=[: = y2=1
2 12 1\ys) 1 Jaml-2y— Ly, =3
2 2

puis le systéme triangulaire Ux =y

1 0 O X1 1 X3 =

0o 2 1 X |l=|1 = Xo =2
3

0o 0 1/2 X3 -3 xl:_3

Pour vérifier que c’est bien solution du systéeme donné, on calcule le produit Ax et on vérifie qu'il est égale a b :
1 0 0 1 1
0 2 1 2 1=|1].
2 1 1)\-3 1

3. Il s'agit de résoudre Ly = by puis Uxy = y; en ayant définit by = (1,0,0)7, b, = (0,1,0)7, b3 = (0,0, 1) .
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X1
X2
X3

X1
X2
X3

X1
X2
X3

1 X3=-4
= —— x2:2

-2 x1=1

0 .X,'3=—1
= 1 - szl

1

2 x1=0

0 X3=2
=10 =  p=-1

1 x1=0

1 0\ (1 1 n=1, 1 0
0 1 Of])y|= = y2=0, - 2 1
2 1/2 1)\y3 0 y3=-2 0 0 1/2
=0,
1 0\ (1 n 10
yl=|1 = =L = 2 1
1
2 172 1)\y3 I 0 0 1/2
2
1 0\ [\ (0 n=0, 1 0
0 1 Yo |= = 2 =0, = 2 1
2 12 1)\y; 1 ya= 0 0 1/2
ainsi
1 0 0
Al=12 1 -1
-4 -1 2
Pour vérifier qu’on a bien calculé I'inverse de A on vérifie que les produits AA~! et A~!A sont égaux a la matrice
identité :
1 0 0\[1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 2 1 2 1 -1|=10 1 0}, 2 1 -1
2 1 1)\-4 -1 2 0 0 1 -4 -1 2

4. det(A) =det(L)det(U) =det(U) =1x 2 x % =1.

N O =

- N O
=)
Il
(=R =R
S = O
— O O

Méthodes itératives La matrice est tridiagonale, inversible et tous les coefficients diagonaux sont non nuls. Alors les
méthodes de JACOBI et de GAUSS-SEIDEL sont soit toutes les deux convergentes soit toutes les deux divergentes. En
cas de convergence, la méthode de GAUSS-SEIDEL est plus rapide que celle de JACOBI.

x=1 x=1
1-z
2y+z=1 i y:T
2x+y+z=1 z=1-2x-y
Jacobi
wk+1) _
k
ke _ 1-2%
Y 2
20D Z o) )
donc
0 1
) _ a _ 1-0 _ 1
x7 =0 X = 2 =3
0 1-2x0-0=1
1 1
= s O I S
2 1

Gauss-Seidel
£k+D — 1

(k)

ylkD = 1-z7

2
ZU+1) — 1 gy lk+D) _ y(k+1)
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donc

0
x?=(o0
0

1

Wo| g

2
1-2x1-
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XU =

x@ =

1
1-0 _
2 -
1-2x1-
1

1+2

2
1-2x1-

279






CHAPITRE 44

Contréle par équipe du 5 octobre 2021 : interpolation

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est interdit.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S S 3

Soit les points

y 0 0 16 0

# Exercice 44.1 (Interpolation polynomiale)
1. Sans faire de calcul, indiquer quel est le degré maximal du polyn6me qui interpole ces points.

2. Ecrire dans la base canonique de R, [x] le polynéme p qui interpole ces points (on utilisera la méthode de Gauss
ou de Gauss-Jordan pour la résolution du systéme linéaire). Indiquer comment vérifier |'exactitude de la solution
obtenue.

3. Ecrire dans la base de Lagrange de R, [x] le polynome p qui interpole ces points.

4. Ecrire la base de Newton de R,,[x] associée a ces points, écrire le tableau des différences divisées, en déduire les
coordonnées du polynéme qui interpole ces points dans la base de Newton.

5. Sans utiliser les méthodes précédentes, comment peut-on écrire directement le polynéme qui interpole ces
points?

6. Ecrire I'équation de la spline linéaire qui interpole ces points.

Correction
1. On a4 points donc on cherchera un polynéme de degré au plus 3.

2. Soit € = { 1,x,x2,x3 } la base canonique de Rs[x]. Soient (a, b, ¢, d) = coord(p, €) les coordonnées de p dans la base
% . Elles sont solution du systeme linéaire

a+bx(=2)+cx(-22%+dx(-2)°=0
a+bx0+cx0>+dx03=0
a+bx2+cx22+dx23=16
a+bxd+cx4?+dx43=0

Résolvons-le par la méthode de Gauss

_ _ Ly—Ly—L _ _ _ _ d=-1
1 2 4 8|0 Lith—Li 1 2 4 8|0 Ly—Ls—2L, 1 2 4 8 0
1 0 0 0 0 Ly—Ls—L, 0O 2 -4 8 0 Ly—Ls—3Ls 0O 2 -4 8 0 . c=2
1 2 4 8 | 16 0 4 0 16 |16 0 0 8 0 16 b=8
1 4 16 64| 0 0 6 12 7210 0 0 0 48 | —48 a=0
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On a coord(p,6) = {0,8,2,-1} donc p(x) = 8x +2x% — x°.
On vérifie aisément que

p(=2)=0,
p(0) =0,
p(2) =16,
p4)=0.

. Soit &£ ={Ly, Ly, Ly, L3} 1abase de Lagrange de R3[x] associée aux points donnés. Les coordonnées de p dans la base
% sont tout simplement coord(p, £) = (0,0, 16, 0). Pour écrire p il est inutile de calculer Ly, L, et Ly, il reste a calculer
Lg :

(x+2)x(x—4) B (x+2)x(x—4)

L= 5o = 16

’

donc p(x) =16L3(x) = —(x+2)x(x —4).

. La base de Newton de R3[x] associée a ces points est N = {wg, w1, w2, w3} ol w; s'écrit

wo(x) =1
w(X)=x+2
wo(x)=(x+2)x

w3(xX)=((x+2)x(x—-2)

Le tableau des différences divisées est

iox || yi | fleicnxd | flxice, xicn, x4 | flxizs, ..., Xi)

3|4 o] %] e | =[]
On a coord(p, /) =1{0,0,2,-1} donc
px) =2w2(x) —w3 =2(x+2)x—(x+2)x(x-2) = (x+2)x2 - (x=2)) = (x +2)x(4 — x).

5. Puisque p(-2) = p(0) = p(4) = 0 le polyndme s’écrit p(x) = (x+2)x(x —4)g(x) avec g(x) un polynome de degré au plus
0, i.e. g(x) = c. Comme 16 = p(2) = (2+2)2(2—-4)c alors c = —1.

6. Une spline linéaire est une fonction continue affine par morceaux (i.e., les points a interpoler — une fois ordonnés

selon les x croissants — sont reliés par des segments) :

0 si—-2<x<0, 0 si—-2<x<0,
s(x)=¢ BD(x-0)+0 sio=x<2, =1 8x si0=x=2,
B (x-4)+0 sizsx=<4 -8(x—4) si2zsx=<4

# Exercice 44.2 (Interpolation non polynomiale)
Interpoler 'ensemble de points donné dans I'espace vectoriel V[x] engendré par la base

{ l,sin(%x) ,sin(%(x+2)) ,sin(%x) }

Correction

On cherche v(x) = a+ bsin (§ x) + csin (5 (x+2)) + dsin (§ x) tel que v(2) = 16 et v(—2) = v(0) = v(4) = 0. On cherche donc a,
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b, c et d tels que

a-b-Y2d=0,
a+c=0,
a+b+§d=16,
a-c+d=0.
Résolvons-le par la méthode de Gauss
1 -1 0 -2|o )\, [1 -1 0 =¥ 1 -1 0 -
1o 1 o0 |o |20 o 1 1 2 o |2IEE o 1 1 ¥ o
1 1 0 ¥ |16 0 2 0 V2 |16 0 2 0 |16
1 0 -1 1 |0 0 1 -1 1+¥] 0 00 -2 1 |0
1 -1 0 -2 d=-4,
Li—Li—1Ls 0 1 1 ? c=-8,
0 2 0 |16 | )p=8a+v2),
0 0 0 1 |-16 a=8.

On obtient la fonction v(x) = 8+ 8(1 + v2) sin (§x) —8sin (7 (x+2)) - % sin (% x).

# Exercice 44.3

La dimension d’un terrain de volley-ball est réeglementaire et précisée par la FIVB : 9m de large sur 18m de long. La
longueur étant séparée en deux moitiés de 9m par le filet de volley. La hauteur du filet de volley est reglementée par la
FIVB et est de 2.43m pour les hommes.

Un joueur effectue un smash. Passant au dessus du filet, la balle suit une trajectoire parabolique. Un appareil photo a
déclenchement en rafales a permis de déterminer que la balle est passée par les points (—2;2), (—1;2.5) et (4;3.2) dans
un repere défini a partir du filet.

On souhaite répondre aux questions suivantes :

5k
. 1. Placé a 6m du filet, un joueur saute et s'interpose
_________ o jusqu’a la hauteur de 2.55m. Justifier qu’il n'inter-
D= gl b cepte pas la balle.
1 S 2. Le point sera-t-il marqué?
' 1 Filst
(1] -
-2 1 [} 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n
Correction

Sourcehttps://mybinder.org/v2/gh/PythonLycee/PyLyc/master?filepath=Systeme_matriciel_correction.ipynb
On cherche p e Ry[x] tel que p(=2) =2, p(-1) =2.5= % etp(4)=3.2= 15—6 :

(x+1(x—4) 5 (x+2)(x—-4) E(x+2)(x+l)

px)=2 +—
(=2+1)(-2—-4) 2(-14+2)(-1-4) 5 (4+2)4+1)

1 1 8
= g(x+1)(x—4)—§(x+2)(x—4)+%(x+2)(x+1)

1. p(6) = % =2.64 > 2.55 donc la balle n’est pas interceptée par le joueur.

2. p9) = 19—0 > 0 ainsi le point n’est pas marqué, puisqu’elle retombe hors des limites du terrain.
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CHAPITRE 45

Controle par équipe du 11 octobre 2021 : primitives,
intégrales et formules de quadrature

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est interdit.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S

# Exercice 45.1
Soit f une fonction. Ci-dessous on a tracé le graphe d'une de ses primitives.

y

=

Que peut-on dire sur le signe de f? Et sur la croissance de f?

Correction
Si F est une primitive de f alors F' = f. Ainsi,
* si F est croissante (résp. décroissante), alors sa dérivée f est positive (résp. négative); si F a des extrema, alors sa
dérivée f s’annule;
x si F est convexe (résp. concave), alors sa dérivée seconde [’ est positive (résp. négative), c’est-a-dire f est croissante
(résp. décroissante); si F a un point d’inflexion, alors sa dérivée seconde f’ s’annule, c’est-a-dire f a un extremum.
Un graphe possible de f est donc

=

# Exercice 45.2
Que vaut I'aire hachurée comprise entre les deux courbes?
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/ g(x) =2+ cos(x)

f(x) =1-sin(x)

0 T X

Correction

f0”2+cos(x) —1+sin(x) dx = f0” 1+ cos(x) + sin(x) dx = [x + sin(x) — cos(x)]g =(mTr+0-(-1)—-0+0-1)=m+2.

éllz(leef(}lg?égdi lorsque f(x) = 10x six<2,
- q ] -6x+1 six=2.
Correction

5 2 5
f f(x)dx:f f(x)dx+f fx)dx
-5 -5 2

2 5
:f 10xdx+/ (—6x+ 1)dx
5 2

10 2 -6 5 5
=5 [x2]75 + 7[x2]2+ 1[x]5

= %(22— (=5%) + _76(52—22) +155-2)=-165

¢ Fxercice 45.4

On consideére I'intégrale
3
I:f —x* +4x -2 dx.
1

1. Calculer la valeur exacte de I.
2. Méthodes des rectangles

2.1. Evaluer numériquement cette intégrale par la méthode des rectangles a4 gauche composite avec m = 2
sous-intervalles et comparer le résultat ainsi obtenu avec la valeur exacte.

2.2. Evaluer numériquement cette intégrale par la méthode des rectangles a droites composite avec m = 2
sous-intervalles et comparer le résultat ainsi obtenu avec la valeur exacte.

3. Méthode du point milieu

3.1. Evaluer numériquement cette intégrale par la méthode du point milieu composite avec m = 2 sous-

intervalles et comparer le résultat ainsi obtenu avec la valeur exacte.

4. Méthode des trapezes

4.1. Evaluer numériquement cette intégrale par la méthode des trapézes composite avec m = 2 sous-intervalles

et comparer le résultat ainsi obtenu avec la valeur exacte.

4.2. Pourquoi la valeur numérique est-elle inférieure a la valeur exacte ? Est-ce vrai quel que soit m ? (Justifier la

réponse.)

Correction
Notons que p(x) = —x*> +4x—-2=2—(x—2)°.
3
X
1. Une primitive de p est P(x) = — 5 +2x? — 2x. La valeur exacte est alors

x=3 10

x® 2
I= 3 +2x°-2x

x=1

2. Méthodes des rectangles
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2.1. Laméthode des rectangles a gauche composite a m+ 1 points (1 sous-intervalles) pour calculer I'intégrale d'une
fonction p sur I'intervalle [a, b] s’écrit

1 b—
pla+ih) avec h = —a.
m

b m—
f p(dt=hY
a

i=0
Iciona p(x) = —x2+4x-2,a=1,b=3,m=2d ot h =1 et on obtient

I=G=p)+p2)=3.

2.2. Laméthode des rectangles a droite composite a m + 1 points (m sous-intervalles) pour calculer I'intégrale d'une
fonction p sur 'intervalle [a, b] s’écrit

b—a
m

b m
f p(dt=h) p(a+ih)  avech=
a —

i=1
Icionap(x) = —x2+4x-2,a=1,b=3,m=2d ot h =1 et on obtient

I=D=p@2)+p@3)=3.

3. Méthodes du point milieu
3.1. Laméthode du point milieu composite a m+1 points (m sous-intervalles) pour calculer I'intégrale d'une fonction
p sur l'intervalle [a, b] s’écrit

m-l ( h . b-a
pla+—-+ih
0 2

m

avec h =

b
f pdt=h
a

i=

Icionap(x)=-x*>+4x-2,a=1,b=3, m=2dol h =1 et on obtient

rev=pg) o)
SVEPL) TP 2) T
4. Méthode des trapezes
4.1. Laméthode des trapézes composite a m + 1 points (m sous-intervalles) pour calculer I'intégrale d'une fonction

p sur l'intervalle [a, b] s’écrit

1 b-a

m

b 1 m—
f p(ndt = h(—p(a) + )
a 2 i=

p(a+ih)+%p(b)) avec h =
1

Iciona p(x)=-x*>+4x-2,a=1,b=3, m=2d ol h=1 et on obtient
1 1
[=T=2pM)+p@+;p@)=3.

4.2. La valeur numérique obtenue est inférieure a celle exacte quelque soit le pas & choisi car la fonction p est
concave, ce qui signifie qu'une corde définie par deux points de la courbe y = p(x) sera toujours en-dessous de
la courbe, donc I'aire sous les trapezes sera inférieure a I'aire exacte.

1.75 +
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CHAPITRE 46

Controle par équipe du 19 octobre 2021 : EDO

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est interdit.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S S 3

# Exercice 46.1 (Utilisation d’'un schéma numérique)
Soit le probleme de Cauchy

Y1) =—-4t-2y(t)+4, tell;2]
y@) =3,

On subdivise I'intervalle [1;2] en 2 intervalles de largeur h = % avec tp =1, t; = % et f, = 2. Pour chaque nceud ¢,
on note y, = y(#,) la solution exacte évaluée en t, et on cherche la valeur inconnue u, qui approche la valeur
exacte y, ; 'ensemble des valeurs { yo, y1,... } représente la solution exacte discréte tandis que I'ensemble des valeurs
{uo = yo,u1,...} représente la solution numérique.

Comparer les valeurs de la solution exacte et des solutions approchées obtenues avec les schémas vus en cours en
complétant le tableau suivant :

fo=1 =3 =2

Yo = n= V2 = «— Solution exacte

Up = U = Up = — Solution approchée par Euler Explicite
Up = U = Up = — Solution approchée par Euler Implicite
Uy = up = Up = — Solution approchée par Euler Modifié
Upg = U = Up = — Solution approchée par Trapeze

Up = U = Up = — Solution approchée par Heun

Correction
x Exacte UEDO est linéaire a(t)y' (1) + b(t) y(t) = g(t) avec a(t) = 1, b(t) = 2, g(t) = 4 — 4t. En utilisant la notation du
polycopié nous avons

A(r):f@dtzfmt:zr, B(t):f@e/“” dt:f(4—4t)e2fdr=(3—2t)e2f
a(t) a(r)

donc y() = C1e 2! —2¢ + 3. En prenant en compte la condition initiale on trouve 3 = y(1) = % + 1 ainsi y(¢) =
—2t+2e*720 43,
Ontrouve yo=3,y; = 2ety, =1+ e%

= EULER Explicite

{ up = y(t) = yo,

0=3,
onc
Ups1 = Up + ho(ty, uy) { Upi1=Up+h(d—4t,-2u,)=10-2hu,+4h(1-1t,)
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On trouve ug =3, u; =0et up = —1.

= EULER Implicite

ug = y(to) = yo, done 1 40 = 3,
Upy1 = Up + h(ﬂ(tnﬂ, Up+1) Ups1 =Up+h(d =410 —2Upy1)

Pour calculer la solution approchée, on doit résoudre une équation a chaque pas. Puisque 'EDO est linéaire, cette
équation est linéaire et la méthode implicite peut étre rendue explicite par un calcul élémentaire :

Uy +4h(l—t,41)
Unil = Up + R4 —4lyi) —2Ups)) &= Upyy = ———

1+2h
donc
up =3,
Uy +4h(l-ty41)
u -
i 1+2h
Ontrouve uy =3, u; =1letup = —%.
= EULER Modifié
UO=J’(IO)=J/0» u0=3,
Up+1/2 = un+%(l’(tnv Up), donc { Up+1/2 = un+§(4—4tn—2un)
Up+1 = Up+ ho (tn + %, ﬂn+1/2) Up+1 = Up+h (4 -4 (fn + %) —Zﬁn+1/2)

On trouve ug =3, u; =1letuy = _%'

x Trapéze ou CRANK-NICOLSON
{ ug = y(to) = Yo,
Uns1 = Un + 2p(tn, un) + L@(tni1, Uns1)
donc

up = y(%) = Yo,
Up+1 = Up + %(4(1 —In) _Zun) + §(4(1 —In+1) _Zun+1) =(1-hu,+ 2h(2 —In— tn+1) —huy

Pour calculer la solution approchée, on doit résoudre une équation a chaque pas. Puisque 'EDO est linéaire, cette
équation est aussi linéaire et la méthode implicite peut étre rendue explicite par un calcul élémentaire :

A-Ruy+2h2—1t,— the1)

un+1:(l—h)un+2h(2_tn_tn+1)_hun+1 — Up+1=

1+h
donc
up =3,
A-hu,+2h@2~ty—tys1)
Upsl = .
ntl 1+h
On trouve ug =3, u; = % et up = —%.
* HEUN
ug = y(to) = yo,
an+1 = un + h(l’(tn; un);
Uns1 = Un + Bty tn) + 2p(tnir, line)
donc
up =3,

fpe1 = iy + W@ = £,) = 2up) = (12— h)uy, +4h(1 = 1),
Up+1 = Up + §(4_4tn —2up) + g(4_4tn+1 —20p+1)

On trouve ug =3, uy1 =1l et uy = —%.
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fh=1 n=3 =2

Yo=3 y1= % Yo=—1+ 62—2 — Solution exacte

up=3 u; =0 up=-1 — Solution approchée Euler Explicite
uy=3 up =1 Uy = —% — Solution approchée Euler Implicite
up=3 u =1 Uy = —% «— Solution approchée Euler Modifié
up=3 up = % Up = —% — Solution approchée Trapeze

uy=3 u =1 Uy = —% — Solution approchée Heun

4 Exercice 46.2 (Modélisation - I)

Supposons qu'une quantité y = y(#) croit a une vitesse proportionnelle au carré de la quantité présente. De plus,
supposons qu’a l'instant ¢ = 0 la quantité présente est yo > 0. Ecrire le probléme de Cauchy associé a cette description
et le résoudre.

Correction
Soit a > 0, alors

y' (1) = ay*(1),
y(0) =yp>0.

Il s’agit d'une EDO a variables séparables. La fonction y(#) = 0 pour tout ¢ est solution de 'EDO mais elle ne vérifie pas la CI.
Toute autre solution de 'EDO sera non nulle et se trouve formellement comme suit :

V'

-2 -1
= d = 1 dt — =art— ) = y R
y2(1) “ fy v af - Y at—e =y “arve °F
En imposant la CI on obtient ¢ = 1/yy d’ou 'unique solution du probleme de Cauchy: y(¢) = %.
—ayo

# Exercice 46.3 (Modélisation - IT)

Une bille, placée dans un liquide dont la température T, est supposée constante, a une température T qui évolue au
cours du temps ¢ de la fagon suivante : la vitesse de variation de la température est directement proportionnelle a la
différence de température entre la bille et le liquide; de plus, si T'(#) > T, alors T est décroissante, si T'(t) < Ty alors T
est croissante.

Exprimer les variations de T en fonction du temps ¢ sous la forme d'une équation différentielle. Résoudre I'équation et
afficher sur un méme repere les solutions associées aux données initiales 7'(0) > Ty, T(0) < Ty et T'(0) = T,.

Correction
Soit x > 0, alors

T'(6) ==« (T(1) = Tp),
T(0) = Tp.

Il s’agit d'une EDO linéaire. Avec la notation du polycopié : a(t) = 1, b(t) = x et g(t) = x Ty, donc pour tout t e Ron a
* A(t) = [Xdt=«t,
* B(t) :fK—lT’e’“dt: Tyext.

Toutes les solutions de 'EDO sont donc les fonctions T'(¢) = Ce %! + Ty.
En imposant la CI on obtient Ty = C + T, d’ot1 'unique solution du probléme de Cauchy : T() = (To — Ty)e ¥ + Tj.

On vérifie que lim;_ ;. T(1) = T, et que T'(¢) est de signe opposé a T(t) — T, dong, si Ty > T, la fonction est décroissante, si
Ty < Ty la fonction est croissante.
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k=ky <k
k=g

=k
k=ky <k

292

(© 2016-2020 G. FACCANONI



CHAPITRE 47

Contréle par équipe du 25 novembre 2021 : f: R" - R

Durée : 1h30

L'usage de la calculatrice est interdit.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S S

# Exercice 47.1 (Domaine de définition et lignes de niveau) 5

b

1. Indiquer le domaine de définition de la fonction R?> — R définie par f(x, y) = % et colorier la portion de R?
X“=y

correspondante.

2. Soit f(x,y) = e*"Y. Pour quelles valeurs de x la courbe de niveau x existe? Tracer la courbe de niveau qui passe
par le point (1,-1).

3. Enfigure on a tracé les lignes de niveau d'une fonction f(x, y). Que peut-on conjecturer sur le signe de 9y f (xo, ¥o)
et dy f(xo, yo) ?

ARARRARR
I
SO~ W

|
—

Correction
L 2r={(x,peR*|x-n&x+y #0}={(x,y) eR?| y# £x}

y

2. f(x,y)=e**Y>0donc 2y = R* et la courbe de niveau « existe ssi x > 0. La ligne de niveau x est’ensemble

{,yeR*| flx,y)=x}={(x,y)eR®|y=-x+Ink)}.

Comme f(1,-1) = ¢” =1, alors x = 1 et la ligne de niveau cherchée est { (x,y) e RxR* | y = —x}.

3. La fonction h(x) “‘éff(x, Vo) est décroissante donc 0, f(xo, yo) < 0. La fonction g(y)déff(xo,y) est croissante donc

0y f (x0, y0) > 0.
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# Exercice 47.2 (Dérivées partielles et estimations)
1. Soit u: R? — R la fonction définie par u(t, x) = sin(cwt) sin(wx). Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de w la
fonction u satisfait I'équation
O0p = czaxxu V(x,y) € R?.
x+y

2. Soit f(x,y) = —. Calculer le gradient et la matrice Hessienne de f.
x=y

3. Soit f: R — R une fonction dérivable et h: R?> — R la fonction définie par h(x,y) = x> + y?. Soit z: R> — R la
fonction définie par z(x, y) = f(x* + y?). Calculer yd,z— x0,z.

4. Soit f une fonction de R? différentiable au point (23,45) telle que

f(23,45)=35 et Vf(23,45)=(_36).

Ecrire £ (x, y) 'équation du plan tangent au graphe de f au point (23,45). En déduire une approximation de
[(22.7,44.7) par linéarisation.

Correction
1. 0;;u = c?*dy u pour tout w € R car

u(t, x) =sin(cwt) sin(wx),

0, u(t,x) = wsin(cwt) cos(wx), 0:u(t, x) = cwcos(cwt)sin(wx),

2 2

Oxxu(t,x) = —w? sin(cwt) sin(wx), 0/ u(t,x) = —c“w*sin(cwt) sin(wx).

2. f(x,y):m:l+2L:l+2y(x—y)‘1 donc
x—=y x—y
-2y 4y -2(x+y)
(x—y)? — 3 (x—7)3
viay =", = 550, ¥
(x—y)? x-y% (x-y3

3. h(x,y) = x*>+y? et z(x,y) = f(h(x,y)) donc, pour tout (x, y) € R? on a
y0xz(x,y) = x0yz(x, ) = y (f'(h(x, y)0xh(x, ) — x(f'(h(x, y))0yh(x, ) = 2xy f' (h(x, y)) - 2xy f' (h(x,y)) = 0.
4. Auvoisinage de (xo, yp) on a
[, )= ZL(x,y) = f(x0, y0) + (x = X0)0x f (x0, Yo) + (¥ — ¥0) 0y [ (x0, Yo)-
Le plan tangent au graphe de f au point (23,45) a donc pour équation
ZL(x,y) =35+3 x (x—23)+(=6) x (y —45).

Dans notre cas nous avons [(22.7,44.7) = £(22.7,43.7) =35+ 3 x (-0.3) =6 x (—0.3) =35+ (-0.9) + (1.8) = 35.9.

Si on préfere la notation en & et k, notons h = x — xg et k = y — yp. On peut alors réécrire I'’équation du plan tangent
comme

ZL(xo+ h,yo+ k) = f(x0, o) + ho f (x0, yo) + k0 f (x0, Yo)

etnousavons f(23+h,45+k) = £ (xo+h, yo+k) = 35+(3h)+(—6k). Comme (x1, y1) = (22.7,44.7) = (23,45)+(-0.3,-0.3)
alors h=-0.3, k=-0.3etl'ona f(22.7,44.7) = 35+ (—0.9) + (1.8) = 35.9.

¢ Exercice 47.3 (Optimisation)
1. Calculer les points critiques de la fonction f: R?> — R définie par f(x, y) = (x—4)? +6xy+ > et étudier leur nature.

2. Une boite ouverte a la forme d'un parallélépipede. On cherche les valeurs x, y, z € R} qui minimisent la surface
totale S de la boite pour un volume V égale 2 32 cm®. On doit donc minimiser la fonction S(x, y, z) = xy+2xz+2yz
avec xyz = 32. Que vaut S dans son minimum?
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Correction
. f(x,y)=(x-4)?+6xy+)3

* Recherche des points critiques :

dyf =0, 6x+3y%>=0, 2x=-y?, 2

= — = — = — 2 —0= — — =
{axf_o, @{Z(x 4)+6y=0, (:){Zx 8+6y=0, (:){ Y2 +6y—8=0, @{éy 2)(y—4) =0,
x=-y°.

2x = —yz,

On a deux points critiques : le point (-2, 2) et le point (-8,4).
* Nature des points critiques :

axxf(x’ Y) =2 axxf(_zy 2)=2 axxf(_8»4) =2
0xyf(x,y) =6 0xyf(=2,2)=6 05y f(=8,4) =6
dyy f(x,y) =6y dyyf(-2,2)=12 0y, f(-8,4)=24
det(Hp)(x,y) =12(y —3) det(Hf)(-2,2) =12 det(Hy)(—8,4) =12
(—8,4) est un minimum, (-2, 2) est un point selle.
2. Onax,y,z>0.0npose s(x,y) = S(x,y,i—i) =xy+ 674 +6—;‘.
Calcul des points critiques :
V= 166_121 0
Vs(x,y) = o donc Vs(x,y) = (0) = (x,y) =44
E
Il existe un seul point critique qui est (4,4).
Nature des points critiques :
128
Hy(x,y) = ( X @) donc  Hy(4,4) = (2 T 0 ;) et detH,(4,4)>0.
y3

On conclut que I'unique point critique est bien un minimum etl'ona S (4, 4, %) =s(4,4) =48.
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CHAPITRE 48

Controle par équipe du 6 décembre 2021 : meilleure
approximation

Durée : 1h30

Lusage de la calculatrice ou d’Octave ou Matlab est autorisé.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S S

# Exercice 48.1
Le graphique de la figure représente des données en échelle semi-log—y :
log, ()
a+br-
by~ |
0 1 X

Apreés avoir calculé I'équation de la droite, en déduire I'équation qui approche au mieux les données parmi les suivantes :

1. y=b2%* 2. y=a2b* 3. y=2b2%% 4, y=282bx
5. y=b+2%¥* 6. y=a+2b* 7. y=elax 8. y=ebx
9. y=ebe® 10. y = e%el* LIS =1225e 128y =12252
13. y = b+ alog,(x) 14. y=a+ blog,(x)

Correction

La droite passe par les points (0, b) et (1,a + b) et a donc pour équation Y = % (X-0)+b=aX+bavec X =xet
Y =1log,(y). Nous avons log, (y) = ax + b donc y = 24*+b = pbpax

¢ Exercice 48.2

Calculer ag et @) pour que y = ag + a; x soit 'équation de la droite de meilleur approximation des points

x| 1|23 |45 ]| 6
y|10 |4 12 |8 |12 |20

Calculer ensuite X et j et vérifier que le point (¥, y) appartient a la droite.
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Correction
On a 6 points donc n =5 et il s’agit de chercher a; et a; solution du systéme linéaire

P sl I ) R A R el R e R e
S sella) T ¢ 21 91){a1) ~ |266 6 26)la1) |76 0 5)la

i=0 i=0 i=0

(o

Donc a; =%=2eta0=22—7a1:4.

f-ﬁ iAW
x= lr:l(-)l—l :3-5ety=%=11etonaa0+a15c:4+2><3.5:11:)7.

xx=[1 2 3 4 5 6];

yy=[10 4 12 8 12 20];
A=[sum(xx.~0) sum(xx); sum(xx) sum(xx."2)]
b=[sun(yy); sum(xx.*yy)]

alpha=A\Db

% DROITE DE MEILLEUR APPROXIMATION
£=0(t) [alpha(1)+alpha(2)*t];

% AFFICHAGE
plot(xx,yy,'o',xx,f(xx));

% TEST : passage par (x_moy,y_moy)
x_moy=A(1,2)/A(1,1)
y_moy=b(1)/A(1,1)

f (x_moy)

¢ Exercice 48.3

Calculer la parabole d’équation p(x) = o + @1 x + @» x> de meilleure approximation des données

x|-2 -1 0 1 2
yi|-5 -2 -1 -2 -5

Correction
11 s’agit de chercher ay, a; et a, solution du systéme linéaire

(n+1) X, xi "o X5\ (@o YoV 5 0 10)(ao -15 5 0 10) [« 10
nox Yo Yoo ||a| =2k | = |0 10 ofla|=| 0| = [0 10 offla|=] 0
noxt Xrhox Xroxt)\as X2y 10 0 34)\a —44 0 0 14)\a -14

4 __

Donc az = 5 1,a; =0etay=—1.

Notons qu’il s’agit de la parabole d’interpolation, autrement dit on a p(x;) = y; pour tout i.

xx=[-2 -1 0 1 2];

yy=[-5 -2 -1 -2 -5];

% SYSTEME LINEAIRE

A=[sum(xx.~0) sum(xx) sum(xx."2); sum(xx) sum(xx."2) sum(xx."3); sum(xx."2) sum(xx."3) sum(xx."4)]
b=[sum(yy); sum(xx.*yy); sum(xx. 2.*yy)]
alpha=A\b

% PARABOLE DE MEILLEUR APPROXIMATION
f=0(t) [alpha(1l)+alpha(2)*t+alpha(3)*t. 2];
% AFFICHAGE

xaff=linspace(-3,3,100);
plot(xx,yy,'o',xaff,f(xaff),'-")

4 Exercice 48.4
Calculer la parabole d’équation y = g + a; x + x% de meilleur approximation des données { (0,—2), (1,7), (2,10), (5,35) }.
NB Il n'y a pas de formule toute faite dans le cours, il faut réfléchir!
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Correction
Il s’agit de chercher ag et @; qui minimisent la fonction &': R?> — R, définie par

n n n
slagan=Y d=Y (yi— (@ +arx+x2 =Y ((yi - 22 - (a0 + a1x))°.
i=0 i=0 i=0

Cela équivaut a chercher 'équation de la droite de meilleur approximation de I'ensemble des points { (x;, y; — xl?) ).
On obtient le systeme linéaire

_ ( Y(yi—x3) )

T\ X xDx;

256 =fas) = o )G =)

(57 )@

(3 380) (ZT) ) (23) -

Donca1:17—4:2eta0:5—2><2:1.

c’est-a-dire

xp=00,1,2,5];

yp=[-2,7,10,35];

% SYSTEME LINEAIRE

sO=length(xp) ;

s1=sum(xp) ;

s2=sum(xp.~2);

A=[s0,s1; si1,s2]

b=[sum(yp-xp.~2) ;sum(xp.*(yp-xp.~2))]
alpha=A\b

% PARABOLE DE MEILLEUR APPROXIMATION
£=0(t) [alpha(1)+alpha(2)*t+t.~2];

% AFFICHAGE

xx=linspace(0,5,100);
plot(xp,yp,'o',xx,f(xx))

# Exercice 48.5
Un modele d’évolution de la population en fonction du temps est P(t) = at”. Estimer a et b a partir des données
suivantes (modifier les données pour utiliser une régression linéaire) :

ti 05 1 1.5 2 2.5
P; 049 16 336 6.44 10.16

Correction

Si on calcule le logarithme de cette fonction on trouve In(P) = In(a) + bIn(#). On peut alors calculer la droite de meilleur
approximation sur I'’ensemble { (x; =In(t), yi =In(P))) } et obtenir ainsi In(a) et b. Notons ag =1In(a) et @) = b, il s’agit de
chercher a et a; solution du systeme linéaire

(n+1) " oXi|(@o _ oy . 6 1.3218) (ao) _ (5.1496
Yroxi Xlhoxi\ay)  \Zh,xiyi 1.3218 1.9649)\a;) \4.4012

Donc ay = 0.42829 et @1 =~ 1.95183 et enfin a = e*° ~1.5346 et b= a;.

tp=[0.5:0.5:2.5];
Pp=[0.49,1.60,3.36,6.44,10.16];
xp=log(tp);

yp=1log(Pp);

% SYSTEME LINEAIRE
A=[6,sum(xp) ; sum(xp) ,sum(xp.~2)]
b=[sum(yp) ; sum(xp. *yp)]
alpha=A\Db

% DROITE DE MEILLEUR APPROXIMATION
f=0(x) [alpha(1)+alpha(2)*x];

# AFFICHAGE

subplot(1,2,1)
plot(xp,yp,'o',xp,f(xp))
subplot(1,2,2)
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a=exp(alpha(1))
b=alpha(2);
g=0(t) [a*t. alpha(2)];
plot(tp,Pp,'o',tp,g(tp))

¢4 Fxercice 48.6

Calculer ay et @; pour que f(x) = ap + @1 In(x) soit la fonction de meilleure approximation des points

{(e,6),(e%,9),(e*,24) }

Correction
Notons ¢ (x) =1 et ¢ (x) = In(x). On doit minimiser la fonction

4

E(ag, a1) = Y, (yi — (@o@o(xi) + @191 (x)))
i=0

2

On doit donc résoudre le systeme linéaire

( Y 3 (x:) Z(Po(xi)(l)l(xi)) (060) _ (Zyiqoo(xi))
Y o (xi)ep1 (x7) Y 3 (x;) ar)  \Xyip1(x;)

c’est-a-dire

(Zl Zln(xi))(ao)_( Yy )
Yin(x;) TIn?x))ler)  \Zyilntx)

(6 u)le)=los) = 2)e)=(5)

Dans notre cas

18

donc a; = 5

=9etag=39 =5

xp=[exp(1) ,exp(2),exp(3)];
yp=06,9,24];

% SYSTEME LINEAIRE

s0=3;

s1=sum(log(xp));
s2=sum(log(xp) . *log(xp));
A=[s0,s1; si1,s2]
b=[sum(yp) ; sum(yp.*log(xp))]
alpha=A\Db

% FCT DE MEILLEUR APPROXIMATION
f=0(t) [alpha(1)+alpha(2)*log(t)];
% AFFICHAGE
xx=linspace(exp(1),exp(3),100);
plot(xp,yp,'o',xx,f(xx),'-")
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CHAPITRE 49

Controle par équipe du 9 décembre 2021 :
statistiques descriptives

Durée : 1h30

Lusage de Matlab ou Octave est autorisé.

Vous avez droit a une feuille A4 recto-verso manuscrite par équipe.

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu
compte lors de la correction. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte. Une grande valeur
sera attribuée a la rigueur des raisonnements.

b S S

# Exercice 49.1 (Distribution statistique groupée)
Une étude sur le budget consacré aux vacances d’hiver a donné les résultats du tableau suivant :

Budget Fréquence | Fréquence cumulée
1200;800] 0.05 0.05
1800;2000] 0.06 0.11
12000;2600] 0.1 0.21
12600; z] 0.26 0.47
12;5000] 0.3 0.77
15000;9800] 0.23 1.0

1. Estimer la borne z manquante dans les deux cas suivants :

1.1. le budget moyen est égal a 4025 euros,
1.2. le budget médian est égal a 3920 euros.

2. Considérons dorénavant que la borne manquante est égale a 4400 euros. Estimer le budget moyenne et médian.

Correction
1. Calcule de la borne z.

1.1. Comme on ne dispose que du tableau des fréquences, alors on estime la moyenne par la formule

P ai+a;
— i i+1
xzzfl 2 )
i=1

ol 06;‘+206i+1

est le centre de la i-eme classe et f; sa fréquence. Sile budget moyen est égal a 4025 euros alors on a

7z
4025~ — +3129
25
ce qui donne z = 3200 euros.

1.2. Sile budget médian est égal a 3920 euros, on regarde le tableau des fréquences cumulées et on voit que la
médiane est quelque part dans I'intervalle ] z;5000]. Par interpolation linéaire sur cet intervalle (on impose le
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passage par les points (z,0.47) et (5000,0.77)) on trouve :

0.77-0.47

6 =——— (X —-2z)+0.47
Yiréq. cum. 5000 — 2 (Xbudget — 2)

ainsi, si Yféq. cum. = 0.5 €t Xpudger = 3920, on trouve z = 3800 euros.

2. Considérons dorénavant que z = 4400 euros.
2.1. Le budget moyen est estimé par la formule

ol % est le centre de la i-eéme classe et f; sa fréquence. On trouve 4361.
2.2. Le budget médian est quelque part dans I'intervalle 14400;5000]. Par interpolation linéaire sur cet intervalle (on
impose le passage par les points (4400,0.47) et (5000,0.77)) on trouve :

0.77-0.47

Yfréq. cum. = m (xbudgct —4400) +0.47

ainsi, si Yfréq. cum. = 0.5, Xbudget = 4460 euros.

& Exercice 49.2 (Série statistique bivariée et régression linéaire)
On compte le nombre de stomates aériferes au mm? d’une feuille (variable y) en fonction du nombre de jours
d’exposition au soleil (variable x). Ecrivons les observations dans un tableau 4 deux colonnes :

x (Nombre de jours) 2| 4| 8 |10|24]|40]52
y (Nombre de stomates) | 6 | 11 | 15 | 20 | 39 | 62 | 85

1. Calculerx,y, V), V(y), Cxy), C(y,x).

2. En déduire I'équation de la droite de régression linéaire du nombre de stomates en fonction du nombre de jours.

3. Calculer le coefficient de corrélation. Est-il raisonnable de faire des estimations du nombre de stomates en
fonction du nombre de jours en utilisant cette droite ? Justifier votre réponse.

4. Supposons que ce soit raisonnable. Combien de stomates prévoyez vous a 30 jours ? Aprées combien de jours on

aura 30 stomates ?

Correction
Nous avons une série statistique double avec une population d’effectif n = 7.

1. Calcul des moyennes, variances et covariances :

1
X=—) x=20
n =
1 n
y=—0 yk=34
n =
1 2264
V) =—) xi-%="—~323.43
n 5 7
1 , 5280
V(iy) =— Zyk—yz=7 ~754.29
n =
1 n
Cxy) = o Z XYk —Xy=——=493.14
k=1

3452
Cly,x)=Cxy = — ~493.14

2. Calcule de la droite de régression de y (nb de stomates) par rapport a x (nb de jours) :

Cx,y) 863
Y1=——"—=——=1.5247
V(x) 566
y X —992 3.5053
=V—- X = ~ J.
Yo=Y—71 283

La droite cherchée a donc pour équation y =yg + y1 x.
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3. Le coefficient de corrélation est

Ckx,y)  863v46695
V) V(y) 186780

~ 0.99843

rx,y) =

Il est raisonnable de faire des estimations de nombre de stomates en fonction du nombre de jours en utilisant cette
droite car la corrélation linéaire est forte : le nuage de point est concentré le long de la droite de régression.

4. A 30 jours on prévoit yo +30y; = 3337 ~ 49 stomates.

283
On aura 30 stomates lorsque 30 =y + Y1 X; on trouve x = % c’est-a-dire apres environ 17 jours.

On peut sinon écrire la droite de régression de x en fonction de y : x =y + 7y} y ol
C(x, 3452
y, = LW 3152 6379
V(y) 5280
3452~ —11768
5280° 5280

Yo=X—7Y1¥=20 ~ —2.2288

/ r_ 11768 3452 _ 91792 ;
etonay,+30y; = =55 +305555 = T30 ~ 17.385 jours

clc, clear all;

xx=[2 4 8 10 24 40 52];

yy=[6 11 15 20 39 62 851;

n = length(xx)

moy_x = mean(xx) Y%sum(xx)/n

moy_y = mean(yy) %sum(yy)/n

var_x = var(xx,w=1) ’%sum(xx."2)/n-moy_x"2

var_y = var(yy,w=1) Y%sum(yy.~2)/n-moy_y~2

cov_xy = cov(xx,yy,w=1) %sum(xx.*yy)/n-moy_x*moy_y

gamma_1 = cov_xy/var_x
gamma_0 = moy_y-gamma_1*moy_x
r_xy = cov_xy / sqrt(var_x*var_y)

% Prevision y=f(x)

f=0(x) gamma_O+gamma_1%*x;
x0=30 % jours

y0=£(x0) ’ stomates prevues

% Previson inverse : 2 strategie

% strategie 1 : on cherche la solution de f(x)=50
Y0=30 % stomates

F=0(x) f(x)-YO;

X0=fsolve(F,10) 7 jours prevus

% AFFICHAGE

hold on

plot (xx,yy,'o', [moy_x,moy_x,min(xx)], [min(yy) ,moy_y,moy_yJ, 'x")
plot (xx,f(xx),'r-', [x0,x0,min(xx)], [min(yy),y0,y0],"':")

plot ([X0,X0,min(xx)], [min(yy),Y0,Y0],":")

legend(["Data";" (moy_x, moy_y)";"y=£f(x)";"y_0=£(30)";"130=g(y_0)"1)

% strategie 2 : on calcule la droite de regression x=g(y)
gamma_1_prime = cov_xy/var_y

gamma_O_prime = moy_x-gamma_1_prime*moy_y

g=0(y) gamma_O_prime+gamma_1_primexy;

Y0=30 7 stomates

X0=g(x0) % stomates prevues

% AFFICHAGE
plot(g(yy).yy,'b-.")
hold off
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# Exercice 49.3 (Distribution statistique bivariée)

On considere les données suivantes :

{ i,y } = 1(=5,5),(=5,-10), (5,5), (5,—10), (5, - 10)].

Compléter les tableaux suivants.

1. Tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitativesx ety :

B
o pr1=5 B2=-10
ay=-5 ny1 = Mo =
az =5 ng1 = N2 =
2. Tableau des fréquences :
B
B1=5 B2 =-10 Fréquence marginale de a;
o
a;=-5 fin= fiz2= A=
=5 for= fo2= fo, =
Fréquence marginale de ; | f1= f2= 1

3. Tableau des profiles en colonne fj; :

Profiles en colonne fj
B
p1=5 B2 =-10
R
ay=-5 fin= Sz =
az=5 fon = o2 =
1 1
4. Tableau des profiles en ligne fjj; :
Profiles en ligne fj);
B
p1=5 p2=-10
=4
a;=-5 fin= Sz = 1
ar,=5 fon = fo2 = 1

5. Calculer les moyennes, variances et covariances indiquées :

X =
y=

V) =
Viy) =
Cx,y =
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Cly,x) =

V1=
Yo=
rix,y) =

6. Calculer la droite de régression de'y =y + 71 x et le coefficient de corrélation :

Correction

1. Tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitativesx ety :

2. Tableau des fréquences :

3. Tableau des profiles en colonne fj; :

4. Tableau des profiles en ligne fj; :

5. Calcule des moyennes, variances et covariances :

(© 2016-2020 G. FACCANONI

7]

pr1=5 | f2=-10

a;=-5 nyy= 1 ny2 = 1

Ao = 5 npy = np 2 = 2

B
B1=5 | B2 =-10 | Fréquence marginale de «;
o
a=-5 fir=%| fiz=% f.=%
a2:5 f‘z,lzé f‘Z,Zzé f‘zl.:%
Fréquence marginalede §; | f.1=2 | fo=3 1
Profiles en colonne fj;
B

P1=5 | f2=-10

- _1 1

ay=-5 =31 fie=3

az=5 fn=3| he=3%

1 1
Profiles en ligne fj;
7
pr1=5 | p2=-10
of
a; =-5 fin=3%| fie=3% |1
=5 fon=3%| fr=3% |1
12
X=— nj.a;=1
niz
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Cxy =

12

V) ==) nj.af-x*=24
i=1
1 4

Vi) =—) n;pi-y =54
nj:l
1P 4 -
—2 ) mijaifj-Xy=—-6
nizij=1

Cly,x) =Cxy)

6. Calcule de la droite de régression de y par rapport a x et du coefficient de corrélation r :

306

_Cxy 1

NTVx 4

) _ 15

Yo=y—ﬁx=—z'
Cx,y) 1
rmw=———ll—=——

VVEIV(Y) 6

La droite cherchée a donc pour équation y =y + y1 x et le coefficient de corrélation est r.
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CHAPITRE 50

Controle par équipe du 9 mars 2023 : systémes
linéaires, valeurs/vecteurs propres

# Exercice 50.1 (Résolution systémes linéaires)

Déterminer la hauteur de la table.

g, ) , e £ _-%}
35 ii L Lt

Ecrire les systémes linéaires associés a ces deux problémes et les résoudre avec la méthode de Gauss.
Pour mettre en équations les deux problémes, on notera respectivement

* Cle poids du chat, M celui de la sourie et D celui du chien;

* C la hauteur du chat, T la hauteur de la table et ¢ la hauteur de la tortue.

Correction
Chien Chat Souri On ale systeme

C+M=10,
D+ M =20,
C+D=24.

On a 3 inconnues et 3 équations linéaires. Avec la méthode de Gauss, si les inconnues sont dans 'ordre (C, M, D), la
matrie augmentée est transformée comme suit :

1 1rofwoy (1 1 ofl) (1 10][10
0 1 1]20 |22 10 1 1]20 [|2=="2(0 1 1|20 .
1 0 1|24 0 -1 1|14 0 0 2|34

Par remontée : 2D = 34 ~» D = 17, la deuxiéme équation donne M = 20— D = 3 et enfin la premiére C=10-M =7.On
conclutque C+ D+ M =27.

Astuce : on remarque que (C+ M)+ (D+ M)+ (C+D) =2(C+ D+ M) donc 2(C+ D+ M) = 10+20+24 = 54 et finalement
C+D+M=27.

Tortue Chat On ale systeme
C+T-1t=170,
t+T-C=130.

On a 3 inconnues et 2 équations linéaires : le systéme est sous-déterminé. Avec la méthode de Gauss nous avons :

C+T-1t=170, Ly—I+L; | C+T—1=170,
-C+T+1r=130, 2T =300,

309



Chapitre 50 Controle par équipe du 9 mars 2023 : systémes linéaires, valeurs/vecteurs propres Mis 3 jour le Mercredi 31 mai 2023

d'olt t =x € R}, T =150 et C = ¢ + 20. Ainsi toutes les solutions s’écrivent (C, T, t) = (x +20,150,%) et T = 150.
Astuce : si on somme les deux équations on obtient 27 =300 d’ot T = 150.

& Exercice 50.2 (Systéme linéaire avec parameétre)
Soit k un réel et considérons le systeme linéaire

xX+y+kz=2,
2x+ky—z=1,
xX+y+3z=k-1,

d’inconnues x, y, z. En utilisant le pivot de GAUSS, déterminer les valeurs de k de telle sorte que ce systeme possede :
a) une infinité de solutions;

b) aucune solution;

¢) une solution unique.

Correction

1 k 2 Lo—L-3Li (1 1 k 2
[Abl=]| 2
1

—_— e
|
—
—

La derniere équation s’écrit donc
B-klz=-3-k).

11 faut alors étudier séparément le cas ot le coefficient devant z est nul et le cas ot il est non nul, i.e. les deux cas (3—-k) =0
et(3—k)#0.

* Si k =3, 1a derniere équation correspond a 0z = 0, alors (S) possede une infinité de solutions car on pose z = @ avec
a € R quelconque, puis on résout la deuxieme équation (k—2)y = -3+ (1 + 2k)z qui devient y = -3+ 7a et enfin la
premiere équation x =2 — y— kz qui devient x =2+ 3 —7a —3a = 5— 10a. Toutes les solutions s’écrivent

(x,y,2) = (5 —10a,7a —3,oc)

* si k #3 alors z=—1 etla deuxieme équation s’écrit (k —2)y = -3 + (1 + 2k) z, soit encore
(k=2)y=-2(k+2).
11 faut alors étudier séparément le cas ot le coefficient devant y est nul et le cas ot il est non nul, i.e. les deux cas
(k-2)=0et(k—-2)#0.
» Si k =2 alors (S) ne possede aucune solution car la deuxieme équation correspond a 0y = —8;

x si k # 2 alors (S) posséde une solution unique : la deuxieme équation devient y = -3 — (1 +2k) = —4 — 2k puis la
premiére x =2 -y —kz devient x =2+4+2k + k =6+ 3k et on trouve

(k+2)k k+2

g )

(x,y,2) = (

# Exercice 50.3 (Matrice inverse, valeurs propres)

cos(d)  sin(9)

AWD) = (sin(f)) —cos(d)

), Y eR.

1. Calculer det(A). En déduire I’existence ou la non existence de la matrice inverse. Si elle existe, la calculer.
2. Calculer ses valeurs propres. Dependent elles de 9?

Correction
1. A~! existe pour tout 9 car det(A) = — cos?(9) —sin?(J) = =1 #0.
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Calculons A~! en faisant attention a ne jamais diviser par 0 :

Ly<—cos(9) L +sin(9) Ly .
0\ Ly—cos@®Lp—sin@®L, [ 1 0 | cos(d) sin(9)
1 0 -1]| -sin(® cos(9)
cos(®) sin(9) | _ 1
sin(9) —cos(9) )‘ 1A

cos(9)  sin(9)

1
ARI={ Sinw)  —cos® | 0

Ly——Ly 1 0
0 1

On remarque que A~' = A,

Si on applique formellement la méthode de Gauss-Jordan sans se soucier des cas de division par zéroon a:

Al <[ 05O sin® |1 0 ) Lyl 3001, (COSW) singd) ! 0)
2l = ; _ sin?(9) sin()
sin(¥) —cos(d) | 0 1 0 —cos(d) ~ 5@ | ~cos@y L
cos(d) sin(9) 1 0
= 0 1 __sin(d) 1
cos(9) cos(9)

Ly——cos(@L, [ cos(d) sin(d) 1 0
0 1 sin(d) —cos(9)
Li—Li-gamle [ cos(®) 0] 1-sin?(®) cos(®)sin(9)
0 1 sin(9) —cos(9)

cos(9)  sin(9)
sin(9) —cos(9)

Ly—Ly/cos(9) 1 0
0 1

-l

Méme méthode mais en simplifiant la premiere équation des le début :

) sin(9)
(All] = cos(9) sin(d) |1 0)L1 Ll/cos(f))( 1

cos(9)
sin(9) —cos®) |0 1

1 _
cos(9)
sin(d) —cos(9) )

0 1
1
cos(9) 0
_ sin(®) 1
cos(d)

_1 0
cos(?)
sin(d) —cos(9) )

sin(9)

cos(9)
1
cos ()

Ly——cos(9) Ly ( 1 ELT(?)
0

1

Ly——sin(9) L ( 1

=]

cos(9d) sin(9)

_ -1
sin(9) —cos(9) )_ [21A7]

sin(9)
Ll‘_Ll_cos(f)) Lz 1 0
0 1

2. On doit calculer les racines du polynéme caractéristique :

cos(9) — A sin(9)
sin(9) —cos(9)— A

=—cos?(®) —Acos(d) + Acos(d) + A2 —sin®(D) =A2—-1=A-1DA+1).

pA) = det(A - Alp) = = (cos(d) — 1) (—cos(d) — 1) — (sin(9))(sin(9))

La matrice A({) admet les deux valeurs propres constantes +1.

# Exercice 50.4 (Valeurs/Vecteurs propres)

Considérons la matrice
1 2 -3
A= (1 4 —5) .
0 2 -2

1. Calculer det(A). En déduire I'existence ou la non existence de la matrice inverse. Si elle existe, la calculer.

2. Calculer ses valeurs propres.

3. Calculer le vecteur propre associé a chaque valeur propre.

4. Diagonaliser, i.e. écrire les matrices P et D telles que A = PDP~!. Vérifier qu’on a bien AP = PD.
Correction

1. Déterminant et matrice inverse
Le déterminant est nul car C; + C» = —Cs, donc la matrice n’est pas inversible.
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2. Calcul des valeurs propres
Le polynome caractéristique de A est

0 2 -2-1

1-1 2 -3
p(A) =det(A—Al) =det| 1 4-A -5

-5 -3

4-1 2
:(1—/1)det( 9 _2_/1)—(1)det(2 _2_1)=(1—/1)((4—/1)(—2—/1)+10)—(2(—2—)L)+6)

=(1-D(-A*-21-8+10)-2(1-A) =1 -A)(-A*-21) = -A(1 - H(A-2)

Nous avons trouvé 3 valeurs propres :

/1120 < /1221 < /1322.

3. Calcul des vecteurs propres

* Calcul des vecteurs propres associés a la valeurs propre 1.

On cherche x tel que

1-1 2 -3
A-11Dx=0 c’est-a-dire 1 4-1 -5

0 2 -2-1

X1
X2
X3

&

En utilisant la méthode de Gauss (le systeme étant homogene, on n’écrit pas le second membre) on a

1 2 -3 fz—iz—h 1 2 -3 L 1 2
1 4 52— o 2 —2|2="210 2
0 2 -2 Etape 1 0 2 -2 Etape 2 0 0

On obtient le systeme linéaire triangulaire supérieure

1 2 -3 X1 0
0o 2 =2 X2 |=10
0 0 0)\x 0

doncx3=x€R, xo =x3 =Kk et x; = —2x2 +3x3 = k donc
1
x=x|1].
1

Calcul des vecteurs propres associés a la valeurs propre A,.
On cherche x tel que

Pour faire simple, on choisira x = 1.

1-2, 2 -3
A-ADx=0 c’est-a-dire 1 4— Ny -5

0 22—

En utilisant la méthode de Gauss on a

0 2 -3 1 3 -5 1
1 3 —5| b fg o 3| feletle |
0 2 -3 Etape 1 0 2 -3 Etape 2 0

On obtient le systeme linéaire triangulaire supérieure

0

:2)
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donc x3 =x€eR, x = %xg = %K et x; = —3x2 +5x3 = %K donc

1 1

X = EK 3.
2

Pour faire simple, on choisira x = 2.

x Calcul des vecteurs propres associés a la valeurs propre A3.
On cherche x tel que

1- /13 2 -3 X1 0
(A=A3D)x=0 c’est-a-dire 1 4—-A3 -5 X2 |=10].
0 2 -2- /13 X3 0
En utilisant la méthode de Gauss on a
-1 2 -3 -1 2 - , — 2 -3
1 2 —s|llEhilg g gl 4 g
0 2 4 Etape 1 0 2 _4 Etape 2 0 0 0

On obtient le systeme linéaire triangulaire supérieure

-1 2 -3\(x; 0
0 4 -8||[x2|=10
0 0 0)\x3 0

Pour faire simple, on choisira x = 1.

4. Diagonalisation
On peut alors écrire les valeurs propres et les vecteurs propres dans deux matrices

A1 0 0 0 0 O 1 1 1
D=0 A O0|=]0 1 0 et P=(x; x x3)=|1 3 2
0 0 A3 0 0 2 1 2 1

et vérifier que A = PDP~!, c’est-a-dire que AP = PD :

1 2 -3\(1 1 1 0 1 2
AP=11 4 -5 (1 3 2|= (() 3 4
0 2 -2)\1 2 1 0 2 2
1 1 1}(0 0 O 01 2
PD=(1 3 2|0 1 Of=|0 3 4)
1 2 1)\0 0 2 0 2 2
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Controle par équipe du 3 mai 2023 : f: R"—R

# Exercice 1 (Lignes de niveau)

En figure on a tracé les lignes de niveau d'une fonction
f(x, ). Que peut-on conjecturer sur le signe de 9y f (xo, ¥o)
etdy f(xo,y0)?

K=3
K=2
k=1
k=0
k=-—1
Correction
La fonction h(x) = f(x, yo) est croissante donc h'(x) = 0y f (xo, yo) > 0.
La fonction g(y) = f(xo, y) est croissante donc g’'(y) = d,, f (xo, o) > 0.
# Exercice 2 (Optimisation)
On se donne la fonction
1072)?
Z(L,C)=1/10°+ (10‘3L— T) .
Un extremum de cette fonction est atteint pour LC = 10°. Que vaut s?
Correction
1072
2 (10‘3L— —) 1073 _2
C , 5. 10
0LZ(L,C) = =0 ssi 107°L———|=0;
_2,2 C
10
2y 1002127
C
2 (10—3L 10_2) “10”
S c ) ¢z 1072
0cZ(L,C) = ¢ < o ssi (10’3L——) =0;
_2,2 C
10
2 105+(10’3L— )
C

=2

10
donc LC = — =10".
10-3

# Exercice 3 (Dérivées partielles et estimations)
Soit f une fonction de R? différentiable au point (21,36) telle que

f(21,36) = 27, VfQL3&=(jJ.
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1. Ecrire Z(x, y) I'équation du plan tangent au graphe de f au point (21,36).
2. En déduire une approximation de f(20.6,35.8) par linéarisation.

Correction
1. Au voisinage de (xo, yp) on a

e,y =ZLx,y) = f(xo, y0) + (x = x0)0x [ (x0, Yo) + (¥ — y0)0y [ (x0, yo) =27 +5(x — 21) + (=3) (y — 36)
2. Sionnote h = x—xg et k = y— )y on peut réécrire I'’équation du plan tangent comme
ZL(xo+h,yo + k) = f(x0,y0) + hoyx f (x0, yo) + k0 f (X0, ¥0).
Dans notre cas nous avons
fR1+h,36+k) = L(xo+h,yo+ k) =27+ (5h) + (-3k).

Comme (20.6,35.8) = (21,36) + (0.4, -0.2) alors h = —0.4, k = —-0.2 et'on a f(20.6,35.8) = 27 + (-2) + (0.6) = 25.6.

¢ Exercice 4 (Dérivées partielles et extrema)
Soit f: R? — R une fonction de classe €2. On suppose que le gradient et la matrice Hessienne de f vérifient

Vf(-5,5) = (3) Hy(-5,5) = ((2) (1))

Alors le point (-5, 5) est un minimum, un maximum, un point selle ou la matrice Hessienne ne permet pas de conclure ?

Correction
Le point (-5, 5) est un point critique. Comme det(Hf(—S, 5)) = 2 alors c’est un minimum.

# Exercice 5 (Optimisation)
Soit la fonction f: R?> — R définie par f(x, y) = x* — xy — 65x + 5y. Elle admet un seul point stationnaire, lequel? Quelle
est la nature de ce point?

Correction
Notons a=4, b=65et c=5. Alors f(x,y) = x*—xy—bx+cy.

*= Recherche des points critiques :

0f=0, ax*l-y-b=0, — y=ac*'-b,
0yf =0, -x+c=0, x=c.

Le seul point critique est le point (xg, yo) = (¢, ac*~! = b) = (5,435).

x Nature du point :

Oef(x,y) = ala—x"* 0 f (X0, o) = ala—1)c*"% =300
Oxyf(x,y) =1 Oxy f(x0,y0) =1
Oyy (% y) =0 Oyy f(x0,¥0) =0

det(Hp)(x,y) = -1 det(Hy)(xo, yo) = ~1

(x0, Yo) est un point selle.

£ Exercice 6 (Optimisation)
Soit b € R. Calculer les points critiques de la fonction f: R*> — R définie par f(x,y) = (x—5)? +6b(x —5)y + y° et étudier
leur nature.
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Correction
* Recherche des points critiques :

{axfzo, @{2(x—5)+6by:0, @{(x—5)+3by:0, @{(x—5)+3by=0, <:){(;c—5)+3)by=0,

9,f =0, 6b(x—5)+3y*> =0, 2b(x-5)+y% =0, —6b%y+y? =0,

On a deux points critiques : le point (xp, yo) = (5,0) et le point (x1,y1) = (56— 18b3,6b2).

* Nature des points critiques :

Oxxf(x,y) =2 Oxx f(X0,y0) =2 Oxx f(x1,y1) =2

Oxyf(x,y)=6b Oxy f(x0,y0) = 6b Oxyf(x1,y1) =6b

Oyyf(x,y) =6y Oyy f(x0,¥0) =0 dyy f(x1, 1) = 36°
det(Hp)(x,y) = —36b* + 12y det(Hy)(xo, yo) = —36b° det(Hp)(x1, 1) = 36b

(X0, Yo) est un maximum, (xj, y1) est un minimum.
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CHAPITRE 52

Controle par équipe du 30 mai 2022 : statistiques
descriptives

# Exercice 7
On consideére deux groupes d’étudiants.
* Notes du groupe A:8,8,9,9, 10, 11.
* Notes du groupeB:6,6,8,8,9,9, 13, 14.
Comparer les deux groupes en calculant la moyenne, la médiane et 1'écart type.

Correction
* GroupeA:N=6et¥¢ =1{8,9,10,11}.

Valeur a; | Effectif n; | Fréquence f; | Effectif cumulé | Fréquence cumulée
8 2 2/6 2 2/6
9 2 2/6 4 4/6
10 1 1/6 5 5/6
11 1 1/6 6 6/6
=7 =7
Zle n;==6 Zf:l fl =1
8x2+9x2+10+11 55
La moyenne est =5 ~9.1667.
L 9+9
La médiane est —— =9.
y TI0N L, [2x82+2x92+10%+11%
Lécart-type est - —-X°= 6 -x° = 1.0672.

* GroupeB: N=8et € ={6,8,9,13,14}.

Valeur a; | Effectif n; | Fréquence f; | Effectif cumulé | Fréquence cumulée
6 2 2/8 2 2/8
8 2 2/8 4 4/8
9 2 2/8 6 6/8
13 1 1/8 7 7/8
14 1 1/8 8 9/8
Y ni=8] ¥ fi=1

6x2+8x2+9x2+13+14 73
La moyenne est 3 iy ~9.125.

o 8+9
La médiane est N =8.5.

g LI x  [2xe*+2x8+2x9% 41374147
Lécart-type est o —-Xc = 3 —X* = 2.7585.
On remarque que les moyennes et les médianes sont tres proches. Cependant on ne peut pas pour autant conclure que ces

deux groupes ont des niveaux identiques. En effet, apres le calcule des écarts type, on note que le groupe B est beaucoup
plus dispersé que le groupe A (les étudiants de ce groupe ont des notes plus irréguliers; on peut dire donc que le groupe B
est moins homogenes que le groupe A).
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# Exercice 8 (Distribution statistique groupée)
Considérons le tableau suivant :

Budget | Fréquence | Fréquence cumulée
16; 8] 0.08 0.08

18;12] 0.1 0.18

112;14] 0.16 0.34

114; z] 0.1 0.44

1z;22] 0.3 0.74

122;38] 0.26 1.0

1. Estimer la borne z manquante dans les deux cas suivants :

1.1. le budget moyen est égal a 18.64 euros,
1.2. le budget médian est égal a 18.80 euros.

2. Considérons dorénavant que la borne manquante est égale a 20. Estimer le budget moyenne et médian.

Correction
1. Calcule de la borne z.
1.1. Comme on ne dispose que du tableau des fréquences, alors on estime la moyenne par la formule

14 52 z+14 3(z+22) 39
—t+lt =t —F——— + —,

& ait+aina
X~ i = +
izzlfl 2 25 25 20 20 5

ol % est le centre de la i-éme classe et f; sa fréquence. Sile budget moyen x est égal a 18.64 = % euros
alors on a
466 z 386
1864=—~=—-+—
25 5 25

ce qui donne| z = 16 euros |
94

1.2. Sile budget médian est égal 2 18.80 = = euros, on regarde le tableau des fréquences cumulées et on voit que
la médiane est quelque part dans I'intervalle ] z;22]. Par interpolation linéaire sur cet intervalle (on impose le
passage par les points (z,0.44) et (22,0.74)) on trouve :

0.74—-0.44
Yiréq. cum. = W (xbudget —2)+0.44

ainsi, si Yfréq. cum. = 0.5 €t Xpudger = 18.80 = %, on trouve .

2. Considérons dorénavant que z = 20 euros.
2.1. Le budget moyen est estimé par

14 52 17 63 39 486

—=—+1+ =+ —+ —+—=—=19.44.

et 2 25 25 10 10 5 25

2.2. Le budget médian est quelque part dans 'intervalle ]20;22]. Par interpolation linéaire sur cet intervalle (on
impose le passage par les points (20,0.44) et (22,0.74)) on trouve :

0.74-0.44

22 —20 (Xpudget — 20) +0.44

Yifréq. cum. =

ainsi, si Yfreq, cum. = 0.5, Xbudget = 102 = 20.4 euros.

¢ Exercice 9

Une série statistique est définie partiellement dans le tableau ci-dessous.

xt:1 23456
Ye: |26 | y1 | Yo | Y3 |45
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On sait aussi que I'équation de la droite de régression de y en fonction de x est

18 23
y=—+—x=3.6+4.6x.
5 5

1. En déduirex ety.

2. Si toutes les valeurs de x augmentent de 3, quelle est 'équation de la nouvelle droite de régression de y en
fonction de x?

3. Si toutes les valeurs de y augmentent de 3, quelle est I’équation de la nouvelle droite de régression de y en
fonction de x?

Correction
1. Onan=>5ainsi

3
X=— X = 4.
=1
On sait que le point (%,y) appartient a la droite de régression qui a pour équation y = yo +y1Xx avec yo = % ety = 25—3,
donc
Y=Yo+711X=22.
2. Sitoutes les valeurs de x augmentent de 3, alors
* la moyenne Xpey = % ZZ:I (xx + 3) =Xg|q + 3 augmente de 3,
* la variance V(Xnew) = 3 X1, (X +3) —Xnew)? = V (Xo1q) ne change pas,

x la covariance C(Xpew,y) = % Y7o ((xk +3) = Xnew) (Vk — ¥) = C(Xo1d,y) ne change pas,

*

la pente (y1)new de la nouvelle droite de régression ne change pas non plus car

1) _ CXnew,y) _ C(Xo1d,Y) -y = E
e Y pew) Vo) - 5

*

comme la moyenne X, a changé, alors la nouvelle ordonnée a |'origine est
(Y0)new =¥~ Y1Xnew = Y0 + Y1Xold — ¥Y1Xnew = Y0 — 3Y1-

En conclusion, I'’équation de la nouvelle droite de régression de y en fonction de x est

51 23
V=0 new + (Y1) newX = = + Ex =-10.2+4.6x.

3. De la méme maniere, si toutes les valeurs de y augmentent de 3, alors
* lamoyenne ynew = = X1, (Vi +3) = Jolq + 3 augmente de 3,

* la covariance C(X, Ynew) = 5 X, (X =X) (Vk +3) — ¥new) = C(X,Yola) ne change pas,
* la pente (y1)new de la nouvelle droite de régression ne change pas non plus car
CX ¥Vnew) CXYyoid) 23

(Y1)new = VX = VX =71= ?y

* comme la moyenne ynew a changé, alors la nouvelle ordonnée a I'origine est
(Yo)new = Ynew = Y1X = (Yoid + 3) — (Yold — Y0) = Yo +3.

En conclusion, I'’équation de la nouvelle droite de régression de y en fonction de x est

33 23
V=00)new + (Y1) newXx = ? + Ex =6.6+4.6x.

# Exercice 10 (Distribution statistique bivariée)
On considere les données suivantes :

{ (i, ¥} =10,2),2,2),(2,2),(2,3),(2,3),(1,3)].
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Compléter les tableaux/valeurs/graphique suivants directement sur cette feuille.

1. Tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitativesx ety :

B
of B1=2 P2=3
a; =1 nyy = Mo =
ap =2 N1 = N2 =
2. Tableau des fréquences :
B
B1=2 B2=3 Fréquence marginale de a;
o
a =1 fa= fiz2= h.-=
ap =2 for= fo2= fo =
Fréquence marginale de ; | f1= f2= 1

3. Tableau des profiles en colonne fj; :

Profiles en colonne f;
B
o
a; =1 fin= fz=
ay =2 fon= foz =
1 1
4. Tableau des profiles en ligne fj); :
Profiles en ligne fj);
B
ﬁl =2 ﬁZ =3
o
a; =1 fin= fie= 1
ar =2 fn = foz= 1

5. Calculer les moyennes, variances et covariances indiquées :

»
1l

V) = Cxy =
Viy = Cly,x) =

<
Il

6. Calculer la droite de régression de'y =y +y1 x et le coefficient de corrélation :

Y1= Yo = rix,y) =

7. Représenter la distribution conjointe sur un plan comme un nuage de points (chaque point avec son poids).

Représenter aussi le point (X,y) et la droite de régression.
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Correction
1. Tableau de la distribution conjointe de deux variables quantitativesx ety :

B
B1=2 | B2=3
a1 =1 n,= 1 ny2 = 1
a2 =2 npy = 2 ny 2 =2

2. Tableau des fréquences :

s B1=2 | Bo,=3 | Fréquence marginale de «;
o
;=1 fir=%| fiz=% fi-=3%
=2 fi=3%| fo=% for=%
Fréquence marginalede f; | f1=3 | f2=3 1

3. Tableau des profiles en colonne fj; :

Profiles en colonne fj;
B
of
ar=1 f1\1=% f1|2=%
ar=2 fon=5%| fr=%
1 1
4. Tableau des profiles en ligne fj); :
Profiles en ligne fj;
B
p1=2 | p2=3
of
— -1 =1
ar=1 fin=3 | fie=3 |1
ar =2 fz|1=% f2I2=% 1
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5. Calcule des moyennes, variances et covariances :

R 5
X=—) n;.a;=—
I 5
=—) nifi=-=
y n]z::l ,]ﬁ] 2
12 y o 2
VX)=—) nj.a; —X"=—
) n; i-a; 5
V=1 n - =
Y nj=1 I 4
1P 4 -
Coxy)=—3 > nijaifj—xy=0
i=1j=1

Cly,x) =Cxy)

6. Calcule de la droite de régression de y par rapport ax et du coefficient de corrélation r :

Cxy)
= — :0
"""V
. -_5
Yo=Y—71X= 5
Cxy)
rx,y) = Y

ki CoN—
VvV V(y)

La droite cherchée a donc pour équation y =y + y1 x et le coefficient de corrélation est r.

7. On peut représenter la distribution conjointe sur un plan comme un nuage de points : chaque point correspond a un
couple (a;, B;) affecté de son poids 7n; ;, autrement dit chaque point correspond a une observation (xj, yx) et a coté
on indique combien de fois cette observation apparait. Il y aura donc p x g points (autant que de cases que dans le
tableau de contingence), chaque point se trouvant sur un coin de la grille de coordonnées (a;, ;).

B
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