Corrigés du probléme de distribution d’échantillonnage de la moyenne X
(usine textile)

Lecture de ’énoncé :

X = Longueur des morceaux de tissu en cm

Population meére :

EQ)=m=90 XM &~ mar Céxn o rﬂ\ Y2 MoYrsp
o =060 Lecak Fype

N =10 000 (1 cas de figue)

N =2 000 (2*™ cas de figure)

Echantillon :

n=200 ecea& U abcbere

a) 1° Question : P (X < 89,90)?

Procédure pour N =10 000 :
1) C’est un probléme de distribution d’échantillonnage de la moyenne car :
- la question porte sur une moyenne ;
- on travaille sur un échantillon ;
- on connait les paramétres de la population mére (m = 90, o = 0,60)

2) X~N(90,0,60) car:

-n=200> 60 = Théoréme central limite

- il s’agit d’une production en série et standardisée. On peut appliquer le critere
d’atomicité qui est un des critéres liés a 1a loi Normale.

3) Taux de sondage = 3—:—29—- =0,02 <0,05 = on ne doit donc pas appliquer

N 10000
le facteur d’exhaustivité.

4) X~N(90,060) = X ~N(E(X)=90; o5 = 0—260%- 0,04243 )
- ' 89,90 - 90
P(X <8990)=P(T< 2—")=P(T<-236
>P(X =< )=P( 0.04243 )=k ( )

=1-P(T<+236)=1-0,9909
=0,91 % = 0,0091.

Comme cette probabilité est faible, on peut considérer que la machine réalise correctement le
travail programmeé et n’a pas besoin d’étre de nouveau réglée.
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Procédure pour N=2 000 :
1) Méme réponse que pour N = 10 000.
2) Méme réponse que pour N =10 000.
200

3) Taux de sondage =
2000

=0,10> 0,05 = on va appliquer le facteur

d’exhaustivité.

X ~N(90,0,60) = X ~N(E(X)=90; o, = 200 |2000-200
~200 ¥ 2000-1
0,04026)
— 89,90-90
=>P(X <8990)=P(T< ———)=P(T<-248)=1-P(T<+2,48)=1-0,9934
0,04026
= 0,66 % = 0,0066.
Comme cette probabilité est faible, on peut considérer que la machine réalise correctement le
travail programmé et n’a pas besoin d’étre de nouveau réglée.

b) 2!™ Question : Montrer que I’échantillon est représentatif de la population
mere pour N = 10 000.
- Prendre un risque de 5% de se tromper = [’intervalle symétrique que ’on
veut respecter doit couvrir 95% des situations possibles.
=>Pm-to; <X <m+to;)=095.
=m =90
= t de la loi Normale pour un intervalle symétrique de 95% =+ 1,96
(Pour trouver +t :
- rechercher dans la table de la loi N la probabilité 1a plus proche de 97,5% = 0,975.
- on voit que 0,975 se situe a ’intersection de la ligne 1,9 et de la colonne 0,06
= +t=+1,96).
* o3 =0,04243 (pour N = 10 000)
= Intervalle de confiance = [ 90 - (1,96)(0,04243) ; 90 + (1,96)(0,04243)]
= [89,917 ; 90,083]
95% des moyennes de morceaux de tissu sont dans cet intervalle de confiance

- Comme la moyenne de I’échantillon x = 90,30 se trouve a I’extérieur de
I’intervalle de confiance, on peut dire, au risque de 5% de se tromper, que I’échantillon
n’est pas représentatif de 1a population mére.

Dans ce cas, on remet les 200 morceaux de tissu dans la population mére (car ici, les
morceaux testés sont encore utilisables) et il faut de nouveau tirer un échantilion aléatoire de
200 morceaux de tissu afin de refaire la procédure.



Corrigés du probléme de distribution d’échantillonnage d’une différence de moyennes
?1 - X, (piles électriques)

Lecture de Pénoncé :

X; =durée d’utilisation des piles de la société 1 en heures
X, = durée d’utilisation des piles de la société 2 en heures

Populations méres ;
m; =230 o, =30
my; =210 o, =120

Echantillons :
n = 100
=125

Question : P (-A_’l_—.i’—z >30)7?

Procédure :
1) Probléme de distribution d’échantillonnage d’une différence de moyennes

car:
~ la question porte sur une comparaison de moyennes ;

- on travaille sur échantillons ;

- on connait tous les parameétres des populations meéres (m; et m; , o, et o).

2) X, ~N (230,30) et X, ~N (210, 20) car:

-n; =100> 60 et np = 125 > 60 = Théoréme central limite ;

- les piles sont fabriquées en treés grandes séries = critére d’atomicité = loi
Normale.

3) Taux de sondage < 5% car :

- méme si on ne connait pas exactement N; et N on sait que les tailles des
populations meéres sont trés importantes vue la fabrication en trés grande séries ;

- de plus, ici, les piles testées sont perdues a la vente (car elles sont vidées de
toute énergie, donc, dans cette situation de produits testés perdus a la vente, on aura
toujours un taux de sondage trés faible bien inférieur a 5%.

4) comme X; ~ N (230, 30) et X, ~N (210, 20)
= X,-X,~NE ~ — =230-210=20, 0o —= —3—(i+22- = 3,493)

e G »UH-h V100 125
= X,—-X, ~N(20,3,493).
30-20

=P(T>2,86)=1-P(T<2,86)=1-0,9979
3.493 )=P( ) (T )

= P(X,-X,230)=P(T>

=0,21% = 0,0021.
La probabilité est donc trés faible et on peut considérer que les sociétés 1 et 2 respectent
leur cahier des charges et que I’écart de durée de vie moyenne est tendanciellement

inférieur a 30h.



Lecture de I’énoncé :

X = Taux de factures non réglées dans les 10 j ouvrables suivant 1’échéance.
Population meére :

Pourle 1) : p=0,12; g=1-0,12=0, 88

N = plusieurs dizaines de milliers.

Pour le 2) : p=0,09 ; g=1-0,09=0,91.

Echantillon :

Pour le 1) : n =500 et £=0,14.

Pour le 2) : n=220 et f=£ =0,1136.
220

1)a) Déterminer ’intervalle de confiance a 95% et commenter.
Intervalle de confiance & 95% =risque de 5% => P (E(F)-t o <F<E(F)+t 0:)=0,95.
- Probléme de distribution d’échantillonnage d’une proportion car : la
question porte sur un taux ; on travaille sur échantillon ; on connait les paramétres de la
population mére (p = 0,12). Connaissant p, on connait q et on connait o .
- n=500> 60 = Théoreme central limite = X ~N.
- Taux de sondage < 5% car la société gére plusieurs dizaines de milliers de

factures, donc N est important et %25_](\)[0 < 0,05, donc pas de facteur d’exhaustivité.

- X~N=F~N(@,12, J-O’—lzs—;—(())’§=0,0145)

Intervalle de confiance 2 95% = [0,12 - (1,96)(0,0145) , 0,12 + (1,96)(0,0145)]

=[0,0916 ; 0,1484]
Le taux de factures non réglées dans les 10 j ouvrables suivant I’échéance va de 9,16%
(hypothése optimiste) a 14,84% (hypothése pessimiste), en prenant un risque de 5% de se
tromper.
Comme f= 0,14 est a ’intérieur de cet intervalle de confiance, I’échantillon est jugé
représentatif de a population mére au risque de 5%.
Dans ce cas, on considére que les bases de raisonnement a ce sujet n’ont pas a étre actualisées
(on remarque toutefois que 0,14 est proche de la bome supérieure : peut étre est-ce le signe
d’un changement sur les habitudes de réglement des clients).

1)b) Si risque de 3% => intervalle de confiance de 0,97
= P (E(F)-to, <F <E(F)+to.)=0,97.
Intervalle de confiance & 97% = [0,12-(2,17)(0,0145) ;0,12+ (2,17)(0,0145)]
= [0,0885 ; 0,1515]
= comme f= 0,14, dans I’intervalle donc 1’échantillon est toujours jugé représentatif,
au risque de 3%.

2)a) En prenant un risque de 3%, ’échantillon du benchmark est-il
représentatif ?

f= ] =0,1136
220

= P (E(F)-to, <F <E(F)+to,)=0,97.



E(F)=0,09; o, = 1/-0’—()% =0,0193.

Intervalle de confiance a 97% = [0,09-(2,17)(0,0193);0,09+(2,17)(0,0193)]
=10,0481;0,1319].

=> comme f = 0,1136 est a I’intervalle de confiance, I’échantillon est jugé représentatif
au risque de 3%.

2)b) Quelle est la probabilité que le taux de non réglement de la société A
soit au plus de 1% supérieur a celui du benchmark ?
p1=0,12 p2=10,09
n =500 n2=220
Question : P (F1-F2<0,01) ?

Procédure :

X\ = taux de réglement hors délai pour société A.
X2 =taux de reéglement hors délai pour benchmark.
- Probléme de distribution d’échantillonnage d’une différence de taux car :
* Nous gérons des taux a partir d’échantillons
* Nous devons comparer les taux de la société A et du benchmark

« Nous connaissons les paramétres des populations méres car nous connaissons pi et pz..

- X1 et X; suivent une loi Normalc par application du théoréme central limite
(ni1 =500 > 60 et nz = 220 > 60).

- Les taux de sondage pour la société A comme pour le benchmark sont < 5% car
ils ont des dizaines de milliers de factures.

-XietX2~N = Fi-F2 ~N (EFi1-r)=0,12-0,09=0,03 ;

. = \/ 012x088 _0,09x0,91 _ 0,0242).
A 500 220
001-003

P (F1-F2<0,01) =P (T < ) =P (T<-0,83) = P (T>+0,83)

0,0242
= |-P (T<+0,83) = 1-0,7967 = 0,2033.
La probabilité que le taux de non reglement de la société A soit au plus de 1% supérieur
a celui du benchmark est de 20,33%.
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Corrigés des problémes d’estimation d<1a moyenne de la population mére

S

1)
Lecture de ’énoncé :

X = Durée de vie du tube cathodique d’une marque de TV, en heures.

Population meére :
m pas connue
o =450

Echantillon :
n=>55
x =9500

Question :

P(x-tozy<m<x+tog)=0,90

Procédure :

1) Probléme d’estimation de m et probléme de distribution d’échantillonnage de
Pécart type car :

- on travaille sur échantillon ;

- la question porte sur une moyenne ;

- on ne connait pas m (donc il faut I’estimer) et on connait o .

2) X ~ N car il 8’agit d’une production de masse et standardisée = critére
d’atomicité = loi Normale.

3) Taux de sondage <5% car :

- production de masse = N est importante

- les articles testés sont perdus a la vente.

4)
= x =9500
» On utilise le t de la loi N car les 3 conditions de Student-Fisher ne sont pas respectées ( X~
N mais o connu et n= 55> 30).
= t=1,645.

= Intervalle de confiance = [ 9 500 — (1,645)(60,678) ; 9 500 + (1,645)(60,678))
=[9400,18 ; 9599,82 ].
La moyenne des durées de vie de la population mére se situe entre 9 400,18 heures et
9 599,82 heures dans 90% des situations possibles (ou en prenant un risque de 10% de se
tromper).
On peut dire aussi que :
- 5% des tubes auront une durée de vie <9 400,18 heures ;
- 5% des tubes auront une durée de vie > 9 599,82 heures.



2)
Lecture de I’énoncé :
X = durée de vie des tubes cathodiques d’une marque de TV, en heures.

Population mére :
m pas connue
o =450.

Echantiilon :
n=25

x =9 500.

Question :
P(x-tozsm<x+to;)=099.

Procédure :

1) Probléme d’estimation de m et probléme de distribution d’échantillonnage de
Pécart type car :

- on travaille sur échantillon ;

- la question porte sur une moyenne ;

- on ne connait pas m (donc il faut I’estimer) et on connait o .

2) X ~ N car il s’agit d’une production de masse et standardisée = critére
d’atomicité = loi Normale.

3) Taux de sondage < 5% car :

- production de masse = N est importante

- les articles testés sont perdus a la vente.

4)
«x =9500
* On utilise le t de la loi N car les 3 conditions de Student-Fisher ne sont pas respectées (
X~N, n=25 <30 mais o connu =450).
= t=2,575.

= Intervalle de confiance = [ 9 500 - (2,575)(90) ; 9 500 + (2,575)(90)]
=[9268,25;9 731,75 ].
Au risque de 1%, m va fluctuer entre ces 2 durées.



3)

Lecturce de P’énoncé :
Population mére :

m pas connue et ¢ pas connu.

Echantillon :
n=60

x =9450

o’ =446,234

Question :

P(x-toy<m<x+toy)=095

Procédure :

1) Prebléme d’estimation de m et de 1’écart type car on ne connait pas les
paramétres de la population mére.

2) X ~ N car il s’agit d’une production de masse et standardisée = critére
d’atomicité = loi Nermale.

3) Taux de sondage < 5% car :

- production de masse = N est importante

- les articles testés sont perdus a la vente.

4)
x =9450
t de la loi Normale carn=60>30 = t=1,96.

ooz O
Jn

st= _g2= ?3 (446,234)” =202 499,779 = s= ,/202499,779 = 449,999 = 450
n_

mais ici o n’est pas connu, donc il faut I’estimer par s.

-

=> Intervalle de confiance = [ 9 450 —(1,96)(58,094) ; 9 450 + (1,96)(58,094)]
=19 336,13 ; 9 563,87].
Au risque de 5%, m se situera entre ces 2 durées.



4)
Lecture de ’énoncé :

Population mére :
m pas connue €t ¢ pas connu.

Echantillon :
n=25

x =9500

o’ =440,908.

Question :

P(x-toz<m<x+tog) =099

Procédure :
1) Probléme d’estimation de m et o car ces paramétres ne sont pas connus.
2) X ~ N car il s’agit d’une production de masse et standardisée — critére
d’atomicité = loi Normale.
3) Taux de sondage < 5% car:
- production de masse => N est importante
- les articles testés sont perdus a la vente.
4)
x =9500
On utilise le t de Student Fisher car les 3 conditions sont réunies (X ~N, o pas connu,
n=25<30)
= t=2,797 (lecture de la table de St avec un nombre de ° de liberté = 25-1 = 24 et un risque
de 1%).

-
"

5=

s ! . $
mais ici & n’est pas conou, donc il faut I’estimer pars = o4 = T
n

x|

E

o= % (440,908)" = 202 49,8588

n s
I

202499,8588 = 449,9998 = 450.

o—_:ﬂzgo.

¥ s
=> Intervalle de confiance = [ 9 500 - (2,797)(90) ; 9 500 + (2,797)(90)]
=19 248,27 ; 9 751,73].
Aurisque de 1%, m se situera entre ces 2 durées.

=)



Corrigés des problémes d’estimation de l@de la population mére

X = Taux de femmes utilisant la marque de lessive A dans une grande ville.

Lecture de I’énoncé :

Population meére :
p pas connue donc on ne connait pas q, donc on ne connait pas o .

Echantillon :
n =500
f=0,35

uestions :
a) P(f-to,<p<f+to.)=095.
b) Taille minimale de I’échantillon = calcul de n.

a)
Procédure :
1) Probléme d’estimation de p car on ne connait pas le taux de la population mére

(c’est donc aussi et automatiquement un probléme d’estimation de o ).
2) X~Ncar:
- la lessive est un produit de grande consommation, fabriqué en trés grandes séries et donc
standardisé = critére d’atomicité.
-n=500> 60 = Théoréme central limite.
3) Comme il s’agit d’une grande ville, N est supposé important
= Taux de sondage < 5% = pas de facteur d’exhaustivité.
4)
- f=0,35
= t de laloi N car o pas connu et X ~ N, mais n = 500 > 30 donc nous n’avons pas les 3
conditions d’utilisation d’une loi de St = t=1,96.

: 6y = f(l f) 0,35(1-0,35) = 0,02135.
500-1

= Intervalle de confiance = [0,35 - (1,96)(0,02135) ; 0,35 + (1,96)(0,02135)]
=[0,3082 ; 03918 ].

Aurisque 5%, il y a entre 30,82 % et 39,18% des femmes de cette ville qui préférent la

marque de lessive A.

b) Calcul de n
Pour calculer n il faut connaitre ’erreur globale qui a été déterminée par le client, en

accord avec le prestataire de I’étude.

Bien souvent le client désire une erreur la plus faible possible mais le prestataire doit rester
réaliste et ne pas s’engager sur une erreur qu’il ne pourra pas respecter.

Cette erreur globale fait donc I’objet d’une négociation dés le départ sachant que plus ’erreur
globale est faible, plus n est élevée et donc plus il faut interviewer de personnes donc plus le
cotit de I’étude s’éleve.



Ici Perreur globalee=0,02=t o.

- 0,02=1,96 /@l‘i’@
n_

Pour supprimer la racine carrée, nous allons élever les deux termes de cette égalité au carré et
nous allons isoler n afin de trouver sa valeur :
= 0,022=1,96 LR, o))
© n-1

= n-1=1,96 (2540 50)

’ 0,022
— n=196 (0,35)(0,65) -

0,022

= n=2185,91=2 186.
Pour avoir une erreur globale de 2%, il faut interviewer 2 186 dames de cette ville.

Remarque :
Dans la premiére question, on interviewait 500 dames => e = 1,96 ’(—0—’}% =0,042.

= pour n =500, e=0,042
pourn=2 186,e=10,02.

On vérifie ainsi une loi énoncée souvent en marketing : « Lorsque I’on veut diviser par 2
P’erreur globale, il faut multiplier par 4 le nombre de personnes a interviewer ».
Bien sfr, cette loi ne nous donne qu’une approximation de n compte tenu du choix de I’erreur

globale.
Le seul moyen de connaitre exactement n est de le calculer comme indiqué.



INDUCTION ou INFERENCE STATISTIQUE

I - INTRODUCTION

1) Définitions
a) L’induction (ou inférence) statistique
Ensemble des méthodes statistiques qui ont pour but de tirer des conclusions ou d’aider
a prendre des décisions au sujet d’une population mére a partir d’un échantillon
aléatoire prélevé dans cette population.

b) La population mére
Ensemble de tous les individus concernés par le phénoméne économique étudié.
Exemples :
Tous les électeurs d’un territoire pour une élection politique ;
Tous les consommateurs potentiels pour la vente d’un produit ;
Tous les produits fabriqués pour une série de production....

- La connaissance exacte des paramétres de la population mére (Moyenne, Ecart-
type, Proportion, pour les processus gaussiens) demande Panalyse exhaustive de celle-ci =
un recensement, et une actualisation constante.

- Daus la pratique, les recensements sont rares a cause du cofit induit et du temps
nécessaire 3 1’analyse.

De plus, dans certains cas, il y a méme une impossibilité matérielle de réalisation : taille trop
importante, non connaissance des limites du champ d’étude ou alors destruction des éléments
testés.

¢) Les échantillons
Il existe 2 grandes catégories de méthodes d’échantillonnages :

- L’échantillonnage non aléatoire : ’analyste utilise son expérience et son jugement
pour constituer I’échantillon avec, le plus souvent, I’application de statistiques officielles
visant a recréer Pexistant (Ia méthode des quotas), avec tous les risques de non
représentativité de celui-ci.

- L’échantillonnage aléatoire ou probabiliste : il permet de calculer précisément
Perreur due a I’échantillonnage et, par conséquent, de juger de la valeur ’information
partielle obtenue et done de la représentativité de I’échantillon, lorsque 1’on observe
toutes les conditions de I’étude.

On parle d’échantillon aléatoire simple (SAS), lorsque :

* Chaque unité de la population mére a la méme probabilité d’étre sélectionnée
dans I’échantillon ;

» Chaque échantillon de méme taille, tiré de la population mére, a la méme
probabilité d’étre choisi.

2) L’échantillon aléatoire simple peut étre tiré avec ou sans remise
a) L’échantillon aléatoire simple avec remise = Echantillon non exhaustif

Chaque unité est remise dans la population mére aprés avoir été observée et avant
qu’une autre unité soit choisie.

Avantage : Probabilité de base p est constante.

Inconvénient : Mauvaise gestion du temps et risque de tirer au sort plusieurs fois la méme
unité..

Dans ce cas, il y a indépendance entre les résultats d’un tirage a ’autre et chaque unité
conserve la méme probabilité d’étre sélectionnée = le processus est stationnaire.



b) L’échantillon aléatoire simple sans remise = Echantillon exhaustif
L’unité tirée au sort n’est pas remise dans la population mére.
Il n’y a plus d’indépendance d’un tirage & Pautre et, pour chaque unité particuliére, la
probabilité de base d’étre choisie d’un tirage a I’autre est modifiée.

Pour les probabilités de gestion :
- Si le taux de sondage (%) < 5% : on suppose 1’indépendance entre les résultats

d’un tirage a I’autre et on ne modifie rien — on ne tient pas compte du processus de
changement des probabilités.
- Si le taux de sondage est > 5% : on tient compte de la détérioration de la
N-n

probabilité et on applique un facteur de correction, le facteur d’exhaustivité

3) Il existe 2 grandes catégories de problémes
a) Les problémes de distribution d’échantillonnage

- On connait la valeur de certains paramétres de Ia population mére.

- On cherche a induire des renseignements sur les valeurs que peuvent prendre
ces paramétres dans Péchantillon.

- On cherche a répondre a la question de la représentativité de I’échantillon.

b) Les problémes d’estimation

= On ne connait pas lavaleur desparamétres de la-population mére:—

- On étudie statistiquement les paramétres de I’échantillon tiré au sort, et on
essaye d’induire des renseignements sur les valeurs que peuvent prendre ces paramétres
dans la population mére = on cherche done, A partir des valeurs de échantillon, la
valeur des parameétres de la population mére, compte tenu d’un risque choisi et géré.

Il existe 2 grands types d’approches complémentaires :

- L’estimation ponctuelle ;

- L’estimation par intervalle de confiance.

4) Présentation des symboles utilisés
Pour la population mére :
- Taille=N ;
- Moyenne =m ;
- Variance =02
- Ecart-type =0 ;
- Taux = p.
Pour P’échantillon :
-Taille=n;
- Moyeane =x ;
- Variance =¢" ;
- Ecart-type=0 ;
-Taux=f.




II - LES PROBLEMES DE DISTRIBUTION D’ECHANTILLONNAGE

1) On connait les parameétres de la population mére
a)llya C';, échantillons de taille n et ils ont tous leurs caractéristiques et

leurs valeurs (x,0 , f) qui peuvent étre différentes.

- Le probléme de distribution d’échantillonnage gére le risque de prendre un seul
échantillon parmi les C';, possibles, en essayant de tenir compte de la diversité des
résultats possibles sur tous les échantillons de taille n.

- Dans ce cas, on utilise un outil X, pour la gestion des moyennes, qui est sensé

représenter toutes les moyennes ( x ) d’échantillons de taille n.
- De méme, on utilise un outil F, pour la gestion des taux, sensé représenter tous les
taux (f) d’échantillons de taille n.

b) Procédure a suivre
- Qualifier le problé¢me ;
- Prouver que le phénoméne X suit une loi Normale (X ~N) ;

- Chercher le taux de sondage Lt o

- Calculer la probabilité demandée ou montrer que I’échantillon est représentatif
de la population mére en prenant un risque de se tromper.

» 2) Probléme de distribution d’échantillonnage de la moyenne
Ce type de probléme se pose lorsque nous gérons une question portant sur une moyenne

a partir d’un échantillon.
On utilise la variable aléatoire X pour gérer ce type de probléme.

a) Siléchantillonnage est non exhaustif (tirage avec remise) ou si
I’échantillonnage est exhaustif avec un taux de sondage < 5%

SiX~ N(ma):>X N(E(X) m; oy

4—

AvecE (_)F) = moyenne de toutes les moyennes x d’échantillons de taille n.
= dispersion moyenne de I’ensemble des x autourde E (X).

b) Sil’échantillonnage est exhaustif (tirage sans remise) avec un taux de
sondage > 5%

Nn

ot

S1 X ~ N(ma)=>X N(E(X) m; oy




3) Probléme de distribution d’échantillonnage d’une différence de moyennes
Ce type de probléme se pose lorsque nous avons A gérer une question portant sur une
comparaison de moyennes 2 partir d’échantillons.
La différence permet de comparer 2 éléments.

On utilise la variable aléatoire Y, —Fz pour gérer ce type de probléme.

a) Siléchantillonnage est non exhaustif ou si I’échantillonnage est
exhaustif avec un taux de sondage <5%

Si Xj~N (my,0,)
0_12+"_22)

= Xl —XZ ~N(E(}_I,~X_:)=m1_m2; 0‘(?l - s

=t

X2~N (m2, g,)

b) SiDPéchantillonnage est exhaustif (tirage sans remise) avec un taux de
sondage >5%

Si X1~N(m1,0',)

= %,-X, ~NEq_p=mm 7 T TN P
Xy ~N(E _H=mi-m; o )= +
' X % H-%'\'m N-1 n, N,-1

X2~N(m, o,)

4) Probléme de distribution d’échantillonnage d’une proportion
Ce type de probléme se pose lorsque nous gérons une question portant sur des
proportions (%) a partir d’échantillons.
Une proportion est un nombre relatif c'est-a-dire un rapport de 2 chiffres : o peut dire aussi un
taux, un ratio, une fréquence...
On appelle :

- p la proportion de la population mére ;

- fla fréquence de Péchantillon de taille n.
F représente la variable aléatoire qui gére toutes les valeurs possibles de toutes les
fréquences f de tous les échantillons de taille n.

F est I’équivalent pour les taux de X pour les moyennes.

2) Si Péchantillonnage est non exhaustif ou si I’échantillonnage est
exhaustif avec un taux de sondage < 5%

SiX~N = F~NEmp=p; 0 = _p_q) avecq=1-p
n




b) SiPéchantillonnage est exhaustif (tirage sans remise) avec un taux de
sondage > 5%

SiX~N = F~N(En=p; o, =J!i Nn,
n N-1

5) Probléme de distribution d’échantillonnage d’une différence de proportions
Ce type de probléme se pose lorsque nous avons a gérer une question portant sur une
comparaison de taux a partir d’échantillons.
On utilise la variable aléatoire F; -F2 pour gérer ce type de probléme.

a) Si Péchantillonnage est non exhaustif ou si I’échantillonnage est
exhaustif avec un taux de sondage < 5%

Si X;~N
= Fy~F, ~N(E(p,-r,)=P"p23 Crr, = P’lz‘h IPrzl‘h-)
1 2
X;~N

b) SiPéchantillonnage est exhaustif (tirage sans remise) avec un taux de
sondage > 5%

Si X;~N

= g Ny-n p,q, Ny—n,
= F|-F2 ~N(E( )PP 0. =\/ 1 )
fih fi-h n, N,-1 n, N,-1

X2~N

OI - LES PROBLEMES D’ESTIMATION

- On ne connait pas tous les paramétres de la population mére et on cherche a les
estimer.
Le probléme d’estimation gére, en plus, les risques d’élargir les connaissances que ’on a
de Péchantillon & ’ensemble de Ia population mére.
- Il permet d’estimer les paramétres de la population mére :
* m eto, pour les moyennes ;
= p pour les proportions ;
a partir des observations de I’échantillon :

»x et , pour les moyennes ;
» f pour les proportions.




1) Présentation de toutes les situations possibles

a) Pour les moyennes, on peut rencontrer 4 situations :

- On conpait m et o : Probléme de distribution d’échantillonnage de la
moyenne et de I’écart-type.

- On connait m et on ne connait pas ¢ : Probléme de distribution
d’échantillonnage de la moyenne et un probléme d’estimation de I’écart-type.

- On ne connait pas m et on connait o : Probléme d’estimation de la
moyenne et un probléme de distribution d’échantillonnage de I’écart-type.

- On ne connait pas m et o : Probléme d’estimation de la moyenne et de ’écart-
type.
Il faudra donc bien lire I’énoncé et étudier la situation pour voir les informations dont on
dispose et en déduire la bonne qualification du probléme & résoudre.

b) Pour les taux, on peut rencontrer 2 situations :
- On connait p donc, on connait tout (g =1 - p) : Probléme de distribution
d’échantillonnage d’une proportion.
- On ne connait pas p donc, on ne connait rien : Probléme d’estimation d’une
proportion.

2) L’estimation ponctuelle

~ Lorsque ’on ne connait pas les paramétres de la population mére, on va
d’abord les estimer & partir des informations statistiques obtenues par Pobservation de
Péchantillon.
Bien siir, ces statistiques sont loin d’étre parfaites et surtout ne peuvent refléter tous les
résultats possibles (en effet, chaque échantillon de taille n peut avoir ses propres valeurs).

a) L’estimateur ponctuel dem=x.
b) L’estimateur ponctuel de p="f.
¢) L’estimateur ponctuel de la Variance de la population mére = st

- Si le tirage est non exhaustif ou si le tirage est exhaustif avec un taux de sondage

<5%:
2 Z n, xlz =z
= Calcul de la variance statistique de I’échantillon = o ==—Z——— x
n,

» Calcul de 8% : & = ——¢g 2

* Calculde s: =w/s_2.

- Si le tirage est exhaustif avec un taux de sondage>5% :

» Z n[ xlz —2
= Calcul de Ia variance statistique de I’échantillon = o> =—z——-— x
nl

2=N"'ln 2

=Calcul de s’ : s —0
n—-1 N




-Calculdes:s=\/s_2.

3) L’estimation par intervalle de confiance

a) Estimation de la moyenne de la population mére m

lP(;-t o3 <m<x+t o3)=0%

Procédure :
- Qualifier le probléme ;
- Prouver que le phénoméne X suit une loi Normale (X ~ N) ;

- Chercher le taux de sondage —]’-;- 3

- Calcul d’estimation des paramétres de la population meére, en utilisant les
estimateurs ponctuels et ’intervalle de confiance : P (x -t 6 <m< x +to3)=a %

= Calcul de x =

nx,
avecN =) n
N

= Trouver t : dans les problémes d’estimation, 2 situations sont possibles :

Lorsque les 3 conditions suivantes sont réunies :

*X~N

*G pas connu,

*n <30 : on lit le t dans la table de Student Fisher : en fonction du risque accepté
et du nombre de degrés de liberté (n - 1).
Exemple :
Dans la table de Student de la page 12, si n = 19 et que le risque est de 10% :
On prend la ligne 18=19-1

la colonme 0§

et  ’intersection de la ligne 18 et de 1a colonne 03}: on lit le t de Student = 1,734.

Dans tous les autres cas de figure : on utilise 1a table de Laplace-Gauss = la loi Normale.

« Calcul de o5 : 2 cas de figure:

* Si o ecst connu : pas de probléme : o = Lol

X I
* Si o n’est pas connu :
= on calcule s, estimateur ponctuel de I’écart type de la population mére.

i S
= on fait T —

7



b) Estimation de la proportion de la population mére p

(f-to, <p<f+to.)=a%
F F

Procédure :
- Qualifier le probléme ;
- Prouver que le phénoméne X suit une loi Normale (X ~N) ;

- Chercher le taux de sondage % g

- Calcul d’estimation des parameétres de la population mére : en utilisant les
estimateurs ponctuels et I’intervalle de confiance :

P(f-to. <p<f+to)=a%
nl

e calcul de f =
n,

= trouver t : idem que pour les moyennes : 2 situations.

= calcul de o = ﬂl:lﬁ
\} n-—



Corrigés du probléme de distribution d*échantillonnage de la moyenne X
(usine textile)

Lecture de I’énoncé :

X = Longueur des morceaux de tissu en cm

Population mere

EC)=m=90 XM & mat Cea o T ™oYnig
g =060 Lecak Fype

N =10 000 (1 cas de figue)

N =2 000 (2°™ cas de figure)

Echantillon :

n=200 e<faklln ap{’a%vv
% =9030 wmodpme olBP

a) 1*° Question : P (X <89,90) ?

Procédure pour N =10 000 :
1) C’est un probléme de distribution d’échantillonnage de la moyenne car :
- la question porte sur une moyenne ;
- on travaille sur un échantilion ;
- on connait les paramétres de la population mére (m = 90, o = 0,60)

2) X~N(90,0,60)car:

-n=200> 60 = Théoréme central limite

- il s’agit d’une production en série et standardisée. On peut appliquer le critére
d’atomicité qui est un des critéres liés a la loi Normale.

3) Taux de sondage = L ___2_02_ =0,02 <0,05 = on ne doit donc pas appliquer

N 10000
le facteur d’exhaustivité.

4) X~N(90,0,60) = Y~N(E(Y)=90;ay=—‘/= 0,04243 )
- ' 89,90 -90
P(X <89,90)=P(T<—2—)=P(T<-236
=>(_,)(_O,04243)(- )

=1-P(T<+236)=1-0,9909
= 0,91 % = 0,0091.

Comme cette probabilité est faible, on peut considérer que la machine réalise correctement le
travail programmé et n’a pas besoin d’étre de nouveau réglée.



kospouas Qo A
TO 2

Procédure pour N=2 000 :
1) Méme réponse que pour N = 10 000.
2) Méme réponse que pour N = 10 000.

3) Taux de sondage = 200
2000

=0,10> 0,05 = on va appliquer le facteur

d’exhaustivité.

X ~N(90,0,60) = X ~N (E(X)=90; oy = 250 [2000-200_
200 ¥ 2000-1
0,04026)
= 89,90 -90
= P(X <8990)=P(T< ——)=P(T<-248)=1-P(T<+2,48)=1-0,9934
0,04026
= 0,66 % = 0,0066.
Comme cette probabilité est faible, on peut considérer que la machine réalise correctement le
travail programmeé et n’a pas besoin d’étre de nouveau réglée.

b) 2!™ Question : Montrer que Péchantillon est représentatif de la population
meére pour N = 10 000.
- Prendre un risque de 5% de se tromper = l’intervalle symétrique que I’on
veut respecter doit couvrir 95% des situations possibles.
=>Pm-to; <X <m+to;)=095.
=m =90
= t de la loi Normale pour un intervalle symétrique de 95% =+ 1,96
(Pour trouver + t :
- rechercher dans la table de la loi N la probabilité la plus proche de 97,5% = 0,975.
- on voit que 0,975 se situe a I’intersection de la ligne 1,9 et de la colonne 0,06
= +t=+1,96).
= o5 =0,04243 (pour N = 10 000)

= Intervalle de confiance = [ 90 - (1,96)(0,04243) ; 90 + (1,96)(0,04243)]
= (89,917 ; 90,083]
95% des moyennes de morceaux de tissu sont dans cet intervalle de confiance

- Comme la moyenne de Péchantillon x = 90,30 se trouve a ’extérieur de
I’intervalle de confiance, on peut dire, au risque de 5% de se tromper, que ’échantillon
n’est pas représentatif de la population mére.

Dans ce cas, on remet les 200 morceaux de tissu dans la population mére (car ici, les
morceaux testés sont encore utilisables) et il faut de nouveau tirer un échantilion aléatoire de
200 morceaux de tissu afin de refaire la procédure.



Corrigés du probléme de distribution d’échantillonnage d’une différence de moyennes
X, — X, (piles électriques)

Lecture de P’énoncé :

X; =durée d’utilisation des piles de la société 1 en heures
X, = durée d’utilisation des piles de la société 2 en heures

Populations meéres :
m; =230 o, =30
my =210 o, =20

Echantillons :
n= 100
o= 125

Question : P (E-E >30)?

Procédure :
1) Probi¢me de distribution d’échantillonnage d’une différence de moyennes

car:
~ la question porte sur une comparaison de moyennes ;

- on travaille sur échantillons ;

- on connait tous les paramétres des populations meéres (m; et m; , g, et g,).

2) X, ~N (230,30) et X, ~N (210, 20) car:

-n; = 100> 60etn; = 125 > 60 = Théoréme central limite ;

- les piles sont fabriquées en trés grandes séries = critére d’atomicité = loi
Normale.

3) Taux de sondage < 5% car:

- méme si on ne connait pas exactement N; et N, on sait que les tailles des
populations méres sont trés importantes vue la fabrication en trés grande séries ;

- de plus, ici, les piles testées sont perdues a la vente (car elles sont vidées de
toute énergie, donc, dans cette situation de produits testés perdus a la vente, on aura
toujours un taux de sondage trés faible bien inférieur a 5%.

4) comme X, ~ N (230, 30) et X, ~ N (210, 20)
= 0*  20°
= X,-X,~N(E F X5 =230-210=20, Cr %" T&)—+l—2-g = 3,493)

w

= X,-X, ~N(20,3,493).
30-20

=P(T2>2,86)=1-P(T<286)=1-0,9979
3,493 )=P( ) (T ) 99

=P (X,-X,230)=P(T>

=0,21% = 0,0021.
La probabilité est donc trés faible et on peut considérer que les sociétés 1 et 2 respectent
leur cahier des charges et que I’écart de durée de vie moyenne est tendanciellement

inférieur a 30h.



Lecture de ’énoncé :

X = Taux de factures non réglées dans les 10 j ouvrables suivant 1’échéance.
Population mére :

Pourle 1) : p=0,12; g=1-0,12=0, 88

N = plusieurs dizaines de milliers.

Pour le 2) : p= 0,09 ; g=1-0,09=0,91.

Echantillon :

Pourle 1) :n =500 et £=0,14.

Pour le 2) : =220 et i‘:ﬁ =0,1136.
220

1)a) Déterminer I’intervalle de confiance a 95% et commenter.
Intervalle de confiance 4 95% =risque de 5% = P (E(F)-t o, <F<E(F) +t 0:)=095.
- Probléme de distribution d’échantillonnage d’une preportion car : la
question porte sur un taux ; on travaille sur échantillon ; on connait les parametres de la
population mere (p = 0,12). Connaissant p, on connait q et on connait & .
- n=500> 60 = Théoréme central limite => X ~N.
- Taux de sondage < 5% car la société gére plusieurs dizaines de milliers de

factures, donc N est important et %=§;—O- < 0,05, donc pas de facteur d’exhaustiviteé.

- X~N=>F~N(@,12, 1{&1_25%_00,28_=0’0145)

Intervalle de confiance a 95% =[0,12 - (1,96)(0,0145) , 0,12 + (1,96)(0,0145)]

=[0,0916 ; 0,1484]
Le taux de factures non réglées dans les 10 j ouvrables suivant ’échéance va de 9,16%
(hypothése optimiste) a 14,84% (hypothése pessimiste), en prenant un risque de 5% de se
tromper.
Comme f= 0,14 est A I’intérieur de cet intervalle de confiance, I’échantillon est jugé
représentatif de a population mere au risque de 5%.
Dans ce cas, on considére que les bases de raisonnement a ce sujet n’ont pas a étre actualisées
(on remarque toutefois que 0,14 est proche de la borne supérieure : peut étre est-ce le signe
d’un changement sur les habitudes de réglement des clients).

1)b) Si risque de 3% = intervalle de confiance de 0,97
= P (E(F)-to, <F <E(F)+tc)=0,97.
Intervalle de confiance a 97% = [0,12-(2,17)(0,0145) ;0,12+ (2,17)(0,0145)]
= [0,0885 ; 0,1515]
= comme f = 0,14, dans Pintervalle donc I’échantillon est toujours jugé représentatif,
au risque de 3%.

2)a) En prenant un risque de 3%, ’échantillon du benchmark est-il
représentatif ?

f= 2 =0,1136
220

= P (E(F)-to; <F <E(F)+to,)=0,97.



E(F)=0,09; o, = 1’&% =0,0193.

Intervalle de confiance a 97% = [0,09-(2,17)(0,0193);0,09+(2,17)(0,0193)]

= [0,0481;0,1319].

= comme f = 0,1136 est a I’intervalle de confiance, I’échantillon est jugé représentatif
au risque de 3%.

2)b) Quelle est la probabilité que le taux de non réglement de Ia société A
soit au plus de 1% supérieur a celui du benchmark ?
p1=0,12 p>=0,09
n =500 n2=220
Question : P (F1-F2<0,01) ?

Procédure :

X1 = taux de réglement hors délai pour société A.
X2 =taux de réglement hors délai pour benchmark.
- Probléme de distribution d’échantillonnage d’une différence de taux car :
» Nous gérons des taux a partir d’échantillons
= Nous devons comparer les taux de la société A et du benchmark
» Nous connaissons les paramétres des populations méres car nous Connaissons pi et pz.
- X1 et Xz suivent une loi Normalc par application du théoréme central limite
(ni = 500 > 60 et nz = 220 > 60).
- Les taux de sondage pour la société A comme pour le benchmark sont < 5% car
ils ont des dizaines de milliers de factures.
-XietXz~N = Fi-F2 ~N (EF1-12) =0,12-0,09=0,03 ;

o = \/0,1 2x0.88 | 0,09x091 _ 0240,
'=h 500 220
PE-F2<0,01) =P (T< 2212098, _p (1< 0,83) = p (12+0,83)

0,0242
= |-P (T<+0,83) = 1-0,7967 = 0,2033.
La probabilité que le taux de non reéglement de la société A soit au plus de 1% supérieur
a celui du benchmark est de 20,33%.




{

Corrigés des problémes d’estimation d(la moyenne de la population mére

—

1)
Lecture de ’énoncé :

X = Durée de vie du tube cathodique d’une marque de TV, en heures.

Population mére :
m pas connue
o =450

Echantillon :
n=>55
x =9500

Question :

P(;-t o3 _<_m5§+ta’7)=0,90

Procédure :

1) Probléme d’estimation de m et probléme de distribution d’échantillonnage de
Pécart type car :

- on travaille sur échantillon ;

- 1a question porte sur une moyenne ;

- on ne connait pas m (donc il faut I’estimer) et on connait o .

2) X ~ N car il s’agit d’une production de masse et standardisée = critére
d’atomicité = loi Normale.

3) Taux de sondage <5% car :

- production de masse => N est importante

- les articles testés sont perdus a la vente.

4)
* x =9500
* On utilise le t de la loi N car les 3 conditions de Student-Fisher ne sont pas respectées ( X~
N mais o connu et n= 55 > 30).

= t=1,645.
o 450
o= = — = — =60,678
¥ n 55

= Intervalle de confiance = [ 9 500 — (1,645)(60,678) ; 9 500 + (1,645)(60,678)}
=[9 400,18 ; 9 599,82 ].

La moyenne des durées de vie de la population mére se situe entre 9 400,18 heares et
9 599,82 heures dans 98% des situations possibles (ou en prenant un risque de 10% de se
tromper).
On peut dire aussi que :

- 5% des tubes auront une durée de vie <9 400,18 heures ;

- 5% des tubes auront une durée de vie > 9 599,82 heures.



2)
Lecture de I’énoncé :
X = durée de vie des tubes cathodiques d’une marque de TV, en heures.

Population meére :
m pas connue
o =450,

Echantillon :
n=25
x =9 500.

Question :
P(x-toz sm<x+togp)=099.

Procédure :

1) Probléme d’estimation de m et probléme de distribution d’échantillonnage de
Pécart typecar:

- on travaille sur échantillon ;

- la question porte sur une moyenne ;

- on ne connait pas m (donc il faut I’estimer) et on connait o .

2) X~ N car il s’agit d’une production de masse et standardisée — critére
d’atomicité = loi Normale.

3) Taux de sondage < 5% car :

- production de masse = N est importante

- les articles testés sont perdus a la vente.

4)
*« x =9500
* On utilise le tde la loi N car les 3 conditions de Student-Fisher ne sont pas respectées (
X~N, n=25 <30 mais & connu =450).
= t=2,575.

=> Intervalle de confiance =[ 9 500 - (2,575)(90) ; 9 500 + (2,575)(90)}
=[9268,25;9 731,75 ).
Aurisque de 1%, m va fluctuer entre ces 2 durées.



3)

Lecture de Pénoncé
Population mére :

m pas connue et ¢ pas connu.

Echantillon :
n==60

x =9450

o’ =446,234

Question :

P(x-toz<m<x+to;)=095

Procédure :
1) Probléme d’estimation de m et de I’écart type car on ne connait pas les

parameétres de la population mére.
2) X ~ N car il s’agit d’une production de masse et standardisée = critére
d’atomicité = loi Normale.
3) Taux de sondage < 5% car :
- production de masse = N est importante
- les articles testés sont perdus a la vente.
4)
x =9450
t de la loi Normale carn=60>30 = t=1,96.

-
* Jn
="l _g2= % (446,234)* =202 499,779 = s = [202499,779 = 449,999 = 450

mais ici ¢ n’est pas connu, donc il faut 1’estimer par s.

n —
s 450
= 0y = — = — =58,094
¥ Jn 60
=> Intervalle de confiance = [ 9 450 — (1,96)(58,094) ; 9 450 + (1,96)(58,094)]
=19 336,13; 9 563,87].

Au risque de 5%, m se situera entre ces 2 durées.



4)
Lecture de I’énoncé :

Population mere :
m pas connue €t ¢ pas connu.

Echantilion :
n=25

x =9500

o’ =440,908.

Question :

P(x-top<m<x+tog) =099

Procédure :
1) Probléme d’estimation de m et o car ces paramétres ne sont pas connus.
2) X ~ N car il s’agit d’une production de masse et standardisée = critére
d’atomicité = loi Normale.
3) Taux de sondage < 5% car :
- production de masse => N est importante
- les articles testés sont perdus a la vente.
4)
x =9500
On utilise le ¢t de Student Fisher car les 3 conditions sont réunies (X ~ N, o pas connu,
n=25<30)
= t=2,797 (lecture de la table de St avec un nombre de ° de liberté€ = 25-1 = 24 et un risque
de 1%).

o~ = 2~ maisici o n’est pas connu, donc il faut ’estimer pars => o— = 3
X J; 4 J; '
@= " 5:2= 23 (440 908y = 202 499,8588
n— 24
= s= ,/202499,8588 = 449,9998 = 450.
o= = ﬂ = 90.

* s
= Intervalle de confiance =[ 9 500 —(2,797)(90) ; 9 500 + (2,797)(90)]
=[9248,27; 9 751,73].
Aurisque de 1%, m se situera entre ces 2 durées.



INDUCTION ou INFERENCE STATISTIQUE

I - INTRODUCTION

1) Définitions
a) L’induction (ou inférence) statistique
Ensemble des méthodes statistiques qui ont pour but de tirer des conclusions ou d’aider
a prendre des décisions au sujet d’une population mére a partir d’un échantillon
aléatoire préleve dans cette population.

b) La population mére
Ensemble de tous les individus concernés par le phénoméne économique étudié.
Exemples :
Tous les électeurs d’un territoire pour une élection politique ;
Tous les consommateurs potentiels pour la vente d’un produit ;
Tous les produits fabriqués pour une série de production....

- La connajssance exacte des paramétres de la population mére (Moyenne, Ecart-
type, Proportion, pour les processus gaussiens) demande ’analyse exhaustive de celle-ci =
un recensement, et une actualisation constante.

- Dans la pratique, les recensements sont rares a cause du cofit induit et du temps
nécessaire a I’analyse.

De plus, dans certains cas, il y a méme une impossibilité matérielle de réalisation : taille trop
importante, non connaissance des limites du champ d’étude ou alors destruction des éléments
testés.

c) Les échantillons
Il existe 2 grandes catégories de méthodes d’échantillonnages :

- L’échantillonnage non aléatoire : I’analyste utilise son expérience et son jugement
pour constituer 1’échantillon avec, le plus souvent, ’application de statistiques officielles
visant a recréer I’existant (la méthode des quotas), avec tous les risques de non
représentativité de celui-ci.

- L’échantillonnage aléatoire ou probabiliste : il permet de calculer précisément
Perreur due a ’échantillonnage et, par conséquent, de juger de la valeur Pinformation
partielle obtenue et donc de la représentativité de ’échantillon, lorsque I’on observe
toutes les conditions de I’étude.

On parle d’échantillon aléatoire simple (SAS), lorsque :

» Chaque unité de la population mére a la méme probabilité d’étre sélectionnée
dans I’échantillon ;

= Chaque échantillon de méme taille, tiré de la population mére, a la méme
probabilité d’étre choisi.

2) L’échantillon aléatoire simple peut étre tiré avec ou sans remise
a) L’échantillon aléatoire simple avec remise = Echantillon non exhaustif

Chagque unité est remise dans la population mére apreés avoir été observée et avant
qu’une autre unité soit choisie.

Avantage : Probabilité de base p est constante.

Inconvénient : Mauvaise gestion du temps et risque de tirer au sort plusieurs fois la méme
unité..

Dans ce cas, il y a indépendance entre les résultats d’un tirage i ’autre et chaque unité
conserve la méme probabilité d’étre sélectionnée = le processus est stationnaire.



b) L’échantillon aléatoire simple sans remise = Echantillon exhaustif
L’unité tirée au sort n’est pas remise dans la population mére.
Il 0’y a plus d’indépendance d’un tirage & ’autre et, pour chaque unité particuliére, la
probabilité de base d’étre choisie d’un tirage a I’autre est modifiée.

Pour les probabilités de gestion :
- Si le taux de sondage (7':’-) < 5% : on suppose I’indépendance entre les résultats

d’un tirage a 1’autre et on ne modifie rien — on ne tient pas compte du processus de
changement des probabilités.
- Si le taux de sondage est > 5% : on tient compte de la détérioration de la

probabilité et on applique un facteur de correction, le facteur d’exhaustivité

3) Il existe 2 grandes catégories de problémes
a) Les problémes de distribution d’échantilionnage

- On connait la valeur de certains parameétres de la population mére.

- On cherche & induire des renseignements sur les valeurs que peuvent prendre
ces parameétres dans ’échantillon.

- On cherche 4 répondre 2 la question de la représentativité de I’échantillon.

b) Les problémes d’estimation

= On ne connaft pasla-valeur des paramétres de la population mére:-

- On étudie statistiquement les paramétres de P’échantillon tiré au sort, et on
essaye d’induire des renseignements sur les valeurs que peuvent prendre ces paramétres
dans la population mére = on cherche donc, a partir des valeurs de I’échantillon, la
valeur des paramétres de la population mére, compte tenu d’un risque choisi et géré.

1l existe 2 grands types d’approches complémentaires :

- L’estimation ponctuelle ;

- L’estimation par intervalle de confiance.

4) Présentation des symboles utilisés
Pour la population mére :

- Taille=N;
- Moyenne=m ;
- Variance=¢" ;
- Ecart-type =0 ;
- Taux = p.

Pour P’échantillen :
- Taille=n;
- Moyeunne =x ;
- Variance =¢2 ;
- Ecart-type =0 ;
- Taux=f.



II - LES PROBLEMES DE DISTRIBUTION D’ECHANTILLONNAGE

1) On connait les parameétres de la population mére
a)llya C’:, échantillons de taille n et ils ont tous leurs caractéristiques et
leurs valeurs (x,o , f) qui peuvent étre différentes.

- Le probléme de distribution d’échantillonnage gére le risque de prendre un seul
échantillon parmi les C';v possibles, en essayant de tenir compte de la diversité des
résultats possibles sur tous les échantillons de taille n.

- Dans ce cas, on utilise un outil X, pour la gestion des moyennes, qui est sensé

représenter toutes les moyennes (;) d’échantillons de taille n.
- De méme, on utilise un outil F, pour la gestion des taux, sensé représenter tous les
taux (f) d’échantillons de taille n.

b) Procédure a suivre
- Qualifier le probléme ;
- Prouver que le phénoméne X suit une loi Normale (X ~N) ;

- Chercher le taux de sondage -]':—[ ;

- Calculer la probabilité demandée ou montrer que I’échantillon est représentatif
de la population mére en prenant un risque de se tromper.

+ 2) Probléme de distribution d’échantillonnage de la moyenne
Ce type de probléme se pose lorsque nous gérons une question portant sur une moyenne
a partir d’un échantillon.

On utilise la variable aléatoire X pour gérer ce type de probléme.

a) SilPéchantillonnage est non exhaustif (tirage avec remise) ou si
PPéchantillonnage est exhaustif avec un taux de sondage < 5%

Si X ~ N(ma'):>X N(E(X) m; ox

,['

Avec E (;Y:) = moyenne de toutes les moyennes x d’échantillons de taille n.
= dispersion moyenne de I’ensemble des x autour de E (X).

b) Sil’échantillonnage est exhaustif (tirage sans remise) avec un taux de
sondage > 5%

o

Si X ~ N(mcr):>X N(E(X) m; oy J— )




3) Probléme de distribution d’échantillonnage d’une différence de moyennes
Ce type de probléme se pose lorsque nous avons i gérer une question portant sur une
comparaison de moyennes 2 partir d’échantillons.
La différence permet de comparer 2 éléments.

On utilise la variable aléatoire Y,—:Y—z pour gérer ce type de probléme.

a) Siléchantillonnage est non exhaustif ou si I’échantillonnage est
exhaustif avec un taux de sondage < 5%

Si X ~N (ml,cr,)
v v g
= X=Xy ~NEG _5)=m-m; oz _g)=,[——+—2)

X2 ~N(m, 0,)

b) Sil’échantillonnage est exhaustif (tirage sans remise) avec un taux de
sondage > 5%

SiX;~N (my,0,)

X, -X, = ”0'12‘ Ny =n, 022. =
= XX, ~NEG _py=mi-M: o 5= e e = )
1 17 2 2"

X2~N(mg, 0,)

4) Probléme de distribution d’échantillonnage d’une proportion
Ce type de problé¢me se pose lorsque nous gérons une question portant sur des
proportions (%) a partir d’échantillons.
Une proportion est un nombre relatif c'est-a-dire un rapport de 2 chiffres : o peut dire aussi un
taux, un ratio, une fréquence...
On appelle :

- p la proportion de la population mére ;

- fla fréquence de Péchantillon de taille n.
F représente la variable aléatoire qui gére toutes les valeurs possibles de toutes les
fréquences f de tous les échantillons de taille n.

F est ’équivalent pour les taux de X pour les moyennes.

a) SiPéchantillonnage est non exhaustif ou si I’échantillonnage est
exhaustif avec un taux de sondage < 5%

SiX~N = F~NEmp=p; 0; =in) avecq=1-p
n




b) SiPéchantillonnage est exhaustif (tirage sans remise) avec un taux de
sondage > 5%

. ’pq 'N—n
SiX~N = F~N =p; 0y =.]—
En=p: oy n N—li

5) Probléme de distribution d’échantillonnage d’une différence de proportions
Ce type de problé¢me se pose lorsque nous avons a gérer une question portant sur une
comparaison de taux a partir d’échantillons.
On utilise la variable aléatoire F; -Fz pour gérer ce type de problé¢me.

a) Si Péchantillonnage est non exhaustif ou si I’échantillonnage est
exhaustif avec un taux de sondage < 5%

Si X;~N
= Fi=F2 ~NE(q )= Pi-P2: 0, = [ ot 42202
1 2
Xa2~N

b) Si I’échantillonnage est exhaustif (tirage sans remise) avec un taux de
sondage > 5%

Si X;~N

pg, Ny—n  p,q, Ny—n,
= F1—F2 ~N(E( 22V RIS Oy = t )
R-h A-RK \J n, N,-1 n, N,-1

X2~N

I - LES PROBLEMES D’ESTIMATION

- On ne connait pas tous les paramétres de la population mére et on cherche a les
estimer.
Le probléme d’estimation gére, en plus, les risques d’élargir les connaissances que I’on a
de Péchantillon & ’ensemble de la population mére.
-1l permet d’estimer les paramétres de la population mére :
* m eto, pour les moyennes ;
» p pour les proportions ;
a partir des observations de I’échantillon :

«x eto, pour les moyennes ;
= f pour les proportions.




1) Présentation de toutes les situations possibles

a) Pour les moyennes, on peut rencontrer 4 situations :

- On connait m et o : Probléme de distribution d’échantillonnage de la
moyenne et de ’écart-type.

- On connait m et on ne connait pas o : Probléme de distribution
d’échantillonnage de ]a moyenne et un probléme d’estimation de I’écart-type.

- On ne connait pas m et on connait o : Probléme d’estimation de la
moyenne et un probléme de distribution d’échantillonnage de I’écart-type.

- On ne connait pas m et o : Probléme d’estimation de Ia moyenne et de I’écart-
type.
Il faudra donc bien lire I’énoncé et étudier la situation pour voir les informations dont on
dispose et en déduire la bonne qualification du probléme & résoudre.

b) Pour les taux, on peut rencontrer 2 situations :
- On connait p donc, on connait tout (q =1 - p) : Probléme de distribution
d’échantillonnage d’une proportion.
- On ne connait pas p denc, on ne connait rien : Probléme d’estimation d’une
proportion.

2) L’estimation ponctuelle

- Lorsque ’on ne connait pas les paramétres de la population mére, on va
d’abord les estimer a partir des informations statistiques obtenues par Pobservation de
I’échantilion.

Bien sfr, ces statistiques sont loin d’étre parfaites et surtout ne peuvent refléter tous les
résultats possibles (en effet, chaque échantillon de taille n peut avoir ses propres valeurs).

a) L’estimateur ponctuel dem =x.
b) L’estimateur ponctuel dep =f.
¢) L’estimateur ponctuel de la Variance de la population mére = st

- Si le tirage est non exhaustif ou si le tirage est exhaustif avec un taux de sondage
<5%:

. , : 2 z n, xlz -2
= Calcul de Ia variance statistique de I’échantillon = ¢ =—-Z—-—— x
n,

« Caleulde s?: &= &2
n-1

« Calculde s : s=\/;2—.

- Si le tirage est exhaustif avec un taux de sondage > 5% :

» Z nl xlz =2
= Calcul de la variance statistique de I’échantillon = ¢ * =—z—-— b 4
nl

« Calcul de s* : 5% = o=

2

n
—0
n—-1N




-Calculdes:s=\/s_2.

3) L’estimation par intervalle de confiance

a) Estimation de la moyenne de la population mére m

iP(x -toy<m<x+to;)=a%

Procédure :
- Qualifier le probléme ;
- Prouver que le phénomeéne X suit une loi Normale (X ~N) ;

- Chercher le taux de sondage —]'5,- H

- Calcul d’estimation des paramétres de la population meére, en utilisant les
estimateurs ponctuels et I’intervalle de confiance : P (x - t oz <m<x+toz)=a%

- nx
= Calcul de x = LN#-'— avecN=)

= Trouver t : dans les problémes d’estimation, 2 situations sont pessibles :

Lorsque les 3 conditions suivantes sont réunies :

*X~N

*g pas connu,

*n <30 : on lit le t dans la table de Student Fisher : en fonction du risque accepté
et du nombre de degrés de liberté (n —1).
Exemple :
Dans la table de Student de la page 12, si n = 19 et que le risque est de 10% :
On prend la ligne 18 =19 -1

]a colonne 09 f

et a ’intersection de la ligne 18 et de la colonne 0,3!: on lit le t de Student = 1,734.

Dans tous les autres cas de figure : on utilise Ia table de Laplace-Gauss = la loi Normale.

= Calcul de o : 2 cas de figure :

*Si o est connu : pas de probléme : o5 = S

Jn
* Si o n’est pas connu :
= on calcule s, estimateur ponctuel] de 1’écart type de la population mere.

s on fait o= =

&
A



b) Estimation de la proportion de la population mére p

P(f-to, <p<f+to.)=a%

Procédure :
- Qualifier le probléme ;
- Prouver que le phénoméne X suit une loi Normale (X ~N) ;

- Chercher le taux de sondage % ;

- Calcul d’estimation des paramétres de la population mére : en utilisant les
estimateurs ponctuels et I’intervaile de confiance :

P(f-to. <p<f+to:)=a%

n;

2

= trouver t : idem que pour les moyennes : 2 situations.

= calcul de o =JM 2
n-1

e calcul de f=




Corrigés du probléme de distribution d’échantillonnage de la moyenne Y
(usine textile)

Lecture de I’énoncé :

X = Longueur des morceaux de tissu en cm

Population mere

EC)=m=90 Xm &~ mat Céa do Tviy % ™ oPmig
o =060 Lecak Fype ,

N =10 000 (1 cas de figue)

N =2 000 (2°™ cas de figure)

Echantillon :

n =200 €°ea«\}mm\ apfc&av\v

a) 1° Question : P (X <89,90) ?

Procédure pour N =10 000 :
1) C’est un probléme de distribution d’échantillonnage de la moyenne car :
- la question porte sur une moyenne ;
- on travaille sur un échantillon ;
- on connait les parametres de la population meére (m = 90, o = 0,60)

2) X~N (90, 0,60) car:

-n=200> 60 = Théoréme central limite

- il s’agit d’une production en série et standardisée. On peut appliquer le critére
d’atomicité qui est un des critéres li€s a la loi Normale.

3) Taux de sondage = 2s 200 =0,02 <0,05 = on ne doit donc pas appliquer

N 10000
le facteur d’exhaustivité.

4) X~N(90,0,60) = X ~N(E(X)=90; 0 = 580 =0,04243)

' J200
— 89,90 — 90
P(X <8990)=P(T<-—-—"—)=P(T<-236
= P( 90y =P ( 0,04243) ( )
=1-P(T<+236)=1-0,9909
=0,91 % = 0,0091.

Comme cette probabilité est faible, on peut considérer que la machine réalise correctement le
travail programmé et n’a pas besoin d’étre de nouveau réglée.



Rosppus Qo A
TO L7

Procédure pour N=2 000 :
1) Méme réponse que pour N = 10 000.

2) Méme réponse que pour N = 10 000.

3) Taux de sondage = 22(%)0 =0,10> 0,05 = on va appliquer le facteur

d’exhaustivité.
0,60 (2000-200 _

~200 ¥ 2000-1

4)X~N(90,0,60) = X ~N(E(X)=90; o =

0,04026)
- 89,90 -90
= P(X <8990)=P(T<s —+——)=P(T<-248)=1-P(T<+2,48)=1-0,9934
0,04026
= 0,66 % = 0,0066.
Comme cette probabilité est faible, on peut considérer que la machine réalise correctement le
travail programmé et n’a pas besoin d’étre de nouveau réglée.

b) 2!™ Question : Montrer que I’échantillon est représentatif de la population
mére pour N =10 000.
- Prendre un risque de 5% de se tromper = Pintervalle symétrique que I’on
veut respecter doit couvrir 95% des situations possibles.
= Pm-to; <X <m+toy)=095.
=m =90
= t de la loi Normale pour un intervalle symétrique de 95% =+ 1,96
(Pour trouver +1t :
- rechercher dans la table de la loi N la probabilité la plus proche de 97,5% = 0,975.
- on voit que 0,975 se situe a I’intersection de la ligne 1,9 et de la colonne 0,06
= +t=+1,96).
* o =0,04243 (pour N = 10 000)

=> Intervalle de confiance = [ 90 - (1,96)(0,04243) ; 90 + (1,96)(0,04243)]
= [89,917 ; 90,083]
95% des moyennes de morceaux de tissu sont dans cet intervalle de confiance

- Comme la moyenne de I’échantillon x = 90,30 se trouve a ’extérieur de
Pintervalle de confiance, on peut dire, au risque de 5% de se tromper, que ’échantillon
n’est pas représentatif de la population mére.

Dans ce cas, on remet les 200 morceaux de tissu dans la population mére (car ici, les
morceaux testés sont encore utilisables) et il faut de nouveau tirer un échantilion aléatoire de
200 morceaux de tissu afin de refaire la procédure.



Corrigés du probléme de distribution d’échantillonnage d’une différence de moyennes
X, =X, (piles électriques)

Lecture de Pénoncé :

X, =durée d’utilisation des piles de la société 1 en heures
X, = durée d’utilisation des piles de la société 2 en heures

Populations méres :
m; =230 o, =30
my =210 o, =20

Echantillons :
m= 100
=125

Question : P (-X—l—;l’_z >30)?

Procédure :

1) Probléme de distribution d’échantillonnage d’une différence de moyennes
car:
~- la question porte sur une comparaison de moyennes ;

- on travaille sur échantillons ;

- on connait tous les paramétres des populations méres (m; et m, , o, et o, ).

2) X; ~N (230,30) et X, ~N (210, 20) car:

-n; = 100> 60 et n; = 125 > 60 = Théoréme central limite ;

- les piles sont fabriquées en trés grandes séries => critére d’atomicité = loi
Normale.

3) Taux de sondage < 5% car:

- meéme si on ne connait pas exactement N; et N, on sait que les tailles des
populations méres sont trés importantes vue la fabrication en trés grande séries ;

- de plus, ici, les piles testées sont perdues a la vente (car elles sont vidées de
toute énergie, donc, dans cette situation de produits testés perdus a la vente, on aura
toujours un taux de sondage trés faible bien inférieur a 5%.

4) comme X, ~ N (230, 30) et X, ~ N (210, 20)
= = 0* 20°
= X,-X,~N(E -5 =230-210=20, o% = -1—66+E—5— =3,493)

L

= X, -X, ~N(20,3,493).
= P(¥,-X,230)=P (T2 22

=P(T>2,86)=1-P (T <286)=1-0,9979
3’493) ( 6) (T )

=0,21% = 0,0021.
La probabilité est donc trés faible et on peut considérer que les sociétés 1 et 2 respectent
leur cahier des charges et que I’écart de durée de vie moyenne est tendanciellement

inférieur a 30h.



Lecture de I’énoncé :

X = Taux de factures non réglées dans les 10 j cuvrables suivant 1’échéance.
Population meére :

Pourle 1) : p=0,12; g=1-0,12 =0, 88

N = plusieurs dizaines de milliers.

Pour le 2) : p= 0,09 ; g=1-0,09=0,91.

Echantillon :

Pourle 1) : n =500 et £=0,14.

Pour le 2) : =220 et f____25_ =0,1136.
220

1)a) Déterminer ’intervalle de confiance a 95% et commenter.
Intervalle de confiance & 95% =rnisque de 5% => P (E(F)-t o <F<E(F) +t o.)=095.
- Probléme de distribution d’échantillonnage d’une proportion car : la
question porte sur un taux ; on travaille sur échantillon ; on connait les paramétres de la
population mere (p = 0,12). Connaissant p, on connait q et on connait & .
- n=500> 60 = Théoréme central limite = X ~N.
- Taux de sondage < 5% car la société gére plusieurs dizaines de milliers de

factures, donc N est important et %:5_1(\),_(_)_ < 0,05, donc pas de facteur d’exhaustivité.

- X~N=F~N(,12, W/%’&){-)ﬁ=0,0145)

Intervalle de confiance 2 95% = (0,12 - (1,96)(0,0145) , 0,12 + (1,96)(0,0145)]

=[0,0916 ; 0,1484)
Le taux de factures non réglées dans les 10 j ouvrables suivant I’échéance va de 9,16%
(hypothese optimiste) a 14,84% (hypothése pessimiste), en prenant un risque de 5% de se
tromper.
Comme f= 0,14 est a I’intérieur de cet intervalle de confiance, I’échantillon est jugé
représentatif de a population mére au risque de 5%.
Dans ce cas, on considére que les bases de raisonnement a ce sujet n’ont pas a étre actualisées
(on remarque toutefois que 0,14 est proche de la borne supérieure : peut étre est-ce le signe
d’un changement sur les habitudes de réglement des clients).

1)b) Si risque de 3% = intervalle de confiance de 0,97
= P (E(F)-to, <F <E(F)+tc-)=0,97.
Intervalle de confiance a 97% =[0,12-(2,17)(0,0145) ;0,12+ (2,17)(0,0145)]
= [0,0885 ; 0,1515]
= comme f = 0,14, dans I’intervalle donc I’échantillon est toujours jugé représentatif,
au risque de 3%.

2)a) En prenant un risque de 3%, I’échantillon du benchmark est-il
représentatif ?

=25 . 0,1136
220

= P (E(F)-to, <F <E(F)+to,)=0,97.



E(F)=0,09; o, = w/'qu—;g’_gl =0,0193.

Intervalle de confiance a4 97% = [0,09-(2,17)(0,0193);0,09+(2,17)(0,0193)]
=[0,0481;0,1319}.

= comme f=0,1136 est a ’intervalle de confiance, ’échantillon est jugé représentatif
au risque de 3%.

2)b) Quelle est la probabilité que le taux de non réglement de la société A
soit au plus de 1% supérieur a celui du benchmark ?
p1=0,12 p2=0,09
n =500 nz;=220
Question : P (F1-F2<0,01) ?

Procédure ;

X1 = taux de réglement hors délai pour société A.

X2 = taux de réglement hors délai pour benchmark.
- Probléme de distribution d’échantillonnage d’une différence de taux car :

* Nous gérons des taux a partir d’échantillons

» Nous devons comparer les taux de la société A et du benchmark

» Nous connaissons les paramétres des populations méres car nous connaissons pi et pa.

- X1 et X3 suivent une loi Normale par application du théoréme central limite
(n; =500 > 60 et n; = 220 > 60).

- Les taux de sondage pour la société A comme pour le benchmark sont < 5% car
ils ont des dizaines de milliers de factures.

-XietX2~N = Fi-F2 ~N (EF1-r)=0,12-0,09=0,03 ;

g \/ 012x088 | 0,09x091 _ 0
'-F 500 220
P (Fi-F2<0,01) =P (T< 2012003y b 1< 083) =P (1>+0,83)

0,0242
= ]-P (T<+0,83) = 1-0,7967 = 0,2033.
La probabilité que le taux de non réglement de la société A soit au plus de 1% supérieur
a celui du benchmark est de 20,33%.




{

Corrigés des problémes d’estimation d<la moyenne de la population mére

i

1)
Lecture de Pénoncé :

X = Durée de vie du tube cathodique d’une marque de TV, en heures.

Population mére :
m pas connue
o =450

Echantillon :
n=2>55
x =9500

Question :

P(x-toz<m<x+to;)=090

Procédure :

1) Probléme d’estimation de m et probléme de distribution d’échantillonnage de
Pécart typecar :

- on travaille sur échantillon ;

- la question porte sur une moyenne ;

- on ne connait pas m (donc il faut ’estimer) et on connait o .

2) X ~ N car il s’agit d’une production de masse et standardisée = critére
d’atomicité — loi Normale.

3) Taux de sondage < 5% car :

- production de masse = N est importante

- les articles testés sont perdus a la vente.

4)
= x =9500
* On utilise le t de la lo1 N car les 3 conditions de Student-Fisher ne sont pas respectées ( X~
N mais o connu et n =55 > 30).
= t=1,645.

= Intervalle de confiance = [ 9 500 — (1,645)(60,678) ; 9 500 + (1,645)(60,678)]
=[9 400,18 ; 9599,82 ].

La moyenne des durées de vie de la population mére se situe entre 9 400,18 heures et
9 599,82 heures dans 90% des situations possibles (ou en prenant un risque de 10% de se
tromper).
On peut dire aussi que :

- 5% des tubes auront une durée de vie <9 400,18 heures ;

- 5% des tubes auront une durée de vie > 9 599,82 heures.



2) ]
Lecture de I’énoncé :
X = durée de vie des tubes cathodiques d’une marque de TV, en heures.

Population mére :
m pas connue
o =450.

Echantiilon :
n=125
x =9 500.

Question :
P(x-topz <m<x+to;)=099.

Procédure :

1) Probléme d’estimation de m et probléme de distribution d’échantillonnage de
Pécart type car :

- on travaille sur échantillon ;

- la question porte sur une moyenne ;

- on ne connait pas m (donc il faut I’estimer) et on connait o .

2) X ~ N car il s’agit d’une production de masse et standardisée = critére
d’atomicité = loi Normale.

3) Taux de sondage < 5% car :

- production de masse = N est importante

- les articles testés sont perdus a la vente.

4)
= x =9500
* On utilise le t de la loi N car les 3 conditions de Student-Fisher ne sont pas respectées (
X~N, n=25 <30 mais o connu =450).
= t=2,575.

= Intervalle de confiance = [ 9 500 - (2,575)(90) ; 9 500 + (2,575)(50)]
=[9268,25;9 731,75 ].
Aurisque de 1%, m va fluctuer entre ces 2 durées.



3)

Lecturce de P’énoncé :
Population mére :

m pas connue et ¢ pas connu.

Echantillon :
n=460

x =9450

o’ =446,234

Question :

P(x-toz <m<x+to:)=095

Procédure :

1) Probléme d’estimation de m et de I’écart type car on ne connait pas les
paramétres de la population mére.

2) X ~ N car il s’agit d’une production de masse et standardisée = critére
d’atomicité = loi Normale.

3) Taux de sondage <5% car:

- production de masse => N est importante

- les articles testés sont perdus 2 la vente.

4)
x =9450 ‘
tde la loi Normale carn=60>30 = t=1,96.

o o i ; :
0— = — mais ici o n’est pas connu, donc il faut I’estimer par s.

* Jn
n

g e g—g (446,234)* =202 499,779 = s = /202499,779 = 449,999 = 450

=> Intervalle de confiance = [ 9 450 — (1,96)(58,094) ; 9 450 + (1,96)(58,094)]
=19 336,13 ; 9 563,87].
Au risque de 5%, m se situera entre ces 2 durées.



4
Lecture de ’énoncé :

Population mére :
m pas connue et ¢ pas connu.

Echantillon :
n=25

x =9500

o’ =440,908.

Question :

P(x-toz<m<x+tog) =099

Procédure :
1) Probléme d’estimation de m et o car ces parameétres ne sont pas connus.

2) X ~ N car il s’agit d’une production de masse et standardisée = critére
d’atomicité — loi Normale.
3) Taux de sondage < 5% car :
- production de masse = N est importante
- les articles testés sont perdus a la vente.

4)
x =9500
On utilise le t de Student Fisher car les 3 conditions sont réunies (X ~ N, o pas connu,
n=25<30)
= t=2,797 (lecture de la table de St avec un nombre de © de liberté = 25-1 = 24 et un risque
de 1%).
Oz = —07;- mais ici o n’est pas conoy, donc il faut estimer pars = o3 = 7'%-
2_ B 25 2_
§°= —— o’ = —(440,908)" = 202 499,8588
n— 24
= s = ,/202499,8588 = 449,9998 = 450.
= o= = 20 = 90.

X -\/2—5
= Intervalle de confiance = [ 9 500 —(2,797)(90) ; 9 500 + (2,797)(90)}
=[9 248,27 ; 9 751,73].
Au risque de 1%, m se situera entre ces 2 durées.



Corrigés des problémes d’estimation de l@de la population mére

X = Taux de femmes utilisant la marque de lessive A dans une grande ville.

Lecture de ’énoncé :

Population mére :
p pas connue donc on ne connait pas q, donc on ne connait pas o .

Echantillon :
n =500
f=10,35

Questions :
a) P(f-to,<p<f+to)=095.
b) Taille minimale de I’échantillon = calcul de n.

a)
Procédure :
1) Probléme d’estimation de p car on ne connait pas le taux de la population mére

(c’est donc aussi et automatiquement un probléme d’estimation de o).
2) X~Ncar:
- la lessive est un produit de grande consommation, fabriqué en trés grandes séries et donc
standardisé => critére d’atomicité.
-1n=500> 60 = Théoréme central limite.
3) Comme il s’agit d’une grande ville, N est supposé important
= Taux de sondage < 5% => pas de facteur d’exhaustivité.
4)
«£=0,35
=t delaloi N car o pas connu et X ~ N, mais n = 500 > 30 donc nous n’avons pas les 3
conditions d’utilisation d’une loi de St = t=1,96.

s o= \F(l“ﬂ = \F35(1"0’35) =0,02135.
n-1 500-1

= Intervalle de confiance = [0,35 — (1,96)(0,02135) ; 0,35 + (1,96)(0,02135)]
=10,3082 ; 0,3918 ].

Au risque 5%, il y a entre 30,82 % et 39,18% des femmes de cette ville qui préferent la

marque de lessive A.

b) Calcul de n

Pour calculer n il faut connaitre erreur globale qui a é6é déterminée par le client, en
accord avec le prestataire de I’étude.

Bien souvent le client désire une erreur la plus faible possible mais le prestataire doit rester
réaliste et ne pas s’engager sur une erreur qu’il ne pourra pas respecter.

Cette erreur globale fait donc I’objet d’une négociation dés le départ sachant que plus I’erreur
globale est faible, plus n est élevée et donc plus il faut interviewer de personnes donc plus le
coiit de I’étude s’éleve.



Ici Perreur globalee=0,02=t o.

= 0,02 =1,96 f@i‘;’@
n_

Pour supprimer la racine carrée, nous allons élever les deux termes de cette égalité au carré et
nous allons isoler n afin de trouver sa valeur :
0027 Log (©:35)(0.65)
’ ’ T on-1
=n-1=1 962 (0335)(0365)
’ 0,02’
g (0390065

=n=19 5

2

= n=2 18591 =2 186.
Pour avoir une erreur globale de 2%, il faut interviewer 2 186 dames de cette ville.

Remarque :
Dans la premiére question, on interviewait 500 dames => e =1,96 ’(0’—345)£—’65—) =0,042.

=> pour n = 500, e = 0,042
pourn=2186,e=10,02.

On vérifie ainsi une loi énoncée souvent en marketing : « Lorsque I’on veut diviser par 2
I’erreur globale, il faut multiplier par 4 le nombre de personnes a interviewer ».

Bien sfr, cette loi ne nous donne qu’une approximation de n compte tenu du choix de I’erreur
globale.

Le seul moyen de connaitre exactement n est de le calculer comme indiqué.



APPLICATIONS DU COURS

I - PROBLEMES DE DISTRIBUTION D’ECHANTILLONNAGE

1) Moyenne X
Dans une usine textile, on utilise une machine automatique pour couper des morceaux de
tissu.
Pour une série de fabrication, lorsque la machine est correctement ajustée, la longueur des
morceaux de tissu doit tre en moyenne de 90 cm avec un écart-type de 0,60 cm.
Pour contréler la longueur des morceaux de tissu, on tire dans la production d’une journée, un
échantillon aléatoire de 200 morceaux de tissu.
a) Calculer la probabilité que la moyenne de I’échantillon soit au plus
égale a 89,90 cm, ceci dans 2 situations :
- production de la journée = 10 000 morceaux ;
- production de la journée = 2 000 morceaux.
b) Si la moyenne observée sur cet échantillon est de 90,30 ¢m, celui-ci est-il
représentatif de la population mére, en prenant un risque de 5% de se tromper
(avec N =10 000).

2) Différence de moyennes, TY:—X 2

2 sociétés fabriquent des piles électriques d’un certain format.

Les piles de la société 1 ont une durée d’utilisation moyenne de 230 heures avec un écart-type
de 30 heures.

Les piles de la société 2 ont une durée d’utilisation moyenne de 210 heures avec un écart-type
de 20 heures.

Quelle est 1a probabilité que la durée d’utilisation moyenne d’un échantillon aléatoire
simple de 100 piles de la société 1 soit d’au moins 30 heures de plus que la durée
d’utilisation moyenne d’un échantillon aléatoire simple de 125 piles de 1a société 2 ?

3) Proportion p
Le directeur financier d’une société sait par expérience que 12% des factures émises ne sont

pas réglées dans les 10 jours ouvrables suivant I’échéance.

Le chiffre d’affaires s’étant accru sensiblement, le directeur financier veut vérifier si la
situation va évoluer.

11 fait prélever un échantillon aléatoire de 500 factures, & partir duquel 1l constate que 14% des
factures ne sont pas réglées dans les délais.

Déterminer I’intervalle de confiance & 95% et commenter ce résultat, sachant que
Pensemble des factures pouvant étre étudiées est de plusieurs dizaines de milliers.



o

1) Le directeur financier d’une société A sait par expérience que 12% des factures émises ne
sont pas réglées dans les 10 jours ouvrables suivant |’échéance.
Le chiffre d’affaires s’étant accru sensiblement, le directeur financier veut vérifier si la

situation va évoluer.
Il fait prélever un échantillon aléatoire de 500 factures, a partir duquel il constate que 14% des

factures ne sont pas réglées dans les délais.
a) Déterminer I’intervalle de confiance a 95% et commenter ce résultat, sachant

que I’ensemble des factures pouvant étre étudiées est de plusieurs dizaines de milliers.
b) Méme question mais avec un risque de 3%.

2) Le benchmark (la référence) dans ce secteur d’activité, a un taux de non réglement dans les

10 jours ouvrables suivant I’échéance de 9%.
Lors d’un travail de réactualisation de ses données, le responsable financier a fait tirer et
examiner 220 factures au hasard parmi des dizaines de milliers.
Aprés analyse, on a constaté que 25 de celles-ci n’étaient pas réglées dans le délai de 10 jours
ouvrables suivant 1’échéance.
a) En prenant un risque de 3%, I’échantillon du benchmark est-il représentatif ?
b) Quelle est la probabilité que le taux de non réglement de la société A soit au

plus de 1% supérieur a celui du benchmark ?



II - PROBLEMES D’ESTIMATION

1) Moyenne

a) Soit X la variable aléatoire « durée de vie d’un tube cathodique d’une
marque de TV.
On ne connait pas la moyenne des durée de vie des tubes, par contre, on connait I’écart-type
de la distribution des durées de vie de la population mére : & = 450 heures.
Pour un échantillon de 55 tubes prélevés au hasard, on a calculé que la durée de vie moyenne
était de 9 500 heures.
Estimer la durée de vie moyenne de la population des tubes fabriqués par un intervalle
de confiance & 90%.

b) Reprenons le méme exemple, mais cette fois, 1’échantillon est de taille
n =25 (les autres éléments ne changeant pas).
Estimer la durée de vie moyenne de la population des tubes fabriqués par un intervalle
de confiance a 99%.

c) Cette fois, I’écart-type de la population mére n’est plus connu.

A partir d’un échantillon de taille n = 60, nous avons x =9 450 heures et & = 446,234
heures.
Estimer a I’aide d’un intervalle de confiance 2 95% la moyenne des durées de vie de la
population mere.
d) L’écart-type de la population mére n’étant pas connu, on préléve un
-échantillon aléatoire-de taille n-=25:
La moyenne des durées de vie de cet échantillon est égale a 9 500 heures et 1’écart-type est de
440, 908 heures.
Estimer a ’aide d’un intervalle de confiance 2 99% la durée de vie moyenne des tubes
fabriqués.

2) Proportion
a) Les responsables d’une étude de marché portant sur le produit lessive

essayent de connaitre les conditions de pénétration de 1’agglomération toulonnaise pour ce qui
est de la cible des femmes de 35 4 60 ans.
1Is interviewent au hasard 500 dames de ce cceur de cible et constatent que 175 d’entre elles
préferent utiliser la marque de lessive A.
Déterminer l’intervalle de confiance & 95% de la proportion des femmes de 35 a 60 ans
de cette agglomération préférant la marque de lessive A.

b) Supposons qu’avant de tirer I’échantillon, les responsables de 1I’étude aient
décidé d’estimer la proportion & + 2% prés.
Quelle devrait étre dans ce cas la taille minimale de I’échantillon, en désirant toujours
avoir un intervalle de confiance 2 95% et en considérant toujours que f=0,35.

10



Inférence statistique

Politique de rémunération d’une grande société

Une grande société fait le recensement de tous les salaires mensuels bruts,
versés aux employés de ses différentes succursales, implantées en métropole.

Le nombre total des salariés recensés est de 3 521.

La distribution des salaires mensuels bruts, dans cette société, est |a suivante :

Montant des salaires | 1762|2357 (2863|3695 |4345|5 684

mensuels bruts (€)
Probabilité 0,15 |0,23 (0,35 |0,22 {0,04 |0,01

Remarque :
Les probabilités sont établies a partir des fréquences observées sur I'ensemble

de la population mere.

La direction des ressources humaines vous demande si elle peut choisir la
succursale implantée a Tours, comme échantillon représentatif, pour ce qui
concerne la politique salariale de la société au niveau national, en prenant un
risque de 13%, avec un risque de 4% pour les montants les plus élevés et un
risque de 9% pour les montants les plus faibles.

A ce titre, elle vous fournit les statistiques des salaires mensuels bruts pour

I'ensemble des salariés de la succursale de Tours :
Montant des salaires | 1643 | 2156 | 2747 | 3841 |4 369
mensuels bruts (€)
Effectif concerné 19 36 42 17 2

Rappel de formules :

Statistique descriptive :

Moyenne = ; = E—“——"—ﬁ
Em,

2
E mgoc, ;C-a

. ’
Variance= ¢ % =

Ecart-typ::-o"’} %

Probabilités :
Moyenne=m=E o0 =Z pi Xi

Variance =02 = I pi Xi- E2 (x)

Ecart-type=0 = V a?
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LOI NORMALE - LOI de LAPLACE-GAUSS

1) Conditions d’application pure

- il doit s’agir de variables continues ;

- la variable doit dépendre d’un grand nombre de causes indépendantes, dont les
effets s’additionnent et dont aucune n’est prépondérante ;

- il faut un grand nombre d’observations.
Remarque :
Dans la vie des affaires, ces conditions sont rarement réunies.
La loi Normale est le plus souvent utilisée par approximation (voir les conditions sur les
fiches) ou par application du théoréme central limite (voir le point 4 de cette fiche).

2) SiX~NEX), a¥') (lire si X suit une loi Normale de paramétres E(X) et aX ),

= X——?‘%—{l avec E(T) =0 et oT =1 (c’est

pour cela que Gauss et Laplace ont pu faire une table).

La table de la loi Normale donne les valeurs de 1a fonction de répartition z(¢t)=P(T <t).
Propriété : il y a une parfaite symétrie de X par rapport a E(X) = mode = médiane
et de T par rapport a E(T) = 0.

on passe par une variable centrée réduite t

3) ’ ’ S
Si X;~N(EX), aX,)

X:~N (E (X3), aX,) } = X+ X ~NEXERXy) , (o), +0%,)

= X, - X, ~NEX)EX2) , \Jox, +0%, )
avec X, et X; indépendantes.

SiX~NE®X), a¥) = aX+b ~N(aEX)+b , \Ja’c3)

4) Théoréme central limite
a) Si Xi~N (E(X3) , aX,)

} =2Y~N(EY), of) avecE(Y)=) EX)

Y=3Xi ol =,/Za},»

Ceci représente le fait qu'un groupe (Y) de variables (X) suivant toutes une loi Normale, suit

lui-méme une loi Normale. '
b) Si les variables X; nc suivent pas toutes une loi Normale, Y suivra quand méme une loi
Normale, si le nombre d’observations n est suffisant (50 2 60 au minimum).
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Synthése de cours concernant la gestion d’un intervalle symétrique

1) La notion de risque est associée a la notion d’intervalle de confiance.

Un risque de se tromper de 5% veut dire que ’on envisage, dans les calculs d’ignorer
5% des situations possibles = cela veut dire aussi que ’on désire prendre en compte,
dans ’intervalle de confiance, 95% des situations possibles.

Si le risque est de 1%, 'intervalle de confiance couvre 99% des situations possibles.

Si le risque est de 30%, I’intervalle de confiance couvre 70% des situations possibles et ainsi
de suite...

Ce sont donc des notions tout a fait complémentaires.

Dans la pratique, c’est le responsable de I’étude qui choisit le risque, en fonction de :

- I’expérience que I’on a sur le phénomeéne étudié ;

- des caractéristiques propres au contexte étudié (sur le marché de la téléphonie
mobile, le risque est par nature beaucoup plus élevé que sur le marché des lessives) ;

- de I’aversion au risque du décideur.

Fondamentalement, il existe deux types d’intervalle de confiance :

- les intervalles symétriques : les bornes de I'intervalle sont équidistantes de I’axe
de symétrie (E(X) et E(T) pour la loi Normale) et le risque est équitablement réparti de part et
d’autre de I’intervalle (50-50) ;

- les.intervalles non symétriques_: les bornes de ’interyalle ne sont pas
équidistantes de I’axe de symétrie et le risque est réparti différemment selon que les valeurs
minimales ou maximales soient jugées plus ou moins risquées.

Dans la pratique, c’est le responsable de ’étude qui choisit le type d’intervalle de
confiance et qui donne la répartition du risque a appliquer.

Schéma représentant un risque de 5% avec intervalle de confiance symétrique :

145(8 CLZ dylmk/ﬁd;t’,

2/5-}: L’Lg Rwl//u.r.

. T o = Rpemeimiiveen,
E(;).. %”;;& IA\'{L\..EHJL g( f) %’(’;’)\i & :-z /~l4 }
F—(F);j-gg_ an EiFSrtage P ““)
Efr)=0 ,,f i

Adewh:/,we e A—cgme /xht’d




Schéma représentant un risque de 5% avec intervalle non symétrique, en considérant la
répartition du risque suivante : 3% du risque sur les valeurs maximales et 2% du risque
sur les valeurs minimales :
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2) Procédure a appliquer lorsque ’on désire vérifier si un échantillon est représentatif
de la population meére.

a) Calcul des bornes de I’intervalle de confiance compte tenu du risque choisi et
du type d’intervalle de confiance ;

b) Calcul de Ia moyenne de I’échantillon x (ou du taux de I’échantillon f| si le
probleme porte sur un taux) ;

¢) 2 cas de figure :
* si x se trouve dans I'intervalle de confiance (entre la borne inférieure et la borne
supérieure), on conclut que I’échantillon est représentatif de la population mére au risque
qui a été choisi.
Dans ce cas, on continue le travail entrepris ;
* si x se trouve a I’extérieur de ’intervalle de confiance, on conclut que I’échantillon
n’est pas représentatif de la population mére au risque choisi.
Dans ce cas, on ne continue pas le travail et on retire un échantillon aléatoire.



