Sem 47 : Amphi 7 — Les polyndmes

e Consignes a suivre pour les TD a distance :

iUk iutfc.

UNIVERSITE DE TOULON

- Prenez des notes, cherchez les exercices, soyez actif devant vos écrans !

Copor i - Travaillez a votre rythme | N’hésitez pas a mettre sur pause la vidéo,
revenir en arriere...

wmmmmains - Sjvous avez des questions, contactez-moi par mail ou tchatt moodle ou
discord, je vous répondrai en dehors de mes créneaux de cours.

- S vous trouvez des erreurs, oy si vous avez des opportuniteés
d’amélioration, n’hésitez pas a me contacter !

* Programme de la séance :

- Définitions et opérations
- Polynbmes du second degré.

- Division euclidienne de polynémes
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Partie A : Pré requis - Factorisation d’un polynome

Chapitre > o5
8e 4

I. Généralités

1) Définitions

v' Soit z. une variable réelle ou complexe : n. un entier naturel : ao. a1. a2. .... an des
nombres réelles ou complexes.
On appelle polynome. toute fonction P définie par :
P(z)=a, +a,Z+a,2% +...+a_z" +a 2 V¥ ¢ & 4
| = 5 Pe) =tz 3z v L2 &
On note aussi : P(z)=) a,z' VT Vo
. a, a. Q.4

k=0
v ay est appelé coefficient de Z¥ CmSyY;c,-.w)c e z4, _ 2

v’ axZ® est appelé monome de degrék  rewo ~—= Sa o\vyx’ed_ -4z

v On appelle degré du polynéme P et on note deg(P) le plus haut degré des mondémes de
P. Dans les notations précédentes deg(P)=n. ‘)Qb (lo) = 2




S1 deg(P)=0. alors P(z)=a, Vze(C.
P est alors appelé polynome constant. et deg(P) =0

P(z)=0 VzeC < a,=a, =a, =...=a,, =a, =0]|. Le polyndme P est alors

n-1

appelé polynoéme nul et on note : P =0. et deg(P) = —« par convention.
P=0 Yzea
Les solutions de I'équation P(z) = 0 sont appelées racines. ou zéros du polynome P.
T@Y=2Z-2 o= Zz=3
On note R [X] I'ensemble des polynomes a coefficients réels.
On note € [X] I'ensemble des polynomes a coefficients complexes.

. PE)=.32%22 Pe Rix] Rcd
A\ P e a(x] R [x3cald
e PE)z. 2252352 .5 Pe @lx]
Ec/\\‘f\ P ¢ R[x]

Tm \(f; de 5



2) Exemple

P(x)=x" —3+x~/5—5@

« P est un polynome a coefficients réels » se note : F G IR D‘] .....................

« Le degré de P est .%.. ». se note : c)QgCP); RS R RS S SIS
. . +

Quelest lemonome de degré 7 2 ... 8 S5 .o

Quel est le coefficient de X2 2 .. G . e

Ordonner P suivant les puissances croissantes :

p—

3
........... fC7¢>=-‘5+7¢\r2—-+?c5*39C4,-59C

O éxm\rw\, ’)Mva_/\,\} \3, F,Mmuo C\Jc;gmji .

\o(x>‘—?>°°+ 2”4 OC +:>C\[- S . 6




3) Opérations

8e 5

Soit: P(z)=a, + 4,2+ a,z" + ..+ a,_, 2" +a FO= D a,z" ouPeC [X] “deg(P)=n

\L \L \l k=0
et: Q(@)=b,+b;z+b,z* +...+b, ;2" +b,2%=>"b,z" 02 QeC[X]. deg(Q)=m.
k=0

v' Egalité

2 3
— X -2x
deg(P) = deg(Q)=n| 7 +bocrC =2
P@QQE(Z)—Q(? Vel < {ak=bk Vo<k<n| < &c‘;:A_
==2

C=- 0

v' Addition

(P+Q)2) =P(2) +Q(z) =a, +b, +(a, +b,).z+(a, +b,).2" +....+(a, +b)z" +.....
g P(z) - A+ 22 gz(‘ deg(f):t;
max(n.m L)
P+Q)D= > @ +b)* | Q=)= -A+3z-Z _ gR)=2

k=0

deg(P + Q) = max(deg(P),deg(Q)) (PJ,Q) (z) - S5z_2%4 32 okz gﬂu‘?} 4




v Multiplication par un scalaire @e ()

7L.P(z)=il.akz k[A- P(Z) A (o.ea—a.‘z-\- -+ o -\Z + Qn z)

k=0 ?(2): . |
deg(..P) = deg(P)_ 3,?{) Gr A0 2+ 20,2 *ld""z

-

v Multiplication par un polynéme

(PQ)2) = P2).QEz ~ ?j“\

2 - 2 =
= az+8,2" +.. 40 2" (b0 +bz+b,2" +..46_. 7" 45 _Z" D

| — = . N—" 2.2 - =
:Q‘Qbo‘\’ Oﬁkdz-‘l'@ 'Z..g..----\—O.,,\b Z-. .4-...49 ......................... 2 -z
b Mmar A zZ.2 B Z-"""'
A Aaboo 2 Qb Zok nrs e Qo Zo ot B o 2 t} =
e A
e A LZ'..-.L-.?..‘...-LQLLW.LZ' + QLLA\_‘ ‘ e, QLL Z - o D
@ :Qﬂ\bak(abl'u‘rd\bvz"' ........ .ot (a0 e 0 2
P@)= 2% A dogp-2 N (N
Lz) - =% A‘ﬂ‘?- (PQ)2) = Z(Zaibj}zk
5 3 5 k=0 Hi:t 2
P(z)Q(Z\ 2 +2 M?Q): deg(P.Q)=deg(P): deg(Q) e 2 On L)rw. Z 8




4) Exemples AQ{J L aussn idem

Chapn:
—— A AT hap/trez

vV P(z)=4.(z-1.(z+1).(z-)) Page 6

deg(P) = .. o\e%( z-1)+ 3@% (Z+ )+ A‘Z% (z 7_)) = TR

Développer P : P(z) = . A. QZ-‘l (== 3 -4 '.> ..........................................

(a _\,Sf(o.-v lo) :;LZ_ e

P(Z)=li ( ZS_\}, Z-z— 2.+ f} ) .......
P(Z) = Q%ZLL{Z -l-&i@—

1elles sont les\ racines (ou zér)os) deP? ..E.CZ.).'-'. Q.. X% 0. =02 B=0
F(ZB_—; Ll-(_Z-‘ ‘(Z'\' 4).(2-—5 (:5 24 ovC Zz-A SO 2 :;‘_S

Le polynome P est élément de quel ensemble ? ...} €.& <l PeRLX).

v P(x)=x>-3x?+4x-2
Déterminer le polynome Q tel que : P(x) = (x—1).Q(x)



v P(x)=x -3x’+4x-2
De’terminWel que : P(x) =(x-1).Q(x)
/

5= deg ()= deg(x- )+ doeQ) = dm(@) =2

A
VY

4
Cw Tode CQC‘L): :o;"a—lax+c-
(’72-43.6? (13 = (9@4) (Clx.z-\—\r;‘DC-l- Cj) — ’qua— 225 L2 —=2,

2 2
Az’ baxtircCoc —ax —ba.C= 2 -2 +0.X=2s

——

2*&3 4 (Io _.o\) x4 ( C .~ \3) < _c:/l,’xrséx.z-p— Lax—2.

© 0._—_'4 A=A
b_a=_
c_oc\lo = 2 < lo:'“’t”i “Pouc CQ@C):‘JCZ_ 2oc4+d,
—C=_19, C): WU+b = P(:;Q):_ Cx-A)_(QC.Z—ZJC-E-L)
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II. Polynomes de degré 2

1) Racines d’un polyvnéme de degré 2

v Exemple Q(x)=x"-2x+2 : Qe R[X]
Al’aide des formules apprises en terminale. déterminer les racines de Q. puis factoriser

Q:
’R_o:lar_e_g ) = axt+baxrC QC:L)-49CZ 2.5C4 9,
A=buac A= (D tA2z~k <0
JN (4+J)
A>0  xa, 2 €~ =, - —b+] _ 2425, = A
= zo z
Q)= ax-%) (- %2) e E
é_(—O 24,25 €Q\L Fo.c)"Mo..hev\ de Q :

Re)= alz-2) (z-22) Q)= (2—4-3)-(2-455)

AN X4 =2C Abu.\o&a_,- 2C A
—O QQLx) é (x)\oc.-@e. »



/H'.\ I "3
On remarque que les racines de P sont . Cnmr\ax% WAW ............ Ch

En reprenant le deuxiéme exemple du paragraphe 1.4). factoriser le polynome P dans
C puis dans R :

Quelle est la factorisation de P dans € ? P(z) =z’ —3z° +4z-2 = (z- 3( zL2zx2)

P(z) =..(z....4...Lz...4.d N(Z AR e
dxg(f)= % Produsk ae:b?ubw,w é\_a.A.Q.SS/\EL

Quelle est la factousatlon’de Pdans R ? >ai d ‘F‘E"l

P(x)=x’-3x" +4x-2= ("12122‘*31 .....

Début pour la poursuite d’études
v Que se passe-t-il si P est un polynéme a coefficients non tous réels ? Pe € [X]\ R [X]

Puve de .

Soit P(z) =a.z> +bz+c ou ab.ceC et a = 0. Factorisons P :



'P(Z) az +bz+c _abced

(Tresl (Frann k) = (4]
. zJ,z@z_J,(&) wy >
— &[ z+—\=—> 2 = Az—Bzz (A'&)(A"'B)
\ Lla a o
_ Q[(zJ, Le__L’-C_-_ﬂ On ol S, v sl o = A
)
= [l ) o (e ()]
P(Z) =a (Z-\'—a‘e;_—%_ kz-\--lg—a_-\— % T Oo0=> %Z:_—é 13



v’ Généralisation Racines d un polynome de degré 2 a coefficients complexes.

Les racines du polynome P(z) = a.z° +b.z+c ou ab.ceC et a=0 sont:

| .
f1= 2a
) ol ﬁ‘f =b* -4.a.c
, -b-56 A
% 2a

La factorisation de P dans € est alors: P(z)=a.(z-z,)(z-1z,)

2) Exemples

v’ Déterminer les racines de P. puis factorisez-le :
P(z)=4z" +4z+1-2j :PeC[X\R[X]
O \O ——

<

A: \oq_—uo.c =. A6 =k.L (A—t\j) = )“’—AQ(A‘Q{Q = 2’2.\.
14



2) Exemples

Chapitf'e b
v' Déterminer les racines de P. puis factorisez-le : e 8
P(z)=4z" +4z+1-2j :PeC [X]\R [X]
A.—: 32‘)’ I /‘j
| (A . . d2 AN >,
Con Azoonk 32324 )=
2 3% 2
S=32.2 A =3
e \1& 1/2.
S:i"(%Z.e ,) x5 .73
5.z.+ N3z v A G Tt
- x - & = ) )&n,.._q_
nlz

=
\.b}/a&ﬂ:é,\a de fP M: Z. __:—\p-rg _ —y+0Vz € =—)\+\I—L(\‘—3¢J-@_

2o B 2
RuerZe ne fek” pak Ca—»‘swh.‘-b- 2e2.= -32_2 _=A—(a+d) - —Z;A :
: 2
PE) = 4 (2-%e) (za av 1 s) s




v' Déterminer les racines de P, puis factorisez-le :
P(z)=2z"+z+1+3j :PeC [X]\R [X]

Fin pour la poursuite d’études



3) Résultats a connaitre

Résultat 1 Relation entre les coefficients et les racines d’un polynoéme de degré 2 :

Cha Jol itf'e 2

Soit P(z) = z® — s.z+p €€ [X]. Soit c.et les racines de P.
Alors: s=o0+p et p=a.p

v' Démonstration

\%\:o =Y ()= (z@ﬁ) - Zf_f_:z_.gézJﬂxfb
Ap-o PE)= 2t (s )2 +f
F(z) -zt Mz P

%& : (; (%)= % — %:: ¥ 6‘_\ (a:- &).(z—%)

2+
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) , o+ —5

v Exercice Résoudre le systéme suivant : { 5 b= s \—,7
Ol =
Ay

o(e/\'r> 2o \o. Joomd de ’x,_,boc,-\ff

ConAdeon o 54 5.2.0
A - 25-20=5

Y 545 _

%Ou— -:‘G = f;

o

2.

\l@»% . o(—\-r7 _Ztég -5\‘['; —3x5 _ L"
o_.,
K. ‘, - —-‘m—\@ 9 @@(‘ _\\_s) = =5

2
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Exercice 1 Factoriser dans € puis dans R les polynomes suivants :
PX)=x*—-9:PX)=x*4+9:Px)=4x*—-25:P(x) =9x* —6x+1:
P(x) =(x+1)*—16:P(x) =3(x—2)*+5 Chapis

P(x) =x*-5x*+4 rezpagegl

19



