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Partie I : Calcul matriciel

I. Définition - Opérations

1) Introduction
On peut faire appel au calcul matriciel pour résoudre un systéeme de n équations a n

inconnues.
Exemple : On souhaite résoudre le systeme de 3 équations a 3 inconnues X1, X2, X 3 suivant :

3X, +X, —X; =2
(S) 15x, —x, +4x; =-1

2X,+X, =X, =3

Pour cela, on note A, le tableau des coefficients de x1, X2, X3

A est appelée matrice a 3 lignes et 3 colonnes, ou matrice carrée d’ordre 3. A est un élément
de I’ensemble des matrices carrées d’ordre 3, on note :

On note V le vecteur constitué par les 3 inconnues, et B le vecteur, second membre du
systeme :

V= B-

On peut alors écrire le systeme (S) de la fagon suivante :
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On cherche le vecteur V, tel que A xV = B. Si la matrice A est inversible, on note A™!, sa
matrice inverse et on obtient alors : V=A" xB

TP : A I'aide du logiciel Maxima, déterminer A™! et le vecteur V solution de I'équation :

2) Définitions K=R ou K=C

On appelle matrice carrée d’ordre n, tout tableau de valeurs a n lignes et n colonnes.
a,, a, . a

In
a a a
21 22 2
A = n = (al)
) /1<i,j<n
a, a, ... a,

On note M(n, K), I’ensemble des matrices carrées d’ordre n.
On a alors : Ae M(n, K)

remarque importante : Dans I’écriture ajj , i indique la ligne et j la colonne.

3) Opérations

v’ Egalité

Soit A =(a;), <, €t B=(b;), i, deux matrices carrées d’ordre n.

A=Bsi et seulementsi V 1<i,j<n a;=Db;.

v' Addition

Soit A =(a;), <, €t B=(b;), i, deux matrices carrées d’ordre n.
A+B= (aij + bij)lsi,an
Ae M(n, K) et Be M(n, K) donc A+B € M(n, K)

5 0 01 2 0 0 6

Exemple : A = 3L b3 et B= b3 alors A+B =
2 0 1 2 0 3 4 1
1 2 1 0 0 -1 1 3

TP : Vérifier ce résultat a 'aide du logiciel Maxima.
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Remarques : - On ne peut additionner que des matrices de mémes dimensions (méme
nombre de lignes et méme nombre de colonnes.)

- Soient A, B, C trois matrices de mémes dimensions. A+B=B+A et
(A+B)+C=A+(B+C). Si on note O la matrice ne contenant que des zéros de mémes

dimensions que A, on a : A+O=A. Si on note — A =(-a;),4,, on a : A+(-A)=0.
1<j<p

v' Multiplication d’une matrice par un scalaire

Soit A =(a;),.; i, une matrice carrée d’ordre n, et A un scalaire réel ou complexe (un

nombre réel ou complexe)
AA = (?».aij)ISi’an

Ae M(n,K) et A € Kdonc A .Ae M(n, K)

511 -1
Exemple: A=| j 2 3 |etA=j alors LA=
0 j O

TP : Vérifier ce résultat a 1'aide du logiciel Maxima.

Remarques - L’écriture AA n’existe pas.
- Si A et p sont deux scalaires de K, A et B deux matrices de mémes dimensions

a coefficients dans K, alors :
MA+B)=AA+AB, (A +p)A =AA +pA, M(nA) =AuA, 0A=0.

v" Multiplication d’une matrice et d’un vecteur

oA . T _ X
Soit A =(a;), <, Une matrice carrée d’ordre n, et V =(x;),, un vecteur a n

composantes réelles ou complexes.
a, a, .. a X, a, x, +a,x,+..+a,x

1n In“"n
A, A, . A, X, a,.X,; +2122X2 +...+32an 0
AV = 17 = =|>a,x,
eoe eoe eoe eoe eoe eoe j=1 I<i<n
a, a, .. a, X, a,,x, + a,Xx, + e+ a X,

A.V est un vecteur a n composantes.

3 0 -1 1
Exemple A=|{2 1 3 |et V=|0]| alors AV=
1 0 O 2

TP : Vérifier ce résultat a I'aide du logiciel Maxima.
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Remarques - On ne peut faire le produit d’une matrice et d’un vecteur que si le nombre de
composantes du vecteur est égal a ’ordre de la matrice.
- V.A est impossible.

N
1

X g
Application Soit V = ( J, un vecteur du plan muni d’un repére orthonormé (O, i, j ). Soit
y

1

'

X :
o un angle. Cherchons ( J , les coordonnée du vecteur W, obtenu en effectuant la rotation

y
d’angle o du vecteur V.
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v" Produit de deux matrices

Soit A =(a;),., et B=(b;),., deux matrices carrées d’ordre n.
1<j<n 1<j<n

Le produit A x B est une matrice carrée d’ordre n définie par :

n
AXB=(¢;)e, OUC; =D a,b, V1<i,j<n
k=1

1<j<n

En pratique On dispose la matrice A sous la matrice B, de la fagon suivante :

AxB=
-1 0 5 3
Exemple A=[2 0 I1|etB=|1 2
3 1 1 2 -1 1
AxB=
BxA =

TP : Vérifier ces résutats a I'aide du logiciel Maxima.

Page 7|36



TD/TP Outils Logiciels : Calcul matriciel, Diagonalisation d’une matrice

Remarques En général A xB # Bx A

1 1 1 0 1 -2
Exercice Soit A={3 -2 OletB=[0 1 -3|oux ety sontdeux réels. Pour quelles
I -1 0 I x vy

valeurs de x et y a-t-on A x B =Bx A ? Donner alors la matrice AxB.

Cas particulier

On appelle matrice Identité d’ordre n, la matrice In définie par :

[ R
S = O
el

el

[~ T R ]

Onnote: I =

Ine M(n, K)
Si A est une matrice carrée d’ordre n, alors AxI_ =1 xA=A
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1 1 1
Exemple Soit A=|3 -2 0], calculer:
1 -1 0

4) Matrice carrée inversible

Une matrice carrée d’ordre n, a coefficients dans K est dite inversible (ou réguliere)

lorsqu’il existe une matrice B carrée d’ordre n, a coefficients dans K telle que :
AxB=BxA=1,

La matrice B est alors unique, elle est appelée matrice inverse de A et est notée A,

1
Exemple Soit A = ( 1] , calculer, si c’est possible Al

TP : Vérifier ce résultat a I'aide du logiciel Maxima.

1 1
Exercice suite de I’exemple précédent. Soit B = % 23 . Calculer B*+B et en déduire que
2

2
B est inversible ainsi que la matrice B™!. Calculer A.B, (A.B)!, B'.A"l . Comparer les deux
derniers résultats obtenus.
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TP : Vérifier ces résultats a I'aide du logiciel Maxima.
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II. Déterminant d’une matrice carrée

1) Matrice carrée d’ordre 2

a ¢
Soit A = [b d] € M, (K). On appelle déterminant de la matrice A et on note det(A) ou

|A| le scalaire défini par : det(A)= |A| =ad-bc.

2) Matrice carrée d’ordre n>2

On appelle mineur d’indice (i,j) d’une matrice Ae M (K) et on note A, le déterminant

de la matrice d’ordre n-1 obtenue en barrant la i®™ ligne et la j*™ colonne de A.
On appelle cofacteur d’indice (i.j) le scalaire (1) A,

Soit A =(a;),.., une matrice carrée d’ordre n, on calcule le déterminant de A de
1<j<n

plusieurs facons différentes :

- En développant par rapport a la i™ ligne : detA =|A|= ) (-1)"1Aa,

=1

- En développant par rapport a la j*™ colonne : det A = |A|=) (-1)""'A,a,

i=1

Exemples
a b ¢

v' Calculer le déterminant de la matrice A=|{d e f| précédemment citée, en
g h k
développant par rapport a la 1 ligne, puis par rapport a la 2°™ colonne.
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1 -1 3
v' Calculer le déterminant de la matriceB=|2 1 1 | précédemment citée, en
I 2 -1

développant par rapport a la 3°™ ligne :
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110 2 15 8

v Soit D 0 12 20 7 leuler D
oit D = 0 0 30 56 | caleuler Dl

0 0 0 200

TP : Vérifier ces résultats a I'aide du logiciel Maxima.

Remarques
v" En pratique, on choisira de développer le déterminant d’une matrice par rapport a la

ligne ou la colonne comportant le plus de zéros.
v' Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des coefficients de sa
diagonale.

3) Propriétés

Soit A, B deux matrices carrées de méme ordre.
det(AB)=detA.detB ; det (‘A)=detA.

II1. Calcul de P’inverse d’une matrice carrée inversible

1) Définitions - théoréme

- On appelle matrice transposée d’une matrice carrée d’ordren A=(a;), .., la

. r ) rot - . .t _
matrice carrée d’ordre n notée ‘A définie par : "A =(a;) -

- On appelle mineur d’indice (i.j) d’une matrice Ae M, (K) et on note A, le

déterminant de la matrice d’ordre n-1 obtenue en barrant la i™ ligne et la j*™e
colonne de A.

- On appelle cofacteur d’indice (i.j) le scalaire (-1)™ A,

- On appelle comatrice d’une matrice A€ M (K) et on note CoA, la matrice
transposée de la matrice des cofacteurs : CoA = ((—l)i”Aij)

1<i,j<n

Définition Soit A une matrice carrée d’ordre n. A est dite inversible (ou réguliére)
lorsqu’il existe une matrice B carrée d’ordre n, a coefficients dans K telle que :
A.B=B.A=In
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La matrice B est alors unique, elle est appelée matrice inverse de A et est notée A-l.
t
CoA

Théoréme A est inversible si et seulement si detA =0, on a alors: A~ = det A
e

Exemples

a ¢
- Soit A = (b dj tel que ad-bc# 0. Calculer, si ¢’est possible Al

TP : Vérifier le résultat avec le logiciel Maxima en affichant AX A™1 et A1 X A

0 1 2
- Soit C=[4 3 0].Calculer, si c’est possible C! , et vérifier le résultat.
350
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TP : Vérifier le résultat avec le logiciel Maxima en affichant C X C™tet C™1 X C.

2) Propriété

‘ Soit A, B deux matrices carrées de méme ordre. (A.B)'=B-1.A"!

3) Application

Svysteme d’équations linéaires et calcul matriciel
a,x, +a,x, +..+a,x, =b,

In"n

a, X, +a,x,+..+a, x, =b,

2n“"n

Soit le systéme S, .

eoe

a x,+a,x,+..+a, x =b

nl™1 n2*2 n
a;,;, a, a, Xy b,
Ay Ay a, X, b,

Soit les matrices ; A =

a a, .. a X b
On peut écrire : B=AX, et X=A"'B.
On résoudra donc le systéme en écrivant sa matrice A, en déterminant ’inverse A™!,
puis en effectuant le produit A-'B. Ceci suppose que A est inversible, ¢’est a dire que
detA = 0.
Le systéme Sn possede donc une unique solution si et seulement si detA = 0.

Remarque Cette méthode n’a évidemment aucun intérét pour résoudre des systémes
numériques simples.
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2x+y-z=4

Exemple Soit le systéme : Syx—2y+z=-1 . Résoudre S. (On vérifiera les calculs
- X+2y+2z=-5

intermédiaires a I’aide du logiciel Maxima)

Page 19|36



TD/TP Outils Logiciels : Calcul matriciel, Diagonalisation d’une matrice

Page 20|36



TD/TP Outils Logiciels : Calcul matriciel, Diagonalisation d’une matrice

TP : A ’aide du logiciel Maxima, résoudre le systéme (S) suivant :

X+2Y+3Z-T+V=1
X+2Y+Z—-U+V=0
Y+Z+2T—20=1
Y+3Z42T+U+V=—1
{2X—3Y+Z+2T+4U+2V=O
X+2Y+2Z-U+V=1

(S)
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Partie II : Diagonalisation d’une matrice

I. Définitions

1) Valeurs propres d’une matrice carrée

Soit A, une matrice carrée d’ordre n. On appelle valeurs propres de A, les solutions A
de I’équation dite caractéristique suivante : det(A-A 1d)=0.

Cette équation, étant un polynome de degré n, posséde n solutions complexes.

Une matrice carrée d’ordre n, posséde donc n valeurs propres complexes.

2) Vecteurs propres d’une matrice carrée

Soit A, une matrice carrée d’ordre n. Soit A , une valeur propre simple de A. On appelle
vecteur propre associé a la valeur propre A, un vecteur V, solution de I’équation :
(A-A In )(V)=0.

3) Matrice de diagonalisation

Soit A, une matrice carrée d’ordre n, possédant n valeurs propres simples. On appelle
matrice de diagonalisation, la matrice P, dont les colonnes sont les n vecteurs propres de
la matrice A.

La matrice A est alors dite diagonalisable et on obtient alors I’égalité suivante :

D = P-'AP ou D est la matrice diagonale, dont la diagonale contient les n valeurs propres
de A.

I1. Exemples

1) SoitA = (; i) Rechercher les valeurs propres de la matrice A ainsi que ses

vecteurs propres associés. Déterminer P, la matrice de diagonalisation de A. Calculer
P!, puis P'AP.
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-1 4 2
2) Soit la matrice B = < 0 3 1) . Méme questions que précédemment.
0 4 3
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1 0 1
Soit lamatrice C=|0 1 1| .Méme questions que précédemment.
0 0 2
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O = =
N = =

II1. Application a la résolution de systéme d’équations différentielles linéaires a
coefficients constants

1) Méthode

Soit un systéme différentiel linéaire de la forme :

dx,
— =a, X, +a,X, +..+a, X,

dt

dx,
s Vg =% tanX, ttayX,
n t

dx

n

dt

=a X, ta X, +..+a X,

dans lequel x1, x2,...,Xa sont des fonctions de la variable t. On peut résoudre un tel systeme
par le calcul matriciel.

1
X X
Soit : V X, t W X'z t ' Xm , dX2 , an
oit : = e = en posant X' =——, X', = L X =
¢ ¢ Poodte? T2 At T T dt
1
Xl’l Xl’l
a;; ap a,
a a a
. . 21 22 2n
Soit la matrice : A =
anl anZ ann
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On travaille pour cela dans la base canonique de R ".
On peut écrire alors : We=A.Vc .(1).
Si A est diagonalisable sur R , il existe alors P, une matrice de diagonalisation telle que :

L0 0

0 A, 0. 0
P'AP =D = matf =

0 0 A

On travaille maintenant dans la base B’, constituée par les vecteurs propres de A.
(1) s’écrit alors dans la base B’ : Wg:=D.Vp: .

Yi Y
Ya Yol o dy, | dy . _dy,
Ennotant : V;, = et Wy, = , ou y1=d—t1, y2=d—t2, s y“:T
Ya Y
dy, _
dt 1Y1
& _,
(1) équivaut alors au systéme différentiel a variables séparables suivant : S_§ dt 2Y2
dy
oy
dt 2Yn

Apres ’avoir résolu, on obtient donc Vp:, puis V¢ par changement de base : Vc=P. Vg, ou
P, la matrice de diagonalisation de A est aussi appelée matrice de passage de B’ vers C.

1) Exemple Résoudre les systémes suivants :

03 =3x + 6y
v lat avec x(0)=1 et y(0)=0.

dy
— =8x+5
dt Y
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dx

— =x(t) - y(t) +3z(t

T = X(0 = y(0) +32(0)

% =-2x(t) + 2y(t) + 3z(t) vérifiant les conditions (initiales) : x(0)=y(0)=0 et %(0) - 7.
% = —4x(t) = 2y(t) + 9z(t)
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Exercices sur le calcul matriciel

2 0
Exercice 1: Soit A la matrice définie par A=|—-1 2 0 | et V le vecteur défini par :
0 1 -2
3
V =|-2]. Calculer A.V.
1
110 1 -1 1
Exercice 2 : Soit les matrices: A=|{0 1 1 et B={—-1 1 —1/; calculer les produits
1 0 -1 1 -1 1

ABetBA.?

1
Exercice 3 : Soit A = (

j , calculer, si c’est possible A™! .

0 1 -1
Exercice4 Soit M=|{-3 4 -3
-1 1 0

1) Déterminer la matrice M?

2) Vérifier que M*=3M-21

3) En déduire que M est inversible et déterminer M™!
y—z=6

4) Résoudre le systéme : 1 —3x +4y—-3z=38
-x+y=0

Exercice 5

Calculer le déterminant des matrices suivantes :

1 2 3 31 2
2 =2
A= ; B={ 1 1 -=2|;C=[2 0 1
5 3
-3 -1 -4 1 0 -1
1 3 -12
Exercice 6 : Soit lamatrice: M =2 0 -8 |. Vérifier qu’elle est inversible et
1 -1 =2

déterminer sa matrice inverse.
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x+3y—-12z=2
1) Résoudre alors le systéme suivant : {2x —8z = —4
X-y—2z=6

2x+y—-z=4
2) Faire de méme pour résoudre : le systeme Syx —2y+z= -1

—-X+2y+2z=-5

Exercice 7

a 1| a
1) Soit la matricecarrée : A=|—a 0 a | ou aestréel. Pour quelles valeurs de a
a a |1

cette matrice est-elle inversible ? Trouver A™! dans le cas ou a=2.
2x+y+2z=1
2) Résoudre par inversion de la matrice le systéme : (S) <—2x+2z=0

2X+2y+z=2

Exercice 8 : On donne un réel a et I’endomorphisme u, de End(R *) dont la matrice, dans la
1 1 1

base canonique de R %, est: A,=| 0 2 0.
a 0 a

1) Calculer les valeurs propres de Aa (ou de ua).

2) Etudier suivant le réel a, si la diagonalisation de A, est possible, en précisant clairement les
différents cas.

3) Sia=0 Calculer A" ou n est un entier naturel. (On cherchera d’abord les vecteurs propres
de A, puis la matrice de passage. On calculera alors D", ou D est la matrice diagonale
associée a A.)

Exercice 9 : SoitY = (a

0 lc))' une matrice réelle. Résoudre 1’équation Y2 = I,
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