Poursuites d’études 8 : Les développements limités — Partie 2/4

e Consignes a suivre pour les TD a distance :
iutes] i

- Prenez des notes, cherchez les exercices, soyez actif devant vos écrans !

- Travaillez a votre rythme | N’hésitez pas a mettre sur pause la vidéo,
revenir en arriere...

- Si vous avez des questions, contactez-moi par mail ou tchatt moodle ou
discord, je vous repondrai en dehors de mes créneaux de cours.

- Si vous trouvez des erreurs, ou si vous avez des opportunités
UNIVERSITE d’amélioration, n’hésitez pas a me contacter !

DE TOULON

* Programme de la séance : Méthodes de calcul des DL
- Par les opérations (+ x /)

- Par dérivation et intégration,

- Par composition
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2) Méthode de calcul 2 : Somme, Produit et Quotient de deux développements limités

a) Somme : Soit f et g deux fonctions développables a I’ordre n en 0, telles que :

f(x) = P(x)+ 0,(x") aveclim 1(: l 0
3 T Ox ] , alors la fonction f+g est développable a
g(x) Q(x)+ 0, (x") aveclim 2 (X7) _ 0 o
~_ __~ x—0 Xn

Podrenen0Oet: (f +g)(x)=P(x)+Q(x)+ O(x ) avec lim L b
N—Nm

x—0 X




Exemple Déterminer le développement limité a I’ordre 4 en 0 de :

(1+x) &(,(4.%) va\(/( -:g,) ................................................................
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Vocabulaire Soit P, un polynome de degré n. Soit m un entier tel que m <n. La
troncature de P a ’ordre m est le polynome obtenu en enlevant tous les monomes de P
de degré strictement supérieur a m.

Par exemple : P(x)=x’ —4x’ +2x* —x +1. La troncature de P a ’ordre 2 est le

polynéme suivant : H(x) =2x° —x +1.
On dit aussi que H est le polvnome P, tronqué a ’ordre 2.

b) Produit : Soit f et g deux fonctions développables a I’ordre n en 0, telles que :

O
f(x)=P(x)+O,(x") avec lmg () =0
3 0‘ ) , alors la fonction f.g est développable a
g(\) Q(x)+ 0O, (x") aveclim L, =0
x—0 Xn

Pordrenen0et: (f.g)(x)= H(x)+ O(x") aveclim L =0 et ou H est le polynome

x—0 X
P.Q, tronqué a ’ordre n.
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Exemple Deéterminer le develop ement limité a 1’ ordre 3en0 de :
3 a N, e,

e*.sinx = (Jl..,.?.c......_z.. X €, ) x. | 26 2% . x- €GN .09 ;:jo
........................................................................................................... G,(.&K,‘h&o.
..................... = x_%ox T Z).e (). = 2
6 2 20
% . 3 3
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c) Quotient : Soit f et g deux fonctions développables a I’ordre n en 0, telles que :

f(x)= P(x)+0 (x*) avec lm(} D:0) =0 ;
3 ) OX ) , alors la fonction — est développable a
g(x) Q(x)+ O, (x") avec lm‘} (f ) =0 .
— X

Pordrenen 0 et : (—J(x) H(x) + O(x") aveclim x ) =0 et ou H est le polynome
g

x—0 X

obtenu en effectuant la division suivant les puissances croissantes a l’ordre@ie P par Q.
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Exemple Déterminer le développement limité a l’ordr@n 0 de:

i SV,
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3) Méthode de calcul 3 : Dérivation et intégration d’un développement limité.

a) Dérivation : Soit f une fonction développable a I’ordre n en 0, telle que :
0,(x")

f(x)=P(x)+O,(x") aveclim

: =0 , alors la dérivée de f est développable a
X— X

ox"")

n-1

=0

l’ordr@en Oet: '(x)=P"(x) O(x“‘l)\avec lim

x—0 X
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Exemple En dérivant le développement limité de In(1+x) a ’ordre n+1 en 0. retrouver le

développement limité de al’ordren .
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b) Primitive : Soit f une fonction développable a I’ordre n en 0, telle que :

O ‘,n
f(x)=P(x)+0O,(x") aveclim 1 (X7) = 0 alors toute primitive F de f est développable a
NV~ x—0 xn =
b n+1 . O(Xn+1) \
Pordre n+l en 0 et: F(x)=Q(x)+O(x"") aveclim — =0 etou Q est une
- N x—0 Xn+

primitive du polynome P.
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Exemple On rappelle que (Arctanx)’= 1+1x2

"ordre 2nen 0 de 1 l — . déterminer le développement limité a I’ordre 2n+1 en 0 de Arctanx.
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4) Méthode de calcul 4 : Développement d’une fonction composée.

Soit f et g deux fonctions développables a I’ordre n en 0, telles que :

0 n
f(x)=P(x)+0O,(x") avec ling 1(:{ ) =4
3 ) OX ) , et g(0)=0. Alors la fonction f o g est
8(x) = Q(x) + 0, (x*) aveclim 2(3]( ) 0
L x—> X

O(x")

développable a I’ordre n en 0 et : (f 0 g)(x) = H(x)+ O(x") aveclim

x—0

=0 etou H

est le polynome P - Q tronqué a I’ordre n.

(3o9)) = $(at)=

N

S TFPDLen0 de g(1) = @G -
DL‘%O Aﬂﬂ(\-’«)
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Exemple | Détermner le développement limite a I"ordre 3 en 0 de e

//,57,‘4
DL%O:e /{+U+_l'£_..-_——+ &, (u) S (w) ——> o
3 = — 2- u- 0
Cuwvw-{,)\.mo-_'o, LM Um _DL 9 O .
3
= e .. % . . € () €:(x) —o0.
6 - p XY
\_/
€ B A.=A
%
4.4 A= 2‘-’—_‘_-
6
LS u
A = %"—- .ALL:_-. ’)(:L__z'_..k—_-
[ . z b3 3
M=Ky e T I, NP S
N— 3 3 “w w _f‘_*-"—
Ah = N A 2 AL =R - 6 2\
AR . A a " “
DL, 2n0 de & 4_1-1:.-\-2;. e 02— e(x) %’Dl;enodae =4+9c.*_1_!-£_ % ...
%Cx\——‘c’

= L 24



Exemple 2 Déterminer le développement limité a I’ordre 3 en 2 de In(1+x) :
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Exercices

93%312 Exercice 1 : Rechercher le développement limité au voisinage de 0 des fonctions suivantes a
’ordre n indiqué :
a) In(l+x)+shx :avecn=>5 b) ln(l -xz) .avecn =26 ¢) ln(\/l-xl):avecn:6
SINX

d)sinx.In(1+x):avecn=4  e)cos(x).sin(2x) : avecn=4 f)—— : avecn=26
X

Exercice 2 :

Rechercher le développement limité a 1’ordre 3 au voisinage de 0 des fonctions
suivantes :

a) ln(sii“ ) b) Arctan(sinx) c)e™™ d)(1+x )% e) tanx

&

Exercice 3 : Application au calcul de limites

Calculer les limites suivantes :

x’ sin x - Arctanx — x . In(cos(ax))
) }‘1_1,10 X —sIn X b) }(1_13 tan X — Arcsin x ) }}_,0 In(cos(bx))
. xInx In(tan x) :
d)limatia e) lim f) lim \/(x +a)(x+b)—x

o1 X —1 XX SINX —COSX X4l



