Poursuites d’études 9 : Les espaces vectoriels sur I'ensemble des réels (ou
des complexes) — Partie 1/3

* Consignes a suivre pour les TD a distance :

— - Prenez des notes, cherchez les exercices, soyez actif devant vos écrans |
- Travaillez a votre rythme | N’hésitez pas a mettre sur pause la vidéo,
- revenir en arriere...
ol s o o el - Si d ' -Moi il h dl
e B 5 o i vous avez des questions, contactez-moi par mail ou tchatt moodle ou

e e discord, je vous repondrai en dehors de mes créneaux de cours.

sz G yous trouvez des erreurs, ou si vous avez des opportunités
d’amélioration, n"hésitez pas a me contacter !

* Programme de la séance :

- Exemples concrets : I'ensemble des vecteurs du plan et de I'espace.
- Définitions — Exemples - Sous-espace vectoriel
- Famille de vecteurs libre — Exemples et exercices.



On appelle espace vectoriel sur 'ensemble des reels un ensemble de vecteurs E, muni de
deux opérations :
La somme de vecteurs: VV.WeE V+WEeE j

a multiplication d’un vecteur parun réel: vieR, Vv VEE AMVEE

Espace vectoriel de dimension 1 Espace vectoriel de dimension 2

D={7=210/1eR} = Veck ().

est appelée droite vectorielle = est appelé plan vectoriel”
- -2 - - -
-2V ¢ ® % \; e D st appelé base de P si et seulement si

les 2 vecteurs sont linéairement indépendants y)

= {I_i = /’11.@4‘/12-(\]—;) ; M,y € R}




On appelle espace vectoriel sur 'ensemble des réels, un ensemble de vecteurs E, muni de
deux opérations :

La somme de vecteurs: VV,WeE V+WEE

La multiplication d’'un vecteur parunréel: vAeR,vVVEE AVEE

Espace vectoriel de dimension3 e

>
’-------------------

—
Uy
E={V=2.U0{+2.U; + A3.Us; 44,25,25 € R}
est appelé espace vectoriel de dimension 3. _
(71), 72), 73)) est appelé base de E si et seulement si les 3 vecteurs sont linéairement indépendants



Base canonique d’un espace vectoriel

Espace vectoriel de dimension 2

On appelle base canonique de R? le systeme de
vecteurs (€1, €2) ou e1(1,0) et e;(0,1)

[_/)=/11€_1>+/12€_2> ;/11,/126]1%

Espace vectoriel de dimension 3

On appelle base canonique de R3 le systéme de vecteurs
(1, €2,€3) oue;(1,0,0); e;(0,1,0) et e3(0,0,1)

V=Moo +A.e,+ .85 ; A, 15,23 ER

\ = (;
a3



[. Espace vectoriel sur K ou K=@ ou R

page 13 d,
’ ., a u ponCO .,
1) Définition Pig

On appelle espace vectoriel sur K (ou un K-espace vectoriel), tout ensemble E

d’éléments nommeés vecteurs, muni de deux opérations :

. e - . 0 - E X E % E r . r r
L.’addition, loi de composition interne : . _ possédant les propriéteés
(VW) V+W
suivantes :  pour tout U,V, W vecteurs de E :

a) Commutativité : U+ V=V +U

b) Associativité : (U+V)+ W=U+(V+ W)

c) 0 est I’élement neutre: V+0=0+V =V

d) Opposé : chaque vecteur V a un opposé noteé (-V) tel que : V+(-V)=0.

ExK—>E

La multiplication par un scalaire, loi de composition externe : . possédant
(V,a) — a.V

les propriétés suivantes : pour tout V,W vecteurs de E et 0,3 scalaires de K :
a) o (V+W)=a.V+a.W

b) (a+B).V=0a.V+B.V

¢) a.(B.V) = (a..p).V

d)LV=V 5




Exemples

v' E = {0}est le plus petit des espaces vectoriels.

v" n est un entier naturel non nul. E=R* estun R —espace vectoriel

v E=R "™ muni des deux lois précédentes ne peut étre un € — espace vectoriel.

v E=C " est un R —espace vectoriel et aussi un € —espace vectoriel.
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v' E.’ensemble des fonctions définies de R dans R est un R — espace vectoriel.

v' E=C [X], 'ensemble des polynomes a coefficients complexe est un € —espace
vectoriel.

v E=R ,[X]. 'ensemble des polyndmes a coefficients réels et de degré inférieur ou égal
an est un R —espace vectoriel.

ye:. 5 'g R — R el Ren.
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2) Sous espaces vectoriels Page 4
4aqy
Poj

Définition : Soit E, un K-espace vectoriel. On dit que F est un sous espace vectoriel de L}:cop"é
si et seulement si :

a) FCE

b) F20

¢) F est stable pour I’addition dans E : ¥V VWeF, V+WeF

d) F est stable pour le produit par un scalairede K: V €K, VY VeF, a.V €F.

Deéfinition condensée : Soit E, un K-espace vectoriel. On dit que F est un sous espace
vectoriel de E, si et seulement
a) FCE
b) Fx0
¢) F est stable par combinaison linéaire a coefficients dans K :
vV VWeF,V aeK, V+aWEF.

& B.
Y ——— —
Remarque : S1F est un sous espace vectoriel de E. alors le vecteur nul appartient aF
Ta contraposee est inieressante). A =B
o~ B = non A 04 F = Fn'e.frpaoum,},wo\,f_
EAerde €, ados. 4 NeF i NaxN.€ F w. NoV=0 € F -

o€ Ik -4 — ¢



Exfe: Clx) e €2,
€ Lx3 =) peeldadmpenly ok um tus e €0
C.lxlc aclxd.
(E"‘Dq o <= M Lo\ Pe € Cmlx]. 5=) ProaxPa € QM[x].

um € -9 . X €
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Exemples

) Po
v SoitE=R?*; R-ews. ly Copjg
r 3

Xy | X,) [x,=2t-1
F=sV=|%, /X,+3X%,—X; =0} , F={¥V=| %, |/|%; =3+1 oltesticel.

s
S 3

“

Quels sont les sous espaces vectoriels de E ?

. F: (8)9?&» e+.%20_0=0. " F): @
‘Ros 2\.——4:0 OQF
a.) F.e . 3'E+/l =0
L) F:':¢ OGF b—\:& =.Q..=) e:—'l-(-({%
T/ natr A o IR
wWekbF Yot W= Ka w0 a Rax0lYa+ s(;z-\-ofe:_‘)w:(x-;+u 1.)
c/ « € IR WLz +of Yo J \j
(31> Xy o ‘j} (’X.«-l- 3"!‘1." 9(3) +o((\34-\-?>‘aq_—'\ég)
Ys o + &. O. =0

3
NDowe. WrxW e F . X £ e rer e IR -
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Quels sont les sous espaces vectoriels de E ?
n " R
oqg F o& F n'bA’\cuwhm}o\;\R-
m Vi
c€f D .Y+
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X; +3X, =X, =0

2x, +3x, =10
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v SoitE=R", R-ee.
F={V/x, +X, +X, +..+X_=0/ estun sous espace vectoriel de E. ow
0tF i ¥ viwer ek owrelR  VixwW eF.
v Soi@le R — espace vectoriel des fonctions. Parmi les sous ensembles de E suivants,
lesquels sont des sous espaces vectoriels de E ?.
F=C°(R) (ensemble des fonctions continuessurR) ... 0e¥........ F.C.E.........
3.9 eC(R) «els g € (R
F = C'(R) (ensemble des fonctions continument dérivables sur R ) .....e4v. um _Sr de E .

Qui

—{feE/fQ1)=0} ....... dum Sear de E.
\ 10
E:{feE/Jf(x)dx:O} ede e SN
8

v E est un K-espace vectoriel et F = {0}. F est un sous espace vectoriel de E.
v E est un K-espace vectoriel. si F et F* sont des sous espaces vectoriels de E. alors

F mF' est aussi un sous espace vectoriel de E.
v E estun K-espace vectoriel, s1 F et F* sont des sous espaces vectoriels de E. alors

F+F={V+V'. avecV e Fet V'e F} est aussi un sous espace vectoriel de E. 13



. H:% (=14 G\R’-', wg‘-'O} oW um s de R 7 Nowo
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On appelle espace vectoriel sur 'ensemble des réels, un ensemble de vecteurs E, muni de
deux opérations :

La somme de vecteurs: VV,WeE V+WEE

La multiplication d’'un vecteur parunréel: vAieR,vVEE AVEE

Espace vectoriel de dimension3 e

P ——— e

U
E = @: Al' (.{1 + Az. Uz + 13. U3, /11,12,).3 € [R}
est appelé espace vectoriel de dimension 3.
(F{, 72), 73)) est appelé base de E si et seulement si les 3 vecteurs sont linéairement indépendants
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3) Base et dimension d’un espace vectoriel

Définitions : Soit E, un K-espace vectoriel. Soit V1,V2,...,Vp p vecteurs de E et
Oy Oy yeesy O, P scalaires de K.

a) Tout vecteur de la forme V =a,V, +a,V, +...+a,V, , est appelé combinaison

linéaire de V1,V3,...,Vy.

b) On appelle systéeme de vecteurs, ou famille de vecteurs de E , tout p-uplet de vecteurs
de E. On pourra noter Sp=( V1,V2,...,Vp) un tel systeme.

¢) Un systeme de vecteurs de E : Sp=( V1,V2,...,V)) est dit lié ou linéairement dépendant
si et seulement si il existe p scalaires Olyy Oy geney O, de K non tous nuls tels que :

oV, +a,V, +..+ 0,V =0.
d) Un systéme de vecteurs de E : Sp=( V1,V2,...,Vp) est dit libre ou linéairement
indépendant lorsque : o,V,+o,V, +..+a,V, =050, =0, =..=a, =0.

\Ig: 1 A
Remarque \,L((;)) Vs - ( 4) = —-A.NVa+A. Vo,



Exemples

9ge 1
7 dy ponCOp' i
v Soit E=R° . Vi=(4 .1 .-8): V2=(2 -1.4) et V5=(3 .0 .-2). Montrer que le systéme 9
S3=(V1,V2,V3) est i€ . — —
o
)
\[A Vt ............................................... E ‘O
d L g @) kKar 2k Bz 0 | G Xax 26320 . K=V,
y 2 o 4 ==2)
A _ A - e s M st SR ST e O ST O R, S UL B et Y A K A O I S W

..?.a;.it..o(z.;.d....; ....... V4.4..\f.g_.....2..\[.3..=.Q ...................................



2 . r 8 ’ . \ . Pa
Rgppel Un systéeme linéaire de n équations a n inconnues x1, X2, ... , Xn §e 2o d"po[
8% YK, Funt 8, X =, Yeopjg

In“"n

a,x, +a,x,+..+a, X =b,

2 ~ . . .
S< v possede une unique solution (x1, x2, ... , Xn) si et

a,x, +a X, +..+a, x =b

nn n n

seulement si le déterminant de sa matrice associée est non nul :

/au i e alp\ <. x 2,-,;.3.\3 = -1 Ak A = O.
B B e & - Wx+2y = O
o a L BT )

---------------------------------------------------------------------------------------------------------

.........................................................................................................



v Soient dans E=R * les vecteurs Vi=(1.1,1.1) ; V>=(1.1.1,0) et V3=(1.1.0,0). Montrer
que le systeme S3=( V1.V2.V3) est libre.

........................................ B — e Xz O
oA+ ... =9 K= ... —D&..c.sza,e)r»Q;.Lre
°(.A ................ =o ..Q./‘l-'—o

-----------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Exercices de la partie B du chapitre 1

9ge 40 duy
Exercice 1 : e

1) Soit dans R *les vecteurs : Vi=(2.1.3) : V2=(0, & .2) et Va=(-2.1.3). quelle condition doit
remplir A pour que (V1,V2.V3) soit un systeme libre ?

2) Soitdans R * le systeme (V1,V2,V3) avec : Vi=(L ,1.-1); Vo=(-1, 1 .1) et Vs=(1.1, 1).
Déterminer les conditions dans lesquelles ce systeme est libre ou lié.

3) Soit dans €  les vecteurs Z1=(2-1.1) : Za=(1+i.-1) : Z3=(1-31.1+1). Les systémes (Z1.Z>) et
(Z1.Z3) sont-1ls libres ou liés ?

21



Exercices de la partie B du chapitre 1

9ge 40 duy
Exercice 1 : e

1) Soit dans R *les vecteurs : Vi=(2.1.3) : V2=(0, & .2) et Va=(-2.1.3). quelle condition doit
remplir A pour que (V1,V2.V3) soit un systeme libre ?

2) Soitdans R * le systeme (V1,V2,V3) avec : Vi=(L ,1.-1); Vo=(-1, 1 .1) et Vs=(1.1, 1).
Déterminer les conditions dans lesquelles ce systeme est libre ou lié.

3) Soit dans €  les vecteurs Z1=(2-1.1) : Za=(1+i.-1) : Z3=(1-31.1+1). Les systémes (Z1.Z>) et
(Z1.Z3) sont-1ls libres ou liés ?

22
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Exercice 3
Q. 3.1 Etudierl'indépendance linéaire des familles suivantes :

2. fp:x— (sin(x))"* nefl,2,3}
3. (x— (sin(x))"), (x — (cos(x)™), ne{1,...,4}.
Q. 3.2 Soit f;:C — C, i € {1,2,3} une famille de fonctions. On pose

A:C® — (0

(x1, X2, X3) — (fi(xXj)1<i,j<3

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur la fonction déterminant de A, det(A), pour que la

famille (f;)<i<3 soit libre.
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