Poursuites d’études 9 : Les espaces vectoriels sur I'ensemble des réels (ou
des complexes) — Partie 2/3

* Consignes a suivre pour les TD a distance :

— - Prenez des notes, cherchez les exercices, soyez actif devant vos écrans |
- Travaillez a votre rythme | N’hésitez pas a mettre sur pause la vidéo,
- revenir en arriere...
ol s o o el - Si d ' -Moi il h dl
e d O ) i vous avez des questions, contactez-moi par mail ou tchatt moodle ou

g [ 1 T discord, je vous repondrai en dehors de mes créneaux de cours.

7z

The mechanisa of the cipher machine, U.S. Petent 1,845,947, that was invensed by Lester Mill and Louis Weisner,

massz—oeo= 2 G yous trouvez des erreurs, ou si vous avez des opportunités
d’amélioration, n"hésitez pas a me contacter !

* Programme de la séance :

- Famille de vecteurs génératrice d’un (sous-) espace vectoriel.
- Base et dimension d’un (sous-) espace vectoriel.
- Exercices.



On appelle espace vectoriel sur I'ensemble des réels, un ensemble de vecteurs E, muni de deux opérations :

La somme de vecteurs : VV,W €EE 7 +W EE
La multiplication d’un vecteur parunréel : VAeER,VVEE AVEE

Base de I'espace vectoriel IR3 - @eo-
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3) Base et dimension d’un espace vectoriel

P
dge 16dl.lp

Définitions : Soit E, un K-espace vectoriel. Soit V1,V2,...,Vp p vecteurs de E et
OlyyOlyseney O, scalaires de K.

a) Tout vecteur de la forme V =a,V, +a,V, +..+a,V, , est appelé combinaison

7

linéaire de V1,Vs,...,Vp.

b) On appelle systéme de vecteurs, ou famille de vecteurs de E , tout p-uplet de vecteurs
de E. On pourra noter Sp=( V1,V2,...,Vp) un tel systéme.

¢) Un systeme de vecteurs de E : Sp=( V1,V2,...,V)) est dit lié ou linéairement dépendant
si et seulement si il existe p scalaires a,,d,,...,0,, de K non tous nuls tels que :

4 7 T =
a,V,+a,V, +..+0, V =0.

/c-l) Un systeme de vecteurs de E : Sp=( V1,V2,...,Vp) est dit libre ou linéairement

indépendant lorsque : a,V,+o,V,+..+a,V, =00, =0, =.=a, =0.

€l Copjg
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%oge 18qyy . —
Définition Soit E un espace vectoriel. up°/ycopi,
—_— 6

On dit qu’un systeme de p vecteurs de E : Sp=( V1,V2,...,V}) est un systeme générateur
de E si et seulement si pour tout vecteur V de E, il existe p scalaires o, ,0, eues Ol de K tel

e V = 4 4 7
que: V=0,V, +a,V, +..+0 V..

On dit aussi que le systeme de vecteurs Sp engendre E, ou encore que E est engendré par
Sp -
Cette définition reste valable dans le cas d’un sous espace vectoriel.

Exemples s, Vo Vy  Vm Waweg q,é&o\nc)\a% Lm. . Roes.
P AN

e 4 VS ) ) ,
v Spn=(1x.x°x° ... X") engendre E=R 4[X]. car : V PeR 4[X], 1l existe n+1 réels
Oy telque: PX)=0,.1+0a, X +...+ 0, X"
(s N’

Oy. Oy ...,
- Vo vV, V...
v\ Spa=(Lxx*x’ ... x") engendre-t-il E=R [X] 2 ... R ... Voo
MmeA .
..c.‘s.re...ae-‘v&a..: ..... PC::Q.:...’z,g...e..IRC?@]..M.MW.)»‘AM..MQ.C.Lob@

v S:=(Vi=(1.0.0); V2=(0 .1 .0)) engendre-t-il E=R 3 ? .. Naw:. V=. (0,2:4) ..ins..een) pao
Aeeuve 2 ¢.L du vedrewsrs Qo S



v S; =(V1=(1.0.0): V2=(0.1.0): V3=(0.0.1)) engendre-t-il E=R*? ...Ow& . ..

g
VeR . V.(. ) ...'z...\./.d.-r.-\.é.\[zfﬂr..'b.\f.s ......... ')e,.\é.,‘;,.e.lg ................
Ej
v Sy =(Vi=(1.0.0): V>=(0.1.0):Vs=(0.0.1):Vs=(1.1.1)) engendre-t-il E=R *? Oux
3
VelR ... .v- (3:.’ .._—H..rx,.\/m.-..%.\./.?—..-l—..%.Y&.-.\e..o.,. Koo
% ER R ER ER.
................................... (2 A)V4 . (.‘3—")\/:.-? (3 ‘\ \r3+ /{ vq
ek ER e iR

------------------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Definition Soit E un espace vectoriel.
On dit qu’un systéeme de n vecteurs de E : Sy,=( V1,V2,...,Vy) forme une base de E si et
seulement si pour tout vecteur V de E, il existe n scalaires uniques o,,0,,..,co  de K tel

que: V=a,V,+a,V, +..+0a V_.

Exemples
v So=(V1=(1.0.0): V2=(0.1.0)) forme-t-il une base de E=R*? ... Nawn...................

....... CGLSQ.V\\M\%,QMAALPQAI?\%

v Sy =(Vi=(1.0.0):V2=(0.1.0):V3=(0.0.1):Vs=(l .1.1)) forme-t-il une base de
E=R3? Norv

3
Suem.?mchm. .......... ) - S ﬂaia\/.—,(‘i}.>:ocv,.+\1\fu-g V-s 4—0.\/.‘
¥
........................................................................... = (3e3) Vaxlg-5)¥s+ (3-)as

L‘Aiw&h&dﬂVWeCLdgvmg%sun“yM‘;%w



v Sz =(Vi=(1.0.0): V>=(0 1.0): Vs=(0 ? .1)) forme-t-il une base de E=R°*? ...... ...

:(?ﬂt'): ..... e VA-I"aVL'l-%Vg ............. (’M,‘-&,%SQJA’I}MAQW

} \ \ [ \
..Sirwn..........\.l=...x..\laﬁ...\a..\f.a.-t...%...\(3...............(.‘x‘.,.\(}...}?)..5.1&3,._...

.................. Q.;..(x,.x').\f.a.-r..L —\3'>\/1.+(%—3'>V3




Conséquences importantes et dimension d’un espace vectoriel
a) Un systéme de vecteurs de E est une base de E, si et seulement il est a la fois libre

et générateur de E.

b) Toutes les bases de E ont le méme nombre de vecteurs, on appelle ce nombre
dimension de ’espace vectoriel E que I’on note : dimE

¢) Soit E=K", tout systéeme de n vecteurs libres de E forme une base de E, et dimE=n.

Exemple

v Sy =(Vi=(1.1,1.1) : Vo2=(1.1.1.0) et V3=(1.1.0.0) :V4=(0.0.0.1)) forme-t-il une base de
E=R *? | | |

e R S ad uns bane. 0B i ek semlermen) s




v' Sotent E=R*:Vi=(1 .-1.0):V=(0.-1.1)et V5=(1.1.1). B=(V1.V2.V3) forme-t-il
base de E ?

...................................................................................................... 40



Vocabulaire On appelle base canonique de K", le systeme de vecteurs suivant : ;
C={er=(1,0,....0) ; e2=(11,1.0.....0) ; es=(0,0,1.0,....0) 5 -..cannus- ; en=(0,....,0,1)) onCOp,"

E=R R-on ]] Ao gon S (e, @),

€ - (EM Q-w- o\d‘(&,-, eh): /C‘D Z Cé‘ (o) = (IM\ :4.‘4‘—0
A

C. e —Qa,\:mwgw&n.l(lmou C&'

Définition Soit B=( V1,V2,...,Vn) une base de K", soit V un vecteur de E. Alors : il existe n
uniques scalaires o,,a,,....a_ telsque: V=0o,V, +a,V, +..+0a_V_,
les scalaires o, sont appelés les coordonnées de V dans la base B.

/al\

o,

Nous noterons : Vp =

\Cy )/ 41




Exemples

v Soit E=R * . Déterminer les coordonnées du vecteur V=(2 .-2 .1) dans la base
canonique. -

< =(e(§),(l ,€=(§>) ............................................

NefB\ =2 [N\ 2 [8) i 4.[2)= 2€4.2€Css4 €
doe \/e_(:)(‘ﬁ‘;(") (2)-(3) i

v Soit E=R*:Vi=(1 -1.,0):V>=(0 -1.1)et Vs=(1.1.1). Déterminer dans la base I
B=( V1.V2.V3) les coordonnées du vecteur V=(2 .-2 .1). o\h»c. \/ - Z, :) . V-5 V, A Y
-3

.M.(Va.,.yz\Y3).:....:(.4..._04....:11..\...;..‘.‘..3.-.#..0 ..... dee. Rk’

3213

s +M§=-—2—
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R.wmovu\u_.g: %: (Vd.\,t\\/3> o \/,

V$= (\7’)(7) V.= XYS* \/V1.+ .= (Qa C-:.)-\- Y{-€z+€~,)+2(€.+&+9

Ve = 9? Xu)vw.c)u. Y13 e X e&gu.n. V:'xeﬂ-ve-,.-.- %Ca.
\/: (X+ZS-€4+ (~X,. + + (Y.\-Z)- Q;.

V = X+2Z A
c —X—\/+Z.> = -4 . )
Y+Z 0 4 4

P Ve FPxVp. .25 Vg= PVt



Changement de base en dimension 3

Base de départ : la base canonique Base d’arrivée : B=(U,,U,,U,)

L A
V.~
V=xe, +ye,+ze3;xy,Zz€R (—V XU;+Y.U,+Z.U; ;X,Y,ZER
-—) x - X
g - (‘5' P ) XP V- (\/
% -
P est Ia matrice de passage de la base B vers la base

V=xe +y.e,+ze3;xy,z€R ﬁ?:X.U_{+Y.U_2)+Z.U_3);X,Y,ZE]R§
- —A
X P \/B= P. Ve .
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4) Base et dimension d’un sous espace vectoriel

)
8e 22
du ponCOpi -
e

Théoréme Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, et F un sous espace vectoriel
de E. Alors F est aussi de dimension finie et dimF < dimE.
De plus, si dimF=dimkE, alors F=E.

X

Exemple Soit E=R°. F=<V =|x, 1 /X, +3.X, —X,; = 0estun sous espace vectoriel de E,

déterminer une famille génératrice de F. puis en déduire sa dimension.

x . Xa- 32C2 _3
('!':) ....... =....V :..(x,, SopeAe = g X3 g ....... R2,%3.€ IR
X3 Xt O A
A \,‘b
('Vo\‘\[‘l.).bv\%mMFMF: <\‘4\V2> ...... G\&F:— Vecy(_\ld '\[1,3.
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............... (\I«,Vt)&)('eﬂ-‘arewu‘)
- Yoy ¥ = O

..................................... 0(4V4+°(1rvz=04=>ﬂ39(4+: =) KA 2= O

(VMV?,)QJY’QAL@ ..... e}?;énm&n?,dok&gwmahf

............................................................. A PR YAOR S F VA -



5) Application a la résolution d’Equations Différentielles Linéaires a coefficients
constants sans second membre

v" Soit F. L'ensemble des solutions des EDLCC du premier ordre et sans second
membre @ a.y'(x)+by(x)=0aveca#0. <= Y,(x)= A e/"‘ 3 eRrR.

Soit E. I'espace vectoriel des fonctions dérivables sur R . F est un so\yﬁ espace

A . . —_—X
vectoriel de E de dimension 1 dont une base est [E; ]

v Soit F, L'ensemble des solutions des EDLCC du second ordre et sans second
membre : aV'(X)+by'(X)+cy(x)=0 aveca# 0.(= aci+ b+ = 0.

Soit E, I'espace vectoriel des fonctions deux fois deérivables sur R . F est un sous
espace vectoriel de E de dimension 2 dont une base est :

fa % (2R
(e:"‘: er ) ou r; et r> sont les racines réelles distinctes dans le cas A >0 F=,¥ A e,..- A2 € .
(e"" :xe® ) ou r; est la racine réelle dans le cas A =0 A "\’-é"'a-
(e cos(Bx); e™ sin(Bx)) ou a + if et a — i sont les racines complexes dans le
cas A<0

S
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Page 40d
UponCo : .
Exercice 2 : Pi¢

1) Montrer que V;=(1.0.0) V,=(1.1.0) et V3=(1.1.1) forment une base de R 3.

2) Généraliser a V1=(a1,0,0) V2=(b1,b2.0) et Vi3=(ci,c2,c3) ouaibacs #0 .

3) Montrer que les vecteurs Vi=(1.21.-1) V>=(2.1+1.1) et V3=(-1.1.-1) forment une base du ( -
espace vectoriel ( °

Calculer dans cette base les coordonnées du vecteur W=(1.2.0).

Exercice 3 :

Dans R 3, soit F, le sous espace défini par les équations x +y+z=2x+y—-3z=0 .
1) Montrer que F est un sous espace vectoriel de R °, puis en donner une base et sa dimension.
2) La compléter en une base de R 3.

Exercice 4 :

Dans R* soit F. le sous espace vectoriel défini par les équations
Ryrt-dig Xy — A, =2, — Ry -F Ry — X, =0

1) Donner une base de F. puis en déduire dimension.

2) La compléter en une base de R *.

48



Exercice S :
Soit E=R [X] et E,=R ,[X]. I’ensemble des polyndomes de degré au plus égal a n.

1) Montrer que E, est un sous espace vectoriel de E, et que 1, x. x*, x°, ....x" en est une base.

Quelle est alors la dimension de E, ?
2) Montrer que Q=(x-1)(x-2). R=(x-2)(x-3) et S=(x-1)(x-3) forment une base de E,. Quelles
sont les coordonnées de ax*+bx+c dans cette base ?

Exercice 6 :

Montrer que € est un R — espace vectoriel, en donner une base. Comparer dimR (T ) et
dim@ (T ). Généraliser a C ™.

Exercice 7 :

Dans R 4, Soit Fa=<V1, V2, Wo>ou V1=(3,0.1, -1) ; V2=(4, 2, 4, 3) et W=(1, 2.3, a).
Déterminer la dimension de F; et en donner une base suivant les valeurs de a.
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