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Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Mémento de 1'étude d'une fonction

|Partie A : Mémento de I’étude d’une fonction|

1. Notions de base

1) Définitions et notations

Une fonction f, est définie sur D, un sous-ensemble de R, si a tout x de D on peut
associer un unique nombre noté f(x), et appelé image de x par f.

On écrit f: D— R
X — f(x)

D est appelé I'ensemble de définition de f, on le note aussi Dr.

T4 ¢ On munit le plan d'un repére (O, 7, ).
) La courbe C représentant f est I'ensemble
des points M de coordonnées M (x , f(x)).
OM = xi+f(x)]
jA
0 f: X i y = f(x) est I'équation cartésienne de f.

Une fonction peut étre obtenue a partir d'une formule (signal déterministe), d'un tableau de
valeurs relevé d'expériences physiques (signal numérique), ou bien d'une courbe.

2) Croissance comparée et fonctions usuelles

o e 3
Pour des grandes valeurs positives de x : In(x) < /x<Vx<x<x?<x’<..<x"<e*

A X 3 y:X2

4T yme y=x S Y=X
/o .
/ .
35T / K
/ o7
/ e
5T /
In(x) rd ‘ , e
Vi ast A -
X / P
\/_ // ‘.‘ /‘/
X 2T 3 -
727 / ‘,‘( ‘z// y :\/;
g ym
X y = In(x)

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année



Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Mémento de 1'étude d'une fonction

Echelon-unité : (Heaviside ®)

U: R——— [0;1]

Ux) 4

Ensemble de définition : R
Ensemble image :
UR)=1{0,1}

X —— U(x) 1] On dit que la fonction U est
continue sur R, saufen 0.
1six=>0
avec U(x) = .
() {051x<0 o1 > lirglU(x)ZO
X Xx—0~—
i, V6o =
Triangle : (notée aussi tri) Ao 4 Ensemble de définition : R

A: R——
X ——— A (x)

1-|x|si—1<x<1
A(x) =
() { 0 sinon

Ensemble image : [0 ; 1]
On dit que la fonction
triangle est continue sur R .

Puissance impaire : n € N

f:R —»R
X ——— f(x) =x>""!

Ensemble de définition : R

Ensemble image : R

©n dit que la fonction f est
continue sur R .

lim f(x)=—o0
X——00
lim f(x) = +o0

X—+00

Puissance paire : n € N

f: R— R
X ——— f(x) =x"

R A

Ensemble de définition : R
Ensemble image :

R.= [0 ;+00[

On dit que la fonction f est
continue sur R .

lim f(x) =+o0
X——00

lim f(x) =+o0
X—+00

Racine carrée :

f:R-%——’ R+
x> f(x) =X

f(x)

1

\ 4

Ensemble de définition : R +
Ensemble image : R +

On dit que la fonction f est
continue sur R +

lim f(x) =400

X—+00
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Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Mémento de 1'étude d'une fonction

Racine cubique :

f: R —»R
x> f(x)=3x

i

-

T

>

Ensemble de définition : R
Ensemble image : R

On dit que la fonction f est
continue sur R .

lim f(x)=—o0

X——00

lim f(x) =400

X—+00

Inverse :

f: R"— R’
X ——— f(x)=1/x

v
S

Ensemble de définition : R *
Ensemble image : R *

f est continue sur ] 0 ;+oo[
f est continue sur | —oco ; 0[

lim f(x)=0
X—+
lim f(x)=0
X——00
f g 109 =0
i =+
i, 00 = oo
f(x)
Valeur absolue : 4 Ensemble de définition : R
Ensemble image : R +
f: R—» R+ f est continue sur R .
X ——— f(x) = |X|
lim f(x)=+o0
X——00
lim f(x) =400
P x X—+00
Exponentielle : fe Ensemble de définition : R
N Ensemble image :
prpeel |
0_1q s f est continue sur R .
e =
ea+b = e X eb : . R i _
(ea)n = edn E o 2 a X xi—{r—noo ;EX; 0
a x im f(x)=+o0
ea_b = Z_b’ e_b = eib X—+00
Logarithme népérien : N Ensemble de définition : R :
£170 4oo[— >R Ensemble image : R
10 ;400 .
x FH—f(x) = In(x) 1

In(1)=0;In(e) =1
In(a.b) = In(a) + In(b)

In (%) — In(a) — In(b)

In(a") = n.In(a)

In(e?) = aVa eR
e"® =ava>0

*
f est continue sur R N

lim f(x) = —o0
X—
lim f(x) = +oo

X—+00
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Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Mémento de 1'étude d'une fonction

3) Opérations

v" Qpérations algébriques

f et g sont deux fonctions définies respectivement sur Dr et Dg. Pour tout x € D¢ N Dg on
définit :

(f+28)(0) = F() +Ag(x) 3 (f)(0) = (g 3 (3) () = 23, si g(x) # 0

v" Composition des fonctions

Soit f, une fonction définie sur Dret f (Dr) I'ensemble image : f(D;) = {f(x); x € D¢}
Soit g, une fonction définie sur Dg tel que f (Ds)cDyg.
On définit la fonction h, composée de f par g et notée g o f, par :
h(x) = (g H(x) = g(f(x)), x € Dt
On a donc le schéma :
f g
D—— f(Dr) ——— R
X — f(x) — g(f(x))= (g H(®)

I
gof
On vérifieque : ho (gof) = (hog)of et gof#fog

Exemples
v Soit f: R— R etg:Rsi— R
X > f(x) = x? X — g(x) =Vx
Soith= gof
h(x) = g(f(x)) = g(x?) = v/x2 = x| Vx€R
Soitk= fog

k(x) = f(g(x)) = f(Vx) = (vX) = x vxeR.

11. Ensemble de définition et ensemble d’étude d'une fonction

1) Ensemble de définition

Exemples

x2-1
v' Soit f(x) = ex+3, déterminer I'ensemble de définition de
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Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Mémento de 1'étude d'une fonction

2_
La fonction exponentielle est définie sur R , et la fonction x +— % est définie sur R —{—3}

Donc, I’ensemble de définition de fest : Dy = R —{—3}.

2 _
v' Soit g(x) =In (%), déterminer 1'ensemble de définition de g

* 2_
La fonction logarithme est définie sur R . G(x) existe si et seulement si );—31 existe et est
strictement positif. A ’aide du tableau de signe ci-dessous :

X —0o0 -3 -1 1
+oo
Signe de x* — 1 + | + 0 - 0 +
Signede x + 3 - 0 + \ + | +
Signe de X - | | + 0 - 0 +
X+3

L’ensemble de définition de g est donc : Dy = |=3; —1[ U ]1; +oo[

v' Soith(x) = i—_;, déterminer 1'ensemble de définition de h

La racine carrée est définie sur R +, donc Dy, = |—-3; —1] U [1; +oo]

2) Parité (voir aussi chap.1)

v Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R centré en 0, est dite paire
lorsque : Yx € D f(—x) = f(x). Sa représentation graphique est alors symétrique
par rapport a I'axe des ordonnées. On étudie alors f sur DN R,

v Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R centré en 0, est dite impaire
lorsque : Vx € D f(—x) = —f(x). Sa représentation graphique est alors
symétrique par rapport a l'origine du repére. On étudie alors f sur DN R,

f est paire : Y a C festimpaire: | X C
M f(-x) = f(x) M M
f(x)
T4 x IR )
x o1 x x o1 x x
f(-x) = f(x)
(-x) = -f(x)
M
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Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Mémento de 1'étude d'une fonction

Exemples Les fonctions cosinus et cosinus hyperbolique sont paires sur R , les fonctions
sinus, sinus hyperbolique et tangente hyperbolique sont impaires sur R . La fonction tangente

est impaire sur R \E + km; keZ}.

Opérations

v' Sif et g sont paires sur D, alors f X g (et f/g g+ 0) est paire sur D
v’ Sifet g sont impaires sur D, alors f X g (et f/g g+ 0) est paire sur D
v' Si f est impaire et g est paire sur D, alors f X g (et f/g g+ 0) est impaire sur D
v’ Si f est paire sur D, alors g o f est paire sur D
V' Si f est impaire sur D, alors g o f est paire si g est paire et g o f est impaire si g est
impaire.
Exemple

x3.5in? (x)

Soit f, la fonction, définie par : f(x) = P sur D=R \{g + km; keZ} est centré en 0.

La fonction x ~ x3 est impaire et les fonctions x — sin?(x) et x — cos(x) sont paires,
leur produit est donc impair. La fonction f est donc impaire.

3) Périodicité (voir aussi chap.1)

Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R, est dite périodique lorsqu'il
existe un nombre réel positif, T, le plus petit possible tel que :

vx € D f(x+ T) = f(x). On dit aussi que f est T-périodique.

f(x) si xe[xo, X + T[ . fo est appelée le

Soit fo, 1a fonction définie par : fy(x) = { 0 sinon

motif de la fonction f.

La représentation graphique de f est obtenue en appliquant sur la courbe
représentant fo, les translation de vecteur KT.1 ou k est un entier relatif.
On étudie alors la fonction f sur l'intervalle [X(, Xo + T|.

y A C
fx+HT)| = f(x) M T.1 M:
T o't %o xo+T -

V.

T

Remarque On peut alors écrire :
ft)y=...+fo(t+2T) + fo(t + T) + fo(t) + fo(t = T) + fo(t — 2T) + --- = 22, fo (t — KT)

Exemples Les fonctions t = cos(wt + @) et t = sin(wt + @) sont %ﬂ — périodique. La

fonction t = tan(wt + ¢) est % — périodique.
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Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Mémento de 1'étude d'une fonction

II. Continuité

1) Définitions et opérations

Soit f, une fonction définie en a, on dit que f est continue en a lorsque : limf(x) =f(a)

Soit f, une fonction définie sur I un intervalle de R, on dit que f est continue sur I,
lorsque f est continue en tout point a de I. On dit que f est de classe C’ et on note : f €
co'm

Si f et g sont continues sur I, alors : af, f+g, f X g et f/g (avec g# 0) sont continues sur
I. (a est un nombre réel)
Si f est continue sur I et g est continue sur f(I), alors g o f est continue sur I.

2) Exemple
X
g(x) = % six#0

1 sinon

g est continue sur R \{0}, car c’est le quotient de deux fonctions continues sur R \{0} :
X — |X|, et X ——» x.

COnNtINUILE €1 0 & oottt

On dit que g est continue a droite de 0, car lim g(x) = g(0) .
x- 0
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Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Mémento de 1'étude d'une fonction

II1. Dérivabilité

1) Définitions et opérations

Soit f, une fonction définie en a, on dit que f est dérivable en a lorsque : la limite

suivante lim “’?{# existe et est finie. On la note alors f'(a) et on I’appelle nombre
X—a -

dérivé de f en a.

Soit f, une fonction définie sur I un intervalle de R , on dit que f est dérivable sur I,
lorsque f est dérivable en tout point a de I. On appelle alors fonction dérivée de f et
on note f’, la fonction qui a tout élément a de I, associe son nombre dérivé f'(a).

Si f et g sont dérivables sur I, alors : of, f+g, f X g et f/g (avec g+ 0) sont dérivables
sur L. (a estun nombre réel) et (af) = af' ,(f+g)' =f" +g',(fg) =f'g+fg et

, _ f'g—fgr
(f/8) = E5E.
Si f est dérivable sur I et g est dérivable sur f(I), alors g o f est dérivable sur I et :
(gef) =(g o) xf

Exemples
v' Soit f, la fonction définie par : f(x) = vx.

DErivabilite de £ en 1 i oottt
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Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Mémento de 1'étude d'une fonction

2) Formulaire U est une fonction dérivable sur I.

x") =n.x"! vxe R vneN-{1}

(U =nU.U™! , UDCS R

(&)'=21—& Vx € R%=]0; +0o] (\/ﬁ)'=2"7’ﬁ , U(D € R},
-k wew @y voew

(e¥) =e* Vxe R

e'=U"e ,UDc R

(In(x))’ =§ Vx € R%

(n(W)' =3 , U(D) € R;

(sin(x))’ = cos(x) Vx€ R

(sin(U))' =U'.cos(U) , UD S R

(cos(x))' = —sin(x) Vx€ R

(cos(U))' = —-U".sin(U) , UMD S R

(tan(x))’ = =1 + tan?(x)

cos?(x)

Vx € ]R{—{g+kn0f1keZ}

!

U
(tan(U))’ = o) (1 + tanZ(U)) v

U c R- {g + km ot kez}

Exemples d’applications

v i(t) = cos(wt + @)

On dit que i est une solution de I’équation différentielle : y" (t) + w?y(t) = 0.

sin(t)

v" A I’aide de la définition du nombre dérivé du sinus en 0, calculer : lting —

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année

15




Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Mémento de 1'étude d'une fonction

Interprétation eraphique

A
fi M -
®) f(xi_% est la pente de la droite (AM)

>/ Lorsque x tend vers a, M tend vers A le long
de la courbe, et la droite (AM) se rapproche
de la droite Ta, qui est la tangente a la courbe
T au point A.

A Conclusion :

M@}

lim f(x)—f(a)
X—a X—a
a «— X tangente a la courbe au point A(a,f(a)).

= f'(a) est la pente de la

v

Conséquence Equation de la tangente T,

[T, :y = f(a) + (x—a).f'(a)

Exemples

v" La fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0.

f(x)
A
i
Hm /(X)) =
3T x-0*t ( )
En O, la tangente a la courbe est donc
27 verticale tournée vers les ordonnées
positives.
—+
0 2 4 6 8 o » X
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Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Mémento de 1'étude d'une fonction

f(x)
Equation de la tangente en O a la courbe o4
représentant la fonction f définie par : f(x) =

v
»

-10+

Equation de la tangente en O a la courbe
représentant la fonction f définie par : f(x) =

sh(x) = ele

2 21

-+

v" Redressement double alternance : V(t) = |sin(t)].

DErivabilite de V €n 0 : oot
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Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Mémento de 1'étude d'une fonction

3) Sens de variation

Soit f, une fonction dérivable sur un intervalle I :
Si f' > 0, f est croissante sur I
Sif’ <0, f est décroissante sur I

4) Extremum d’une fonction

Définitions :

- Une fonction f admet un maximum en X, sur un intervalle I ou elle est définie, si pour
tout x de I, on a : f(x) < f(xq)

- Une fonction f admet un minimum en a sur un intervalle I ou elle est définie, si pour
tout x de I, on a : f(x) > f(xq)

Théoréme : Si une fonction f est dérivable sur un intervalle I contenant X, et si f’
s’annule en X en changeant de signe alors la fonction f présente un extremum en X.

X a Xg b b ¢ a Xg b
f'(x) + 0 - f'(x) - 0 +
M
f f
m
Maximum Minimum

Remarque Sif’s’annule en x, sans changer de signe, et que f " s’annule en x, en changeant
de signe, alors x, est un point d’inflexion. Un point d’inflexion est un point ou la tangente
traverse la courbe.

f(x)

Exemple : f(x) = x3 o4

f'(x) =3x*>0 Vxe€R oL
f'(0) = 0.
f'(x)=6x=0 Vx>0 —=2 : 0 =1 :2= X
f"(x) =6x<0Vx<0
f"(0) =10 1
O est donc un point d’inflexion, comme on ol

peut le voir sur la représentation ci-contre.

5) Théoréme de monotonie

Théoréme de monotonie Si f est continue et strictement monotone sur [a,b] et si
f(a) x f(b) < 0, alors I’équation f(x) = 0 posséde une seule et unique solution <€ [a, b]

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année 18




Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Mémento de 1'étude d'une fonction

6) Continuité et dérivabilité

| Théoréme Si f est dérivable sur I, alors f est continue sur I

La réciproque est fausse, par exemple la fonction valeur absolue est continue en 0, mais non

dérivable en 0. |3§

> X

Sif(x) = [x], alors f'4(0) = —1 etf'4(0) = 1, fn’est donc pas dérivable en 0.

7) Dérivées successives — Fonction de classe C"

Définitions Si f est continue sur intervalle I, on note : f € C°(I)
Si f est dérivable sur Pintervalle I, et si f' € C°(I), alors on note : f € C1(I)

Si f’ est dérivable sur I, alors on note f'' = (f')’ que I’on appelle dérivée seconde de f. Si
de plus f'’ € C°(I), alors on note f € C%(I)

Plus généralement on définit la dérivée n'*™e de f, notée f™. Lorsque f™ € C°(I), on
X
note f € C"(I).

IV. Limites et branches infinies (Calcul de limites : voir chap.IV )

Voir page ci-apres.

V. Plan d’étude d’une fonction

1) Recherche de I’ensemble de définition

2) Recherche de I’ensemble d’étude (parité et de périodicité)

3) Etude du sens de variation et recherche d’extrema

4) Etude de branches infinies (calcul de limites voir fin de ce chapitre)
5) Tracé de la courbe représentative

19
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Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - A. Mémento de 1'étude d'une fonction

Etude de branches infinies : asymptotes et direction asymptotique.

17 Cas : limf(x) = too 2meCas: limf(x) =b
X—a X—+00
Asymptote paralléle a (Oy) d’équation Asymptote parallele a (Ox) d’équation
f(x) x=a f(x) y=b
A

: T
1 20T
1
1
1
1
1

10T 1
' 10T
1
: V=D - oo
1

: L > X — X
0 1 2 ; ;
x X=a 0 1 2

3itme Cag : lim f(X) = +oo, pour déterminer la nature de la branche infinie, on

X—-+400
. f
calcule lim -2 ;
x—oo X
- fl - fl —_
Si hmﬁzo Si hmﬁ=+oo
X—+00 X X—+o00 X
Branche parabolique de direction (Ox) Branche parabolique de direction (Oy)
f(x) f(x)
oh 6K
4T 4T
(x)
2t o2t
: » X ; : >
0 5 0 0 2 4
.. f
Si lim™®=a=0
xXx—oo X
Si lim f(x) —ax = o Si lim f(x) —ax=b
X—+o0 X—>+oo
Branche parabolique de direction la droite d’équation Asymptote oblique d’équation
f(X) y=ax | Y :: aX+b : > X

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année
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Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - B. Quelques fonctions a connaitre

\Partie B : Quelques signaux et fonctions a connaitre|

I. Etude du signal f(t) = a.cos(wt) + b.sin(wt) ou a et b sont des réels non nuls.

1) Transformation de f(t) = a.cos(wt) + b. sin(wt)

Notons A = |a — jb] et @ = arg(a — jb), alors :

De plus,
COS(L) 4 J. SIN(MI) =.r it e

Ainsi le produit de ces deux nombres complexe est :

On obtient donc le résultat suivant :

f(t) = a.cos(wt) + b.sin(wt) = A.cos(wt + @) ou A = |a—jb| et = arg(a—jb).
f est donc un signal sinusoidal d’amplitude A, de période 2;", et de déphasage @.

Représentation graphique :

Soit f(t) = A. cos(wt + @) ; g(t) = A. cos(wt)

Sur le graphe ci-aprées, indiquer A, T et t1, le décalage temporel. On a alors la formule : ¢ =
21Tt1

= wt
T 1
A
f(t)
oM

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année 21
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Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - B. Quelques fonctions a connaitre

;o . 2 .
Rappel : La période T est en seconde, la pulsation w = ?ﬂ en radian par seconde, et la

, 1 w
fréquence f = = = — en Hertz.
T 2T

2) Exemple

v f(t) = cos(mt)+/3 sin(mt)

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année 22



Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - B. Quelques fonctions a connaitre

II. Les fonctions hyperboliques

1) Définitions et notations

On appelle :
eX+e7X
2
eX—e7X
2
sh(x) eX-e™*
ch(x) T eX4e X

- cosinus hyperbolique la fonction notée ch et définie par : ch(x) =

- sinus hyperbolique la fonction notée sh et définie par : sh(x) =

- tangente hyperbolique la fonction notée th et définie par : th(x) =

eX—e X
2

2) Etude du sinus hyperbolique sh(x) =

v Ensemble de defINItion & ......eeneee e e

v" Continuité :

f sans lever le crayon »

feco

I. («x est un nombre réel)

Soit f, une fonction définie en a, on dit que f est continue en a lorsque : limf(x) =f(a)

Soit f, une fonction définie sur I un intervalle de R, on dit que f est continue sur I,
lorsque f est continue en tout point a de I. On dit aussi que f est de classe C° et on note :

La propriété de continuité se traduit par le fait que « I’on peut dessiner le graphique de

Si f et g sont continues sur I, alors : af, f+g, f X g et f/g (avec g# 0) sont continues sur

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année

23




Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - B. Quelques fonctions a connaitre

v" Tableau de variation et limites :

v Représentation graphique du sinus hyperbolique :

20T
shed - 1 -4 - 0 2 4 6
ot
3) Etude du cosinus hyperbolique ch(x) = £ +2e_
v Ensemble de definTtion © ......oeneee et
Vo COMENUIEE & .ottt e e e e e
VooIntervalle d2GtUAE & ..ot
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v’ Signe de la dérivée :

On dit que les courbes représentant le sinus hyperbolique et le cosinus hyperbolique sont
asymptotes I’une de ’autre en +oo

v’ Représentation graphique du cosinus et du sinus hyperbolique :

1

| : : : : : L : : : : >
=3 -2.5 -2 -1.5 -1 =0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
X
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Application : La courbe représentant le cosinus hyperbolique décrit une chainette, c’est-a-dire
la forme d'un cable fixé aux deux extrémités et soumis a la pesanteur.

La chainette des lignes a haute tension varie en fonction de la quantité d'énergie transportée et
des conditions météorologiques. Le courant permanent admissible désigne le

courant maximum pouvant étre transporté a un moment donné sans que le cable ne se
rapproche trop du sol (en raison de la dilatation thermique due a l'effet Joule).

4) Formulaire

sh(x)

Onavuque Vx € R: sh(x) = e ; ch(x) = e th(x) = ch(x)

2 2 i

Les fonctions sh et th sont impaires, la fonction ch est paire.

(ch(x)) =sh(x) ; (sh(x)) = ch(x)

Ch(X) — SR = oo

ch(x + y) = ch(x)ch(y) + sh(x)sh(y) ; sh(x+y) = sh(x)ch(y) + ch(x)sh(y)

_ heoring)
th(X + y) " 1+th(x)th(y)
sh(x) _ eX-e™
ch(x)  eX+eX

5) Etude de la tangente hyperbolique th(x) =

V' Ensemble de definition & ......eeene et

Vo COMENUIEE & oot e e e e
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v’ Signe de la dérivée :

v’ Représentation graphique de la tangente hyperbolique :

e

0.5
th(x)
! >
----- 75 T4 73 T2 71 0 1 2 3 4 5
-1
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III. Le sinus cardinal

1) Définition et notation

Définition 1 : On appelle sinus cardinal et on note sinc, la fonction définie par :

sin(x)

six#0
sinc(x) = X

1 six=0

Application dans le domaine du GEII : On verra en 2°™ année que la transformée de Fourier
de la fonction porte est le sinus cardinal. La fonction porte étant trés couramment utilisée, le
sinus cardinal est donc trés présent en traitement numérique du signal. En particulier, il est
fréquemment rencontré en théorie des antennes, en acoustique, en radar etc.

2) Pré-requis :
Etudions le signe de la fonction g(x) = x.cos(x) — sin(x) sur [0; +oo[

v' Remarque : ’ensemble de définition de g est
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y A
) > 0 Cr Théoréme de monotonie : Si f est une
fonction continue et strictement monotone
sur [a,b] telle que : f(a)xf(b) <0, alors
74 a g I’équation f(x) = 0 possede une seule et
> v unique solution a dans P’intervalle |a,b].
b\\]\ / ’
fla) <0
v’ Signe de la fonction g :
S i x 0

3) Etude du sinus cardinal sinc(x) =

1 six=0
V' Ensemble de definTtion © ......eeneee e,

v" Continuité :
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v’ Représentation graphique du sinus cardinal :

On observe un signal périodique dont I’amplitude des oscillations décroit au cours du temps.
On appelle la période d’un tel signal la pseudo-période T, temps qui s’écoule entre deux
valeurs maximales successives, elle est constante. Ici T = 21 .

On dit que la courbe représentant le sinus cardinal est une sinusoidale amortie.

4) Autre définition du sinus cardinal plus couramment utilisée

Définition 2 : On appelle sinus cardinal et on note sinc, la fonction définie par :

sin(mt)
——sit#0
Tt

sinc(t) =
1 sit=0

Sa courbe est une sinusoidale amortie de pseudo période 2.
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\Partie C : Techniques de calcul de limites|

Formes indéterminées FI Soit xo, un nombre réel ou too.

Remarque lim f(x)*™ = lim exp(g(x).ln(f (x))) cette écriture permet de « lever » les formes

indéterminées suivantes : "L*","0°" et """ ...

Voici quelques techniques permettant de « lever » une forme indéterminée :

Technique 1 : Croissance comparée

Définition Soit xo un réel ou £ oo. On dit que la fonction f est négligeable devant la

f
fonction g en xo lorsque : lim % = 0. On note alors : f(x)<<g(x)
X=X, g X Xg
Théorémes Soient: 0 < a <

In(x) << x* << x? <<e*
o] o] o0

Exemples : Calculer limf(x)ou f(x) =x.e* —x°

In(4x)
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Technique 2 : Expression conjuguée

Exemples : Calculer ling f(x)ou f(x) =

Technique 3 : Théoréemes de comparaison

Soient f, g et h trois fonctions définies sur [a,b[ ou b est un réel ou
1) Si Vxe[a,b] f(x)<g(x) et lim g(x) = —oo,, alors lim f(x) = —o

2) Si Vx e [a,b] f(x)>g(x) et lim g(x) = 0., alors limf(x) =

3) Si Vx € [a,b[ [f(x)] < g(x) et lim g(x) = 0, alors lim f(x) = 0

4) Si Vx e [a,b[ h(x) < f(x)< g(x) et lim h(x) = lim g(x) = L, alors lim f(x) = L (théoréme

des gendarmes)

sin X

Exemples : Calculer limf(x)ou f(x)=
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Technique 4 : Nombre dérivé

Rappel : Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. Soit x, € I.

. . ()~ f(x,)
f est dérivable en xo si et seulement si la limite : im ———
X—)Xo X —_ XO

existe et est finie. On la

note f’(xo).

sin X

Exemples : Calculer lin(} g(x)ou g(x)=

In(1+x)

2sinx —1
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Technique 5 : Equivalence

Définition Soit xo un réel ou £ oo. On dit que la fonction f est équivalente a la fonction g

f
en xo lorsque : lim % =1. On note alors : f(x)~g(x)
=% g(X X

Exemples : Montrer que les fonctions f et g suivantes sont équivalentes en o :

Tout polyndme est équivalent en oo a son terme de plus haut degré.

Tout polynome est équivalent en 0 a son terme de plus bas degré.

En utilisant les limites calculées avec la technique 4, compléter :

SITU(X ) ™ 1ttt en ettt ettt ettt ettt e bt e et e e bt e e bt e e e ab e e e h e e hb et e h b et e bt e e e bt e e et et e ettt e eabeeeehbeeeehbeeebteeebeeenane
ettt ettt a e a et e bRt h e b ea e Rt et et e Rt R e ek et e Rt e s e b e st eseehententebeebe st eneebe s enteseebeneas
0
In(1+x)~..........
Si f est dérivable en xo, alors : f(x)~f(x,)+(x—x,).f'(x,)
Compléter : /14 x BT LT L P TR PPRER TR
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(x— Xo)z

Si f est 2 fois dérivable en xo, alors : f(x):f(x0)+ (x—xy)f'(xy) + T.f"(xo)

Si f est n fois dérivable en xo, alors :

£(x)~f(x, )+ (x xo).f'(x0)+@.f“(xo)+%f(”(xo)+ ...+w.f(“)(x0)
Xg . n.

Opérations

- Soient fi1, g1, f2, g2 quatre fonctions et xo un réel ou + .

f, :g1 f, f, :’grgz
Si et alors <et
f,~g, f, g
sz X g,

(pour le quotient, f> et g2 ne s’annule pas pour x voisin de xo sauf peut-étre en xo)

- f, g, h sont trois fonctions,
Sif (X); g(X) et lim h(x) = X, alors f(h(x))~ g(h(x))

Exemples :

COMPIEtEr & (X)) = o e
p (x) 1)
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Théoréme Soient f, g deux fonctions et xo un réel ou too.
Si f(x)~g(x)alors lim f(x) = lim g(x)

(1-x)".(x+1)
(x* +2x°-1).(3x*> —1)°

Exemples : Calculer lim f(x)ou f(x)=
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In(1+x)

Calculer limf(x)ou f(x)=
e (x)od 1(x) tan(x)

Technique 6 : Théoréme de I’Hospital

Si f et g sont deux fonctions dérivables sur |a,xo[, dont la limite en xo est nulle ou infinie,
'

si g’(x) ne s’annule pas sur ]a,xo[, et si la limite : lim
=0 g'(x)
]
lim @ = lim f'(x)
X=X, g(x) X% g (X)

existe, alors :
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(AUre MEENOAE & .. ..o e
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Exercices

Exercice 1 Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

1 t+1
f(x) =x3+3x2+3x—1; f(x) =x+; avecx # 0 ; g(b) =1 avect # 1 ;
w 1\?
h() =vt2+1; l(0) = ——=; X(w) = <Lw——> i Z(w) = VR + P02 ;
Vw? +1 Cw
© = VZcos(t +) 5 10 =—— ; WO =2 L ; W@ =22
1 = COS\W 5 = ; ==— ==—;
® o 2mVLC 2 C 2 C
o
V(x) = —(\/xz + R% — X)
2¢g,
Exercice 2 On considére le filtre passe-bas suivant :
R IO = O
— e
A
U c __ | Uo
o—
! U

Sa fonction de transfert a pour module : T = —=—= =

JI+(RCw)Z

. . w 1
1) Exprimer le module T en fonction de {) = ~,_avec Wy = RC
0

2) Etudier les variations et représenter graphiquement la fonction Q — T(Q) sur
I’intervalle [0; +oo].

Uy

Exercice 3 L’impédance d’un dipdle R, L, C sous une tension alternative de fréquence f est :

2 1)?
Z=|R +(Loo—a) avec : w = 2mf.
1) Déterminer le signe de la dérivée de la fonction w +— Z(w) sur R**,

2) Etudier la fonction w +— [(w) = % ou U est I’amplitude constante de la tension,

puis la tracer.

Exercice 4 Soit un générateur de force électromotrice E, de résistance interne r et le circuit

ci-dessous. Déterminer la valeur de la résistance R pour que la puissance dissipée y soit
R

" (R+1)2 )

maximum (on trouve P(R) = E?
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Exercice 5 Calculer la limite des fonctions suivantes au « point » a donné.
(x* =1)(x* +3)

D= oty
B (x” =2x)(x —4) _

2) 8= (x° —2x)(x’ —x)

3) h(x) x® —3x* +1 _

T xaDx 13)
4 f(x) = x?+2x-3 a=1

x3-1

x? +4/x -1 .

9 F(0 ==
6) f(x):—”‘;_l;z a=3

7) f(x) = V% + 2x+ 2Xx a=—o0

-Exercices supplémentaires

Exercice 6 Avec des logarithmes.
1) Soit g la fonction numérique définie sur R**par: g(x) =1+ i + Inx . Etudier le

signe de la fonction g sur R**
2) Etudier la fonction f définie sur R** par: f(x) = (x + 1).Inx.

Exercice 7 Dans le circuit ci-dessous on suppose que le condensateur est initialement
chargé : On note U, la tension a ses bornes. A I’instant t = 0 on ferme 1’interrupteur K. La
0sit<O
Esit>0"
On démontre que la fonction t ~ u(t) est définie sur [0; +oo par :

t

u(t) = (Up — E)e ’e + E .
K
E— 1

A R

E () o(0) c —_ |u

fonction t ~ e(t) est définie par : e(t) = {

1) Etudier sur [0; +oo] les variations de la fonction t = u(t) et calculer tligrn u(t), on

discutera suivant les valeurs relatives de U, et E.

2) Déterminer la tangente a la courbe représentative de u a I’origine et donner 1’allure de

cette derniére.
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Exercice 8 L’étude d’un circuit électrique conduit a étudier sur [0; +oo[ la fonction i : t

t
i(t) = I(e"2 + 2te™") avec I > 0. On se propose de représenter graphiquement la fonction i.
t

1) Soit f, la fonction définie sur [0; +oo[ par: f(t) =1 —t— %eE . Etudier les variations

de f'; en déduire que I’équation f(t) = 0 admet sur [0; +oo[ une solution unique t; et
que t; est élément de [0.65 ; 0.66] .

2) Déduire de 1) le signe de f{t).

3) Etudier les variations de i . Déterminer tEr-ll:loo i(t) . Tracer la courbe représentant i.

. DT L., .. . 2 si -2
Exercice 9 Calculer a I’aide du nombre dérivé la limite suivante : lim ——x Y2
x—)% 2cosx —+2

Viex—(1+%)

X

Exercice 10 Calculer : liga . En déduire que si x tend vers 0, alors 4/1+x est

cquivalent & 1+ dx—Lx’
équivalent a 1+2x g -
Exercice 11 Calculer les limites :

lim (shx)l/X (on utilisera le logarithme et un équivalent.)
X—>+00

------------------ Extraits d'énoncés de préparation aux concours

Exercice extrait de I’épreuve de mathématiques au concours ENSEA 2005

1) Soit g, la fonction définie par : g(x) = In (X;—l) + ﬁ . Etudier g (ensemble de

définition, tableau de variation et limites), puis en déduire le signe de g sur son
ensemble de définition.

1
2) Soit f, la fonction définie par : f(x) = eXln(l_Q) . Etudier f.

Exercice extrait de I’épreuve de mathématiques au concours ENSEA 2003

Etudier la fonction f, définie par : f(x) = x — In(chx)
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\Partie D : Fonctions réciproques\

Introduction

Une fonction f est définie sur D, un sous-ensemble de R, si a tout x de D on peut associer

un unique nombre noté f(x), et appelé image de x par f.

On écrit f:D ——>f(D)
X —— y=1(x)

D est appelé ’ensemble de définition de f, et f(D) I’ensemble image de D par f.

Peut-on déduire de fune fonction g, définie de la facon suivante ?

g:f(D)— D
y ——x/y=1(x)

La réponse est oui, a condition que la fonction f soit bijective sur D.

1. Fonction bijective

1) Définition

On appelle fonction bijective sur D, toute fonction f : D—— (D)
X — y={(x)

vérifiant : Vyef(D) 3! xeD /y = f(x) , c'est-a-dire :

« Pour tout y, élément de f(D), il existe un unique x, ¢lément de D tel que y=f(x) »

Exemples

v' La fonction carré est-elle bijective sur R ? sur [ 0 ; +oo [ ?

v Déterminer un intervalle sur lequel les fonctions cosinus, sinus et tangente sont
bijectives.
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2) Théoréme

| Toute fonction continue et strictement monotone sur D est bijective sur D.

Exemple La fonction définie par : f(x) = (\/; - 1)2 est-elle bijective sur son ensemble de
définition ? Pourquoi ? Déterminer un intervalle sur lequel cette fonction est bijective.

II. Fonction réciproque

1) Définition

Définition/Théoréeme Soit une fonction bijective f : D—— (D)
X — y=1(x)

il existe alors une fonction notée ! et appelée « fonction réciproque de f »,
telle que : £ : f{(D) ————> D
y — x=1(y)

Remarques: v x€ D, (f' of)(x)=x et v yef(D), fof ') y)=y
Les courbes représentant f et ! sont symétriques ’une de I’autre par rapport a la droite
y=X.
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Exemple Déterminer et représenter graphiquement la fonction réciproque de la fonction
f définie par : £(x) = (Vx - 1) sur I= [1;00].

2) Dérivée d’une fonction réciproque

Dérivée de f! Soit f, une fonction bijective et dérivable sur I, alors f! est dérivable et :
1
() 0= vy Ef@privédely/f'(f '()=0} .
f'(f '(y)

Remarque : f et f'1 sont continues et ont méme sens de monotonie.

Démonstration

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année 47




Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - D. Fonctions réciproques

Exemple Soit f, la fonction définie par f(x) = e*. Déterminer, si elle existe, la fonction
réciproque de f, puis la représenter graphiquement. Retrouver alors la dérivée de la fonction
logarithme népérien.

f(x) t i -

-+

-4

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année 48



Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - D. Fonctions réciproques

II1. Fonction réciproque des fonctions triconométriques

1) Arcsinus

On appelle fonction sinus restreinte a ’intervalle [—g ; g] , la fonction définie par :

sin/[_;;g] : [—g ; g] —»[-1; 1]

X —— y=sin(x)

Cette fonction est strictement croissante et continue, elle est donc bijective et admet
alors une fonction réciproque notée Arcsin et appelée Arcsinus, définie par :

Arcsin: [-1; 1] —— [_g ’ g]

y F——» x=Arcsin(y) tel que y = sin(x)
Arcsin est une fonction continue et strictement croissante.

sin(Arcsin(x)) =x Vx € [-1; 1]
Arcsin(sin(x)) =x VX € [—g ; E]

2
i(Arcsin(x)) =L _vxe 1-1;1]
dx J1-x2 ’
5T
=+
05T
sin(x)
arcsin(X) ‘i.S ‘Il ‘(I).S 0 d.S Il 1I45
05+
- -1
15+

Dérivée de Arcsin

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année

49




Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - D. Fonctions réciproques

2) Arccosinus

On appelle fonction cosinus restreinte a ’intervalle [0 ; | , la fonction définie par :
coS/jg;m : [0; W] — » [-1; 1]
X —— y=-cos(x)

Cette fonction est strictement décroissante et continue, elle est donc bijective et admet
alors une fonction réciproque notée Arccos et appelée Arccosinus, définie par :

Arccos:[-1; 1], [0;m]
y +F——» x=Arccos(y) tel que y = cos(x)

Arccos est une fonction continue et strictement décroissante.

cos(Arccos(x)) = x Vx € [-1; 1]
Arccos(cos(x)) =x VX € [0; ]

d -1
&(Arccos(x)) =T vx € |-1;1]

-----
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3) Arctangente

On appelle fonction tangente restreinte a ’intervalle ]—g ; g[ , la fonction définie par :

Y3 Y3
tan) roi|-3i g ——— R
X +H—— y=tan(x)

Cette fonction est strictement croissante et continue, elle est donc bijective et admet

alors une fonction réciproque notée Arctan et appelée Arctangente, définie par :

Arctan: R —>]—§ ; g[

y —— x = Arctan(y) tel que y = tan(x)
Arctan est une fonction continue et strictement croissante.

tan(Arctan(x)) = x Vx €R
Arctan (tan(x))=x VX € ]—g ; E[

2
i(Arctan(x)) = vxeR
dx 1+x2
4T
27T v
tan(x)
arctan(x)
i | 1 | | | | |
2 T4 73 72 1 0 1 2 b 4
kil
2 I
J -t
4L
X
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IV. Fonction réciproque des fonctions hyperboliques

1) Argsinus hyperbolique

Soit la fonction sinus hyperbolique
sh:R —»R

x > y=sh(x)= ex—ze

Cette fonction est strictement croissante et continue, elle est donc bijective et admet
alors une fonction réciproque notée Argsh et appelée Argsinus hyperbolique, définie
par:

Argsh: R | R
y —— x = Argsh(y) tel que y = sh(x)

Argsh est une fonction continue et strictement croissante.

sh(Argsh(x)) =x Vx € R
Argsh(sh(x))=x Vx € R

d 1
&(Argsh(x)) ey VxeR

Argsh(x) =In(x+Vx2+1)Vx€R

argsh(x) =6 -4 - 0 > 4 6

-5

Expression de Argsh
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2) Argcosinus hyperbolique

On appelle fonction cosinus hyperbolique restreinte a I’intervalle [0; +oo[ , la fonction
définie par :
chjo; 00 2 [0 +00[ — 5 [1; 400

x | ’ y =ch(x) =

eX+e7X
2

Cette fonction est strictement croissante et continue, elle est donc bijective et admet
alors une fonction réciproque notée Argch et appelée Argcosinus hyperbolique, définie
par:
Argch:[1;400f __  [0;+oo]

y > x=Argch(y) tel que y = ch(x)

Argch est une fonction continue et strictement croissante.

ch(Argch(x)) = x Vx € [1;+0o[
Argch(ch(x))=x V x € [0; oo

%(Argch(x)) = \/x;__l VX € |1; +oo[

Argch(x) =In(x + Vx2 — 1) VX € [1; +oo[

10T
ch(x) :
argch(x)
0
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3) Argtangente hyperbolique

Soit la fonction tangente hyperbolique :
th: R ,]-1;1]
x y= th(x) =

eX—e7X

eXt+e X

Cette fonction est strictement croissante et continue, elle est donc bijective et admet
alors une fonction réciproque notée Argth et appelée Argtangente hyperbolique, définie
par:
Argth:|-1;1[— » R

y H—— x=Argth(y) tel que y = th(x)

Argth est une fonction continue et strictement croissante.

th(Argth(x)) =x vx€]-1; 1]
Argth (th(x))=x VX €R

1
1-x2

Argth(x) =In (\/%) Vxe]-1;1]

%(Argth(x)) = vx € |-1; 1]

5+
th(x)
""" I } } } } }
argth(x) T3 T2 71 0 1 2 B
-1
X
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Exercices

2

Exercice 1 Soit la fonction : f(x) = 3
1+x

1) Montrer que f admet deux domaines de monotonie.
2) Exprimer dans chacun de ces domaines la fonction réciproque.
3) Tracer dans chacun des cas les courbes de f et f'! sur le méme graphique.

X
1—x2

Exercice 2 On donne les deux fonctions : f(x) = Arctanx et g(x) = Arctan

1) Ensembles de définition et dérivée de g(x)
2) Etablir une relation entre f ‘(x) et g ‘(x) et déduire la relation entre g(x) et f(x).
3) Tracer les courbes de f(x) et g(x) sur le méme graphique.

Exercice 3 Etude et représentation des fonctions : x — y = f; (x) = sin(Arcsinx) et x —
y = f,(x) = Arcsin(sinx)

Exercice 4 Soit la fonction f définie sur R * par x = f(x) = Arctanx + Arctani
Calculer f'(x) puis en déduire I’expression de f(x) sur R " et R ™
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\Partie E : Développements limités|

I. Généralités :

1) Théoréme des accroissements finis

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] et dérivable sur Ja,b] .
. f(b)—f(a
Il existe ¢ ]a,b[ tel que f'(c) = %
//’-_ \\
/ g
[ -
= -
# e b
Théoréme des accroissements finis

Cas particulier : le théoréme de Rolle

Soit fune fonction continue sur un intervalle [a,b] et dérivable sur ]a,b[ telle que
f(a)=f(b). Il existe ¢ ]a,b[ tel que f'(c) = 0.

|
|
P |
1 —_—— F Y |
-HH'\ 4 A -,
08 -.\‘ 1}—._‘—?
o8 - \ / |
4 o A \\ / "-.‘ f
02 \
. \
LY R R T N i“

2) Définition / Théoréme de Taylor

Si f est n fois dérivable sur [a,b], et si f™*" existe sur ]a,b[, alors il existe ce ]a,b] tel
que :
(b a) (b—a)® (b—a)" (b—a)™!

f(b)=§f(a)+(b a)f'(a) + ———f" (@) + —— 3 fP@)+ .t — - .f(“)(a}+ — £ (e
|

« Développement de Taylor d’ordre n en a. » « Reste du développement d’ordre n en a. »

En posanta=0 et b =x dans la formule précédente on obtient :
2 ll
f(x)=f(0)+x f'(a)+ f"(0)+ f(3)(0)+ + f<n>(o)+ ey £04D (¢
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Formule de Tavlor-Young

Si f est n fois dérivable sur un voisinage de 0, alors elle admet le développement limité en
0al’ordre n suivant :

2 3 n

£(x) = £(0) + x.f' (0) + %.f"(0)+ %.f(3)(0)+ rt X—'.f(“)(O) +0O(x")
! ! n!
Ou O(x")se lit « grand O de x" », est appelé le « reste d’ordre n », et est une fonction qui

vérifie : limo(—f) =0
=0  x

Remarques :
- Au voisinage de 0, la fonction O(x") converge vers 0 plus rapidement que la fonction x".

- Dans ce chapitre, nous n’étudierons que les développements limités en 0, en effet, pour
obtenir les développement limités en xo , il suffira alors de changer de variable : X=x - xo
- D’autres notations existent pour exprimer le reste du développement limité de f a 1’ordre n

en xo: O(x")=x".g(x)ou ling e(x)=0.
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I1. Méthodes de calcul des développements limités :

1) Méthode de calcul 1 : en utilisant la formule de Taylor/young (pour les fonctions usuelles)

v Soit f(x) = €*.
f est-elle développable d 'ordre nen 0 ? ...t
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v’ Soit f(x)=sinx.
f est-elle développable a 'ordre nen 0 ? .......ooiiiiiiiiii e
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Tableau des développements limités a 1’ordre n en 0 des fonctions usuelles

2 n
X X
e =1+x+—+..+ +0O(x")
2 n!

3 XS 2n+1
sinx=x-——+4 —+4 .+ (-1)" ———+ O(x™")
31 5! (2n +1)!
2 4 2n
cosx=1——+x—+...+(—1)n X +0(x™)
20 4 (2n)!
3 XS 2n+1
shx = X+ —+ —+ ceo. + —————+ O(x*"")
3! 3 (2n +1)!
2 4 2n
chx =1+ —+—+ ..+ +0(x™)
2 4 (2n)!
x? x° L x"
In(1+x)=x- 7+ T+ ceee T+ (—l)n_ —+ O(Xn)

(1+X)“=1+ax+@xz+"_ 0t(m—l)(oc 2).(a-n+1)

"+ 0((x")
n'

Remarque : Le développement limité d’une fonction paire (respectivement impaire) ne
contient que des puissances paires de x (respectivement impaires)

Exemple : A ’aide de ce tableau, déterminer les développements limités a I’ordre 3 en 0 des
fonctions suivantes :

2) Méthode de calcul 2 : Somme, Produit et Quotient de deux développements limités

a) Somme : Soit f et g¢ deux fonctions développables a I’ordre n en 0, telles que :

f(x)=P(x)+0O,(x") avecllm 0,(x") =0

X" , alors la fonction f+g est développable a
2(x) = Q(¥) + 0, (x") aveclim—2 =~ 0,0D _,

x"

ox")

Xll

IPodrenen 0 et: (f +g)(x) = P(x)+ Q(x)+ O(x") avec lin(} =0
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Exemple Déterminer le développement limité a I’ordre 4 en 0 de :

Vocabulaire Soit P, un polynéme de degré n. Soit m un entier tel que m <n.La
troncature de P a ’ordre m est le polyndme obtenu en enlevant tous les monomes de P
de degré strictement supérieur a m.

Par exemple : P(x) = x’ —4x’ +2x* —x +1. La troncature de P a ’ordre 2 est le

polynéme suivant : H(x) =2x*> —x +1.
On dit aussi que H est le polynéome P, tronqué a ’ordre 2.

b) Produit : Soit f et g deux fonctions développables a I’ordre n en 0, telles que :
O n
f(x) = P(x)+ O, (x") avec 1in[}$ —0
X—> X
O n
g(x) = Q(x)+ O, (x") avec lingz(—x) —0

Xn

, alors la fonction f.g est développable a

ox")

X

I’ordre n en 0 et : (f.g)(x) = H(x)+ O(x") avec lin(} =0 et ou H est le polynome

P.Q, tronqué a I’ordre n.

Exemple Déterminer le développement limité a I’ordre 3 en 0 de :
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¢) Quotient : Soit f et g deux fonctions développables a ’ordre n en 0, telles que :

f(x)=P(x)+ O, (x") aveclim (X ) _ o ]
, alors la fonction — est développable a
g(x) = Q(x)+ 0, (x") avec llm 0,(<") =0 .
x"

( ")

IPordrenen0et: [ J(x) H(x)+ O(x") avec llm =0 et ou H est le polynéme
g

obtenu en effectuant la division suivant les puissances croissantes a I’ordre n de P par Q.

Exemple Déterminer le développement limité a ’ordre 5 en O de :
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3) Méthode de calcul 3 : Dérivation et intégration d’un développement limité.

a) Dérivation : Soit f une fonction développable a I’ordre n en 0, telle que :

f(x)=P(x)+0,(x") avec llm 1( D =0, alors la dérivée de f est développable a
O n—1
Pordren-1en 0 et: f'(x)=P'(x)+ O(x"") avec lin(} (Xn_l ) =0
X—> X

Exemple En dérivant le développement limité de In(1+x) a I’ordre n+1 en 0, retrouver le

développement limité de al’ordren.

1+x

b) Primitive : Soit f une fonction développable a I’ordre n en 0, telle que :

f(x)=P(x)+0O,(x") avec llm 1( D = 0 alors toute primitive F de f est développable a
ntl . o(x"") .
PPordre n+1 en0et: F(x)=Q(x)+ O(x""") avec lm(} —— =10 etou Q est une
X—> X

primitive du polynéme P.

Exemple On rappelle que (Arc tan x)': . En intégrant le développement limité a

1+x?

I’ordre 2n en 0 de 1;2 , déterminer le développement limité a I’ordre 2n+1 en 0 de Arctanx.
+ X

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année 68




Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - D. Développements limités

4) Méthode de calcul 4 : Développement d’une fonction composée.

Soit f et g deux fonctions développables a I’ordre n en 0, telles que :

O n
f(x) =P(x)+O,(x") avec ling# =0
’ OX . , et f(0)=0. Alors la fonction fog est
g(x) =Q(x)+ 0,(x") avec lirr(g#) =0
X—> X

")

X

(0]
développable a I’ordre n en 0 et : (f ° g)(x) = H(x)+ O(x") avec lin(} =0 etou H

est le polyndome P o Q tronqué a I’ordre n.

sinx

Exemple 1 Déterminer le développement limité a I’ordre 3 en 0 de e

IUT de Toulon — Département GEII — Premiére année 69




Chapitre 3 : Fonctions numériques a variable réelle - D. Développements limités

Exemple 2 Déterminer le développement limité a I’ordre 3 en 2 de In(1+x) :

I11. Applications :

1) Position relative d’une courbe et de sa tangente en O :

f est dérivable en 0 de nombre dérivé f' (0) si et seulement si:
f(z) = f(0) + f'(0) = + ze(z) avec Jl:irrllje(m) =0

Cest, par définition, le développement limité & 'ordre 1 de f au voisinage de 0.
Une équation de la tangente & la courbe Cy représentative de f au point d’abscisse 0 est

y=£(0)z+f(0)

On reconnait la partie réguli¢re du développement limité & I'ordre 1 de f au voisinage de 0.
La position de Cy par rapport a la tangente au point d’abscisse 0 est donnée par le signe de

d(z) = f () = [f'(0) =+ £ (0)]

- Si d(z) > 0 la courbe est située au dessus de sa tangente an point d'abscisse 0.
— 8i d(z) <0 la courbe est située en dessous de sa tangente au point d’abscisse 0.

2) Développement asymptotique en 1’infini

Considérons une fonction f définie au voisinage de +oo, admettant un DL d’ordre n au voisinage de 0.
On pose alors t=1/x et on utilise le DL d’ordre n de f au voisinage de O :

¢ ;
f@)=az+b+ i + =6 (;) avec z«lirfws(;r?) =0
Alors:
L lim_[f(2) - (az+5)) =0.
Donc la droite A d’équation y = az + b est asymptote a C; vers +00
2. La position de Cy par rapport & A au voisinage de +oc est donnée par le signe de

d(z) = f (z) - (ax +b)
Sid(z) > 0, Cy est au dessus de A et si d(z) < 0, Cs est en dessous de A.

Au voisinage de +00, d(z) = S + & E(;l;:) = £ [1+¢(Z)] a méme signe que -
On procede de fagon analogue au voisinage de —co.
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Exercices

Exercice 1 : Rechercher le développement limité au voisinage de 0 des fonctions suivantes a
I’ordre n indiqué :
a) In(1+x)+shx ;avecn=35 b) ln(l-xz) ;avecn =6 C) ln(«/l-xz);avecn:6
d)sinx.In(1+x);avecn =4  e)cos(x).sin(2x) ; avecn =4 f) Sx ; avecn =6
X

Exercice 2 :

Rechercher le développement limité a I’ordre 3 au voisinage de 0 des fonctions
suivantes :

a) ln(SiXﬂ) b) Arctan(sinx) c)e™ d)(1+ x)i ¢) tanx

Exercice 3 : Application au calcul de limites

Calculer les limites suivantes :

2 .
o X sinXx . Arctanx —x . In(cos(ax))
2) }f& X —sin X b) 1333 tan X — Arcsin x ©) 1333 In(cos(bx))

DlimXIDX o) i 10X gy T b) — x]

sl X° —1 x>T sin X — CcOS X

Exercice 4 : Application a I’étude d’une fonction

1) Rechercher le développement limité en 0 a ’ordre 2 de la fonction : f{x) = —*—,

en déduire I’équation de la tangente T a Crau point d’abscisse 0. Quelle est la
position de T par rapport a C¢?

2) Etudier la position relative de la courbe C d’équation y = f(x) = x — 3 — 2.In(x+1) et
de sa tangente au point A(0 ;-3)

3) Etudier au voisinage de I’infini f(x) = x +2 /xz —x
f(x)

4) Rechercher le développement limité en +coa 1’ordre 2 de ﬁ ou
X

f(x) = Vx” + x + 1 . En déduire les équations des asymptotes a Cren +oo et -oo0.
Quelle est la position des asymptotes par rapport a Cr ?
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