CHAPITRE 1

Background

1.1 Eléments d’analyse matricielle

1.1.1 Généralité

On appelle MATRICE m x n (ou d’ordre m x n) a coefficients dans K tout tableau de m lignes et n colonnes d’éléments de K.
L'ensemble des matrices m x n a coefficients dans K est noté .4, , ().

On convient de noter a;; I'élément de la matrice situé sur la i-éme ligne et j-éme colonne (1<i<metl<j<n).

Une matrice A est représentée entre deux parentheses ou deux crochets :

an alj ain aln alj ain
A=lajg ... aij ... ain ou A=lai ... ajj ... GQain
Ami ... Qmj ... Qmn Aml .- Qmj .. Qmn

ou encore

A=(aij)isism ou  A=lajjlicizm
l<j<n 1<jsn

— Si m = nondit qu'on a une MATRICE CARREE. Lensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K est noté
M (K).

— Une matrice m x 1 est appelée VECTEUR-COLONNE et une matrice 1 x 7 est appelée VECTEUR-LIGNE.

— La MATRICE NULLE, notée Oy, p, est la matrice dont tous les éléments sont nuls : a;; = 0 pour tout i = 1,..., m et tout
j=1,...,n.

— On appelle MATRICE DIAGONALE toute matrice carrée D = (d;;)1<;,j<n telle que i # j = d;; = 0. Si on note d; = d;;,
une matrice diagonale est de la forme

d 0 0 0

0 0 o0
D, = :

0 o dpsr O

0 0 0 dy

On la note Diag(d,, dy, ..., dp).
— La MATRICE IDENTITE d’ordre 7, notée [, est la matrice diagonale Diag(1,1,...,1).
——
n fois
— On dit qu'une matrice carrée A = (a;j)1<i,j<n €St
— TRIANGULAIRE SUPERIEURESi i > j] = aij=0,
— TRIANGULAIRE INFERIEURE si i < j = a;; =0.

— On appelle matrice TRANSPOSEE de A, notée AT, la matrice A = (aji)1=j<n. C’est donc une matrice de .y 1, (R)
l<ism
obtenue en échangeant lignes et colonnes de la matrice initiale. Bien évidemment (A7)T = A.
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— Une matrice A est dite SYMETRIQUE si AT = A, i.e. si aij = aj; pour tout i # j.

— Si A est une matrice carrée d’ordre n, on définit la TRACE de A comme la somme des éléments de la diagonale
principale : tr(A) = Z;’zl a;;. Par conséquent tr(A Ty = tr(A).

On remarque qu'une matrice DIAGONALE est triangulaire supérieure et inférieure (i.e. i # j = a;; =0).

“® EXEMPLE
. -14 2 .
— Lamatrice A= ( 91 —53) est carrée et d’ordre 3 a coefficients dans Z.
123 4
— Lamatrice U= (8 3 _71) est une matrice triangulaire supérieure.
000 -5
1000
— Lamatricel = (‘51 _01 g 8) est une matrice triangulaire inférieure.
79 154
1000
— LamatriceD = (8 B9 8) est une matrice diagonale.
0000
1000
— Lamatrice ly = (8 5 8) est la matrice identité d’ordre 4.
0001
— Lamatrice B = (708 2) est une matrice ligne (= vecteur ligne) d’ordre 4.
— LamatriceC= (é) est une matrice colonne (= vecteur colonne) d’ordre 3.
. 15-9 .
— La matrice A = ( 59 g (7) ) est symeétrique.

iA=(l-15 T_ (243
— SiA=(}7' 3)alors A _(—519).

120
— Latrace de la matrice A = (8 31 32) esttr(A) =aj +axp +azgz=1+2+(-2)=1.

1.1.2 Calcul matriciel élémentaire
Addition de matrices

SiA=(aij)i<ism et B= (b;j)1<i<m sont deux matrices m x n, on définit 'ADDITION des matrices par
1=sj=n 1<j<n

A+B=(aij+bijisism-

l<j=n

La MATRICE OPPOSEE D’UNE MATRICE A est notée —A. Si A = (a;)1<i<m alors —A = (=a; ) 1<i<m-
1<j<n l<j<n

® EXEMPLE
Soient les matrices 2 x 3 suivantes :

3 4 2 6 1 9
A_(l 3 5)’ [B‘(z 0 3)'

La somme de A et B est la matrice 2 x 3 suivante :

+ + +
/\+[BS:(3 6 4+1 2 9):(9 5 11)

142 3+0 5+3 3 3 8

B ArTENTION
La somme de deux matrices d’ordres différents n’est pas définie.

Si A, B et C sont des matrices de méme ordre, alors nous avons
1. A+B=B+A (commutativité), 2. A+ (B+C)=(A+B)+C (associativité),
3. A+B)T=AT +B7 4.
5. tr(A+B) =tr(A) + tr(B).
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“® EXEMPLE
Soient les matrices 2 x 2 suivantes :

On a alors
146 -1-5) (7 -6 6+1 -5-1) (7 -6 6+0 -5+2| (6 -3
A+B_(3+2 0+1 _(5 1)’ BrA=laq3 1+0)_(5 1)’ BrC=l242 1+4)_(4 5)'

De plus,

(A+[EB)+C:(7 _4), A+([EB+<E):(; _54).

Produit d’une matrice par un scalaire

Si A = (a;j)1<i<m €st une matrice m x n et si a € K, on définit le PRODUIT D’UNE MATRICE PAR UN SCALAIRE comme la
1<sj<n
matrice

a-A=(a-aijjizizm
1<jsn

Si A et B sont deux matrices de méme ordre et a € K un scalaire, alors a- (A +B) = a-A + a - B (distributivité).

De plus, (@A) = aAT et (@A) =aAH.

<’ EXEMPLE )

2 o2 1
Sia:%etA:( S)alorsa'Az(/z

1 Yo 3 Sp)°

Produit de matrices

Si A = (air)1sism €St une matrice m x n et B = (byj)1<r<, une matrice n x p, on définit C = AR le PRODUIT DES MATRICES A
1<k=n I<j<p
et B (dans I'ordre) comme la matrice de dimension m x p telle que I'élément c;; est le produit scalaire de la ligne i de A et de

la colonne j de B. par

n
Cij = Z aikbkj = ai1b1j+ai2b2j+--~+a,-nbnj
k=1
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‘ B : nlignes p colonnes ‘

by

Clj Clp
iy
@ Ci1 Cip
amli ... Qmk -~ Qmn Cmi -+ Cmk - Cmp
A : mlignes n colonnes C = AB: m lignes p colonnes
® EXEMPLE
Soient les deux matrices
1 2 0
A:(_ll ? (2)) et B=|0 2 3|
0o -1 -2

La matrice A est d’ordre 2 x 3, la matrice B est d’ordre 3 x 3, donc la matrice produit AB est une matrice d’ordre 2 x 3 :

AB = 1x1+3x0+0x0 1x2+3x2+0x(=1) 1x0+3x3+0x(—2))_(1 8 9)

—1x141x0+2x0 —-1x2+4+1x2+2x(-1) —-1x0+1x3+2x(-2) -1 -2 -1

’ B : 3 lignes 3 colonnes ‘

1 2 0
0 2 3
0 -1 -2
1 8 9
-1 -2 -1
’ A : 2 lignes 3 colonnes ‘ ’ C = AB: 2 lignes 3 colonnes
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“® EXEMPLE

Une société commerciale possede deux magasins dont 'aménagement du parc informatique est le suivant :
— Magasin 1: 12 PC, 5 tablettes et 10 smartphones,
— Magasin 2 : 17 PC, 6 tablettes et 14 smartphones.

On peut associer a cet équipement la matrice M = (}3 2 19).

La société souhaite améliorer son équipement de la maniere suivante :
— Magasin 1: +3 PC, +2 tablettes et +2 smartphones,
— Magasin 2 : +5 PC, +3 tablettes et +4 smartphones.
Ce nouvel équipement peut étre associé a la matrice N= (25 79).
Le répartition du nouvel aménagement du parc informatique des deux magasins sera donc

M+N—12510 3 2 2} (156 7 12
{17 6 14 5 3 4/ 122 9 18

Pour acheter le nouvel équipement, la société commerciale a le choix entre deux fournisseurs :
— Fournisseur 1: 600 e le PC, 180 e la tablette et 60 e le smartphone,

— Fournisseur 2 : 550 e le PC, 200 e la tablette et 50 e le smartphone.
. s . 600 550
On peut associer ces prix a la matrice P = (1&300 25000).
On obtient les prix du nouvel aménagement selon les magasins et selon les fournisseurs en calculant

NP = 3 2 2 ?gg Zzg _(3x600+2x180+2x60 3x550+2x200+2x50| (2280 2150
5 3 60 50 T 15x600+3x180+4x60 5x550+3x200+4x50/ (3780 3550

Par exemple, le prix de I'investissement pour le magasin 1 est de 2280 e avec le fournisseur 1 et de 2150 e avec le fournisseur 2.

D ArTENTION

AB # BA en général (non commutativité).

Prenons le cas général avec A d’ordre m x p et B d’ordre p x n. Le produit AB est défini, c’est une matrice d’ordre m x n.
Qu’en est-il du produit BA ? Il faut distinguer trois cas :

— si m # nle produit BA n’est pas défini;

— si m=nmais p # n, le produit AB est défini et c’est une matrice d’ordre m x n tandis que le produit BA est défini
mais c’est une matrice d’ordre p x p donc AB # BA ;

— sim=n=p,A et Bsont deux matrices carrées d’ordre m. Les produits AB et BA sont aussi carrés et d’ordre m mais
la encore, en général, AB # BA ;

“® EXEMPLE
Soient les matrices

On obtient
AB = (148 __165) et BA= (_59 :g) .
Si les dimensions sont compatibles, on a les propriétés suivantes :
1. A(BC) = (AB)C (associativité) 2. AB+C)=AB+AC (distributivité) 3. Al,=0,A=A
4. (AB)T =BTAT 5. (AR =BIAH 6. r(AB) = tr(BA)

Puissance d’une matrice

Si A est une matrice carrée, on note B = A9 (pour g = 2) la matrice définie par

B=AxAx---xA.
—_—
q fois

Il s’agit du produit matriciel de A par elle méme q fois par conséquent, en générale, b;; # (a;;)9.
Sila matrice est diagonale, i.e. si a;j = 0 pour i # j, alors b;; = (a,-j)q.
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Inverse d’une matrice carrée

Une matrice carrée A € ./, (K) est dite INVERSIBLE (ou réguliere) s’il existe une matrice B € .4/, (K) telle que
AB = BA =1,.

Si une telle matrice existe, alors elle est unique, on la note A~! et on I'appelle matrice INVERSE de A.
— Siune matrice est non inversible (i.e. il n’existe pas A™!), on dit qu’elle est SINGULIERE.
— Une matrice carrée A est dite ORTHOGONALE si elle est inversible et ATA = AAT =1, i.e.siAT = AL,

Soit A et B deux matrices inversibles, alors
— A~ !l’est aussi et (A’l)_l =A,
— AT Testaussiet (A7) = (A7),
— ABest aussi et (AB)" ' =B~ 1AL

“® EXEMPLE
Considérons les matrices

Ona
1 1\(2 -1 1 0 2 Ly 1 10
— 2| — — — 2 — —
se=(, )5 %)=l 3)=n sa= (2 2l o=l 1)

On dit que B est la matrice inverse de A et réciproquement.

o Remarque

Matrice inverse et systemes linéaires Il est fréquent, dans toutes les disciplines scientifiques, de devoir résoudre des systémes
linéaires.

Tout systeme linéaire de n équations a n inconnues peut s’écrire sous la forme matricielle Ax = b; A est une matrice carrée
de dimension 7 et x et b sont des vecteurs colonnes de dimension 7, ol1 x est I'inconnue et b un vecteur donné.

Si A est inversible alors ce systéme posséde une unique solution x donnée parx=A~'b car

Ax=b < A 'Ax=A"'b < x=A"b.

® EXEMPLE
Considérons le systeme linéaire

2x+3y=15
3x+4y=12

Sionpose A=(23),x=(7) etb=(13), alors le produit matriciel Ax donne le vecteur colonne

4
(2 3)(x)_ (2x+3y
el A0 be

ainsi le systéme peut s’écrire sous forme matricielle Ax = b.
On cherche donc a calculer A7, i.e. on cherche a, b, c, d tels que

P | O O [ R

¢ alls i) oY)
I [ o0

Ona

2c+3d 3c+4d

2a+3c 2b+3d
3a+4c 3b+4d

2a+3b 3a+4b)
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sietseulementsia=—-4,b=c=3etd=-2ainsi
-4 3)\(15 —24
— A lp = —
x=A b_(s —2)(12)_(21)
Cet exemple montre le lien entre résolution d'un systeme linéaire et calcul d’'une matrice inverse. Cependant, pour calculer

la solution du systéme initiale de 2 équations a 2 inconnues, on doit calculer les 4 coefficients de A~! et pour cela on doit
résoudre un systeme linéaire de 8 équations et 4 inconnues. .. ce n'est pas la bonne stratégie!

1.1.3 Définition et calcul pratique d’'un déterminant

Le déterminant est un nombre que I'on associe a n vecteurs de R”. Il correspond au volume du parallélépipede engendré
par ces n vecteurs. On peut aussi définir le déterminant d'une matrice A comme le déterminant des vecteurs qui composent
ses colonnes. Le déterminant permet de savoir si une matrice est inversible ou pas, et de fagon plus générale, joue un réle
important dans le calcul matriciel et la résolution de systémes linéaires.

Définition 1.1 (DETERMINANT d’'une matrice d’ordre n (régle de LAPLACE))

Soit A une matrice carrée d’ordre 7.

Etant donné un couple (i, j) d’entiers, 1 < i, j < n, on note A; j la matrice carrée d’ordre n -1 obtenue en supprimant la
i-eéme ligne et la j-éme colonne de A.

Le DETERMINANT de A, noté det(A) ou |A|, est défini par récurrence sur I'ordre de la matrice A :

— sin=1:ledéterminant de A estle nombre

det(A) = a1,
— sin>1:ledéterminant de A estle nombre

n . .

det(A) = ) (-1)"* a;jdet(A;;) quelque soit la ligne i fixée, 1 <i<n,

j=1
ou, de maniere équivalente, le nombre

n . .

det(A) = Z (=D a;jdet(A;;) quelque soit la colonne j fixée, 1 < j < n.

i=1

/ Astuce
Pour se souvenir des signes de ces deux formules, on peut remarquer que la distribution des signes + et — avec la formule
(-1)"*J est analogue a la distribution des cases noirs et blanches sur un damier :

<® EXEMPLE (DETERMINANT D’UNE MATRICE D’ORDRE 2 — METHODE DE LAPLACE)
Soit la matrice
a a
A= ( 11 12)
azy dz
alors

det(A11) = agy, det(A12) = apy, det(Az1) = app, det(Ag2) = ay.

On peut calculer det(A) par 'une des formules suivantes :
— aprdet(A11) —ajpdet(Ay2) = ay axp — a1paz) (développement suivant la ligne i = 1)
— —apy det(Agy) + aze det(Agn) = —apy ars + azpay; (développement suivant la ligne i = 2)
— a1 det(A1) — ax det(Ag)) = ayy axy — a1 a2 (développement suivant la colonne j = 1)

— —ajpdet(A2) + aze det(Agn) = —ajzap + azpar; (développement suivant la colonne j = 2)
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Ces formules donnent bien le méme résultat.

/" Astuce (Déterminant d’une matrice d’ordre 2 — méthode pratique)

Soit A une matrice carrée d’ordre n = 2. Sans appliquer la méthode de Laplace, nous pouvons nous rappeler du déterminant
par le schéma suivant :

a
as

ayz

det(A) = det(
az

) =da1dze —arzdpl.

+

an  ampz

azy a2

® EXEMPLE

det(5 7)=5><3—7><4=15—28=—13.

4 3

“® EXEMPLE (DETERMINANT D’UNE MATRICE D’ORDRE 3 — METHODE DE LAPLACE)
Soit la matrice

ay a2 adis
A=laz ax ax
aszy dasz ass

alors

az az3

—

det(A;;) = det (“22
asz
det(A3) = det (“21
asi
det(Ay,) = det(dll
asy
det(As)) = det (“12
a2

an

det(As3) = det
et(Asz3) e(a21

azs\| _
= ap2ds3 — a3 asz,
ass

Q
N
N

= dp1d32 — a2 dasy,

|
)
|
|

as)

= ay1ds3 — a13dasi,
ass
apsy|

= ajzdz3 — a13az2,
azs
a2\ _

= dapdagz —apzdazi,
azp

det(A;2) = det (a3

—

Q

12

det(Ay;) = det(
3

Q
S

Q

11
31

|
(an

det(A,3) = det

Q

det(A3,) = det
azy

donc on peut calculer det(A) par l'une des formules suivantes :

aypdet(A11) — ajpdet(Ag2) + a3 det(A;3) (développement suivant la ligne i = 1)

) = ap1ds3 — azsasi,
ass

Q
=
w

= a1z2ds3 — a13asz,
= day1dsz — aiz2dasi,

aps) _
= day1dz3 — ay13apy,
azs

)
o)
)

—ap1 det(A1) + axx det(Ag2) — axs det(Azs) (développement suivant la ligne i = 2)

as) det(Asy) — ase det(Asz) + asz det(As3) (développement suivant la ligne i = 3)

—ayy det(Aq1) + ap; det(Az;) — as; det(Az;) (développement suivant la colonne j =1)

ayp det(Aq2) — aze det(Ago) + asy det(As3y) (développement suivant la colonne j = 2)

—ajzdet(A13) + axs det(A,3) — aszz det(Azs) (développement suivant la colonne j = 3)

Quelques calculs montrent que ces formules donnent bien le méme résultat.

® EXEMPLE
Soit la matrice

alors

det(Aq;) =det (2

)210,

3 5

det(A1) = det (0

0
0 5)_0’

0 2
det(A3) = det (0 3) =0,
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0 1 1 1 1 0
det(Ay;) =det (3 5) =-3, det(Agp) = det (0 5) =5, det(Ay3) =det (0 3) =3,

0 1 1 1 1 0
det(A3;) = det (2 0) =-2, det(A3y) = det (0 0) =0, det(A33) = det (0 2) =2,

donc on peut calculer det(A) par I'une des formules suivantes :
— 1ldet(Ay;) +0det(A;2) + 1det(A;3) =10+0+0=10
— 0det(Ay1) +2det(Azy) + 0det(Az3) =0+2 x5+ 0 =10 «-- formule pratique car il 'y a qu'un déterminant a calculer
— 0det(A3;) +3det(As) +5det(As3) =0+0+5x2=10
— 1ldet(A;;) +0det(Az;) +0det(Az;) =10+ 0+ 0 =10 «-- formule pratique car il n'y a qu'un déterminant a calculer
— 0det(A2) +2det(Az2) +3det(A3p) =0+2x5+0=10
— 1det(A;3) +0det(Az3) + 5det(A33) =0+0+5%x2=10

/" Astuce (Déterminant d’une matrice d’ordre 3 — méthode pratique (régle de SARRUS))
Soit A une matrice carrée d’ordre n = 3. Sans appliquer la méthode de Laplace, nous pouvons nous rappeler du déterminant
par le schéma suivant :

ap  diz  dis
det(A) =det|az1 az a3 |=(andaxass+ aaxsas + aiza as) — (a3aas) + ay azsasy + aroas1 as3)
asy dsx dss
apn a2 A3 an a2

az) dzp a3 az az

asy asp ass asy asz

“® EXEMPLE
Soit la matrice
1 0 1
A=|0 2 0
0 3 5
alors avec la régle de SARRUS
+ + + D & &
1 0 1 1 o
0 2 0 0o 2
0 3 5 o 3

det(A) =(1x2x5+0x0x0+1x0x3)—(1x2x0+1x0x3+0x0x5)=10.

Si on utilise la définition (regle de LAPLACE), en développant selon la premiere colonne on obtient

det(A)ZIXdet(g g):2x5—0x3:10.
“® EXEMPLE
Soit la matrice
5 7 1
A=|4 3 2
2 1 6

alors
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NN, | S
4 3 2 @4 3
2" 417 2

det(A) =(6x3x6+7x2x2+1x4x1)—(1x3%x2+5%x2x1+7x4x6)=-62.

B ArtENTION
Laregle de SARRUS ne s’applique qu’a des matrices d’ordre 3.

® EXEMPLE

Alors

Soit la matrice d’ordre 4 suivante :
1 0 0 1
2 01 0
A= 1 2 0 4
1 2 3 0
0 1 0 2 0 1 2 4
det(A) = det(A;;) —det(A1y) =det|2 0 4|—det|1 2 0|=-det -(12+0+2-2-0-0)=-(-8)-12=—4.
2 3 0 1 2 3 20

Si on essaye de «généraliser» la régle de SARRUS on n’obtient pas le bon résultat :

(1x0x0xo+0x1x4><1+0><0x1><2+1x2x2x3)—(1x1x2><1+1x0x0x2+0x2x4x3+0x0x1x0]=1o.

On a les propriétés suivantes :

1.

D s~ W

. det(A 1) =

A est inversible si et seulement si det(A) # 0,

det(A)’

. det(AT) = det(A),
. det(AB) = det(A) - det(B)
. le déterminant d’'une matrice triangulaire est égal au produit des éléments diagonaux,

. le déterminant d'une matrice orthogonale est égal a 1.

/" Astuce
11 convient d’utiliser la définition de déterminant apres avoir fait apparaitre sur une méme rangée le plus possible de zéro
sachant que

si deux colonnes (resp. deux lignes) sont identiques ou proportionnelles, alors det(A) = 0;
si on multiplie une colonne (resp. une ligne) par un scalaire « # 0, alors le déterminant est multiplié par «;

si on échange deux colonnes (resp. deux lignes), alors le déterminant est changé en son opposé (i.e., le déterminant
change de signe);

on ne change pas un déterminant si on ajoute a une colonne (resp. une ligne) une combinaison linéaire des autres
colonnes (resp. lignes), i.e.

C,-<—Ci+aCj, Li<—L,~+aLj,
avec jZieta #0.
® EXEMPLE
Soit la matrice
1 0 1
A=[0 2 0
0 3 5

10
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On fait apparaitre encore plus de zéros dans la matrice jusqu’a obtenir une matrice triangulaire :

1 0 1
det(A) =det|0 2 0
0 3 5

@ En dimension 2 les déterminants correspondent a des aires et en dimension 3 a des volumes.

LseLfng

1 0 1
det|0 2 0]=1x2x5=10.
0 0 5

Considérons deux vecteurs v=(¢) etw = () du plan R?. Ces deux vecteurs déterminent un parallélogramme :

y
J w
C ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
j
b a

L'aire du parallélogramme est donnée par la valeur absolue du déterminant de la matrice dont les colonnes sontvetw:

Théoréme 1.2

A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

Propriété 1.3
— det(AT) = det(A),

1
det(A)’
— det(AB) = det(A) - det(B).

— det(A™hH =

Définition 1.4 (Rang)

Aire =

det (

a c
b d

|

Le RANG d’'une matrice quelconque A € .4, ,, noté rg(A), est égal au plus grand entier s tel que I’on puisse extraire de A
une matrice carrée d’ordre s inversible, c’est-a-dire de déterminant non nul. Il représente le nombre maximum de vecteurs
colonnes de A linéairement indépendants (ou, ce qui est équivalent, le nombre maximum de vecteurs lignes linéairement

indépendants).

o Remarque
Soit une matrice A € 4, ,. Alors

etrg(A) = 0 si et seulement si tous les éléments de A sont nuls.

“® EXEMPLE
Soit A la matrice suivante

Le rang de A est 2 car

— A estd’ ordre 2 x 3 donc s < min{2, 3} soit encore s=0,1 ou2;

0 <rg(A) <min(m, n)

11
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— il existe au moins un élément de A différent de zéro, donc s # 0 soit encore s = 1 ou 2; pour qu'il soit 2 il faut trouver
une sous-matrice de dimension 2 inversible :
— comme le déterminant de la sous-matrice composée de la premieére et de la deuxiéme colonne est nul, on ne
peut pas conclure car je peux encore trouver une autre sous-matrice de dimension 2 inversible;
— comme le déterminant de la sous-matrice composée de la premiére et de la troisieme colonne est non nul, alors

s=2.
“® EXEMPLE
Soit A la matrice suivante
1 0 1
A=]10 5 -1
-1 0 -1

Le rang de A est 2 car
— Aestdordre3x3doncs<3,ies=0,1,20u3;
— il existe au moins un élément de A différent de zéro, donc s # 0;
— le déterminant de A est 0 (car L; = —L3) donc s # 3;

— le déterminant de la sous-matrice ((1) g) est non nul, donc s = 2.

Opérations élémentaires sur les matrices

Définition 1.5 (Opérations élémentaires sur les lignes d’'une matrices)
Les opérations (ou manipulations) élémentaires sur les lignes d'une matrices M € .4/, ,, sont

— la multiplication d'une ligne L; par un scalaire non nul « :
L;i —alL;;
— Tl'addition d'un multiple d’une ligne aL; a une autre ligne L; :
Li—Li+aLj;

— l’échange de deux lignes :
Li—Lj.

Ces transformations sont équivalentes a la multiplication a gauche (pré-multiplication) de la matriceM € M, , par la matrice
inversible obtenue en appliquant a la matrice identité |, la transformation correspondante. Par exemple, la transformation
qui échange les premieres deux lignes de la matrice M € /4 3 suivante

a b c d e f
d e f|lL-L |a b c
g h i g h i
p q T p q T

équivaut a multiplier M a gauche par la matrice obtenue en échangeant les premieres deux lignes de la matrice identitély :

01 0 O0\fa b c d e f
1 0 0 0||d e f| [a b c
0 01 Oflg n i| |g h i
0 0 0 1/J\p q r p q r

Définition 1.6 (Opérations élémentaires sur les colonnes d'une matrices)
Les opérations élémentaires sur les colonnes d’'une matrice M € .4, ,, sont

— la multiplication d'une colonne C; par un scalaire « non nul :
Ci —aCj;
— l'addition d'un multiple d'une colonne aC; a une autre colonne C; :

Cl-<—C,-+aCj;

12
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— l’échange de deux colonnes :
Ci—C;j.

Ces transformations sont équivalentes a la multiplication a droite (post-multiplication) de la matriceM € .y, par la matrice
inversible obtenue en appliquant a la matrice identitéll,, la transformation correspondante. Par exemple la transformation
qui échange les deux premieres colonnes de la matrice M précédente s'obtient comme suit :

a b c b a c¢
d e fI[OL 0 (e a7
PR | R el i
& 00 1 &
P q q p

r r

&
Définition 1.7 (Matrices EQUIVALENTES)
Deux matrices sont dites EQUIVALENTES si on peut passer de I'une a I'autre par des opérations élémentaires.

Théoreme 1.8
Deux matrices équivalentes ont le méme rang.

1.1.4 Produits scalaires et vectoriels et normes

On a trés souvent besoin, pour quantifier des erreurs ou mesurer des distances, de calculer la “grandeur” d’'un vecteur ou
d’'une matrice. Nous introduisons pour cela la notion de norme vectorielle et celle de norme matricielle.

Définition 1.9 (p-norme ou norme de HOLDER)
On définit la p-norme (ou norme de HOLDER) par

n 1/p
ef
IIXIIp%(lein) , pourls<p<+oo
i=1

ol les x; sont les composantes du vecteur x.

Quand on prend p = 2 on retrouve la définition classique de la norme euclidienne.

@ Définition 1.10 (Norme infinie ou norme du maximum)
On définit la norme infinie (ou norme du maximum) par

def
[%lloo = max |x;].
1<i<n

ol les x; sont les composantes du vecteur x.

1.2 Espaces vectoriels

Dans cette section, nous rappelons les notions élémentaires d’algebre linéaire que nous utiliserons dans le reste du polycopié.

Définition 1.11 (Espace vectoriel)

Un ESPACE VECTORIELsur un corps K (K = C ou K = R) est un ensemble E contenant au moins un élément, noté Og, ou
simplement 0, muni d'une loi interne notée +, appelée addition, et d’'une loi externe notée -, appelée multiplication par un
scalaire, qui posséde les propriétés suivantes : pour tout u, v, w € E et pour tout a, € K,

® u+vV+w)=u+v)+w (associativité)
@ u+v=v+u (commutativité)
® u+0g=0g+u=u (existence d'un élément neutre pour '’addition)
@ u+(—u)=(-u)+u=0gennotant —u=(-1k) -u (existence d'un élément opposé)
® (a+p)-u=a-u+f-u (compatibilité avec la somme des scalaires)
® a-(u+v)=a-u+a-v (compatibilité avec la somme des vecteurs)

13
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@ a-(f-u)y=(af) u (compatibilité avec le produit des scalaires)
lx-u=u (compatibilité avec I'unité)
Les éléments de K sont appelés SCALAIRES, ceux de E sont appelés VECTEURS. L'élément unité de K est noté 1y, I'élément

neutre de I'addition O est appelé VECTEUR NUL, le symétrique d'un vecteur u pour I'addition est appelé VECTEUR OPPOSE
DE u et est noté —u.

“® EXEMPLE
1. Lensemble R” = {(x1, X2,...,X5) | X; € R}, n =1, est un espace vectoriel pour les opérations somme (x1, X2, ..., X,) +
LY, yn) =1+ Y1, X2+ Y2,..., Xy + yu) et multiplication a - (x1, X2,..., X,) = (@x], @Xy,...,aXy).
2. Lensemble R, [x] = {p(x) = Z?:ll a;x'~! | a;€RouC} des polynomes de degré inférieur ou égal a n, n = 0, a co-
efficients réels ou complexes, est un espace vectoriel pour les opérations somme p;,(x) + g,(x) = Z;’:ll a;x'1+

Y pixt =y (a; + Bi)x'~! et multiplication Ap, = ¥ (Aa;)x'~1.

Définition 1.12 (Sous-espace vectoriel)
Soit E un espace vectoriel. On dit que F est un SOUS-ESPACE VECTORIEL de E si et seulement si F est un espace vectoriel et
FcE.

“® EXEMPLE
— Lensemble {0z} constitué de 'unique élément nul est un sous-espace vectoriel de E, a ne pas confondre avec
I'ensemble vide @ qui n’est pas un sous-espace vectoriel de E (il ne contient pas le vecteur nul).

— Lensemble E est un sous-espace vectoriel de E.

Définition 1.13 (Combinaison linéaire)
Soient uy,uy,...,u, des éléments de 'espace vectoriel E et ay, az, ..., @p des éléments de K. Le vecteur

P
Y ai-u;
i=1

est appelé COMBINAISON LINEAIRE des vecteurs ug, uy, ..., Up.

“® EXEMPLE
Considérons les trois vecteurs
-1 0 -1
u =|-21, w=| 2|, uz=1| 0
-3 -1 -4

Montrons que uz est combinaison linéaire des vecteurs u; et uy.
Pour prouver qu'un vecteur v est une combinaison linéaire des vecteurs uy, uy, ..., u, il faut montrer qu'il existe p constantes
ay, az,...,ap telles que

V=aiu; +aqup + -+ apup.

On cherche alors a et b réels tels que
uz = au; + buy,

ce qui donne

—-1=-a,
0=-2a+2b, — a=b=1.
~4=-3a-b,

Par conséquent u3 est combinaison linéaire des vecteurs u; et u, car ug = uj + up.

® EXEMPLE
Considérons les trois polynomes

q(x)=1+x, qg(x):x+x2, 6]3(.)6):1—)62.

Montrons que g3 est combinaison linéaire des polyndémes ¢, et g».

14



Chapitre 1 Background

Pour prouver qu’'un polynéme v est une combinaison linéaire des polynomes ¢, g2, ..., g, il faut montrer qu'il existe p
constantes ay, @z, ..., @ telles que

v(x) =a141(x) + azq2(X) + -+ apqp(x) VxeR.

On cherche alors a et b réels tels que
qs(x) = aq1(x) + bqz(x),  VxeR

ce qui donne
I-x*=a(l+x)+bx+x*) VxeR

soit encore
(@a-D+@+bx+1+b)x*=0 VxeR.

On cherche a et b réels tels que

a—1=0,
a+b=0, <~ a=-b=1.
1+b=0,

Par conséquent g3 est combinaison linéaire des polyndmes ¢; et g» car g3(x) = g1 (x) — g2(x) pour tout x € R.

<3

Définition 1.14 (Espace engendré)

Soient uy,uy,...,u, des éléments de I'espace vectoriel E. Lensemble de toutes les combinaisons linéaires de ces p vecteurs
fixés est un sous-espace vectoriel de E appelé SOUS-ESPACE VECTORIEL ENGENDRE par up, Uy, ..., u, et noté Vect { uy,...,up } :

Vect{ul,...,u,,}z{uEE

p
day,...,ap eRu= Zai‘ui }
i=1

Notons que le vecteur Qg et les vecteurs uy,uy, s Up appartiennentc‘zVect{ul,...,up} car pour tout j=1,2,...,p
P P
OE:ZO-ui et lljZZO'u[+1'LLj.

i=1 i=1
i£]

@ EXEMPLE
— Vect{0p} = {0g}

—vertlo 0 off=telo Vrely oflereri={l )

@ Définition 1.15 (Famille libre, famille génératrice, base)
Soit p € N*, E un espace vectoriel et & = {ul, s lp } une famille de vecteurs de E. On dit que la famille & est...

a,befR}.

GENERATRICE DE E si et seulement si tout vecteur de E est combinaison linéaire des éléments de F :

p
pour tout u € E il existe ay,...,ap € Rtel que u = Z a;-u;;
i=1

LIBRE si et seulement si les p vecteurs uy, ..., up, sont linéairement indépendants, c’est-dire si
p
Zai-u,:OE = a; =0Vi.
i=1

Dans le cas contraire la famille est dite liée.

Pour montrer qu'une famille de plus de deux vecteurs est libre, on sera amené a résoudre le systeme linéaire correspondant,
qui est un systeme homogene : la famille est libre si et seulement si le systeme admet uniquement la solution nulle.

BASE DE E si elle est libre et génératrice de E. Dans ce cas, les réels ay,...,a, sont appelées COORDONNEES ou
COMPOSANTES du vecteur u dans la base &, on écrit coord(u, &) = (a1,...,@p) et on dit que E est de DIMENSION p.
Dans un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les bases ont le méme nombre d’éléments. Ce nombre, noté
dim(E), est appelé la DIMENSION de E.

15



Chapitre 1 Background

Attention a ne pas confondre DIMENSION ef CARDINAL : dans un espace vectoriel de dimension n, toutes les bases ont
le méme cardinal (i.e. méme nombre d’éléments), mais il ne faut pas parler de cardinal d’'un espace vectoriel, ni de
dimension d’une base.

® EXEMPLE
— Lafamille {u=(1,0),v=(0,1),w = u+v} de vecteurs de R? n’est pas libre : par exemple le vecteur (2, —1) peut s’écrire
comme 2u — v, comme 2w — 3v etc.
— Lafamille {u=(1,0,-1),v=(2,3,5),w=(-1,0,1)} de vecteurs de R3 n’est pas libre car w = —u.

— Lafamille {fu=(1,1,-1),v=(2,-1,2),w= (3,0,1)} de vecteurs de R> n’est pas libre carw=u+v.

=
Théoréme 1.16

Dans un espace vectoriel E de dimension 7, une FAMILLE GENERATRICE a au moins n éléments.

Si elle a plus de n éléments, alors elle n’est pas libre mais on peut en extraire une sous-famille libre de cardinal n qui est
alors une base de E.

Si elle a exactement n éléments, c’est une base de E.

Théoréme 1.17 (de la base incompléte)

Dans un espace vectoriel E de dimension 1, une FAMILLE LIBRE a au plus n éléments.

Si elle a moins de n éléments, alors elle n’est pas une base de E mais on peut la compléter de facon a obtenir une base.
Si elle a exactement 7 éléments, c’est une base de E.

Théoréme 1.18 (de la dimension)

Soit & une famille d’éléments de E de dimension finie n. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
©® Z estunebasede E
@ Z estlibre et contient n éléments
® 7 est génératrice de E et contient n éléments

® 7 estlibre et génératrice de E

B ArTENTION
On utilise ce théoreme principalement pour montrer qu'une famille % est une base de E. On utilisera surtout les implications
suivantes (avec E de dimension n) :

— si % estlibre et de cardinal n alors & est une base de E

— si & estlibre et génératrice de E alors & est une base de E

<® EXEMPLE (BASE CANONIQUE DE R")

Avec n € N, I'espace vectoriel R” est de dimension n. La famille £ = {(1,0,...,0); (0, 1,...,0);...;(0,0,...,1) } est une base,
appelée BASE CANONIQUE de R, car pour tout vecteur u € R”, u = (uy, up, ..., uy) = uy - (1,0,...,0) + t2 - (0,1,...,0) + -+ + up, -
(0,0,...,1) de fagon unique.

“® EXEMPLE (BASE CANONIQUE DE R, [x])
Avec n € N, I'espace vectoriel R, [x] des polynomes de degré < n est de dimension n + 1. La base € = { 1,x,x%,...,x" } est
appelée BASE CANONIQUE de Ry, [x] car, pour tout polynéme p € R,,[x], p(x) = ag + ay x + a; x> + --- + a, x"* de facon unique.

B ArtenTION
Ne pas confondre le vecteur u € E (qui peut étre un polyndme, une fonction, une matrice...) avec la matrice colonne de ses
coordonnées dans la base £ de E (qu’on peut noter coord(u, )).

“® EXEMPLE

Le polynome p(x) = a+ bx + cx? a pour coordonnées (a, b, ¢) dans la base canonique % = {1,x, x? } de R [x] mais n’est pas
égale au vecteur (a, b, ¢) de R3. Tous ce qu’on peut dire est que le polyndome p(x) = a+ bx + cx? de R, [x] et le vecteur (a, b, ¢)
de R? ont les mémes coordonnées dans les bases canoniques respectives.
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/" Astuce

SiF = {el, —nep } est une famille génératrice d'un espace vectoriel E et si un des vecteurs de & (par exemple e;) est une
combinaison linéaire des autres vecteurs de %, alors % \ {e; } est encore une famille génératrice de E. Ce résultat permet en
particulier de construire une base d'un espace vectoriel connaissant une famille génératrice de cet espace.

/ Astuce
Pour déterminer le rang d'une famille de vecteurs & = {ey,...,e, } d'un espace vectoriel E on cherche d’éventuelles relations
entre les vecteurs ey, ..., e :

— sila famille est libre, on en déduit que rg(¥) = p

— sinon, on cherche a exprimer un vecteur e; comme combinaison linéaire des autres vecteurs et on «élimine» ce vecteur
de la famille; on procede ainsi jusqu’a obtenir une famille libre contenue dans %.

Avant de commencer une recherche précise, on peut encadrer rg(&). Ainsi
— 18(%) <min{p,dim(E) } si E est de dimension finie;
— si & contient au moins deux vecteurs non colinéaires alors rg(¥) = 2;

— si & contient une famille libre de g vecteurs, alors rg(%) = g.

Définition 1.19 (Rang d’'une famille de vecteurs)
Soit E un espace vectoriel et & = {ej,ey,...,e,} une famille d'éléments de E. On appelle RANG DE &, et on note rg(%¥), la
dimension du sous-espace vectoriel de E engendré par % :

rg(#) =dim(Vect{e;,ey,...,e,}).
D ArtenTION
Le rang d'une matrice A est le rang des vecteurs colonnes de A, c’est-a-dire la dimension du sous-espace vectoriel qu’ils

engendrent. Donc
1g(F) =rg(ley, ez, ..., e4l),

ou [e},eo,...,e,] estla matrice dont les colonnes sont les vecteurs de la famille %.

1.3 Systémes linéaires et calcul pratique de la matrice inverse
Soit n, p = 1 des entiers. Un SYSTEME LINEAIRE 71 x p est un ensemble de n équations linéaires a p inconnues de la forme

by,

apnxy + ...+ aipXp
(S) : :
amx1 + ... + appxp = Dby

— Les COEFFICIENTS a;; et les SECONDES MEMBRES b; sont des éléments donnés de K.
— Les INCONNUES X1, X2,..., Xp sont a chercher dans K.

— Une SOLUTION de (S) est un p-uplet (x1, x2,..., Xp) qui vérifie simultanément les n équations de (S). Résoudre (S)
signifie chercher toutes les solutions.

— Un systéme est IMPOSSIBLE, ou incompatible, s’il n’admet pas de solution.
Un systéme est POSSIBLE, ou compatible, s’il admet une ou plusieurs solutions.

— Deux systémes sont EQUIVALENTS s’ils admettent les mémes solutions.
— Le SYSTEME HOMOGENE associé a (S) est le systeme obtenu en remplacant les b; par 0.
— Un systéme est CARRE si n = p.

Si on note
X1 b1 ail ... alp
Xp by, anl ... Qnp

le systéme (S) est équivalent a I'écriture matricielle Ax = b.
Si on ajoute le vecteur-colonne des seconds membres b a la matrice des coefficients A, on obtient ce qu'on appelle la
matrice augmentée que I'on note [Al|b].
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Systéme échelonné (ou triangulaire supérieur)

Un systeme (S) est EN ESCALIER, ou ECHELONNE, sile nombre de premiers coefficients nuls successifs de chaque équation
est strictement croissant. Autrement dit, un systéme est échelonné si les coefficients non nuls des équations se présentent
avec une sorte d’escalier a marches de longueurs variables marquant la séparation entre une zone composée uniquement
de zéros et une zone oil les lignes situées a droite de I'escalier commencent par des termes non nuls, comme dans |'exemple
suivant de 5 équations a 6 inconnues :

5X1 —Xp —X3 +2Xx4 +x¢ = b;
3x3 —X4 +2X5 = by

] —X5 +Xxg = bs
5x5 = b4

0 = b5

La résolution d’'un systeme linéaire Ax = b échelonné est simple car, la matrice lui associée étant triangulaire supérieure, on
utilise la relation de récurrence (dite par remontée)
b

xn - »
Ann

1 n
x,-:—(bi— Y a,-jxj), pouri=n-1,n-2...,1
aij j=i+l

“® EXEMPLE X1+X2+X3=6,
Résolution du systeme triangulaire supérieur : X2+Xx3=15,
X3= 3.
—bs _3
=G =T
1 1
Xp =X = o~ (b2 —axpx3) =7 (5-x3)=2

i 1
X=X = g (b1 —a12X2 —ar3x3) = 1 (6-x2 —x3) = L.

Quand un systeme contient une équation du type
0x1+---+0xp = b,

— si b #0le systéme est impossible,

— si b=0, on peut supprimer cette équation, ce qui conduit a un systéme équivalent a (S) dit SYSTEME REDUIT.
Par conséquent, un systeme échelonné permet d’établir si le systéme est possible ou impossible comme dans I’exemple
suivant.

“® EXEMPLE
Etablir si les trois systémes linéaires suivantes sont impossibles ou possibles et, dans ce cas, calculer la/les solution(s).

X+y+z=6, X+y+z=6, X+y+z=06,
1) y+z=5, (2) y+z=5, 3) y+z=5,
z=13. 0=0. 0=3.

(1) Ce systeme est possible et admet une et une seule solution : en partant de la derniere ligne et en remontant, on obtient

=5-3=2,

3
5-2
6—-y—z=6-2-3=1.

= < N
Il

(2) Ce systeme est possible et admet une infinité de solutions : en partant de la derniére ligne et en remontant, on obtient

z=kK€R,
y=5-K,
xX=6-y—-z=1.

(3) Le systeme n’a pas de solution car aucune valeur de z permet de résoudre 0z = 3.
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Systémes équivalents et opérations élémentaires

Deux systémes sont EQUIVALENTS s’ils ont les mémes solutions. Les opérations suivantes donnent des systémes équivalents :

— remplacer une ligne par elle méme + un multiple d'une autre ligne

Li «— L,‘ + aLj
comme par exemple
+y+ z=6, +y+2z=6,
xX+y+ z Lol x+y+z
y+ z=5, —— y+z=15,
y+2z=8, z=23.
— échanger deux lignes,
Li—L;j
comme par exemple
X+y+z=6, X+y+z=6,
Ly—Ls
z=3, — y+z=5,
y+z=25, z=3.

Ces transformations sont équivalentes a la multiplication a gauche (pré-multiplication) de la matriceM € M, , par la matrice
inversible obtenue en appliquant a la matrice identitél,, la transformation correspondante. Par exemple, la transformation
qui échange les premieres deux lignes de la matrice M € /4 3 suivante

a b c d e f
d e f|L-L |a b c
g h i g h i
p q T p q T

équivaut a multiplier Ml a gauche par la matrice obtenue en échangeant les premieres deux lignes de la matrice identitély :

01 0 0\(fa b c d e f
1 0 0 Oof|d e f| |a b c
0 01 O|lg h i| |g h i
00 0 1/J\p q r p q r

Méthode de Gauss

La méthode de GAUSS transforme un systéeme linéaire quelconque en un systéme échelonné équivalent.

Soit A = (a;j)1<i<n la matrice des coefficients du systeme (S) et [A|b] la matrice augmentée.

1=j=<p
La méthode de GAUSS comporte n — 1 étapes : a chaque étape j on fait apparaitre des 0 sur la colonne j pour les lignes i > j
par des opérations élémentaires sur les lignes.

FEtape j : en permutant éventuellement deux lignes de la matrice augmentée (i.e. deux équations du systéme linéaire), on
peut supposer a;; # 0 (appelé pivot de I'étape j). On transforme alors toutes les lignes L; avec i > j selon la régle :
i
Li—Li—-—Lj,
ajj
ainsi on fait apparaitre des 0 sur la colonne j pour les lignes i > j (i.e. on élimine I'inconnue x; dans chaque lignes L; du
systéme linéaire).

En réitérant le procédé pour i de 1 a n — 1, on aboutit a un systeme échelonné.

“® EXEMPLE

Soit le systéme linéaire
X1 F2x2+3x3+4x4=1,
2xX1+3x2+4x3+x4 =2,
3x1+4x2+x3 +2x4=3,
Ax1+x2 +2x3+3x4=4.

1. Résolution par la méthode du pivot de GAUSS :
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X1+2Xx2+3x3+4x4=1 Ly—Lp=214 X1+2xy +3x3 +4x4=1
Ly—L3—3L,

2X1+3x2+4X3 +X4=2 Ly—L4—4L, —X2 —2X3 —7x4=0
3x1+4x2 +x3+2x4=3 Etape 1 —2xp —8x3—10x4=0
4x1 +Xx2+2x3+3x4=14 —7x2—10x3—13x4=0

Ly—Ls—2L, X1+2Xx2+3x3 +4x4=1 X1+2Xx2+3x3+4x4=1

Ly—Ls—7L, —Xp—2X3 —7Xx4=0 Ly—Ls+L3 —X2—2X3—7x4=0

Etape 2 —4x3 +4x,=0 Etape 3 —4x3+4x,=0

4x3+36x4=0 40x4=0

donc, en résolvant le systéme triangulaire supérieur obtenu, on obtient
JC4=0, x3=0, XZZO, X1 =1.

2. Résolution par la méthode du pivot de GAUSS en écriture matricielle :

1 2 3 4|1 Ly—Ly—2L, 1 2 3 4 1
L3—L3—3L;
Abl=| 2 3 4 1|2 | Lonoan o] -1 -2 -7 10
341 2|3 Ftape 1 o] -2 -8 -10|0
4 1 2 3|4 o] -7 -10 -13 |0
b, (L0203 41 1 2 3 41
La—Ly~7L, | 0 -1 =2 =710 | pyepy+13 [ O -1 -2 -7]0
Etape 2 0 n -4 4|0 Etape 3 0 0 -4 410
0 4 360 0 o [o] 400
donc

X4=0, X3=0, XZZO, X1=1.

“® EXEMPLE (SYSTEME AVEC DES PARAMETRES)
Pour quelles valeurs de a et c le systéeme linéaire suivant admet aucune, une seule ou une infinité de solutions?

X +5y+z=0,
X +6y—z=2,
2x+ay+z=c.

Nous avons 3 équations donc il faut effectuer 2 étapes de la méthode de GAUSS :

X +5y+z=0 Ly—Ly-L, X+5y +z =0 X+5y+z =0
X +by-z=2 BT % —2z=2  BTLTlClOR, y -2z =2
2x+ay+z=c Btape j=1 (a-10)y-z =c Btape j=2 2a-21)z=c—2(a—10)

Etudions la derniére équation :
(2a-21)z=(c-2a+20)

— Sia# 22—1 alors z = % et on trouve y puis x en remontant : il existe une et une seule solution;

— sia= % alors
— sic—2a+20=0 (i.e.c=1), alors z =« € R et on trouve y puis x en remontant : il existe une infinité de solutions;

— sic—2a+20#0 (i.e. c #1), alors il n'y a aucune solution.

Variante de Gauss-Jordan

Soit A = (a;;) 1=i<n la matrice des coefficients du systeme (S) et [A|b] la matrice augmentée.

1<sj<p
La méthode de GAUSS-JORDAN comporte n étapes : a chaque étape j on fait apparaitre des 0 sur la colonne j pour les lignes
i # j par des opérations élémentaires sur les lignes.

Etape j : en permutant éventuellement deux lignes de la matrice augmentée, on peut supposer a; ; # 0. On transforme alors

toutes les lignes L; avec i # j selon la régle
i
Li—L;— le

ajj
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ainsi on fait apparaitre des 0 sur la colonne j pour les lignes i # j (i.e. on élimine I'inconnue x; dans chaque lignes L; du
systéme linéaire).

En réitérant le procédé pour i de 1 a n, on aboutit a un systeme diagonal.

@EXEMPLE
Résoudre le systeme linéaire
1 2 3 4\(x\ (1
2 3 4 1|[x] |2
3 4 1 2|lxs] |3
41 2 3)\x) \4
par la méthode de GAUSS-JORDAN.
Ly—Ly,—2L 1 2 3 4 1\ Li—Li+2L — —
1 2 3 4|1 L2k b=hs2l (1 [0] -1 -10|1
Abl<| 2 3 4 1|2 | Leioin o] -1 -2 -7 |0 |L- |0 -1 -2 =70
3 4 1 2|3 | gaper [[0] 2 -8 -10/0 | fmpez | 0 [0] -4 4 |0
4 1 2 3|4 -7 -10 -13|0 0 [0] 4 36 |0
Li—Li—-L3/4 Ly—Ly+11L4/40
hohohit (10 (0] 4 1) hioheptso (100 0] )1
Limlitly | 0 =1 [0] =7|0 | L—lyrarys0 | 0 -1 0 [0]|0
Etape 3 0 0 -4 410 Etape 4 0 0 -4 n 0
0o o [o] 40]0 0 0 0 400
donc

Rang d’un systéme linéaire

Le nombre d’équations non triviales du systéme réduit en escalier obtenu par la méthode de GAUSS est le RANG r DE LA
MATRICE A, OU DU SYSTEME (S).

Théoréme 1.20
Un systéeme carré Ax = b de n équations a n inconnues est compatible si et seulement si rg(A) = rg([A|b]).

1. Sirg(A) =n (i.e. sidet(A) # 0) alors rg(A) = rg([A|b]) et la solution est unique.
2. Sirg(A) =rg([A|b]) < n il y a une infinité de solutions.
3. Sirg(A) #rg([Alb]) il n'y a pas de solution.

® EXEMPLE
On veut résoudre les systemes linéaires suivants de 2 équations et 2 inconnues :

x+y=1 x+y=1 x+y=1
@{*" @] ®{ "7
x—-y=1 2x+2y=2 2x+2y=1
Les matrices augmentées associées a chaque systeme sont

@ [Alb] =

1 1|1
1 -1

®[%\|b]=[1 11]

1 11
2 212 @Wb]:[ ]

2 211

etona

@ rg(A) =rg([Alb]) = 2 donc il existe une et une seule solution. En effet,

x+y=1 Ly—Ip—L; x+y=1
x—y=1 -2y=0

ainsila solutionest y=0et x =1;
@ rg(A) =rg([A|b]) = 1 donc il existe une infinité de solutions. En effet,
x+y=1 Ly—Lp—21, x+y=1
2x+2y=2 0=0
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ainsi la solution est y = x et x = 1 —x pour tout k € R;

® rg(A) =1etrg([Alb]) =2 doncil n'y a pas de solution. En effet

x+y=1
2x+2y=1

et la derniére équation est impossible.

Ly—IL,—2L; | X+y=1
0=-1

Systéme de Cramer et méthode de Cramer

Un SYSTEME est dit DE CRAMER il a une solution, et une seule.

Propriété 1.21
Considérons un systéme carré d’ordre n a coefficients réels. Le systéme est de CRAMER si une des conditions équivalentes
suivantes est remplie :

1. A estinversible;

2. 1g(A) =n;

3. le systéme homogene Ax = 0 admet seulement la solution nulle.

Méthode de CRAMER : la solution d’un systeme de CRAMER d’écriture matricielle Ax = b est donnée par

_ det(A)
YT detd)”

<j<n

ou1 A; estla matrice obtenue a partir de A en remplacant la j-éme colonne par la colonne des seconds membres b.
Cette formule est cependant d’une utilité pratique limitée a cause du calcul des déterminants qui est tres coilteux.

® EXEMPLE (SYSTEME D’ORDRE 2)
On veut résoudre le systéme linéaire

(-
an  ax)\x2) \bz
par la méthode de CRAMER. On a

an  a
A:( ), det(A) = ajayy — appaz,
azy  ax

Ay

by
b

a2
azp

)

det(Ay) = byagx — ar2b,

a1 b
Ay = ( ), det(Az) = a1 bo — by ay;,
a1 b
donc
o byaz, — aiab, _ anb2-bian
1=, g = ————.
apdzz — ap2dz) apdzz — dzdzy
“® EXEMPLE
On veut résoudre le systeme linéaire
1 -1 2\(x 2
2 1 of|yl=]—1
3 0)\z 1

par la méthode de CRAMER. On a

22
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1 2 2
A=12 -1 0}, det(A,) =10,
3 1 0
1 -1 2
Az=|2 1 -1}, det(A3) =10,
3 1
donc
—6 10 10
x=—=-3 y=—=25, z=—=0>5.
2 2 2

Définition 1.22 (Cofacteur & comatrice)

Soit A une matrice carrée d’ordre n. Etant donné un couple (i, j) d’entiers, 1 < i, j < n, on note A; ;j lamatrice carrée d’ordre
n—1 obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne de A. On appelle COFACTEUR de I'élément a;; le nombre
(=) det(A; j)- On appelle COMATRICE de A la matrice constituée des cofacteurs de A.

® ExEM

LE
d —
Soit A = (Z d)' Alors la matrice des cofacteurs de A est la matrice (_ b ac).

1.3.1 Calcul de la matrice inverse

A étant inversible, pour obtenir A~! il suffit de résoudre le systeme Ax = b qui admet pour solution x = A~'b. On peut alors
calculer A~! en résolvant n systemes linéaires de termes sources (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1). Les méthodes
suivantes résolvent ces n systemes linéaires simultanément.

Premiére méthode.

1. On calcul la matrice des cofacteurs des éléments de A, appelée comatrice de A ;
2. on transpose la comatrice de A;
3. ondivise par det(A).

Cette méthode est quasi-impraticable dés que n > 3.

Deuxiéme méthode.
La matrice A est inversible si et seulement si on obtient par opérations élémentaires sur les lignes de A une matrice
triangulaire sans zéros sur la diagonale; non inversible si et seulement si on obtient une matrice triangulaire avec un
zéro sur la diagonale. Si A est inversible, on effectue les mémes opérations sur la matrice [A|l,] jusqu’a obtenir [l LAY

Opérations élémentaires

[All,] 0,lA1.

‘® EXEMPLE
Soit A = (2 2). Comme det(A) = 4 # 0 la matrice est inversible.

Premiére méthode : on a déja calculé le déterminant de cette matrice ainsi que la matrice des cofacteurs, il suffit alors de
calculer la transposée et on obtient
1
At l(2 0 _(3 0
a\-2 2 -3 3

2

Deuxiéme méthode : on parvient au méme résultat par transformations élémentaires :

(2 01 0\ IL—L-L, (2 0] 1 O
W"Z]‘(z 201) (o 2—11)
Li—1L
1 1
Ly—31L2 1 05 O

1/ =1 1
2 2

“® EXEMPLE
Soit A = (2 2). Comme det(A) = 2 # 0 la matrice est inversible.
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Premiére méthode : on a déja calculé le déterminant de cette matrice ainsi que la matrice des cofacteurs, il suffit alors de
calculer la transposée et on obtient
1
Al (2 SN (1 -3)
2\-2 2 -1 1

Deuxiéme méthode : on parvient au méme résultat par transformations élémentaires :
1 0
-1 1
2 -1
-1 1

1
1 -3
-1 1

21

[Alﬂz]=( o 1 0 ) Ly—Ly—L (

0 1

2
0
2
0

Li—3L

|

1
1
Li—Li—Ly 0
1
1 0
0 1
® Exem

LE
Soit A = (CCZ d) avec det(A) = ad — bc #0.

Premiére méthode : on a déja calculé le déterminant de cette matrice ainsi que la matrice des cofacteurs, il suffit alors de
calculer la transposée et on obtient
Al 1 ( d —b)

:ad—bc -c a

Deuxiéme méthode : on parvient au méme résultat par transformations élémentaires :

(Ally] = a b|1l 0) L-L-tL (a b 1 0
#" e dalo 0 d-<b|-£ 1
Ll*Ll—d%%b
L2:L1—#Z,CL2 a 0 1+% _#—bbc
0 d-%b —g 1
Li—1L,
Lyt Ly=—2 L b b d b
2T a-Gp? T ad—cb? ( Lo a+a(adibc) ada—bc ):( Lo ad—cbc _a%—bc
0 1 “ad-ch ad—ch 0 1 “ad—cb ad—ch
@ EXEMPLE
Calculer I'inverse de la matrice
1 1 -1
A=|-1 1 1
1 -1 1

Premiére méthode.

1. On calcule la matrice des cofacteurs des éléments de A, appelée comatrice de A :

1 -1 -1 1
(_1)1+1 (_1)1+2 (_1)l+3
-1 1 1 1 1 -1 2 2 0
-1 1 1 1
comatrice = | (~1)**1] | ' (-1)#*2 1‘ (=D*2 _1‘ =10 2 2|;
2 0 2
(_1)3+1 1 -1 (_1)3+2 -1 (_1)3+3 1 1
1 1 -1 1 -1 1
2. on transpose la comatrice de A :
2 0 2
comatrice’ =|2 2 0 ;
0o 2 2
3. ondivise par det(A) :
1 2 0 2 Yo 0 e
Alt==[2 2 o|=["r % o0
o 2 2/ o v w
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Deuxiéme méthode.

1 1 =11 0 0 L—Lx+L 1 -1 1 0 0
Alsl=| -1 1 1o 1 o [Z2Zhh 2 0|1 10
1 -1 1/0 0 1 0 1

1

9]

o] -2 2 |-1
0

0

1

o (L S0 b—ti-ly (1 [0] ~1|% ~% 0
0 0% e e I /A
0 -2 2|-1 0 o [o] 20 1 1
L Ly2 1 0 -1|Y% = 0 R 0 m Y 0
01 0| ' o |22 1 (o] | % o |=msIA7".
0 0 0 ' 00 1[0 % '

1.3.2 Systéme sur-déterminé

Sile systeme (S) a n équations et m inconnues avec n > m, on dit que le systéme est sur-déterminé. On considere alors (S')
un sous-systeme carré d’ordre m qu’on peut résoudre par exemple par la méthode du pivot de Gauss. Parmi les solutions de
ce systéme carré, on cherchera celles qui vérifient les équations de (S) qui n’apparaissent pas dans (S').

“® EXEMPLE
Soit les systemes linéaires de n = 3 équations et m = 2 inconnues

x+y:2 x+y:2
(S1) x+2y=3 (S2) X+2y=3
x+3y=4 x+3y=0

Prenons comme sous-systéeme carré d’ordre m = 2 celui constitué des deux premieres équations et résolvons-le :

(8" x+y=2 Ly—Ly=L; | X+y=2
xX+2y=3 y=1

Ce systeme admet une seule solution: x =y = 1.
On vérifie si cette solution satisfait I'équation de (S;) qui n’apparait pas dans (S') :

x+3y=1+3=4

donc x = y =1 est'unique solution de (S).
On vérifie si cette solution satisfait I’équation de (S») qui n’apparait pas dans (S') :

x+3y=1+3=4#0

donc (S») n"admet pas de solution.

1.3.3 Systéme sous-déterminé

Un systéme est sous-déterminé si, apres échelonnage, le nombre d’équations significatives est inférieur au nombre d’incon-
nues.

W Equilibrage de réactions chimiques Du point de vue mathématique, équilibrer une réaction chimique signifie trouver
des coefficients (dans N ou Q), appelés coefficients steechiométriques, qui satisfont certaines contraintes.

Toutes ces contraintes dépendent linéairement des coefficients steechiométriques, ce qui amene tout naturellement a
'écriture d'un systéme linéaire.

Typiquement on aura n inconnues mais seulement n — 1 équations linéairement indépendantes : en effet, les coefficients
steechiométriques ne définissent pas des quantités absolues mais seulement les rapports entre les différents éléments. Par
conséquent, siles coefficients trouvés équilibrent la réaction, alors tous les multiples entiers de ces coefficients équilibrent
aussi la réaction.
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“® EXEMPLE
Si on mélange de la soude caustique et de I'acide sulfurique, on obtient du sulfate de sodium et de 'eau :

?NaOH + ?H»SO4 — ?Na,SO4 +?H,0
—— N ~ [

soude caustique  acide sulfurique  sulfate de sodium

Pour que cette réaction ait lieu, il faut que tous les atomes (par exemple de sodium) qui sont a gauche se retrouvent a droite
et vice-versa.
xNaOH + yH»SO;s — 2zNa,SO; +wH0

soude caustique  gcide sulfurique  sulfate de sodium

On voit bien qu’il nous faut au moins 2 molécules de NaOH a gauche pour tomber sur le Na, de droite. On pose alors x =2
(mieux, un multiplede 2) et z=1:
2NaOH + yHZSO4 — NapSO4 + wH,0

Le 20H a gauche venant de la soude et la yH, venant de I'acide sulfurique se combinent pour donner wH,0O. On peut alors
posery=letw=2:
2NaOH + H,S04 — Na»S0,4 +2H,0

Le SO, se trouve bien a gauche et a droite et 'équation est alors équilibrée.
En systéme cela devient
x=2z [Na]
x+2y=2w [H]
x+4y=4z+w [O]
y=z [S]

Ontrouve z = y =k, x = 2k et w = k et 'équation est alors équilibrée. On peut alors poser x = 1.

<® EXEMPLE
Considérons la réaction
Hy + Og — Hy 0.

Notons x1, x» et x3 les coefficients stoechiométriques
X1 Hy + X209 — x3H5 0.

Les contraintes sont :
— la conservation du nombre d’atomes d’hydrogene : 2x; = 2x3,
— la conservation du nombre d’atomes d’oxygene : 2x, = x3.

On note qu’on a 3 inconnues mais seulement 2 équations linéairement indépendantes.
Pour résoudre le probleme sans parametres, fixons arbitrairement un des coefficients, par exemple x3 = 1. On doit alors
résoudre le systeme linéaire

2.761 =2

Z.XZQ =1

On trouve alors x; = 1 et xp = 1/2. Si nous voulons des coefficients steechiométriques entiers, il suffit de multiplier tous les
coefficients par 2 et on a ainsi
2H>+10y — 2H,0.

1.3.4 Conclusion sur les systémes rectangulaires

Théoréme 1.23
Un systeme Ax = b de m équations a n inconnues est compatible si et seulement si rg(A) = rg([A|b]).

1. Sile systeme a n équations et n inconnues, la matrice A est carrée d’ordre 7 et 3 situations peuvent se présenter :
1.1. Sirg(A) = n (i.e.sidet(A) # 0) alors rg(A) = rg([A|b]) et la solution est unique.
1.2. Sirg(A) =rg([Alb]) < nily aune infinité de solutions.
1.3. Sirg(A) #rg([Alb]) iln'y a pas de solution.

2. Sile systeme a m équations et n inconnues avec m > n alors 3 situations peuvent se présenter :
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2.1. Sirg(A) =rg([A|b]) = nla solution est unique.
2.2. Sirg(A) =rg([Alb]) < nily a une infinité de solutions.
2.3. Sirg(A) #rg([A|b]) iln'y a pas de solution.
3. Sile systeme a m équations et n inconnues avec m < n alors 2 situations peuvent se présenter :
3.1. Sirg(A) =rg([A|b]) < m < nily a une infinité de solutions.

3.2. Sirg(A) #rg([A|b]) iln'y a pas de solution.

o Remarque
Soit A € .4y, p la matrice des coefficients du systeme (S). Alors

0<rg(A) <min{n,p}
rg(A) <rg([Alb]) <min{n,p+1}.

“® EXEMPLE
1. néquations et n inconnues :
1 2 3 12

11. A=|1 -3 -7|,b=|-26].0narg(A)=23 (car det(A) #0) donc rg(A) = rg([A|b]) et la solution est unique.
-6 4 =2 -4
1 2 3 14

1.2. A=|1 -3 -7|,b=|-26|.0narg(A)=rg([Alb]) =2 <3 doncil yaune infinité de solutions.
3 -2 -7 —-22
1 2 3 14

13. A=|1 -3 -7]|,b=|-26|.0narg(A)=2#rg([Alb]) =3 donciln’y a pas de solution.
3 -2 -7 -20

2. méquations et n inconnues avec m > n:

2 4 4
2.1. A=|2 -3|,b=]18|.0Onarg(A)=rg([A|b]) =2 donc la solution est unique.
1 -4 14
2 =2 2 6
-1 2 3 0 . . . .
22. A= 0 -1 -4l b= _al On arg(A) =1g([A|b]) =2 < 3 donc il y a une infinité de solutions.
-2 3 2 -3
2 =2 2 6
-1 2 3 0 o, .
23. A= 0 -1 -4 ,b= 4 .Onarg(A) =2 #rg([A|b]) =3 donc il n'y a pas de solution.
-2 3 2 -3
3. m équations et n inconnues avec m<n:
2 -1 2 2
3.1. A= (_1 9 2), b= (2) On arg(A) =rg([A|b]) =2 <3 donc il y a une infinité de solutions.
2 -1 1 1 o, .
3.2. A= (4 _o 2),b= (4) On arg(A) =1#rg([Alb]) =2 donc il n'y a pas de solution.
/ Astuce

Soit r le rang du systeme (S) et p le nombre d’inconnues.
— Sir = p, (S) aune unique solution,

— sir < p, (S) aune infinité de solutions. Les r inconnues qui figurent au début des r équations issues de la méthode du
pivot de GAUSS sont les inconnues principales. Elles peuvent se calculer de fagcon unique en fonction des autres p — r
inconnues.

Le choix des inconnues principales d’'un systeme est arbitraire, mais leur nombre est toujours le méme.
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“® EXEMPLE
On cherches toutes les solutions du systeme linéaire homogeéne

X1+ X2+3x3+x4=0,
(S) X1+3x2+2x3+4x4 =0,
2xX1+x3—x4=0.

Le systeme étant homogene, il est inutile d’écrire le terme source dans la méthode du pivot de GAUSS :

1 13 1)b-h-h (1 1 3 1) (11 3 1
A=[1 3 2 STl 2 -1 3 | 2Ty 2 1 3
2 0 1 -1 0 -2 -5 -3 00 -6 0

Le systeme admet une infinité de solutions de la forme (%K, - %K, 0,x) avec x € R.

/" Astuce
Pour résoudre un systeme (S) de m équations a n inconnues ol m > n on considére un sous-systeme carré (S') de n
équations a n inconnues et on résout ce systeme :

— si (§') "admet pas de solution, alors (S) non plus;

— si (§') admet une unique solution (cy, ¢z, ..., ¢,), alors on vérifie si cette solution vérifie les autres m — n équations du
systeme () :

— sioui, alors (S) admet 'unique solution (cy, ¢2, ..., cp),
— sinon, alors (S) n"admet pas de solution;

— si (§) admet une infinité de solutions, on cherche parmi ces solutions celles qui vérifient également les autres
équations de (S).

® EXEMPLE
Considérons le systeme de 4 équations a 3 inconnues

X+y+z=3,

xX+2y+3z=6,
(S)

-Xx—-y+2z=0,

3x+2y—-4z=1,

Pour résoudre (S), on considere le sous-systeme carré d’ordre 3

xX+y+z=3,
(S { x+2y+3z=6,
-Xx—y+2z=0,

qu’on peut résoudre par la méthode du pivot de GAUSS

X +y +z=3, Le—L-L1 [x+y +z=3,

x+2y+3z=6, 2L ]y 0pm3

-x —y+2z=0, 3z=3,

Ce sous-systeme admet 'unique solution (1,1,1). On étudie alors si elle est aussi solution de I'’équation de (S) qui n’apparait
pas dans (S) : pour (x,y,2) =(1,1,1) ona3x+2y —4z =1 donc le triplet (1,1, 1) est solution de (S) et c’est I'unique.

1.4 Valeurs propres et vecteurs propres

Une matrice peut étre représentée par ses valeurs propres et ses vecteurs propres. Cette représentation est appelée décomn-
position en valeurs propres. Pour une matrice A donnée, la notion clé est la résolution de I'équation

Av = Av
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ol v est un vecteur propre de la matrice A et A est la valeur propre correspondante. A et v sont appelés un couple valeur
propre-vecteur propre.
Dans cette partie, nous allons explorer la relation entre une matrice et sa décomposition en vecteurs propres.

1.4.1 Produit matrice-vecteur et lien avec la décomposition en valeurs propres

Lorsque on multiplie une matrice et un vecteur, le résultat est un autre vecteur. De cette facon, la matrice A peut étre
considérée comme une transformation qui transforme un vecteur x en un vecteury.
Par exemple, si x est un vecteur de R?, on peut visualiser cette multiplication comme suit.

Dans le dessin ci-contre,

ainsi .-

4 -
y—Ax—(l). /-

Lorsque on multiplie une matrice et son vecteur propre, c’est comme si le vecteur propre venait d’étre multiplié par un
nombre mais la direction n’est pas modifiée : il est juste mis a 'échelle et le facteur de mise a ’échelle est la valeur propre.

Dans le dessin ci-contre on a la méme matrice mais

X = 2 f’v
1 e
aimsi X

y=Ax= (3) =2X,

on dit que A = 2 est une valeur propre pour A etx = (2,1) une
vecteur propre associée a cette valeur propre.

Bien siir,
1
X=11
2
est encore une vecteur propre associée a la valeur propre Ax=y
A =2 comme on voit sur la figure ci-contre. a4
X

1.4.2 Définitions et propriétés
Soit K =R ou C. On dit que le scalaire A € K est une valeur propre de A s'il existe un vecteur x # 0 tel que
Ax = Ax

ol A est une matrice carrée d’ordre n donnée.
On peut réécrire I'équation précédente sous la forme

A-ADx=0

qui est un systéme linéaire homogene de n équations. Si det(A — Al) # 0 pour tout A, ce systéme admet une et une seule
solution, le vecteur x = 0. Une solution x # 0 existe si et seulement si det(A — Al) = 0.

— On appelle POLYNOME CARACTERISTIQUE DE LA MATRICE A le polynéme défini par
pad) = det(A— Al = ag + e A+ axA? + - + a, A",

Dans C, tout polyndme admet exactement 7 racines (comptées avec leur multiplicité).
Dans R, tout polyndme admet au plus » racines (comptées avec leur multiplicité).
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— On appelle VALEUR PROPRE DE A tout élément A € K tel que p(A) = 0.

La multiplicité de la valeur propre est dite “multiplicité algébrique”.
Dans C, toute matrice carrée d’ordre n admet exactement n valeurs propres (distinctes ou confondues).
Dans R, toute matrice carrée d’ordre n admet donc au plus n valeurs propres (distinctes ou confondues).

— On appelle SPECTRE DE A I'’ensemble de ses valeurs propres et on le note o (A).

— On appelle RAYON SPECTRALE DE A la valeur propre de module maximale et on le note p(A).

— On dit que deux matrices A et B carrées d’ordre n sont semblables s'il existe une matrice [P carrées d’ordre n inversible

telle que A = P~'BP. On peut démonter que

— pa) =peN);
— o(A)=o®).

— On appelle VECTEUR PROPRE DE A ASSOCIE A LA VALEUR PROPRE A tout vecteur x # 0 tel que (A — Al)x = 0.

— Lensemble des VECTEURS PROPRES DE A ASSOCIES A LA VALEUR PROPRE A engendre un espace vectoriel. La dimension

de cet espace vectoriel est dite “multiplicité géométrique” et elle toujours inférieure ou égale a la multiplicité algébrique
de la valeur propre correspondante.

On peut démonter que

1

2.
3.

4

Une

1.

4.

. det(A) =[]"_, A;, (donc det(A) = 0 ssi il existe une valeur propre nulle);
tr(A) =X, Ai;
a(AT)=0o(A) eta(AT) = o (A);

. A est une valeur propre de A € C"*"* <= A est une valeur propre de A,

matrice carrée A d’ordre n est diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale. On peut démonter que

sile polyndome caractéristique a exactement 7 racines distinctes deux a deux alors A est diagonalisable et A = P~!DP
avec D = diag(Ay,Ay,...,A,) etles colonnes de P sont les vecteurs propres de A;

_m-1 _ pap py.
AP =P7'DPP et DP = diag(A,A5,...,A,);

sila “multiplicité géométrique” de I’espace vectoriel associé a une valeur propre est strictement inférieur a la “multi-
plicité algébrique” de cette valeur propre, la matrice n’est pas diagonalisable;

si A est orthogonale alors elle est diagonalisable sur C.

Par conséquent, une matrice peut étre diagonalisable dans C mais pas dans R.

®E

XEMPLE

Considérons la matrice

— Calcul des valeurs propres

Le polynome caractéristique de A est

1-4 -1 0
p(A) =det(A—-Al) =det| -1 2-1 -1
0 -1 1-A

2-1 -1 -1 -1

_(1—7L)det(_1 I_A)—(—l)det(o 1_/1)

=(1—1)((2—)0(1—/1)—1)—(1—1) =(1—7L)((2—)L)(1—/1)—2) :(l—it)(—3/1+/12) —A(1-A)(A-3)

Nous avons trouvé 3 valeurs propres:
/1120 < /12:1 < /13:3.

— Calcul des vecteurs propres
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— Calcul des vecteurs propres associés a la valeurs propre A;.
On cherche x tel que

1-1; -1 0 X1 0
A-1Dx=0 c’est-a-dire -1 2-Mh -1 X2|=10].
0 -1 1—/11 X3 0

En utilisant la méthode de Gauss (le systeme étant homogene, on n’écrit pas le second membre) on a

1 -1 0 %2*—£Z+L1 1 -1 0 Ll 1 -1 0
G T . - N RS T e [ s |
0 -1 1 Etape 1 0 -1 1 Etape 2 0 0 0

On obtient le systeme linéaire triangulaire supérieure

donc x3 =k €R, x» = x3 =k et x; = Xp =k donc

Pour faire simple, on choisira x = 1.

— Calcul des vecteurs propres associés a la valeurs propre A,.
On cherche x tel que

1—/12 -1 0 X1 0
(A=120Dx=0 c’est-a-dire -1 2-1» -1 X2 |=10].
0 -1 1—/12 X3 0
En utilisant la méthode de Gauss on a
0o -1 0 Ll -1 1 -1 Ll -1 1 -1
-1 1 -1|=|0 -1 o |22 -1 0

0 -1 o0 Etape 1 0 -1 0 Etape 2 0 0 0

On obtient le systeme linéaire triangulaire supérieure

Pour faire simple, on choisira x = 1.

— Calcul des vecteurs propres associés a la valeurs propre A3.
On cherche x tel que

1-23 -1 0 X1 0
(A-A3D)x=0 c’est-a-dire -1 2-13 -1 x2|=|0].
0 -1 1- /13 X3 0
En utilisant la méthode de Gauss on a
-2 -1 0 -2 -1 0 -2 -1 0

Ly—Lp—3Ly

-1 -1 1| —2= -

0 -1 -2 Etape 1 0 -

Ly—L3—2Ly

bt D=

2 Etape 2 0 0 0
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On obtient le systeme linéaire triangulaire supérieure

—2 -1 0)(xn
O_

doncx3 =k €R, xp = —2x3 = -2k et x] = —x2/2 = x donc

1
x=x|-2].

Pour faire simple, on choisira x = 1.

— Diagonalisation
On peut alors écrire les valeurs propres et les vecteurs propres dans deux matrices

AL 00 0 0 0 1 1 1
D=[0 A of=f0 1 0 et P=(x; x x3)=|1 0 -2
0 0 A3) \0 0 3 1 -1 1

et vérifier que A = PDP !, c’est-a-dire que AP =PD :

1 -1 0 1 1 0 1 3
AP=|-1 2 -1 (1 0 —2)= 0 0 -6

0o -1 1 1 -1 1 0 -1 3

1 1 1Y/0 0 O 0 1 3
PD=f1 O0 -2|{0 1 0O0]=|10 O -6

1 -1 1)\0 0 3 0o -1 3

Une matrice carrée A d’ordre n n’est pas toujours diagonalisable. En revanche, elle est toujours trigonalisable sur C, i.e. elle
est semblable & une matrice triangulaire et 'on a le résultat suivant :

Proposition 1.24 (Décomposition de Schur)
Pour toute matrice A € C"*" il existe une matrice U carrées d’ordre n unitaire telle que T = U™'AU = U AU avec

M tiz ... tn
0 A fiz fon

T=
0 ... 0 Ay
ayant noté 1; les valeurs propres de A. Les matrices U et T ne sont pas forcement uniques.

On peut démonter que
1. si A est hermitienne alors T est toujours une matrice diagonale et les colonnes de U sont les vecteurs propres de A;
n 1 H

2. side plus A est normale alors on a la décomposition spectrale A = UTUH = i Aiagy;

1.4.3 Applications
Marche aléatoire entre deux états (chaine de Markov)

Lorsqu'un systeme n’ayant que deux états possibles 1 et 2 évolue par étapes successives aléatoires et indépendantes, on dit
qu'’il suit une marche aléatoire entre ses deux états. Soit p la probabilité qu'il passe de 1 a 2 et g la probabilité qu’il passe de
2 a 1. On peut alors lui associer :

— un graphe probabiliste qui schématise les échanges entre 1 et 2 par des arétes orientées, pondérées par les probabilités
de passer d'un état a I'autre ou de rester au méme état,

p

we@ (e

q

— une matrice de transition T carrée d’ordre 2 telle que le coefficient #;; est égal a la probabilité
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— de passer de I'état j al’état i lorsque i # j;
— derester al’état i lorsque i = j.
1-
5
p 1-q
Une matrice de transition est dite stochastique : ses coefficients appartiennent a l'intervalle [0;1] et la somme des
coefficients de chacune de ses colonnes est égale a 1.
Pour n € N, on note
— l'événement A, : «le systeme est dans I'état A a1'étape n »;
— l'événement By, : « le systeme est dans I'état B a I'étape n »;
— les probabilités a, = P(A,) et b, = P(By,) telles que a, + b, = 1.

Le vecteur u'”” = (Z") est appelée la répartition de probabilité a Pétape n et'on a
n
u™ D = Ta® = 77q©@

“® EXEMPLE

Akwa, un chien ayant une puce, rencontre Bali, un autre chien. Chaque seconde, la puce reste sur un chien ou va sur 'autre.
On a un systéme a deux états : I'état 1 (la puce est sur Akwa) et I'état 2 (la puce est sur Bali) dont I'évolution est une marche
aléatoire entre ces deux états.

Supposons que chaque seconde soit la puce va d’Akwa (état 1) a Bali (état 2) une fois sur cing, soit elle va de Bali a Akwa
deux fois sur trois, soit elle reste sur le méme chien. Alors, la marche aléatoire a pour graphe

1
5
4 1
5 3
2
3

et matrice de transition :

4/5 2/3
1/5 1/3

.. 1
Initialement, la puce est sur Akwa donc u® = ( 0).

Apres une seconde, la répartition de probabilité est

4/5 2/3)(1) (415
1) _ 0) _ —
u=Tu ‘(1/5 1/3) (o)‘(us)

Apres deux secondes, la répartition de probabilité est

4/5 2/3)(4/5\ (58175
2) _ 1) _ —
us=Tu ‘(1/5 1/3)(1/5)‘(17/75)

Pour calculer lim,,—. ;oo u”*V, il faut calculer lim,,— ;oo Tu = T(lim,,— 100 u™).

Supposons qu’une telle limite existe et notons-la u, alors u vérifie u = Tu, autrement dit A = 1 est une valeur propre de T et
u est le vecteur propre unitaire correspondant.

Le vecteur propre associé a A = 1 est donné par

| AR

d’oi13y; = 10y, soit encore x = (10x,3x) ”. La distribution normalisée est donnée par les composantes du vecteur propre
unitaire correspondant, c’est-a-dire

1 10| (B

x= ) - (]33 '

10x +3x \ 3x 13

Cela signifie que

10 3
lim a,=—, lim b,=—.
n—+oo 13 n—+oo 13

On généralise ces définitions et ces propriétés a des marches aléatoires entre trois états ou plus. Ainsi, le coefficient 7;; de la
matrice de transition T est égal a la probabilité de passer de I'état j a I'état i.
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“® EXEMPLE

V1, V2 et v3 sont trois villes. Des trafiquants de drogue prennent leur marchandise le matin dans n'importe laquelle de ces
villes pour 'apporter le soir dans n'importe quelle autre. On notera p;j la probabilité qu'une marchandise prise le matin
dans la ville v; soit rendue le soir dans la ville v;. On construit ainsi la matrice P € .#3([0; 1]), appelée matrice de transition
de la chaine de MARKOV. On remarque que la somme des composantes de chaque vecteur colonne est égale a 1.
Supposons que A soit connue et vaille

0.8 03 0.2
A=]01 02 06].
0.1 05 0.2

Les trafiquants se promenant de ville en ville, il peut étre utile de visualiser leurs déplacements par le diagramme de
transition suivant :

On notera xgk) la proportion de trafiquants qui se trouvent au matin du jour k dans la ville v;. On montre que le vecteur

x = (xik), xék), xék)) T yérifie la relation

kD = a0

et donc par une récurrence immédiate
x® = g kx©

Supposons que le chef de la mafia locale dispose de 1000 trafiquants qui partent tous le matin du jour 0 de la ville v;. Quelle
sera la proportion de trafiquants dans chacune des villes au bout d'une semaine? d'un an?

Méthode directe Il s'agit de calculer des puissances successives de A avec x = (1,0,0)”. Au bout d'une semaine on a
x? = A7 x0 = (56.4%,22.6%,21%) " .
Au but d’'un an les proportions ne changent guére :
x36%) = A365.xO = (55.7%,22.9%,21.3%) .

Le calcul de la puissance de A est lourd car il s’agit de 365 multiplications matricielles.

Méthode par diagonalisation Sion diagonalise A i.e. si on calcule D et P telles que A = PDP~! alors

x365) _ 4365 (0 _ (P[Dp—l)(p[[pp—l)...(p[[pp—l) x© = pp365p-1.xO,

365 fois
Le calcul de la puissance de D est immédiat car
365
10 0 1 O 0
1+2v5
D=|0 leo\/g 0\[ = D**=| 0 ( 10 ) 365
1-2v5 1-2V5
0 0 10 0 0 ( 10‘[))
clc; clear all; x_365=A"n*x_init
A =1[0.80.30.2; 0.1 0.20.6; 0.1 0.50.2]
x_init=[1;0;0] % Methode par diagonalisation
n=365 [V,D] = eig(A);

x_365=V*D n*inv (V) *x_init
% Methode directe
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Décomposition en valeurs singuliéres

Soit A € R”*P une matrice rectangulaire. Un théoréeme démontré officiellement en 1936 par C. ECKART et G. YOUNG affirme
que toute matrice rectangulaire A se décompose sous la forme

A=USVT

avec U € R"*" et VV € RP*P des matrices orthogonales (i.e. U™! = UT et V! = VT) et S € R**P une matrice diagonale qui
contient les r valeurs singulieres de A, r =min{n,p}, 01 = 02 = o, = 0. Ce qui est remarquable, ¢’est que n'importe quelle
matrice admet une telle décomposition alors que la décomposition en valeurs propres (la diagonalisation d’'une matrice)
n’est pas toujours possible.

Notons u; et v; les vecteurs colonne des matrices U et V. La décomposition s’écrit alors

g1 V{
T
T o v}
A=USV' =(u; ... u upyp ... uy) 0 o
~ d r+1
nxn .
0 V;;
N _
nxp pxp
01 V{
. T
=(w ... u) S =) oiuixy;
— ——— T i=1 ——
nxr Or Vr rxr
N—— —— N~
rxr rxp

Pour calculer ces trois matrices on remarque que A = USV’ =USV! et AT = vSUT = VSU™! ainsi, pouri=1,...,7,en
multipliant par A a gauche ATu; =0;v; eten multipliant par A a droite Av; = o;u; on obtient

AATUI'ZUI'AV,':U%U,', pouri=1,...,r

T T 2 .
A" Av; =0;A"w; =05V, pouri=1,...,r

ainsi les a? sont les valeurs propres de la matrice AAT et les u; les vecteurs propres associés mais aussi les alz. sont les valeurs
propres de la matrice AT A et les v; les vecteurs propres associés (attention, étant des valeurs propres, ils ne sont pas définis
de facon unique).
On peut exploiter cette décomposition pour faire des économies de mémoire.

— Pour stocker la matrice A nous avons besoin de n x p valeurs.

— Pour stocker la décomposition SVD nous avons besoinde n xr+r+rxp=(n+p+1)r>(n+ p+1)r valeurs donc

a priori on ne fait pas d’économies de stockage. Cependant, s’il existe s < r tel que 03 =051 =+ =0, =0, alors
nous n'avons plus besoin quede nx s+ s+ sx p=(n+ p+1)svaleurs. Si s < np/(n+ p+1) on fait des économies de
stockage.

Idée de la compression : si nous approchons A en ne gardant que les premiers s termes de la somme (sachant que les
derniers termes sont multipliés par des o; plus petits, voire nuls)

N
A=Y oju;xvl, ous<r
i=1 N——
eRM*P

— pour stocker la matrice A nous avons toujours besoin de n x p valeurs,
— pour stocker la décomposition SVD nous avons besoinde nx s+s+sxp=(n+p+1)svaleurs.Sis<np/(n+p+1)
on fait des économies de stockage.

1.4.4 Localisation des valeurs propres

Soit A une matrice carrée d’ordre 7.
Une premiere estimation de la localisation du spectre d'une matrice dans le plan complexe est donnée par

[Al=lIAll VAea(A)

pour toute norme || - || consistante. Cette estimation dit que toutes les valeurs propres appartiennent au cercle de rayon ||A]|
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centré dans l'origine du plan complexe :
o(A)c O =c{zeC]||z|<||All}.

Parmi les normes les plus utilisées nous avons
- T
Al = max Y _la;jl =1A"loo
j=l.n;3

[[Alloo =

n
T
= max ) la;j|=|IA"|}
z:l...nj:1

Une autre estimation est donnée par les disques de GERSHGORIN. Les disques de GERSHGORIN %; et ¢ associés a la i-éme
ligne et ala j-éme colonne sont respectivement définis par

n n

H; =K zeC Iz—aiiISZIaijl , (ng zeC \z—ajj|sZ|aij|
Jj=1 i=1,
J#i i#]

Les disques de GERSHGORIN peuvent servir a localiser les valeurs propres d’'une matrice, comme le montre la proposition
suivante

Proposition 1.25
Toutes les valeurs propres d’'une matrice A € C"*"* appartiennent a la région du plan complexe définie par l'intersection des
deux régions constituées respectivement de la réunion des disques des lignes et des disques des colonnes :

n n
a(A)c(U%i)m(U %j).
i=1 j=1
,y‘@ 5/’%0

Si de plus m disques des lignes (ou des colonnes), 1 < m < n, sont disjoints de la réunion des n — m autres disques, alors leur
réunion contient exactement m valeurs propres.

Rien n’assure qu’'un disque contienne des valeurs propres, a moins qu’il ne soit isolé des autres.

Remarquer qu’on peut déduire que toutes les valeurs propres d'une matrice a diagonale strictement dominante sont non
nulles.

<® EXEMPLE
Considérons la matrice

Nous avons les estimations suivantes :

1. Sion considere les normes ||-||; et ]| ||oo NOUS avons

n
Al = max Y |a;;| = max {|3[+]=1]+[0;2[+[2[+1};13] +[-1|+I3]} = max {457}=7
=l.n;3 =l..n j=l..n

n

Ao = max > lagjl =i1311a)§{ I3I+|2|+|3|;|—1|+|2|+I—1|;|0|+|1|+|3|}=l_r_nla>§l{8;4;4}:8

i= '“”j:1
o
V.
donc toutes les valeurs propres appartiennent au
cercle de rayon 7 centré dans 'origine du plan
complexe :
=7 R
oA)cO={zeCllz|<7}.
=7
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2. Disques des lignes :

n
I =% zeCllz—anl< Y laijl
J=1
J#1

n
Ry =1 z€C|lz—axn|< ) |ayjl
Jj=1
Jj#2

n
F3=1 z€C|lz—azl< ) |asjl
i1
j#3

Toutes les valeurs propres appartiennent a la
réunion des disques des lignes :

o(A) Cf% 2%1 U%z U%g 2%1.

3. Disques des colonnes :

={zeCl||z-3|<|12|+13|}={z€C||z—-3| <5},

={zeCllz-2I=|-1l+|-1l}={zeC||z-2| =2},

={zeC||z-3|<|0|+]|1|}={z€C||z—-3|<1}.

&

Wk 1

S

n
¢1=% zeC|lz—anl< ) lanl p={z€Cllz-3|<|-1|+]0]}={zeC||z-3| 1},

i=1,
i#l

n

©>
i,

i#2

zeC|lz—axn|< ) lapl

={zeC||z=-2|<12|+|1|}={zeC||z—-2| <3},

n
“3=1 z€C Iz—a33|sZ|ai3| ={zeCl||z-3|<|3|+|-1|}={zeC||z-3|<4}.

i=1,
i#3

Toutes les valeurs propres appartiennent a la
réunion des disques des colonnes :

U(A)c%g:%lu%u%g:%.

4. Toutes les valeurs propres appartiennent a I'intersection de ces trois régions :
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oA SyNS NSy =6 R
3
En effet, on a 2
°
1
pad) = —A>+81*—241+24 = - (A-2)(A*-61+12) 0l o
-10123456%
donc ) °
A =2 /12=3+l'\/§ AgZA_z:?)—i\/g. -3
“® EXEMPLE
Considérons la matrice
10 2 3
A=|-1 2 -1}.
0o 1 3

Nous avons les estimations suivantes :
1. Sion considere les normes || -]|; et ] - ||oo NOUS avons
n

Al = max ) |a;jl = max {|10]+|=1]+[0[;2]+ 2 +[1];13] +| = 1] +I3]} = max {11;5;7} = 11
j=l.n;3 j=l..n j=l..n

i=l..n

n
IAlloo = max Y |a;j| = l,r_nla)%{ [10[+ 2]+ [3[;1 = 1+ 12 + | = 1 [O1 + [1] + 3]} = iI_Illa§1{15;4;4} =15
=Lon =l... =l...

donc toutes les valeurs propres appartiennent au cercle de rayon 11 centré dans I'origine du plan complexe :

oA)c O ={zeCll|z|<11}.

1

)

2. Disques des lignes :

n
9%, =X zeC Iz—dulSZIaljl »={z€eC||z-10|<|2|+|3|]} ={z€C||z-10]| <5},
j=1
J#1

n
Pr=% zeC|lz—ap|< Y lajl p={z€Cllz-2|<|-1|+|-1]}={z€C||z-2| =2},
=L
j#2

n
H3=X zeC |Z—ﬂ33|SZ|613j| »=1{z€eC||z-3|<|0|+|1|}={zeC||z-3|<1}.
j=L
j#3

Toutes les valeurs propres appartiennent a la réunion des disques des lignes :
0(A) € Ly =1 U2 URs.

De plus, comme le disque % est disjoint de la réunion %, U %3, une et une seule valeur propre est contenue dans %
et les deux autres valeurs propres appartiennent a %, U %3 = %».
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3

4

3 & -
—_11’ 12345678 9101112131415R
_2 \\54// \\ //
-3

—4

-5 B

n
61 =X zeC Iz—aHISZIaill ={zeC||z—-10|<|-1|+10|}={z€eC||z—-10| <1},

i=1,
i#1

n
€ =14 z€C|lz—axpl< ) lapl p={z€Cllz-2|<|2|+|1]}={z€C||z-2| <3},

i=1,
i#2

n
63=1 z€eC |Z—(l33|SZ|ai3| ={zeC|lz-3|=13|+[-1]}={zeC||z-3| <4}.

i=1,
i#3

Toutes les valeurs propres appartiennent a la réunion des disques des colonnes :

O’(A)C%KZ%lU(gzU%.

De plus, comme le disque %) est disjoint de la réunion %, U 43, une et une seule valeur propre est contenue dans 41

et les deux autres valeurs propres appartiennent a ¢, U 63 = 63.

4. Toutes les valeurs propres appartiennent a I'intersection de ces trois régions :
o(A)c SoNSpN Sy

En effet, on a

A1 =9.6876 Ao =2.6562 +0.6928i A3 = Ay = 2.6562 — 0.6928i.

A=[10 2 3; -1 2 -1; 0 1 3]
eig(a)
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3
3
2
1 o
0 °
-10 1 268 45678 910R12
-2
-3

1.5 Exercices

1.5.1 Calcul matriciel

# Exercice 1.1 (Ecriture matricielle)
On considere les matrices A = (a;;), B = (b;;) et C = (¢;;) carrées d’ordre 4 définies par a;; = i%, bjj =i + j, ¢ij =
min{; j }. Ecrire ces matrices sous la forme de tableaux de nombres.

Correction
2 3 4 5 1 1 1 1
3 4 5 6 1 2 2 2
L1 1 1 B=14 5 6 7 C=11 2 3 3
Aa=|d ¢+ 4 4 5 6 7 8 1 2 3 4
9 9 9 9
16 16 16 16
B=zeros(4); C=zeros(4);
for i=1:4 for i=1:4
A=zeros(4); for j=1:4 for j=1:4
for i=1:4 B(i,j)=i+j; C(i,j)=min(i,j);
A(i,:)=1i"2; end end
end end end
A B (0
# Exercice 1.2
Soient les matrices
-3 2 1 2
A=10 4 et B=]0 1
1 -1 1 1
1. Trouver une matrice C telle que A —2B—-C = O.
2. Trouver une matrice D telle que A + B+ C — 4D = O.
Correction
1. On cherche C telle que C = A — 2B, i.e.
c11  C12 -3 2 1 2 -3-2x1 2-2x2 -5 =2
C1 C| = 0 4 |-210 1]=|0-2x0 4-2x1 =|0 2
Cc31 €32 1 -1 1 1 1-2x1 —-1-2x1 -1 -3
A-2B-C=0.
2. OnchercheD telle que D= 1 (A+B+C) = J(A+B+A-2B) = A - 1B, i.e
di di) (-3 2\ (1 2) (3x(=3)-7x1 %xz—%xz —fy s
dy dp|=5| 0 4 |-2]0 1= 2x0-1x0 sx4—1x1 |=[ 0 7k
d31  dsp 1 -1 1 1 %Xl—ixl %X(—l)—ixl Ys =34
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A=[-3 2; 0 4; 1 -1]
B=[12; 0 1; 1 1]
C=A-2*B

D=1/4%* (A+B+C)

# Exercice 1.3
Effectuer les multiplications suivantes
3 1 5 2 1 -1 0 2 -3
5 7 o3 O 1 8 (-3 0 5)[-4], 02 -4 -3).
0 -5 3 4 -3 5
Correction
3x4
2x3 —_— 2x4
— (2 1 -1 0
3 1 5 3 0 8| = 3x2+1x3+5x0 3x1+1x0+5x(=5) 3Ix(-1)+1x1+5x3 3x0+1x8+5x4
2 70 0 -5 3 4 T 2x247x340x0 2x1+7x0+0x(=5) 2x(-1)+7x1+0x3 2x0+7x8+0x4
(9 =220 13 28
|25 2 5 560
3x1
——
1x3 2 | 1x1
(-3 0 5)[-4|=(-3x2+0x(-4)+5x(-3))=-21
-3
3x1 3x3
1x3 .
=3\ — [-3x2 =3x(-4) -3x(=3) -6 12 9
0 (2 -4 -3)=|0x2 0x(-4 0x(=3)|=]|0 0 0
5 5x2 5x (—4) 5x(=3) 10 -20 -15

[315; 270]*%[21-10; 3018; 0-534]
[-3 0 5]*[2 -4 -3]°
[-3 0 5]’*[2 -4 -3]

¢ Exercice 1.4
Soit les matrices
1 2 3 1 1
A=[-1 0 1 [B:(_Zl _01 (1)) u=|x v=0
0 1 0 x? 1

1. Calculer tous les produits possibles a partir de A, B, u et v.
2. Calculer (A —1)7 et en extraire le coefficient en position (2,3).

3. Calculer A1 etla trace de A™! (i.e. la somme des coefficients sur la diagonale).

Correction
Sans utiliser un module spécifique, il n’est pas possible de faire des calculs formels avec MATLAB/Octave, donc on ne peut
pas utiliser u sans donner une valeur numérique a x.

A=[1 2 3; -1 0 1; 01 0]
B=[2 -1 0; -1 0 1]
v=[1;0;1]

BxA
Axv
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B*v

Id=eye(3)
D=(A-Id)"7
D(2,3)

invA=A~(-1)
sum(diag(invA))

# Exercice 1.5 (Multiplication matricielle appliquée)

On modélise une image en noir et blanc formée de 25 pixels par une matrice de 5 lignes et 5 colonnes, dans laquelle 0

correspond a un pixel blanc et 1 a un pixel noir. Limage a modéliser est la suivante :

1. Donner la matrice M associée a I'image.

2. Soient

Calculer le produit AM. Quel est I'effet de la matrice A sur I'image 2 Quel est I'effet si on fait le produit MA sur

I'image?

Calculer le produit BM. Quel est I'effet de la matrice B sur 'image ? Quel est I'effet si on fait le produit MB sur

I'image?

S O © o

1

— o O O

0

o O = O O

o O = O

0

S O O

0

3. Quelle image obtient-on en faisant le produit AMB?

4. Quel produit matriciel peut-on faire pour obtenir la figure suivante ?

- O O O

oS o O+~

0

oS © o~ O

o - O O

0

— o O O

0

Correction
1.

o O o oo

— e

OO - O -
o O o o -

O O O OO

2. Le produit AM correspond a inverser I'ordre des lignes de la matrice M : 'image est alors symétrique par rapport a la

troisiéme ligne.

Le produit MA correspond a inverser I'ordre des colonnes de la matrice M : 'image est alors symétrique par rapport a

la troisieme colonne.

Le produit BM correspond a translater les lignes de la matrice M d'un rang vers le haut (la premiére ligne passant en
cinquieme ligne) : I'image est alors translatée d'un rang vers le haut (la premiere ligne passant en cinquiéme ligne).

Le produit MB correspond a translater les colonnes de la matrice M d’un rang vers la droite (la cinquiéme colonne
passant en premiere colonne) : 'image est alors translatée d'un rang vers la droite (la cinquieme colonne passant en
premiére colonne).

AM =

S O O o O
e e
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MA =
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(=l el ool

o O = O -

e e

O O O OO

BM =

oS O o oo

— e e e

—_ o O = O

— o O O O

O O o oo

MB =

o O o oo

o O o oo

— = =

OO = O -
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l l
M AM

MA

BM

MB

3. Le produit AMB = (AM)B correspond par exemple a une symétrie horizontale par rapport a la troisieme ligne
suivie d'une translation d’'un rang vers la droite. On peut aussi I’écrire comme AMB = A(MB) qui correspond a une
translation d'un rang vers la droite suivie d’'une symétrie horizontale par rapport a la troisieme ligne. Dans tous les cas

on obtient I'image suivante :

M _ AM . (AM)B
l L]
M _ MIB . A(MB)
4. On peut par exemple calculer AMAB.
l ]
M . AM _ (AM)HA _ (AMA)B
Ou encore calculer AMBABB.
AMB . AMBA . AMBABB
M=[0 1110 A=eye(5); AxM
01000 A=A(:,5:-1:1) M*A
01100 o B*xM
01000 B=diag(ones(4,1),1); Mx*B
0100 0] B(5,1)=1; A*M*B
B A*M*xA*B
AxM*xBxA*xB*xB
# Exercice 1.6

Calculer a, b, c et d tels que

Que peut-on conclure?

Correction
Comme
1 3xa b\ (a+3c b+3d
2 8 ¢ d| \2a+8c 2b+8d
il faut que
a+3c=1,
b+3d=0, — a by (4 -3/2
2a+8c=0, c dl \-1 1/2)
2b+8d =1,
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De la méme maniére, pour avoir
a+2b 3a+8b
c+2d 3c+8d

c 2l o)

il faut que
a+2b=1,
3a+8b=0, — a by (4 -=3/2
c+2d=0, c d) \-1 1/2 )
3c+8d=1,

A=[1 3; 2 8]

I2=eye(2)

I2/A

A\I2

On conclut que
a by (1 3\ (4 -3/2
c d| \2 8 -1 o172 )

inv([1 3; 2 8])

¢ Exercice 1.7

On dit que deux matrices A et B commutent si AB = BA. Trouver toutes les matrices qui commutent avec

En déduire AL

Correction
On cherche B telle que
1 0 0\[(bi1 b2 b1 b1z biz\(1 0 O
0 0 5/)\b31 b3 b1 bz, b3z)\0 0 5
Comme
1 0 0)\(bu1 b2 b3 by bz b3
0 3 O0f[ba1 by boz|=|3b21 3bxp 3bos
0 0 5)\b31 b3z b33 5b31 5b3» 5b33
et
b1 bz biz\(1 0 0 bi1 3bi2 5bi3
by1 by ba3||0 3 O|=|bor 3b2p 5bas
bs1 b3z b3z3)\0 0 5 b31 3b32 5b33
il faut que
by1 = b1y,
b1z =3b12,
b13 =5b3,
3b21 = bo1, k1 0 0
2 3byy =3byo, — B=(0 x, O avec K1,K2,k3 € R.
3bo3 = 5bo3, 0 0 x3
5b31 = bs1,
5b3y = 3b3z,
5b33 = 5bzs,

Si de plus on veut que AB = BA =13, i.e. B=A"! ilfautx; =1,x,=1/3 et k3 =1/5.
inv(diag([1 3 51))
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# Exercice 1.8
Trouver pour quelles valeurs de ¢ € R les matrices suivantes sont inversibles :

t+3 t*-9 -9 t+3
A_(t2+9 t—3)’ B‘(r—s t2+9)'

Correction

t+3 1?>-9

det(A) = det 249 (-3

):(r+3) x(t=3)= (> =9) x (12 +9) = —(t—3)(t +3) (1> +8).

La matrice est inversible pour tout r € R\ {-3,3}.

determinant=0(t) [det ([t+3, t~2-9; t~2+9, t-3]1)];
fsolve(determinant,1)
fsolve(determinant,-1)

?-9 t+3

det(fB)zdet( -3 249

): (=9 x (F2+9) — (t+3) x (t—=3) = (t—=3)(r +3)(£* +8).

La matrice est inversible pour tout £ € R\ {-3,3}.

determinant=@(t) [det ([t~2-9, t+3; t-3, t~2+9])];
fsolve(determinant,1)
fsolve(determinant,-1)

# Exercice 1.9
Trouver pour quelles valeurs de ¢ la matrice suivante est inversible

Correction
On commence par calculer le déterminant de la matrice. Etant une matrice d’ordre 3, on peut par exemple utiliser la
méthode de SARRUS :

r+3 -1 1
det| 5 -3 1
6 -6 t+4

:((t+3)><(t—3)><(t+4)+5><(—6)><1+6x(—1)x1)—(1x([—3)><6+1><(—6)><(t+3)+(t+4)><(—1)><5)

=B A4t +47—16= 1P —A) + 4P —4) = (PP - (t+4) = (£ —2)(t +2) (£ +4).

La matrice est inversible pour tout £ € R\ {—4,-2,2}.

determinant=0@(t) [det ([t+3, -1, 1; 5, t-3, 1; 6, -6, t+4])];
fsolve(determinant,1)

fsolve(determinant,-1)

fsolve(determinant,-10)

# Exercice 1.10
Soit a, b et c trois réels quelconques, calculer les déterminants suivants :
1 1 1 l+a 1 1
Di=det|la b ¢ D, =det| 1 l+a 1
a b 1 1 1l+a
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Correction
Pour calculer un déterminant comportant des parametres, il est souvent intéressant de faire apparaitre des zéros dans une
ligne ou une colonne :

1 1 1 (C:T_gZ_(C:l 1 0 0 b—a c—a
Dy=detla b c¢|=>"detfa b-a c-a :det(bz_az cz—az)
az b B a bVr-a® F-a?

—-a) Pt -a¥) - (c-a)b* —a®) = (b—a)(c—a)((c+ a) - (b+ a)] = (b-a)(c—a)(c—b);

l+a 1 1 gz‘_gz_gl l+a —-a -a Ll loilL 3+a 0 O
Do=det| 1 1+a 1 |Z=hdet| 1 a 0|22 det| 1 a 0]|=d’G+a.
1 1 1l+a - 1 0 a - 1 0 a
# Exercice 1.11 -
1. Pour quelles valeurs de x € R la matrice A = ( 9 3) est inversible?
1 2 8 2 1 3
2. Calculer le rang des matricesB=|2 1 4 [etC=(8 4 12].
0 3 12 1 2 0
0O 0 1 0 0 2 3 4
o : |2 3 7 4 1 7 12 -5
3. Calculer le déterminant des matrices D = 31 12 0 etE= 03 1 0
4 0 -5 0 0 4 0 0

Correction
1. La matrice A est inversible pour x # % car det(A) =3 —2xk.

determinant=0@(k) [det([1 k; 2 3])];
fsolve(determinant,0)

2. Sans faire de calcul on peut déja affirmer que 1 < rg(B) < 3. Comme det(B) = 0 (sans faire de calcul, il suffit de

remarquer que Cz = 4C»), alors 1 < rg(B) < 2. Comme det(1 2) = -3 # 0, on conclut que rg(B) = 2. De la méme

2 1
maniere, 1 <rg(C) < 3 et puisque det(C) = 0 (sans faire de calcul, il suffit de remarquer que L, =4L,), alors 1 <rg(C) < 2.
Comme det (i ;) =3#0, on conclut que rg(C) = 2.
rank([1 2 8; 2 1 4; 0 3 12])
rank([2 1 3; 8 4 12; 1 2 0])

00 0 2 3 4

3. detm) =det|?> 3 7 *|-det|3 1 0 :4det(3 4)——16
31 12 0 0 o 10
40 -5 0
0 3 4

2 3 4
det(E) = det 12050 _get| 3 1 0 :—4det(3 4):16.
0 0

2

7

3 1 O 1 0
4 0 O

3

7

OOH

74; 3112 0; 40 -5 0])

det([0 0 1 0; 2
1 12 -5; 031 0; 04 0 0])

det ([0 2 3 4;

44 Exercice 1.12 (E LE RoUX)
En admettant le fait que les nombres 2001, 1073, 5800 et 8903 sont tous divisibles par 29, montrer que le déterminant
de la matrice

o U1 = N
© O O
S O N o
w o W =
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est aussi divisible par 29 (sans calculer ce déterminant!).

Correction
Le déterminant ne change pas lorsque on ajoute a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes. Si on ajoute a
la quatrieme colonne la combinaison linéaire Z?Zl 10*~C; on obtient

2 0 0 1 2001 69
3
: 1 0 7 3 1073 37
A—1 -~ —103 2 — —
i:leo Ci+Cs=10 s +10 8 +10 ol*lo =800 29 200
8 9 0 3 8903 307
donc
2 0 0 29x69
1 0 7 29x37
det(A) =det| . o 29,200
8 9 0 29x307
1 0 7 2 0 0 2 0 0 2 0 0
=-29x69xdet[5 8 0|+29x37xdet|5 8 0|—-29x200xdet|l1 0 7|+29x307xdet|l 0 7
8 9 0 8 9 0 8 9 0 5 8 0
1 0 7 2 0 0 2 0 0 2 0 0
=29x [-69xdet|5 8 0|+37xdet|5 8 0|-200xdet|l 0 7|+307xdet[l1 0 7
8 9 0 8 9 0 8 9 0 5 8 0
¢ Exercice 1.13

Soit 7 = 2 un entier naturel pair. Une matrice de taille n x n est a remplir par deux joueurs, A (qui veut un déterminant
non nul, commence) et B (qui veut un déterminant nul). IIs ont le droit de mettre n'importe quel réel dans une case
vide de la matrice, chacun leur tour. Trouver une stratégie gagnante pour B.

Correction
11 suffit de faire en sorte qu'une colonne soit identique (ou un multiple) d'une autre.

1.5.2 Espaces vectoriels et bases

¢ Exercice 1.14

Démontrer que 'ensemble
F={(x,y,2€R®|x+y+2z=0}

est un sous-espace vectoriel de R3.

Correction
On montre que F = Vect{el,...,ep } ouey,...,e, sont des éléments de E. En effet

X xeR
X, ),z€R
V|€F — — z€eR
Z {x+y+2220
y=-2z—x.
Donc
K1 1 0 1 0
F= —K1—2K2 | |k, k2€R p =< k1| -1 ]|+xk2| -2 =Vect -11,1-2
Ko 0 1 0 1

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de R3. (Cette méthode permet également d’en déduire que {(1,—1,0), (0,-2,1)}
est une famille génératrice de F.)
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¢ Exercice 1.15

Démontrer que 'ensemble

b
F={(Z C)eﬂg(R) a+b=0}

est un sous-espace vectoriel de ./ (R).

Correction

F:{(Z i’)eﬂz(u@) a+b:0}:{d(_11 _01)”(3 (1))

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de .4 (R).

weenfowal(’, S0 )

# Exercice 1.16
Démontrer que 'ensemble
F={(x,x,y) eRr® | x,yeR}

est un sous-espace vectoriel de R,

Correction

Ao

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de R3.

e

# Exercice 1.17
Démontrer que 'ensemble
a b
p={[2 Y[aser)
est un sous-espace vectoriel de .Z> (R).
Correction
a b 1 0 0 1 1 0) (0 1
F_{(b b) a,beR}_{a(o 0+b1 1) a,belR}_Vect{(O 0),(1 1)}

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de .4 (R).

¢ Fxercice 1.18

Démontrer que 'ensemble

a b
Fz{(c d)EMg(IR{)

a+b+c+d=0}

est un sous-espace vectoriel de .#> (R).

Correction

a b
p={[ )

oy SJerlo L)eeld O

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de ./ (R).

corcaefo{fe 0 )

c —a-b-c

apeerf=veelly )0 L[ D)}

a,b,cE[Ri}
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# Exercice 1.19
Démontrer que 'ensemble
F={a+bx+cx*€Rp[x]|a+b+2c=0}

est un sous-espace vectoriel de R, [x].

Correction
On montre que F = Vect{el,...,ep } ouey,...,e, sont des éléments de Ry [x]. En effet

F {a+bx+cx2€R2[x] |a+b+2c=0}

{a+(—20—a)x+cx2 | a,ceR}

{a(l—x)+c(—2x+x2) | a,ceR}
Vect{l—x,—2x+x2}.

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de R [x].
(On peut également en déduire que {1 — x, —2x + x°} est une famille génératrice de F.)

# Exercice 1.20
Démontrer que 'ensemble
F={peRy[x]| p(1) =0}

est un sous-espace vectoriel de R, [x].

Correction
On montre que F = Vect{el,...,ep } ouey,...,e, sont des éléments de Ry [x]. En effet

F= {a+bx+cx2€R2[x] | a+b+c=0}
={a+bx+(-a-b)x*|a,ceR}
={a(l-x*)+b(x-x*)|abeR}
=Vect{1-x*x—x*}.

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de Ry [x].

(On peut également en déduire que {1 - x?, x — x> } est une famille génératrice de F.)

# Exercice 1.21
Démontrer que 'ensemble
F={peR[x]|p'(1)=0}

est un sous-espace vectoriel de R, [x].

Correction
On montre que F = Vect{el, —hep } ouer,...,e, sont des éléments de Ry [x]. En effet

F:{a+bx+cx2€[R2[x] | b+2c=0}
={a-2cx+cx*|a,ceR}
={a+c(-2x+x%|a,ceR}
=Vect{1,-2x+x*}.

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de Ry [x].
(On peut également en déduire que {1, —2x + x* } est une famille génératrice de F.)

# Exercice 1.22
Montrer que I'ensemble

a b
Fz{ﬁ\:(c d)E./%g(IR)

det(A) =0 }
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’ n’est pas un sous-espace vectoriel de .4 (R).

Correcti 11 5 1
Soit A = ro O) etA' = (1 1) deux matrices de F. Comme A + A’ = (1 1), alors det(A+A’)=1,donc A+A’'¢F.

¢ Exercice 1.23
Prouver que les familles suivantes sont libres :
Lot ={(p),(1)} cRe
2. 2={(0).(30).(%0). (N} cts®
3. €={1,1,1*} cRy[1]
4. 2={1,t,t(t—-1),t(t—=1)(t—2)} c R3[t]
Correction
1. a((l))+ﬁ(}):(8)ssi(“gﬁ):(0) ssi @ = B =0 donc la famille est libre.
a=0
10 01 01 00 00 B+y=0 . .
2. “(oo)+ﬁ(oo)+7’(1o)+5(11)=(00) = 50 — a =B =7=06=0donc la famille est libre.
’)/ =
6=0

3. C’estla base canonique de R3[¢] donc la famille est libre.
4. a+ Bt+yt(t—1)+8t(t—1)(t—2) =0 pour tout t € Rssi a+ (B—y +28)t+ (y—38)t> + 51> = 0 pour tout ¢ € R ssi
a = f =7y =0 =0donc la famille est libre.

¢4 Exercice 1.24

Montrer que I'ensemble

a b
Fz{(b C)EMZ(IR)

ac:bz}

n’est pas un sous-espace vectoriel de .4 (R).

Correcti 11 2 1
Soit A = ro 0) etA’' = ( ) deux matrices de F. Comme A + A’ = (

11 ] 1),alorsdet(A+A’)=1,d0nCA+A’¢F.

4 Exercice 1.25

Montrer que I'ensemble

F={(x,y,zw)eR*|ax+by—z=0, bx+y-w=0Va,beR}

n’est pas un espace vectoriel.

Correction
Le vecteur v=(0,0,0,—1) € F mais —v ¢ F donc F n’est pas un espace vectoriel.

# Exercice 1.26
Montrer que 'ensemble
F={(x,y,2eR|x*+y=0}

n’est pas un espace vectoriel.

Correction

Soitu = (a,b,c) etv=(d,e, ) deux vecteurs de I'ensemble F. Alors a’ +b=0etd*+e=0.Pour que la somme u+v =
(a+d,b+e,c+ f) appartient a F il faut vérifier si (a+ d)? + (b+e) = 0. Or on a a® + d* + 2ad + b+ e = 2ad qui n’est pas
forcement 0 donc F n’est pas un espace vectoriel.
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# Exercice 1.27
Soientu; = (1,1,1) etuy = (1,2, 3) deux vecteurs de R3. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur les réels x, ¥z
pour que le vecteur w = (x, y, z) appartient a Vect{u;,uy }.

Correction
we Vect{u,uy} = 3 (a, b) € R tel que w = au; + buy
a+b=x,
— Ei(a,b)Ethelque a+2b=y,
a+3b=z
a=2x-y,
— 3(a,b) eR*telque { b=y—x,
zZ=—x+2y
— x—-2y+z=0.
# Exercice 1.28

Dans R3, on consideére les vecteurs u = (=2,3,7), v= (1,-2,-3) et w = (-1, -1, 6). Montrer que

Vect{u,v,w} = Vect{u,v} = Vect{v,w} = Vect{w,u}.

Correction
Comme w = 3u + 5v, on peut tirer de cette relation I'un des vecteurs en fonction des deux autres, ce qui permet de prouver
que les espaces engendrés par deux des trois vecteurs sont égaux a Vect{u,v,w}.

# Exercice 1.29

Déterminer le rang dans R? de la famille of = {u; = (3,1),u, = (=1,5)}. Sile rang de la famille est strictement inférieur
au nombre de vecteurs de la famille, on déterminera une ou des relations non triviales entre les vecteurs de la famille.
Le vecteur w = (1,0) appartient-il a Vect{u;,u; }? Si oui, 'exprimer comme combinaison linéaire de u; et u,.

Correction
Comme det (3 2) #0, rg(«f) =2 et'on arg(«/) = card(«/) : les vecteurs u; et up sont linéaire indépendants. Pour obtenir
'expression de w en fonction de u; et uy on cherche les réels a et b tels que au; + buy = w, ce qui conduit au systeme linéaire

a=—

3a-b=1, 5 -1
— ,b=—,
a+5b=0 16 16

d’ou1 la relation w = % (5u; —uy).

# Exercice 1.30

Déterminer le rang dans R3 de la famille o = {u; = (-1,1,-3),us = (1,2,5),u3 = (1,7,1)}. Si le rang de la famille est
strictement inférieur au nombre de vecteurs de la famille, on déterminera une ou des relations non triviales entre les
vecteurs de la famille. Le vecteur w = (1,0, 0) appartient-il a Vect{u;,u»,u3}? Si oui, I'exprimer comme combinaison
linéaire de u;, uy et us.

Correction 11
Comme det 13 % z) #0,1g(«/) =3 et'on arg(«/) = card(«/) : les vecteurs uj, uy et ug sont linéairement indépendants, i.e.

la famille < est libre. Comme card(«#) = dim(R?), alors Vect(«#) = R® et w € Vect(«/). Pour obtenir 'expression de w en
fonction de uy, uy et uz on cherche les réels a, b et c tels que au; + buy + cus =w, ce qui conduit au systéme linéaire

—-a+b+c=1, —-a+b+c=1, —-a+b+c=1, 5 .
a+2b+7c=0, <~ < 3b+8c=0, <~ < 3b+8c=0, S az—z,bz—l.c=§,
-3a+5b+c=0, 2b-2c=-3, -Zc=-1,

d’ol1]a relation w = % (—=3u; —2uy +ug).
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# Exercice 1.31

Déterminer le rang dans R3 de la famille of = {u; = (1,4, -3),us = (2,5,3),u3 = (-3,0,—3)}. Si le rang de la famille est
strictement inférieur au nombre de vecteurs de la famille, on déterminera une ou des relations non triviales entre les
vecteurs de la famille. Le vecteur w = (1,0, 0) appartient-il a Vect(<#) ? Si oui, I'exprimer comme combinaison linéaire
de u;, up et ug.

Correction Lo s
Comme det 43 g 03) #0,1g(of) =3 etl'on arg(ef) = card(«f) : les vecteurs uy, uy et ug sont linéaire indépendants, i.e. o est

une famille libre. Comme card(s#) = dim(R?) alors Vect(s/) = R3 et w € Vect(«/). Pour obtenir I'expression de w en fonction
de uj, uy et uz on cherche les réels a, b et ¢ tels que au; + buy + cuz = w, ce qui conduit au systeme linéaire

a+2b+3c=1, a+2b+3c=1, a+2b+3c=1, ) ) 5
4a+5b=0, — —-3b—-12c = —4, — —-3b—-12c = -4, — a:?,bzﬁ,c:ﬁ,
—-3a+3b-3c=0, 9b+6¢c=3, -30c =9,

d’ou la relation w = —éul + 12—5112 + 13—0113.

4 Exercice 1.32

Déterminer le rang dans R3 de la famille o = {u; = (1,2,3),uz = (3,2,1),u3 = (3,3,3),us = (7,0,—-7) }. Si le rang de la
famille est strictement inférieur au nombre de vecteurs de la famille, on déterminera une ou des relations non triviales
entre les vecteurs de la famille.

Correction

Sans faire de calcul on sait que rg(<#) < 3 donc au moins un des vecteurs de la famille est combinaison linéaire des autres.
Comme 4u3 = 3u; + 3uy donc Vect{u;,uy,u3,uy} = Vect{uj,uy,uy}. Comme 2uy = —7u; + 7u, alors Vect{uj,up,uy} =
Vect{u;,uz}. Comme u; et up ne sont pas colinéaires, ils sont linéairement indépendants et on conclut que rg(</) = 2.

¢4 Fxercice 1.33

Déterminer le rang dans R> de la famille
o = {ul = (1; 1) 1,2,5),“2 = (2, 1,0,3,4),“3 = (_1,0,_1,4,7),114 = (_9;_2: 1)_119)}~

Sile rang de la famille est strictement inférieur au nombre de vecteurs de la famille, on déterminera une ou des relations
non triviales entre les vecteurs de la famille.

Correction
Sans faire de calcul on sait que 1 < rg(«/) < 4. Comme uy4 = 3u; — 5uy + 2uz donc Vect{u;,uy,u3,us} = Vect{u,uy,us}.

Comme det G E :01) # 0, on conclut que rg(</) = 3.

# Exercice 1.34

Dans R%, montrer que I'espace vectoriel engendré par les vecteurs
u1:(2,3,_1), u2=(1,—1,—2)
et 'espace vectoriel engendré par les vecteurs

V1= (3; 7; 0)y V2 = (5y01 _7)

sont les mémes.

Correction
Pour montrer I'égalité des deux ensembles, on va prouver les deux inclusions réciproques : Vect{v;,v» } c Vect{u;,u, } et
Vect{uy,up } ©cVect{vy, v }.
@ Vect{vy,vo} cVect{uy,uy}:ilsuffit de montrer que v; € {u;,uy } et v, € {u;,uy }, ce quisuit de laremarque v; = 2u; —uy
etvy =uj + 3up.

@ Vect{uy,uy} c Vect{vy,v,} : il suffit de montrer que u; € {v;,v2} et uy € {vy,v»2}, ce qui suit de la remarque 7u; =
3v) + vy et 7Tup = —vy +2vo.
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¢ Exercice 1.35

Montrer que I'espace vectoriel engendré par les vecteurs
u =(1,2,-1,3), uw=02,41,-2), u3=(3,63,-7)
et'espace vectoriel engendré par les vecteurs
vi=(1,2,-4,11), v, =(2,4,-5,14)

sont les mémes.

Correction

On note U l'espace vectoriel engendré par les vecteurs u;, up et ug et V 'espace vectoriel engendré par les vecteurs vy, vo.
Remarquons tout d’abord que si U = V alors dim(U) = dim(V) = 2 donc la famille {u;,uy,us} n'est pas libre.

Pour démontrer que U = V on montre que U c V et que V c U.

— Pour montrer que U c V il suffit de montrer que chaque u;, i = 1,2,3, est combinaison linéaire des vecteurs vy, vy :

l=a+2b,
2=2a+4b,
u; = avy + bvy — — a=-1,b=1
—1=-4a-5b,
3=1la+14b,
2=a+2b,
4=2a+4Db,
up = avy + bv, — — a=-4,b=3
1=-4a-5b,
—2=11a+ 14b,
3=a+2b,
6=2a+4b,
uz = avy + bv, — K — a=-7,b=5
3=—-4a-5b,
—7=11a+ 14b,

— Pour montrer que V c U il suffit de montrer que chaque v;, i = 1,2, est combinaison linéaire des vecteurs u;, uy et ug :

1=a+2b+3c,

2=2a+4b+6c,

V] = auy + buy + cug — — a=3+x,b=-1-2x, c=x,
—-4=-a+b+3c,

11=3a-2b-"7c,

2=a+2b+3c,

4=2a+4b+6c¢,

Vo = auj + buy + cug — { — a=4-x,b=-1-2x, c=x,
-5=—-a+b+3c,

14=3a-2b-"7c,

# Exercice 1.36
Soient py(x) = x+1, p1(x) = x* + x et pa(x) = 2x? +1 trois polynomes de R, [x]. Démontrer que Vect{ po, p1, p2 } = Ra[x].

Correction
Méthode 1 : pour prouver I'égalité de deux ensembles A et B, on peut démontrer que A < B et que B < A. Pour démontrer
que A c B, on considere un élément quelconque de A et on démontre qu’il appartient a B.

— Comme py, p1, p2 € R2[x] qui est un espace vectoriel, toute combinaison linéaire de ces trois polynémes est
encore un élément de R, [x], par conséquent Vect{ po, p1, p2 } < Rz [x].

— Rolx] < Vect{ pPo, P1, P2 } ssi pour tout g € Ry [x] il existe des réels 19, 11,12 telsque g =Ag-po+A1-p1+A2-p2:

q(x) = a+bx+cx2€Vect{po,p1,P2}
— I, A A2) eR3 tel que g =Ag-po+A1-p1+A2-p2
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= FNg A1) eR3tel que a+bx+cx®> =Aog(x+1) + A1 (X2 +x) + A22x% +1)
— I, A1, A2) € R® tel que a+ bx + cx? = Ao+ A2)+ Ao+ A x+ (A +2/12)x2

Ao+ =a,
<~ I, A1,A2) € R® tel que { Ag+A;=h,
A] + ZAZ =C.
1 0 1
Comme |1 1 0f=3,lesysteme est de Cramer et on peut conclure que Ry [x] < Vect{ po, p1, p2 }. Apres résolu-

01 2
tion du systéeme linéaire on trouve g = bpy + (—a+ b+ c)p1 + (a—b) p».

Méthode 2 : comme card({ po, p1, p2 }) = 3 = dim(R; [x]), il suffit de prouver que la famille { po, p1, p2 } estlibre, i.e. “Ag -

Pot+tAi-pi+Adzpo=0= Ayp=11=21,=0":
A-po+Ai-pr+A2-p2=0
— Apx+D+ 4P+ + 1,22 +1) =0
— No+A2)+Ng+A)x+ A +212)x%> =0

Adg+A2=0,
— Ao+ =0,
A +21,=0.
1 0 1
Comme |1 1 0f=3,lesysteme admet 'unique solution nulle et on peut conclure que Vect{ po, P1, P2 } =Ry [x].
0o 1 2
4 Exercice 1.37
Ftudier si la famille
F ={u=(2,3),v=(4,5)}

de I'espace vectoriel R? est libre. Si la famille est liée, trouver une relation entre les vecteurs de cette famille.

Correction
On dit qu'une famille # = {u,...,u), } estlibre lorsque

p
Zai-uizﬂg = a;=0Vi.
i=1

Ici
2a; +4a, =0, {
—

P
Y aj-u;=0g — aju+ ayv=(0,0) —
i=1 3a;+5a, =0

donc la famille est libre.
(On peut remarquer que, & étant libre et comme card(%) = 2, elle engendre un espace vectoriel de dimension 2. Puisque

F cR? et dim(R?) = 2, on conclut que Vect(F) = R2)

# Exercice 1.38
Ftudier si la famille
9 = {u: (1)0) 1),V= (2’ 1,0),W= (0)_1:2)}

de I'espace vectoriel R3 est libre. Si la famille est liée, trouver une relation entre les vecteurs de cette famille.

Correction
On dit qu'une famille % = {u,...,u, } estlibre lorsque

p
Zai-u,:OE = a;=0Vi.
i=1
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Ici
p a)+2ap; =0, a; = —2K,
a;-u; =0 < amu+av+asw=(0,0,0) < ap,—asz =0, — a» =K,
—~
! ay+2asz=0 as =«K

donc la famille est liée. De plus, en prenant par exemplexk =1,onaw=2-u—v.

# Exercice 1.39
Etudier si la famille
3 2 1 1 1 1
F=<A=|1 2 3|,B=|1 1 1]|,C=I3
2 1 3 1 1 1

de I'espace vectoriel .#3(R) est libre. Si la famille est liée, trouver une relation entre les vecteurs de cette famille.

Correction
On dit qu'une famille & = {u,...,u, } estlibre lorsque

p
Zai-ui:OE — a;=0Vi.
i=1

Ici

3ay+ax+asz =0,

2a;+ax =0,
a1 +ap =0,
ay+ap =0, a; =0,

p
Zai-ui=05@a1A+ag[EB+a3£=®3<=> 2a1+ax+az =0, — ap =0,
i=1

3a;+ax =0, as =0,
2a;+ax =0,
ay+ap =0,

3a;+ax+as=0.

donc la famille est libre.

# Exercice 1.40
Considérons les matrices d’ordre 2 a coefficients réels
0 0 1 «x k1
A=l o) o= o) =5 )
Pour quelles valeurs de « € R les trois matrices forment une famille libre ?

Correction
Nous pouvons tout de suite dire que si k = 0 alors la famille n’est pas libre.
La famille & = {A,B,C} est libre lorsque

aA+pB+yC =0, = a=p=y=0.

Ona
+ =0,
- ﬂﬁy . £=0,
K =0,
aA+ﬁ[EB+yC:( ) = Y xa =0,
0 0 xka—2B—-y=0,
y=0
Y=0,

La famille est libre ssi x # 0.
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# Exercice 1.41
Etudier si la famille
F={po(x) =+, p1(X) = x>+ x,p2(x) = x+1,p3(x) = > +1}

de I'espace vectoriel R3 [x] est libre. Si la famille est liée, trouver une relation entre les vecteurs de cette famille.

Correction
On dit qu'une famille # = {u,...,u, } estlibre lorsque

p
Za[‘ul‘ZOE - CliZOVi.
i=1

Ici

n
Zai-ui:OE < aqopot+arp1+axp2+azpz3 =0 < (a2+a3)+(a1+a2)x+(ao+a1)xz+(ao+a3)x3:0
i=0

612+a3=0, ap =K,
ay+ay =0, a = —K,
— pour tout x € R
ap+a; =0, ap =K,
ap+az =0, as = —kK,

donc la famille est liée. De plus, en prenant par exemple k =1 on a ps = po — p1 + p2.

44 Exercice 1.42

On considére dans R”, n = 4, une famille de 4 vecteurs linéairement indépendants : { e}, e;, e3, e, }. Les familles suivantes
sont libres?

@ {e;,2ey,e3}
@ {ej,e3}
® {e1,2e; +eqy, ey}

@ {3e; +e3,e3,ex + €3}

® {2e; +ey,e; —3ey,e4,e2—€;}

Correction
® Oui

@ Oui

@ Non

@ Oui car a(3e; +e3) + f(es3) +y(es +e3) =0 = 3ae; +yez + (a+ f+y)es = 0. Comme e}, ey, e3 sont linéairement
indépendants, celaimplique3a =y=a+f+y=0 = a=f=y=0

® Non:-7(e;—ej) =2(2e; +e) +3(e; —3ey)

# Exercice 1.43
On considére dans R”, n = 4, une famille de 4 vecteurs linéairement indépendants : { e}, 2, e3, e, }. Les familles suivantes
sont libres?

@) {e1 +e2}
@ {e;+eye}
® {e;+eye;—ey}

@ {e; +ey,e;—eye +e3,e; —e3}

® {2e; +e,e; —3ep,e4,e2—€;}

Correction
® Oui

@ Oui
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® Oui
@ Non
® Non:-7(e;—ej) =2(2e; +e3) +3(e; —3en)

4 Exercice 1.44
On considere dans R” une famille de 4 vecteurs linéairement indépendants : {ej, e,,es3, e, }. Les familles suivantes sont

libres?
@ {2e1,ep,—e3}
@ {e;,—e3}
® {e;,3e; +ey,e4}
@ {3e; +es,e3,ex+e3}

® {2e;+ep,e; —3ey,es,e—e;}

Correction
® OQOui

@ Oui
® Non
@ Oui
® Non:-7(e;—ej) =2(2e; +es) +3(e; —3ey)

¢4 Exercice 1.45

Ecrire la base canonique de R3, la base canonique de .45 (R) et la base canonique de Ry[?].

Correction 1)} [0\ (O
1. Base canoniquedeRs:< [0f,[{1],]0
0/ \0 1
. J(1r 0} (0 1} (0O 0} (0O O
2. Base canonique de ./ (R) : { (0 0),(0 O)'(l 0),(0 1)}

3. Base canonique de Rp[#]:{1,,1*}

¢ Exercice 1.46

Soit V un espace vectoriel et & une famille libre d’éléments de V. Donner la définition de card(%) et de dim (V). Si
dim(V) = card(&), que peut-on conclure?

Correction
1. Le cardinal d'une famille est le nombre d’éléments qui la constitue.

2. La dimension d'un espace vectoriel est le nombre d’éléments d'une de ses bases, i.e. le cardinal d'une de ses bases.

3. Sila dimension de I’espace vectoriel V coincide avec le cardinal de la famille & contenue dans V, alors la famille &
constitue une base de V. Attention : si la famille & n’est pas libre, on ne peut rien conclure.

4 Exercice 1.47
Vrai ou Faux?

@ Toute famille génératrice contient une base.

@ La dimension d'un espace vectoriel est le nombre de vecteur de cet espace.

@ Toute famille contenant une famille liée est liée.

@ Labase de Rs[x] est {1,x,x%, %3 }.

® SiE =Vect{u,v,w} etsi{u,v,w} est une famille libre, alors dim(E) = 3.

® Vect{uj,uy,...,u,} =Vect{uy,uy,...,u,_ } si et seulement si u,, est combinaison linéaire de u;,uy,...,up_;.

@ Soient u, v et w trois vecteurs d'un espace vectoriel E. On suppose que deux vecteurs parmi ces trois ne sont pas
colinéaires. Alors la famille {u,v,w} est libre.

57



Chapitre 1 Background

Correction
® Vrai (dans le sens que d'une famille génératrice on peut extraire une famille libre qui génére le méme espace vectoriel).

@ Faux. Un espace vectoriel de dimension finie a une infinité de vecteurs. La dimension d'un espace vectoriel est le
nombre de vecteur d'une de ces bases.

® Vrai. La relation non trivial qui lie des vecteurs de la plus petite des deux familles est vraie dans la plus grande.
@ Incorrect. On ne peut pas parler de «la» base de Rs[x] car il y en a une infinité.

® Vrai. La famille {u,v,w} est une base de E car libre et génératrice de E.

® Vrai.

@ Faux. Par exemple si w = u+ v, deux vecteurs parmi ces trois ne sont pas colinéaires mais la famille {u, v,w} est liée.

¢ Fxercice 1.48

Considérons I'ensemble
F={(x,x,5)) |xyeR}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*.

2. Donner une base de F et sa dimension.

Correction
1. F estun sous-espace vectoriel de R* car

K
K1

F= K,k2 €R » =< K1
K2

K2

—

+ Ko K1,k2 € R » =Vect

S O = -
— -0 O

2. Les deuxvecteursu; =(1,1,0,0) etup = (0,0, 1,1) constituent une famille génératrice de F. On vérifie aisément que
cette famille est libre donc elle est une base de F. Comme card({u;,uy}) = 2, alors dim(F) = 2.

4 Exercice 1.49

Considérons I’ensemble
F={a+ax*+bx"|a,beR}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Ry [x].

2. Donner une base de F et sa dimension.

Correction
1. F est un sous-espace vectoriel de R4[x] car

F:{a+ax2+bx4‘(a,b)E[Rz}:{a(l+x2)+bx4|(a,b)E[RZ}:Vect{l+x2,x4}.

2. Les deux polynémes p(x) = 1+ x? et g(x) = x* constituent une famille génératrice de F. On vérifie aisément que cette
famille est libre donc elle est une base de F. Comme Card({ p.q }) =2, alors dim(F) = 2.

¢ Exercice 1.50

Considérons I’ensemble
F={(x,y,2)eR®|2x+y+2z=0}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Donner une base de F et sa dimension.

Correction
1. F est un sous-espace vectoriel de R3 car

K1 1 0 1
F= Ko K1,K2€ER »=< %1 0 |+x2]| 1 K1,k2 ER » =Vect 01,]1
—2K1 — K2 -2 -1 -2) \-1
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2. Les deuxvecteurs u; = (1,0,—2) et up = (0,1, —1) constituent une famille génératrice de F. On vérifie aisément que
cette famille est libre donc elle est une base de F. Comme card({u;,uy}) = 2, alors dim(F) = 2.

# Exercice 1.51
Considérons I’ensemble
a b 0
F= b a 0 a,b,ceR
c 0 a+b

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de .43 (R).

2. Donner une base de F et sa dimension.

Correction
1. F estun sous-espace vectoriel de .#3(R) car

a b 0 1 0 0 0 1 0 0 0 O
F= b a 0 (a,b,c)E[R3 —{Kl(o 1 O0]+x2|1 0 Of+x3|0 O Of|xy,k2,k3€R
c 0 a+b 0 0 1 0 0 1 1 0 0
1 0 0y (0 1 0\ (0O O O)
=Vect{ [0 1 Of,|/1 O Of,J0 O Of p.
0 0 1 0 0 1 1 0 0
01 0 0 0 O
2. Lestrois matricels, A=|1 0 OfetB=|0 0 0] constituentune famille génératrice de F. On vérifie s'il s’agit
0 0 1 1 0 0
d’une famille libre : on dit qu'une famille & = {uy,...,u, } estlibre lorsque
P
Zai-ui:OE = a;=0Vi.
i=1
Ici
61120,
az =0,
0=0,
p ap =0, a; =0,
Y ai-ui=0p < ails+aA+asB=03 < { a;=0, — { a, =0,
= 0=0, a3 =0,
a3 =0,
0=0,
ay+ap =0,

donc la famille & = {l3, A, B} est libre et est une base de F. Comme card(%) = 3, alors dim(F) = 3.

¢ Exercice 1.52

Considérons I’ensemble
F={peRs[xl| p(0) = p(1) =0}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3[x].

2. Donner une base de F et sa dimension.

Correction
1. F est un sous-espace vectoriel de R3[x] car

F={x(x=Diax+b)| abeR}={a(x*(c- 1)+ b(x(x- )| a be R} = Vect{x*(x- 1), x(x-D}.
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Si on n’'a pas remarqué que 0 et 1 sont racines des polynomes de F, il suffit de remarquer que

p €Rs[x] | p(0) = p(1) =0}

{

{a+Dbx+cx*+dx’ eRs[x]|a=0eta+b+c+d=0}
{bx+cx2+(—b—c)x3|b,c€|R}
{b(x—x3)+c(x2—x3)|b,c€[R}

3

=Vect{x—x ,xz—xg}.

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de R3[x].

2. Les deux polynomes p(x) = x — x° et g(x) = x*> — x> constituent une famille génératrice de F. On montre que la famille

F ={x-x3,x*> - x3} est une base de I'espace vectoriel F; en effet
a(x—x3)+ﬁ(x2—x3):O VxeR — ax+ﬂx2+(—a—ﬁ)x3:0 VxeR = a=p6=0.

Comme card(%) = 2, alors dim(F) =

# Exercice 1.53
Soit Rs[#] I'espace vectoriel des polyndomes de degré au plus 3. Soit U = { p € R[] | p(-1) =0}. Montrer que U est un
sous-espace vectoriel de R3[7] et en donner une base.

Correction
On montre que U = Vect{el, —n€p } oue,...,e, sont des éléments de R3[x]. En effet

U:{a+bx+cx2+dx3€R3[x] | a-b+c-d=0}
={a+bx+cx*+(a-b+0x’|ab,ceR}
={a(+x*) +b(x—x*)+c(x*+x*) | a b,ceR}

3

=Vect{1+x*,x—x% x*+x°}.

Par conséquent U est un sous-espace vectoriel de R3[x].
(On peut également en déduire que {1+ x3, x — x%,x* + x>} est une famille génératrice de U)

# Exercice 1.54
Démontrer que I'ensemble
F={peRslx]|p0) =p'1)=0}

est un sous-espace vectoriel de R3[x] et en donner une base.

Correction
On montre que F = Vect{el, c€p } ouey,...,e, sont des éléments de R3[x]. En effet

={peRslx]| p(0) =p'(1) =0}
{a+Dbx+cx*+dx*eRs[x]|a=0etb+2c+3d=0}
-b-2c

&CER}

(x-x°/3)+c(x* —2x°/3) | b,ceR}

2
{x——x x®-= 3}
3 3

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de R3[x].

On montre que la famille & = {x — $x3, x* — $x%} est une base de I'espace vectoriel F; en effet

{bx+cx +—
{p
=Vec

a(x—x313)+B(x*-2x3/13)=0 VxeR ax+Bx*+(—a-2P)x°13=0 VxeR < a=p=0.
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# Exercice 1.55
Considérons I'espace vectoriel .4, (R) des matrices carrées d’ordre 2 avec les entrées réelles. Soient a, b et c trois
nombres réels quelconques. Considérons le sous-ensemble

at+b ¢
E={A€M2(R)‘A=(20 —b)}'

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de .45 (R).

2. Donner une base explicite de E.

Correction
1. E est un sous-espace vectoriel de .45 (R) car

_f(a+b ¢ sl _ [ (10 1 0 01
p={(%0 )| @pacrt=tals gJenly O)+e3 o

ey oL 26 O}

1 0 1 0 0 1
2. Les trois matrice A = (0 0), B= (0 _1) etC= (2 0) constituent une famille génératrice de E. On vérifie sil s’agit

d’une famille libre : on dit qu'une famille & = {u,...,u, } estlibre lorsque

a,b,cE[R}

p
Zai-ui:OE = a;=0Vi.
i=1
Ici
a,+ap =0,
1+a a1 =0,
P az =0,
ai-u; =0 <= aA+wB+a3C=0y — — a, =0,
i=1 2a3 = 0,
asz =0,
—az = 0)
donc la famille est libre et est une base de E. Comme card {A,B,C} = 3, alors dim(E) = 3.
¢ Exercice 1.56
Trouver une base de I'espace engendré par les polyndmes dans les deux familles suivantes
L. W={1+2x+3x%x+2x%1+2x+4x%1+x}
2. W={2+2x*2+x—-x*3+x+x*3+x+3x*}
Correction
1. Notons
wl(x):1+2x+3x2, wz(x):x+2x2, W3(x):1+2x+4x2, wy(x)=1+x.

W est une famille non libre si et seulement si

A(a, b,c,d) # (0,0,0,0) | aw; (x) + bws(x) + cws3(x) + dws(x) =0 —
A(a,b,c,d) #(0,0,0,0) | (a+c+d)+ 2a+b+2c+ d)x+(3a+2b+4c)x2 =0

a +c+d=0, a +c +d=0, a +c+d=0,
2a +b+2c+d=0, <— b —-d=0, < b -d=0, <
3a+2b+4c =0 2b+c—-3d=0 c—d=0

(a,b,c,d) = (-2x,x,k,K), K €R.
Autrement dit w4 = 2w; — wo — ws. On a alors

Vect{wy, wy, w3, wy} = Vect{w,, wy, ws}.
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Vérifions si la famille { w, w», w3} estlibre : on dit qu'une famille & = {ul, B | } est libre lorsque

p
Zai-ul:OE - a;=0Vi.
i=1

Ici

n

Y ai-u; =0 < aw; +bwy+cws=0

i=0

— (a+0)+2a+b+2c)x+Ba+2b+4c)x* =0
a +c=0,

< {2a +b+2c=0, < a=b=c=0
3a+2b+4c=0

donc la famille est libre. Par conséquent { w;, w2, w3} est une base de 'espace Vect(W).

2. Notons
wy(x)=3 +x+3x%.

wl(x):2+2x2, wz(x):2+x—x2, W3(x):3+x+x2,

W est une famille non libre si et seulement si
A(a, b, c,d) #(0,0,0,0) | aw; (x) + bw,(x) + cws(x) + dwy(x) =0 —

A(a, b,c,d) #(0,0,0,0) | 2a+2b+3c+3d)+ (b+ c+d)x+Q2a-b+c+3d)x*=0
2a+2b+3c¢+3d=0,
— b +¢c +d=0, <—

b +c +d=0,
3c+5d=0,

b +c +d=0, —
b+4c+6d=0,

2a —-b +c+3d=0,
(a,b,c,d) = (x,2x,—-5k,3x), Kk €R.

{2a+2b+3c+3d=0, {2a+2b+3c+3d=0,

Autrement dit 3wy = —w; — 2w, + 5w3. On a alors

Vect{wy, w», ws, wy} = Vect{wy, wo, ws}.

Vérifions si la famille { w, w», w3} est libre : on dit qu'une famille & = {ul, . } est libre lorsque
p
Zai-ui:OE - a;=0Vi.
i=1

Ici

n
Zai~ui:05 <~ aw;+bwy,+cws3=0
i=0

— (2a+2b+30)+(b+)x+R2a-b+c)x*=0

b +¢c=0, < a=b=c=0

2a+2b+3c¢=0,
=
b+4c=0,

donc la famille est libre. Par conséquent { w;, w2, w3} est une base de 'espace Vect(W).

# Exercice 1.57

Soit
1 0 1 1 0 1 0 0
={m=o o=(i ofm=7 2)m=(5 )}

une famille d’éléments de I'espace vectoriel E = {M € ./, (R) [M=M"}.
1. Montrer que & est génératrice de E, i.e. E = Vect(¥);

2. montrer que & n’est pas libre;
3. extraire de & une base de E.
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Correction
On remarque que

el

1. Lafamille & est génératrice de E si E = Vect(%), i.e. s'il existe 11, A2, A3 et A4 € Rtels que

a,b,ce[R{}

etB; € E pour touti=1,2,3,4.

(Z Iz) 2/1]|B1 +/12|B2+13|B3+/14|B4, Vd,b,CE[R

i.e. si et seulement si, pour tout a, b, ¢ € R, le systeme linéaire suivant admet (au moins) une solution

M+ =a,
/12+/13=b,
/12+/13=b,

M+A3+As=c.

La matrice augmentée associée a ce systeme est

[Alb] =

= o o -
- O
- o O O
o TS Q

S =

Comme la seconde et la troisieme ligne sont égales alors rg(A) et rg([A|b]) sont < 4. Puisque H) é (%)| #0, alors rg(A) =
rg([A|b]) = 3 : le systéme admet une solution (non unique car le rang n’est pas maximal).

2. & n'est pas libre car 2B, = B, — B, + B3

3. On en extrait par exemple la famille 2 = {B,,B,, B3} qui est une base de E car

(i) B; € Epourtouti=1,2,3,
(ii) card(£8) = dim(E),
(iii) 28 estlibre car la combinaison linéaire 11B; + A2B; + A3B3 = ({ §) a comme unique solution A; = 1, = A3 =0.

¢ Exercice 1.58
Soit

9:{[31:((1) g),m:(i (1))’[5332((1) i)’B“:(g (1))}

une famille d’éléments de I'espace vectoriel E = {M € .4, (R) [M=MT}.
1. Montrer que & est génératrice de E, i.e. E = Vect(&¥);
2. montrer que & n’est pas libre;

3. extraire de & une base de E.

Correction
On remarque que

etB; € E pour touti=1,2,3,4.

1. Lafamille & est génératrice de E si E = Vect(%), i.e. s'il existe 11, 12, A3 et 14 € R tels que

(Z fj) =1 By + AoBy + A3B3 + A4y, VYa,b,ceR
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i.e. si et seulement si, pour tout a, b, ¢ € R, le systeme linéaire suivant admet (au moins) une solution

/11 + /12 =a,

A+ A3=>h,

Ao+ A3=Db,

As+Ag=c.

La matrice augmentée associée a ce systéme est

1 1 0 0|a
01 1 0|b
[Alb] = 01 1 0|b
00 1 1]|c¢

Comme la seconde et la troisieme ligne sont égales alors rg(A) et rg([A|b]) sont < 4. Puisque ‘é i (11] ‘ #0, alors rg(A) =
rg([A|b]) = 3 : le systéme admet une solution (non unique car le rang n’est pas maximal).

2. & n'est pas libre car By = B; — By + B3
3. On en extrait par exemple la famille 28 = {B,,B,, B3} qui est une base de E car

(i) B; € Epourtouti=1,2,3,
(i) card(£8) =dim(E),
(i) 48 estlibre car la combinaison linéaire 11B; + 128, + A3B3 = (J §) a comme unique solution 1; = 1, = A3 =0.

¢ Exercice 1.59
Soit

qo(x)=1+x+x2+x3,

Q1(x)=x+x2+x3,

G2(x) = X% + x°,

g3(x) = x°,
quatre polynomes de R3[x].

1. Démontrer que I'’ensemble { g0, 91,92, 93 } est une base de R3[x] qu'on notera 2.

2. Notons ¥ = {cy, c1, c2, c3} la base canonique de R3[x]. Calculer coord(c;, 8) et coord(g;, 6).

3. Exprimer le polynéme a + bx + cx? + dx® dans la base %.

Correction
1. Pour montrer que I'ensemble { qo, 41, 2, g5 } est une base de Rs[x] il faut montrer qu'il s’agit d’une famille libre et

génératrice de R3[x]. On dit qu'une famille & = {ul, I | } est libre lorsque
P
Zai~u,-=05 = ai=0Yi=1,...,p.
i=1

Ici

n
Y aiui=0p < ayqo+a1qi+axg>+azqz =0
i=0

— ao+(a0+a1)x+(ao+a1+a2)x2+(ao+a1+ag+ag)x3=0 —

donc la famille est libre. Comme card(Vect{ qo, 1, g2, g3 }) = 4 et dimRq4[x]) = 4, alors B = {qo, 41,92, g5 } est une
base de R3[x].
2. Soit € = {co(x) =1,¢c1(x) = x, ¢ (%) = x%, x3(x) = x3} la base canonique de R3[x]. Calculons les coordonnées de g
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dansla base € :

Gox)=1-co(x)+1-c1(x)+1-c2(x)+1-c3(x) = coord(qy,¥)=(1,1,1,1)
gi1(x)=0-cp(x)+1-c1(x)+1-co(x)+1-c3(x) = coord(q;,6)=(0,1,1,1)
Go(x)=0-cp(x) +0-c1(X)+1-c2(x)+1-c3(x) = coord(qg»,6) =(0,0,1,1)
g3(x) =0-co(x)+0-c1(x)+0-c2(x) +1-c3(x) = coord(gs, ¢) = (0,0,0,1)

En résolvant le systeme linéaire (ici c’est tres facile car il s’agit d'un systéme triangulaire), on obtient

qo =Cyp+cC1+C2+C3, co =dqo—q,

q =C+cC2+cs, — G =q1—1q

q> =cC2tc3, C2 =(q2—(3,

qs =¢Cs, 3 =(s,

Cela signifie que

cox)=1-go(x)=1-q1(x) +0-g2(x) +0- g3(x) i.e. coord(cy, %) =(1,-1,0,0),
axX)=0-go(x)+1-q1(x)—1-g2(x)+0-g3(x) i.e. coord(c;,%)=(0,1,-1,0),
C(x)=0-go(x)+0-q1(x) +1-g2(x)—1-g3(x) i.e. coord(cy,%)=1(0,0,1,-1),
c3(x)=0-qgo(x)+0-q1(x)+0-q2(x)+1:q3(x) i.e. coord(cs, %) =(0,0,0,1).

3. Soit le polynéme p(x) = a+ bx + cx?+ dx3; dans la base € il a coordonnées (a, b, ¢, d), donc
px)=acy+bcy+cco+des=alqo—q1)+blgr—g2)+c(q2—q3) +d(q3) =aqo+ (b—a)qy + (c—b)g2 + (d — ¢)g3.
Par conséquent, dans la base 28 le polynome p(x) = a + bx + cx* + dx® a coordonnées

coord(p,?B) =(a,b—a,c—b,d—-c).

# Exercice 1.60 (Rang d’'une famille de vecteurs)
Dans R3, déterminer le rang de la famille

&={u=(1,2,3),u=(2,-1,1),u3=(1,0,1),us = (0,1, 1) }.

Correction
Notons & = Vect(&) le sous-espace vectoriel engendré par la famille &.
— Comme card(&) =4 alors 1g(&) = dim(%F) < 4.
— Comme % est un sous-espace vectoriel de R®, dim(%) < dim(R®) = 3 ainsi rg(€) = dim(%) < 3.
— Comme u; et uy sont linéairement indépendants, alors dim(Vect{u;,uy}) =2 et comme Vect{u;,u, } €%, on obtient
1g(&) = dim(%¥) = 2.

— Ftudions maintenant la famille {u;,u,,u3} c & : si elle est libre, comme dim(Vect{u;,u,,u3}) = 3 alors 1g(&) =
3; si elle est liée on ne peut pas conclure. On étudiera alors la famille {u;,uy,us} c & : si elle est libre, comme
dim(Vect{u;,uy,uy}) =3 alors rg(&) = 3; si elle est liée rg(&) = 2.

Comme 5u3 = u; + 2uy, la famille {u;,uy,u3} est liée.
Comme 5uy = 2u; — uy, la famille {u;,u,,uy} est liée.

On conclut que rg(&) = 2.

¢ Exercice 1.61

Soit R3[#] 'espace des polynémes de degré au plus 3 et considérons I'’ensemble
V={peRsld]|p0)+p@2) =0, p(1)=3p(-D}.

1. Montrer que V est un sous-espace vectoriel de R3[f].

2. Déterminer une base et la dimension de V.
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3. Montrer que le polyndéme p(t) = 2+2¢— t> est dans V et trouver les composantes de p dans la base de V calculée

auparavant.

Correction
1. On montre que V = Vect{el, . €p } ouey,...,e, sont des éléments de R3[7]. En effet

V={peRslz]| p0)+p2) =0, p(1)=3p(-1)}
={a+bt+ct*+dr eRs[t]|2a+2b+4c+8d=0eta+b+c+d=3a-3b+3c-3d}

5
[ eaa
3
5 1
:{(————t+ t*
3 3

5 1. 5
= Vect ql(t):—§—§t+t;qz(t):—2—2t+t .

1
+(—§c—2d)t+ct2+dt3 c,de[R}

c+(-2-2t+1%)d c,deR}

Par conséquent V est un sous-espace vectoriel de R3[7].
2. Lafamille ¥ = { g1, g> } est génératrice de I'espace vectoriel V. De plus,

aq1+ﬁq2=0R3m — aql(t)+ﬁq2(t)=OVt€[R <~ a:ﬁ:O

donc elle est aussi libre donc elle est une base de V et dim(V) = 2.
3. Sip(=2+2t-tonap(0)+p@2)=(2)+(2+4-8)=0et p(1) -3p(-1) = (2+2-1)-3(2-2+1)=0donc p€ Vet
coord(p,¥) = (0,-1).

# Exercice 1.62
Montrer que les matrices
1 -2 1 3 -1 1
S o=fs ¢ (i
forment un base de I'espace vectoriel M des matrices symétriques d’ordre 2. Décomposer sur cette base la matrice
5 6
6= ( > 7) .
Correction

La famille # = {A,B,C} est une base de I'espace vectoriel
M={Me LR |M=M"}={(¢2)]abceRr}

car
i ABCeM,
(i) card(%) =dim(M),
(iii) & estlibre car la combinaison linéaire 1A + A;B + A3C = ($ J) a comme unique solution A; =1, =13 =0:
1 -2 1 3 -1 1 _ 0 0 AM+A—A3 —2A1+3A2+ A3 _ 0 0
M (—2 1 )”LZ(s 6 1 —3)_(0 0) A (—2/11+3/12+/13 A1 +615 313 )_(0 0)

+Ag

A1+/12—/13=0, 1 1 -1 0
_ M 1 1 -1\ [\ 0
—2A1+322+13=0, -2 3 3 0
— — Ao | = — |-2 3 3 ||A2|=]|0O
—2/11 + 3/12 + /13 =0, -2 3 3 A 0 1 6 -3/\a 0
1 6 -3/ \o 3

A1 +61,—313=0,

1 1 -1\ (N 0 1 1 -1\( M 0 A1 0
~— |0 5 1 [|A]=]0]<= |0 5 1 A =0 < [A2|=|0].
0 5 -2J\A3 0 0 0 -3/\A3 0 A3 0

On cherche maintenant coord(G, %) les coordonnées de la matrice G dans la base %, i.e. les uniques 11, 12, 13 € R tels que
MA+ B+ A3C=G:
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1 2 1 3 -1 1 _ 5 6 A +A—A3 —2A1+322 + A3 - 5 6
’11(—2 1)*’123 6)”3(1 —3)‘(6 7)‘:’(—2A1+3AZ+A3 M+61-313 ) (6 7
M= =s, Lh-hany 2 1 1 -1\ (M) (5
—211 4312+ A3 =6, -2 3 3 |[5] e !
— — Ao | = — (-2 3 3 ||lA]|=|6
—224-%3124-13::6, -2 3 3 6 _
1 6 3 A3 1 6 3)\13 7
A1 +612-313=7, 7
1 1 -1\ (M 5 1 1 -1\ (N 5 A 375
— |0 5 1 [|A]=]16<= |0 5 1 ||A]|=]| 16| << [A2]|=|3/5]=coord(G,ZF).
0 5 -2J\13 2 0 0 -3/\13 -14 A3 /3

1.5.3 Systémes linéaires : utilisation de fonctions prédéfinies dans Octave

# Exercice 1.63 (Systémes linéaires)

On a demandé a 215 étudiants de dire quel est leur langage de programmation préféré parmi Python, Matlab, Java et C.
Chaque étudiant devait fournir une seule réponse. On sait que 163 étudiants ont déclaré préférer Python ou Matlab; 65
ont déclaré préférer Matlab ou C; 158 ont déclaré préférer Python ou C.

Traduire les données par un systéme linéaire de 4 équations et 4 inconnues et le résoudre par la méthode de Gauss.

Correction
On note p, m, j et ¢ le nombre d’étudiants préférant respectivement Python, Matlab, Java et C. D’apres I'énoncé on a

p+m+j+c=215,
p+m=163,

m+c =65,
p+c=158.

On passe a la notation matricielle et on résout le systéme par la méthode de Gauss (4 équations donc 3 étapes) :

1 1 1 1215 fg:ég—h 1 1 1 1 | 215 1 1 1 1 | 215
1 1 0 0163 | Ly—Ls—IL 0O 0 -1 -1]|-52 Ly—L3 0 1 0 1 65
0 1 0 1| 65 Etape 1 0 1 0 1 65 Pivotnul [ O O -1 -1 —-52
1 0 0 1| 158 0 1 -1 -57 0 -1 0 | =57

Lyels 1 1 1 1 | 215 1 1 1 1 | 215

Li—Lyi+Ly 01 O 1 65 Ly—Ls—Ls 01 O 1 65

Etape 2 0 0 -1 -1]-52 Etape 3 0 0 -1 -1/|-52

0 0 -1 1 8 0 0 O 2 60

On résout le systéme triangulaire supérieur ainsi obtenu par remonté :

2¢c=60 = ¢ =30,
—j—c=-52 = j=—c+52=22,
m+c=65 = m=-c+65=35,

p+m+j+0:215 S p:215—m—j—C2128.

Les préférences sont donc : 128 pour Python, 35 pour Matlab, 22 pour Java et 30 pour C.

A=[1111; 1100; 0101; 100 1]
b=[215; 163; 65; 158]
sol=A\b

Systémes linéaires : méthode de Gauss pour des systémes carrés
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¢ Exercice 1.64

X1 +2Xxp—Xx3=2

Résoudre les systémes linéaires suivants :

—X1+X2+3x3=12

—2u—4v+3w=-1

@< x1—2x2—3x3=-6 @< 2x1—xp,+2x3=-8 ©) 2v —w=1
X1 + 4%y +4x3 =3 4%) + X —4x3 =15 u +v-3w=-6
=2x -y +41=2 1 2 3 4\ (x 10
1 1 12
2x+3y+3z+2t=14 6 i 2 3 4 1|[x| |10
®|2 4 0]||{x]=]0 ® =
X+2y +z +t=7 1 2 6l 6 3 4 1 2||x3 10
-x -z +t=-1 3 4 1 2 3)\x) \10
Correction
On utilise la méthode du pivot de GAUSS :
@
X1+2x0 —Xx3 =2, Le—L-L1 (x14+2xp —Xx3 =2, X1+2x0 —Xx3 =2,
X1—2xp—-3x3= -6, 2T ) gy, oxy= g, BBTIRIZ ) 2xy= -8,
X1+4x2+4x3 = 3. 2Xx2+5x3 =1. 4x3=-3.
doncxgz%,xgz%etxlz_%.
@
—X1+X2+3x3=12 Lo—Lx+2L1 [(—Xx1+X2+3x3=12 —X1+X2 +3x3 =12
2x1—xp+2x3= —8 AL Xp+8x3= 16 202, Xp +8x3 =16
4x1+xp—4x3=15 5x2+8x3=63 —32x3=-17
doncxgz%,xgz%etxlzg.
®
—2u—4v+3w=-1 Ll —2u—4v+3w=-1 Ll —2u—4v+3w=-1
2y —w=1 BTmstale 20 —w=1 Lemlstlale) 20 —w=1
u +v-3w=-6 —v—%w:—”/z -2w=-6
doncw=3,v=2etu=1.
@
oy — — Ly—Lo+L oy _
2x —y +41=2 Lg—L§+Li/2 2x-y +41=2
2x+3y+3z+2t=14 Ly—L4—L,/2 2y+3z+6t=16
xX+2y +z +1=7 %y +2+3t=8
-X -z +t=-1 3y —z —t=-2
—2x-y +41=2 —2x-y +41=2
L3—L3-3L2/4
Ly—Lo—Lo/4 2y+3z+61=16 L[,—L,~7L3/5 2y +3z+6t=16
L L
_ __ 2
_ZZ_EI__G —gt——g
donct=1,z=2,y=2etx=0.
®
Ly—Ly—214 1
6 1 1|12 9 6 1 1 12 Ly—L3— 5 Lo 6 1 1 12
Ls—Ls—gh 11 1 3 11 1
1 2 6|6 0 5 2|4 0 0 6|6
donc
6x1 +Xx2+x3=12,
%XZ—%X3=—4 i x3=1, xp=-1, x1=2
6)C3 =6
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®
Ly—Ly—2L
1 2 3 4110 LieListl 1 2 3 4 10
(Alb] = 2 3 4 1|10 | 14<L4-4, | O -1 -2 =7 | -10
13 4 1 2|10 0 -2 -8 -10]| -20
4 1 2 3|10 0 -7 -10 -13| -30
1 2 3 4 10 1 2 3 4 10
L3—L3—2Ly
Ly—Ly=7L, | O =1 =2 =7 | =10 | Ly—IL4+L3 0o -1 -2 -7]-10
0 0 -4 4 0 0 0 -4 4 0
0 O 4 36| 40 0 0 0 40 | 40
donc
X1 +2x0+3x3+4x4 =10
—Xp—2X3—7x4=-10
2 3 4 - Xx4g=1, x3=1, x2=1, x;=1.
—4x3+4x4=0
4OX4=40
A=[1 2 -1; 1 -2 -3; 1 4 4] A=[-2 -1 04; 2332;1211; -10 -11]
b=[2; -6; 3] b=[2; 14; 7; -1]
A\b A\b
A=[-11 3; 2 -1 2; 4 1 -4] A=[6 1 1; 2 4 0; 1 2 6]
b=[12; -8; 15] b=[12; 0; 6]
A\b A\b
A=[-2 -4 3; 02 -1; 1 1 -3] A=[1 234; 23 41; 3412; 412 3]
b=[-1; 1; -6] b=[10; 10; 10; 10]
A\b A\b
# Exercice 1.65

Soit le systéme linéaire
2x1—Xx2 —3x3 =0,
(S) —-X1+2x3=0,
2x1—3x2 —x3=0.

Ce systeme est-il compatible? Possede-t-il une solution unique?

Correction

le —x2—3x3 =0, Ly—Ly+L1/2 2x1 —x2—3x3 =0, 2)C1 —.X,'2—3)C3 =0,
Ly—IL3—1, Ly—IL3—4L,

—X1+2x3=0, ——— 1 —lthXxy+'fx3=0, ——— 1 —lhXxp+'fx3=0,

2x1—3x2—x3=0. —2X2+2x3=0, 0=0,

Le systeme est compatible car le rang du systéeme est 2 inférieur au nombre d’inconnues 3 et la solution n’est pas unique car
rg(S) < 3. Il admet une infinité de solutions de la forme (2x,«,x), x € R.
Que dit Octave?

>> [2,-1,-3;-1,0,2;2,-3,-1]1\[0;0;0]
warning: matrix singular to machine precision

4 Exercice 1.66

Trouver toutes les solutions du systéme linéaire homogene

—3x1+Xx2+2x3=0,
(S) —2x1+2x3 =0,
—11x7 +6x2+5x3=0.
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Correction
Le systeme étant homogene, il est inutile d’écrire le terme source dans la méthode du pivot de GAUSS :

b2 ?hér%ﬁ/% 31 2 Ly—L3+7Ly/2 312
A=| -2 0o 2|8l 2, 2y, | D3TI8Flele 2, 2/,
-11 6 5 0 s =7 0 0 0

Le systeme admet une infinité de solutions de la forme (k, x,x) avec k € R.

¢ Exercice 1.67

Equilibrer la réaction
Zn+ HySO4+ K5CraO7 — KCr(SO4)2 + ZnSOy4 + HyO.

Correction
Ecrivons les coefficients stoechiométriques et les contraintes :

X1Zn+ XoHy SOy + x3K2Cra07 — x4 KCr(S804)2 + X5 ZnS04 + x6 Hy O

Atomesde Zn:x; = xs5,i.e. x1—x5=0
Atomes de H:2x; =2xg, i.e. X — X =0
Atomesde S: xp =2x4+ X5, i.e. Xp —2X4 — X5 =0
Atomes de K : 2x3 = X4, i.e.2X3— X4 =0
Atomes de Cr:2x3 = x4, i.e.2x3—x4 =0
6. Atomesde O :4xy+7x3 =8x4 +4x5+ Xg, I.6. 4Xp +7x3 —8x4 —4X5— X6 =0
Notons que la contrainte 2x3 — x4 = 0 est répétée deux fois, donc on ne I’écrira qu'une seule fois dans le systeme linéaire;
cela donne 5 équations pour 6 inconnues. Fixons arbitrairement un des coefficients, par exemple xg = 1; on obtient alors le
systeme linéaire

A o

1 0 0 0 -1\(x 0
01 0 O 0 ||x 1
01 0 -2 -1|]x3]|=]|0
0o 0 2 -1 0 X4 0
0 4 7 -8 —-4)\xs5 1
ce qui donne
1 0 0 0 -110 1 0 0 0 —-1|0 1 0 0 0 -1|0
0O 1 0 O 0 1 %3—?—2% 01 0 O 0 1 Lol 01 0 O 0 1
01 0 -2 1|0 |=—/"241000 -2 -1|-1|==%[002 -1 010
0 02 -1 010 0 0 2 -1 01O 00 0 -2 -1]-1
0 4 7 -8 -4]1 0 0 7 -8 —-4]|-3 0 0 7 -8 —-4]|-3
1 0 0 O -1] 0 1 0 0 O -1 0
01 0 O 0 1 01 0 O 0 1
Ls—Ls—2L Ls—Ls—3L
DTE7ES g 002 -1 o0olo |24 00 2 -1 0ol o
0O 0 0 -2 -1]-1 o 0 0 -2 -1]|-1
9 7 3
000 -3 —4|-3 o000 o -I]-3
dont la solution est bien
X1 37
X2 1
X3 | = 7
X4 2l
X5 3

Si on multiplie tous les coefficients par 7 on obtient

3
X1 7
X2 [1
X3 | = 2
X4 3
X5 7
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et donc la réaction équilibrée

3Zn+7H>5804+ KyCro07 — 2KCr(S804)2 +3ZnS04 +7H50.

# Exercice 1.68 (V. GUIRARDEL)
Vous projetez de passer un concours de recrutement I’an prochain. Vous avez sous les yeux le tableau de notes suivant :

CANDIDAT | Mathématique Anglais Informatique | Moyenne
QuI 7 12 6 8
Quo 11 6 10 9
Qua 11 16 14 14

Retrouver les coefficients de chaque épreuve. La solution est-elle unique ?

Correction
1l s’agit de trouver les trois coefficients m, a, i € [0;1] tels que

7Tm+12a+6i =8,
11m+6a+10i =9,
11m+16a+14i = 14.

Utilisons la méthode de GAUSS :

. Ly—L-1L . :
7Tm+12a +6i=8, 12 12 171[] Tm+12a +6i=8,  _ , (7m+12a+6i=8,

. 3 L3 =7 L] . -3 L3~ gl2 .
11m +6a+10i=9, ——— —%a +él=—27, il e —97—0a+il:—§,

. 20 5; . 0 46 - 20
11m+16a+14i=14, —Zat+=i==, 9 l=%

qui admet I'unique solution (0.2,0.3,0.5).

Une autre interprétation est la suivante : il s’agit de trouver les trois coefficients m, a, i € [0; 1] tels que

Tm+12a+6i=8m+a+1i)
11m+6a+10i =9(m+a+1i),
11lm+16a+14i=14(m+a+1).

Utilisons la méthode de GAUSS :

Ly—Ly-H 1,

—m+4a—21.:0, La—Ly- 11, -m +4a—21120, Ly—Ls-2L, —m+4a—21.:0,
2m—-3a +i=0, 5a-3i=0, — 5a—-3i=0,
-3m+2a =0, —10a+6i=0, 0=0,

qui admet une infinité de solutions de la forme (2x, 3, 5«) avec x € [0;1/5].

# Exercice 1.69 (V. GUIRARDEL)
Une entreprise fabrique des manteaux. Ces manteaux sont composés de tissu rouge, de tissu bleu et d'une doublure

noire. Le tableau suivant résume les metres carrés de chaque tissu nécessaires a la confection du manteau en tailles S,
M, LetXL:

S M L XL
Tissurouge | 0.4 | 0.5 | 0.6 | 0.7
Tissubleu | 1 1.1 | 1.2 | 1.3
Doublure | 1.5 | 1.7 | 1.9 | 2.1

Chaque tissu est tissé a I’aide de plusieurs types de fil : coton, polyester et polyamide. Le tableau suivant résume les
metres de fil de chaque type nécessaires par metre carré de tissu :
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Tissurouge | Tissubleu | Doublure
Coton 500 400 1000
Polyamide 1000 900 700
Polyester 500 600 0

1. Lentreprise veut produire s manteaux taille S, m manteaux taille M, ¢ manteaux taille L et x manteaux taille XL.
Quelle quantité de fil de chaque catégorie doit-elle commander? Répondre a cette question dans le langage des
matrices.

2. En fin d’année, 'entreprise veut écouler entierement ses stocks de fils. Il lui reste 100000 m de coton et de
polyamide, et 20000 m de Polyester. Peut-elle transformer entierement ses stocks de fils en manteaux?

Correction
Introduisons les deux matrices A et B et les deux vecteurs u et v suivants

04 05 06 0.7 500 400 1000 ,751 c
A=1 11 12 13 B=|(1000 900 700 u=|, v=|a
1.5 1.7 19 21 500 600 0 N e

1. Pour produire s manteaux taille S, m manteaux taille M, £ manteaux taille L et x manteaux taille XL, I'entreprise doit
commander ¢ métres de coton, a métres de polyamide et e métres de polyester ol ¢, a, e sont les entrées du vecteur v
suivant :

2100s+2390m +2680¢ +2970x

23505 +2680m + 30104 +3340x |.

800s+910m +1020¢ + 1130x

v=BAu=

2. On cherche s’il existe un vecteur u tel que

100000
100000 | = BAwu,
20000
i.e. §'il existe une solution du systéme linéaire
2100 2390 2680 2970 ’; 100000
2350 2680 3010 3340 ¢ |= 100000 |.
800 910 1020 1130 N 20000
En appliquant la méthode de GAUSS on obtient le systeme
2100 2390 2680 2970 s 100000
0 115 230 115 my\ _ | 250000
S I
0 0 0 o J| ] \-*z®
qui n'admet pas de solution.
# Exercice 1.70
Soit le systeme linéaire
x—ay=1,
() { Y
ax—y=1.

Déterminer les valeurs de a de telle sorte que ce systeme possede :
1. une infinité de solutions;
2. aucune solution;
3. une solution unique.

Correction

1 Lo—Ly—aly 1 - 1
1 0 —-1+a?|1-a |
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Comme -1+ a? = (a —1)(a + 1) on conclut que
1. sia =1 (i.e. la derniére équation correspond a 0 = 0) alors (S) possede une infinité de solutions,

2. sia =—1 (i.e.1la derniere équation correspond a 0 = 2) alors (S) ne possede aucune solution,

3. sia g {—1;1} alors (S) possede une solution unique x = ﬁ ety=- ﬁ

# Exercice 1.71
Soit le systéme linéaire

xX+ay=1,
() { 4
—-ax—y=1.

En utilisant le pivot de GAUSS, déterminer les valeurs de a € R de telle sorte que ce systeme possede :
a) une infinité de solutions;

b) aucune solution;

¢) une solution unique.

Correction

x+ay=1 L,—L,+al, X +ay=1
—ax -y=1 (-l+a®)y=a+1

Comme -1+ a? = (@ —1)(a + 1) on conclut que

a) sia=-1 (i.e.la derniere équation correspond a 0 = 0) alors (S) possede une infinité de solutions,

b) si @ =1 (i.e. la derniere équation correspond a 0 = 2) alors (S) ne possede aucune solution,

1

c) sia¢g{—1;1}alors (S) posseéde une solution unique x = — ﬁ ety= 7.

# Exercice 1.72
Soit le systéme linéaire
x+y—-z=1,
(S) 2x+3y+pPz=3,
x+PBy+3z=-3.
Déterminer les valeurs de f de telle sorte que ce systéme posséde :
1. une infinité de solutions;

2. aucune solution;
3. une solution unique.

Correction
11 -1 1 \Lk-hoan (11 -1 1), L —pL 11 -1 1
2 3 B |3 |2/ 0o 1 pB+2|1 |=Z="T=210 1 B+2 1
1 B 3 |-3 0 B-1 4 |-4 0 0 6-B-p8%|-B+p)

Comme 6 — — 2 = (2 - B)(3 + B) on conclut que
1. si f= -3 (i.e.1a derniére équation correspond a 0z = 0) alors (S) possede une infinité de solutions,
2. si f=2 (i.e. la derniere équation correspond a 0z = —5) alors (S) ne posseéde aucune solution,

3. si B¢ {2;—3} alors (S) possede une solution unique.
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¢ Fxercice 1.73

Trouver les valeurs de x € R pour lesquelles le systéme suivant a un nombre respectivement fini et infini de solutions :

2X1 — X2 =K,
X1 — X2 —x3=0,
X1 —KX2 +KX3 =K.

Correction
2 -1 0 |« ) lel-hiz (2 -1 0 K bt (271 0 K
1 -1 —1|o |fBsZtethi2 1 1o oq | g |t g g | k2
1 -k x|« 0 —-x+1/2 « | x/2 0 0 3x-1| «?

On conclut que

1. sik = % alors (S) ne possede aucune solution,

2. sik # % alors (S) posseéde une solution unique donnée par x3 = %, X2 = %f';@ = K=l o xy = K82 — xcl)
3. il n’existe aucune valeur de « pour que (S) possede une infinité de solutions.
# Exercice 1.74
Résoudre le systeme linéaire en discutant suivant la valeur du parametre a e R :
xX+2y+3z=2,
X—y+2z=17,
3x+az=10.
Correction
Si on utilise la méthode de GAUSS on trouve
1 2 3|2 fz*—éz—éi 1 2 3 2 Lol 2 3 2
Abl= 1 -1 2|7 |[Z2—=—4L -3 -1 |5 272210 -3 -1 |5
3 0 a)lo 0 -6 a-9 |4 0 0 a-7]|-6
On a ainsi transformé le systéme linéaire initial dans le systeme linéaire triangulaire supérieur équivalent
X+2y+3z=2,
-3y—-z=5,
(a—7)z=-6.
Par conséquent,
. -6 5+z 5a-41 2(8a—35) .. . . L.
— sia#7,z= VY= = et x=2-2y—-3z=———— est!'unique solution du systeme linéaire;
a-"7 -3 -3(a-"7) 3(a-"7)

— sia=7ilnyapasde solutions du systeme linéaire.

Observons que si on ne veut pas calculer la solution mais juste dire s'il en existe une (ou plusieurs), il suffit de regarder le
rang des matrices A et [A|b] :
3 sia#7 . . .
— 1g(A) = 5 s . car det(A) =21 —3a et det(As3) # 0 ol Azz est la sous-matrice de A obtenue en supprimant la
sia=
3-eme ligne et la 3-eme colonne;

2 2
-1 170) est la sous-matrice de [A|b] obtenue en supprimant la 3-éme colonne.

— rg((Ab]) :?)cardet(i -(2)1 1%0) ;é()ou@ .
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# Exercice 1.75
En utilisant la méthode de GAUSS, résoudre le systeme linéaire en discutant suivant la valeur du parametre a e R :
X—y+2z=7,
X+2y+3z=2,
3x+az=10.
Correction
1 -1 2|7 EZH%%% 1 -1 2 7 L 1 -1 2 7
1 2 3|2 |=2=—/—/%10 3 1 |-5 |20 3 1 |-5
3 0 a)l0 0 3 a—-6]-11 0 0 a-7]|-6

On a ainsi transformé le systéme linéaire initial dans le systeme linéaire triangulaire supérieur équivalent

X—y+2z=7,
3y+z=-5,
(a—7)z=-6.
Par conséquent,
. -6 -5—-z —ba+41 2(8a—35) .. . N NP
— sia#7 z= VY= = etx=7-y—-2z=——— estl'unique solution du systéeme linéaire;
a—"7 3 3(a—-"7) 3(a—-17)

— sia=7ilnyapasde solutions du systeme linéaire.

Observons que si on ne veut pas calculer la solution mais juste dire s’il en existe une (ou plusieurs), il suffit de regarder le
rang des matrices A et [A|b] :

3 sia#7
— A=, Gas7

3-eme ligne et la 3-éme colonne;

— 1g([A[b]) =3 car det(i —(2)1 1%0) #0 ol (i

car det(A) =3a—21 et det(A33) # 0 ol1 A33 est la sous-matrice de A obtenue en supprimant la

-1 2
7

2 10) est la sous-matrice de [A|b] A obtenue en supprimant la 3-eéme colonne.

# Exercice 1.76
En utilisant la méthode du pivot de GAUSS, résoudre le systeme linéaire en discutant suivant la valeur du parametre
acR:

x+z+w=0,

ax+y+(a-1)z+w=0,
2x+ay+z+2w=0,
X—y+2z+aw=0.

Correction

Il s’agit d'un systeme homogene, il est alors inutile d’écrire le terme source dans la méthode du pivot de GAUSS. En appliquant
cette méthode on obtient

1 0 1 1\ Le—L2-aly 1 0 1 1 1 0 1 1
L3—L3-2L Ly3—L3—aly

a 1 a-1 1 | L—L,-L, 0 1 -1 1-a | Li—Ls+L, o1 -1 1-a

2 a 1 2 0 a -1 0 0 0 a-1 a(a-1)

1 -1 2 a 0 -1 1 a-1 0 0 0 0

On a ainsi transformé le systéme linéaire initial dans le systeme linéaire triangulaire supérieur équivalent

X+z+w=0,
y-z+(1-aw=0,
(a-1z+ala-1)w=0,
0=0.

Par conséquent, si on pose w =k € R une constante réelle quelconque, alors
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— sia#l,z= % =-aky,y=—(1-a)w+z= -k etx =—-w-z=(a—1)x; : tousles vecteursde Vect{(a—1,-1,—a, 1)}

sont solution du systéme linéaire;
— sia=1, onpose z =k € Rune constante réelle quelconqueetonay=—-(1-a)w+z=—-(1-a)k; +Kksetx=—-w—-z=
—K1 — K2 : tous les vecteurs de Vect{(-1,1,1,0),(—1,0,0,1) } sont solution du systéme linéaire.

# Exercice 1.77
En utilisant la méthode du pivot de GAUSS, résoudre le systéme linéaire en discutant suivant la valeur du parameétre
beR:

xX+z+w=0,

(b+Dx+y+bz+w=0,
2x+(b+1)y+z+2w=0,
X—y+2z+(b+1)w=0.

Correction
Il s’agit d'un systeme homogene, il est alors inutile d’écrire le terme source dans la méthode du pivot de Gauss. En appliquant
cette méthode on obtient

Ly—Lr—(b+1)L
1 0 1 1 L§~—L§—2LJI 1 1 0 1 1 Ly Ls—(b+ 1)Ly 1 0 1 1
b+1 1 b 1 Ly—Ls—L; 0 1 -1 —b | Li—Ls+L» 0 1 -1 -b
2 b+1 1 2 0 b+1 -1 0 0 0 b bb+1
1 -1 2 b+1 0 -1 1 b 0 0 O 0

On a ainsi transformé le systeme linéaire initial dans le systeme linéaire triangulaire supérieur équivalent

xX+z+w=0,

y—z—-bw=0,
bz+bb+1)w=0,
0=0.

Par conséquent, si on pose w = k] € R une constante réelle quelconque, alors

— Sib#0,
. -bb+1w

b
tous les vecteurs de Vect{(b+1,1,b+1,—1)} sont solution du systeme linéaire;

=—(b+1Dx;, y=bw+z=-x;, X=-w-2z=Dbxy;

— si b=0, on pose z = k2 € R une constante réelle quelconqueetona y=bw+z=xz et x=—w—z=—k1 — k2 : tous les
vecteurs de Vect{(-1,1,1,0),(-1,0,0,1) } sont solution du systéme linéaire.

¢ Fxercice 1.78

Discuter et résoudre le systeme
1+a)x+y+z=0,
(Sa) x+(Q+a)y+z=0,
x+y+(1+a)z=0,

d’inconnue (x, y,z) € R3 et de parametre a € R.

Correction
Comme le systeme contient un parametre, on commence par calculer le déterminant de la matrice associée :

1+a 1 1
1 l+a 1 |=0+a’+1+1-0+a)-0+a-0+a)=0+a)’*-30+a)+2
1 1 1+a

=((1+a)— 1)((1+a)2+(1+a) —2) - ((1+a) —1)((1+a)+2)((1+a)— 1) = >3+ a).
Le systéme est de Cramer si et seulement si ce déterminant est non nul, donc

(S4) est de Cramer si et seulement a € R\ {—3,0}.

76



Chapitre 1 Background

Notons . I'’ensemble des solutions.

— Etude du cas a = —3. Le systéme s'écrit
—2x+y+z=0,
(S_3) xX=2y+z=0,

X+y—-2z=0,
On utilise la méthode du pivot de GAUSS :
-2x y +z=0 frfwgg -2x y +z=0 . =2x -y +z=0
X—Zy +z=0 _34_—34-1__, —§y+‘§zzo 3‘-_3+2) —%y+%z:0
x y—2z=0 5Y—52=0 0z=0

doncz=x€R, y =zetx =z ainsi
S ={(k,K,x) |k e R}.

— Etude du cas a = 0. Le systeme s’ écrit
xX+y+z=0,
(So) xX+y+z=0,
xX+y+z=0,

doncz=x; €R, y=x2 €Ret x = —k; — Kk, ainsi
F ={(=x1—x2,%2,%1) | (K1,K2) € RZ}'
— Etude du cas a € R\ {-3,0}. Il s’agit d'un systtme de Cramer homogene, donc 'unique solution est (0,0,0) :

< =1{(0,0,0)}.

¢ Exercice 1.79

Discuter et résoudre le systéme
x+ay+(a-1z=0,
(Sa) 3x+2y+az=3,
(a-Dx+ay+(a+1l)z=a,

d’inconnue (x, y, z) € R3 et de parametre a € R.

Correction
Comme le systéme contient un parametre, on commence par calculer le déterminant de la matrice associée :

1 a a-1
3 2 a |=20a+l)+a*(a-1)+3ala-1)-2(a-1)?-a*-3ala+1)=a’*(a-4).
a-1 a a+1
Le systéme est de Cramer si et seulement si ce déterminant est non nul, donc
(S,) est de Cramer si et seulement a € R\ {0,4}.

Notons . I'’ensemble des solutions.

— FEtude du cas a = 0. Le systéme s écrit

x—z=0,
(So) 3x+2y=3,
-x+2z=0,
doncz:KER,y:%etx:K, ainsi

yZ{(K,3_3K,K)
2

KE[R}.
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— Etude du cas a = 4. Le systéme s’ écrit
x+4y+3z=0,
(Sq) 3x+2y+4z=3,
3x+4y+5z=4,

On utilise la méthode du pivot de GAUSS :

Xx+4y+3z=0, £2‘_£2_§£1 X +4y+3z=0, L 10Le8L X +4y+3z=0,
3x+2y+4z=3, 2L 0 10y-52=3, 2—2"2 ! _10y-5z=3,
3x+4y+5z=4, -8y—-4z=4, 0=16.

La derniere équation est impossible donc
S =@.
— Etude du cas a € R\ {—3,0}. On utilise la méthode du pivot de GAUSS :
x+ay+(a—1)z=0, Lx—L-3L, X +ay +(a—1)z=0,

Ly—Ly—(a-1)L
3x+2y +az=3, Ls—lsm(@ D,

(a-1Dx+ay+(a+1)z=a,

Ly—Ly—2=94p,
[ R

2-3a)y+@B-2a)z=3,
2-a)ay+@B-a)az=a,

X +ay +(a-1)z=0,

@-3a) (2-3a)y+(3-2a)z=3,
_d*a-4) ,_ 4a
3a-2 <7 3a-2"
: _ 4 _ a—6 _a*-2a-4 _:_ .
On obtient z = — e V= "aan X = “au-q »ainsi

y:{(az—Za—4,_ a-6 ~ 4 )}
ala—4) ala—4) ala—4)

Calcul de la matrice inverse

¢4 Exercice 1.80

. 1 0 -1
Calculer A~! o1 A est la matrice ( 42 —01 —12).

Correction
Ly—1,
1 0 1|1 0 0\lLeb-4 (1 0 -1]1 0 0
Allsl=| 4 -1 -2|0 1 o |Zh*2h, 1 2 ]-4 10
2 0 11]0 0 1 0 0 -1|-2 0 1
Li—L; Li—Li-L3
Ly—-1Lp 1 0 -1 1 0 O Ly—Ly-2L3 1 0 0
Lwls g 1 —2] 4 -1 Lmls o1 0
00 -1/-2 0 1 00 1

A=[1 0 -1; 4 -1 -2; -2 0 1]
inv(A)

=[I31A7").

¢ Exercice 1.81

. 1
Calculer A~! o1 A est la matrice ((2)

)

=Ll
e

Correction
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Li—Ly
1 1100£2<—£zZL 1 0 1 1 0 O
Alll=l 0 1 20 1 o |=2=—/=L10 1 2|0 1 0
2 10 0 1 0 0 -1|-2 01
L1, Ly—Ly+Lg
%2‘-%2 1 0 1 1 0 O 225L2L+2L3 1 0 0|]-1 0 1
20101 210 10 |2 l010]|-41 2 |[=mA".
0O 0 -1|-2 01 0 0 1 2 -1
A=[1 01; 01 2; 20 1]
inv (A)
4 Exercice 1.82
Calculer les inverses des matrices suivantes (si elles existent) :
_— 1 5 -3 1 -3
A=45, B=]|2 11 1 |, C=12 11 1
2 9 -11 1 4 -10
Correction
det(A) = 22 # 0 donc A est inversible et on trouve
1 (5 3
-1 _
A5 (—4 2)
det(B) = 2 # 0 donc B est inversible et on trouve
1 -130 28 38
[E|3‘1=z 24 -5 -7|.
-4 1 1
det(C) = 0 donc C n’est pas inversible.
# Exercice 1.83
Soit A la matrice
1 0 0 -1
1 1 -1 -1
= 1 2 -1 -2}
1 2 0 -2
1. Calculer det(A).
2. Sidet(A) #0, calculer AL,

Correction
1. Pour calculer le déterminant de la matrice A on développe par rapport a la premiere ligne

det(A) = 1-det(A;;) —0-det(A o) +0-det(A13) — (=1) - det(A ) = det(% IO% Eé) +detG % IO%)

On note que la premiéere colonne de la sous-matrice A est 'opposée de la deuxiéme colonne, ainsi le déterminant
de Aj; estnul et il ne reste plus qu’a calculer le déterminant de A4 (par exemple en utilisant la regle de SARRUS).

det(A):0+det(%é:0%):l.

2. Calculons A~! avec I'une des deux méthodes suivantes :

Méthode de Gauss
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1 0 0 -1|1 O O O £2:£2:£1 1 0 0 -1 1 0 0 O
Ap=| 1L -1 -1jo 100 Ll [0 1 -1 0|-1 10 0
4711 2 -1 —2l0 0 1 0 0o 2 -1 -1{-1 0 1 O
1 2 0 -2]0 0 O0 1 o 2 0 -1|/-1 0 O0 1
Li—L _ Li—L _
L;{_L;_ZLZ 1 0 O 1 1 0 0 O L;HL;%s 1 0 O 1] 1 0 0 0
Ly—Ls—2L, 01 -1 0 |[-1 1 0 0 | Ly—Ly—2I3 o1 0 -110 -1 1 O
0 0 1 -1 1 -2 1 0 0 0 1 -1 1 -2 1 0
o 0 2 -1 1 2 0 1 0O 0 0 1 1 2 -2 1
Li—L+L _
L;RL;L: 1 0 0 0| 0 2 2 1
L3«—L3+Ly 0 1 0 0 -1 1 -1 1 _ [I] |A_1]
0010/0 0 -1 1] ™ :
o 0 0 1|-1 2 -2 1
Méthode de Cramer
— On calcule la matrice des cofacteurs des éléments de A, appelée comatrice de A :
1 -1 -1 1 -1 -1 11 -1 11 -1
+2 -1 2| -1 -1 2| +[1 2 2| -1 2 -1
2 0 -2 1 0 -2 1 2 -2 1 2 0
0o 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 1 0 O
-2 -1 -2/ +)1 -1 -2| -1 2 -2| +]1 2 -1 0 -1 0 -1
2 0 -2 1 0 -2 1 2 -2 1 2 0 5 1 0 2
comatrice = = ;
0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 1 0 0 -2 -1 -1 =2
#1 -1 -1] -1 -1 -1] +[1 1 -1] -1 1 -1 1 1 1
2 0 =2 1 0 -2 1 2 =2 1 2 0
0o 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 1 0 O
-1 -1 -1 +/1 -1 -1 —-|1 1 -1 +|]1 1 -1
2 -1 =2 1 -1 -2 1 2 -2 1 2 -1
— on transpose la comatrice de A :
0o 2 -2 1
comatrice’ = bl
1o o0 -1 1|
-1 2 -2 1
— on divise par det(A) et on obtient
0o 2 -2 1
-1 1 -1 1
-1 _
A o 0 -1 1}
-1 2 -2 1

A=[1 00 -1; 11 -1 -1; 12 -1 -2; 120 -2]
det (A)
inv(A)

Systémes linéaires : méthode de Gauss pour des systémes rectangulaires (sur ou sous déterminés)

¢ Exercice 1.84

Vrai ou faux?
@ Un systeme linéaire de 4 équations a 3 inconnues dont les secondes membres sont nuls n'a que la solution nulle.

@ Un systeme linéaire de 3 équations a 4 inconnues dont les secondes membres sont nuls a des solutions non
nulles.

Correction
@ Faux. Contrexemple : un systeme linéaire o1 toutes les équations sont identiques.
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@ Vrai:rg(A) < 3, rg([A|b]) < 3; comme les secondes membres sont nuls alors rg([A|b]) = rg(A) donc il admet forcement
des solutions; comme il y a 4 inconnues, alors on a une infinité de solutions.

¢ Exercice 1.85

Résoudre le systeme

d’inconnue (x, y, z) € R3.

Correction
(S) est équivalent au systéme

—2x+y+z=0,
-3y+3z2=0,

qui admet une infinité de solutions de la forme (x, x,x) pour x € R.

¢ Exercice 1.86

Soit le systéeme linéaire
S X1+ Xp—2Xx3+4x4 =6,
—3x1—3Xx2 +6x3 —12x4 = b.

1. Pour quelle valeur de b le systeme est-il possible?
2. Donner a b la valeur trouvée au point précédent et calculer la solution compléte du systéme.

Correction
(S) est équivalent au systéme

X1+ Xo—2x3+4x4 =6,
0=b+18.

1. (S) est possible si et seulement si b = —18.
2. Sib=-18, (S) admet oo solutions de la forme (x1, x2, X3, X4) = (6 —a+2b—4c, a, b, c) avec a, b, c € R.

¢ Exercice 1.87

Résoudre le systeme
xX+2y+z=-1,
2x+y—-z=1,
(s Y
—X+y+2z=-2,

xX+y+z=4.

Correction
(S) étant un systeme de 4 équations a 3 inconnues, on considere le sous-systeme carré d’ordre 3

X+2y+z=-1,
S) { 2x+y-z=1,
-X+y+2z=-2,

qu’on peut résoudre par la méthode du pivot de GAUSS

x+2y +z=-1, ﬁrfriLl x+2y +z=-1, T x+2y +z=-1,
2x +y —z=1, =L _3y-3z=3, 22T ) 3y 373
—-X +y+2z=-2, 3y+3z=-3, 0=0,

qui admet une infinité de solutions de la forme (1+x, —1—x, ) pour k € R. Cherchons parmi ces solutions celles qui vérifient
I’équation de (S) qui n'apparait pas dans (S') : pour (x,,z) = (1+k,-1—-Kx,k) onax+y+z=1+x—1—k+x =« donc
X+ y+z=4sietseulementsik =4 ainsi (S) admet 'unique solution (5,-5,4).
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¢ Exercice 1.88
Déterminer si le systéme suivant a une solution non nulle. Dans le cas affirmatif trouver la(les) solution(s) et expliquer
pourquoi :

x—2y+2z=0,

2x+y—2z=0,
S) Y

3x+4y—-6z=0,

3x-11y+12z=0.

Correction
(S) étant un systeme de 4 équations a 3 inconnues, on considére le sous-systeme carré d’ordre 3

x=2y+2z=0,
s" 2x+y-2z=0,
3x+4y-6z=0,

qu’on peut résoudre par la méthode du pivot de GAUSS

xX—=2y+22z=0, 1[:2*‘%2*22}%‘1 x=2y +2z=0, Lol xX—=2y+2z=0,
2x +y—2z=0, 221 5y —6z=0, R N 5y—62=0,
3x+4y—62=0, 10y—-12z=0, 0=0,

qui admet une infinité de solutions de la forme (2x, 6k, 5x) pour x € R. Cherchons parmi ces solutions celles qui vérifient
I’équation de (S) qui n"apparait pas dans (S') : pour (x, y,z) = (2k,6k,5k) on a 3x — 11y + 12z = 6x — 66K + 60x = 0 donc
3x—11y+12z =0 pour tout x € R ainsi (S) admet une infinité de solutions de la forme (2x, 6x, 5x) pour x € R.

1.5.4 Valeurs et vecteur propres

# Exercice 1.89 (Migration entre deux villes)

Deux villes A et B totalisent une population d'un million d’habitants. La ville A est plus agréable, mais la ville B offre
plus de possibilités d’emplois. 20% des habitants de B partent chaque année habiter A pour avoir un meilleur cadre de
vie, et 5% des habitants de A partent chaque année habiter B pour trouver un meilleur emploi. Sachant qu’a I’année 0,
un quart des habitants sont en A, quelle est la population de A et de B au boutde 1 an, 2 ans, 4 ans, 9 ans?

Correction
On résume les informations dans un graphe de transition :

5%
95% C A B D 80%
20%

Les sommets du graphes correspondent aux différents états possibles (ici, habiter la ville A ou la ville B), et les fleches
donnent le pourcentage de gens qui passent d'un état a un autre, d'une année sur 'autre.

Méthode directe La suite des états successifs est décrite par une relation de récurrence linéaire, de la forme x;,41 = Tx,,.
Le vecteur x,, € R? est le vecteur d’état du systeme, i.e. le vecteur (ay, b,) ou a, estla population de la ville A apres n
années et by, est la population de la ville B apres n années, et la matrice T est la matrice de transition. Ainsi,

: 95% 20%
x¥ = T=
3 5% 80%
donc
95% 20%) (1) (35) (0.3875
5% 80%)\3) \a) \0.6125
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31 157
o 0 95% 20%) (5 330 0.90625
x“=Tx" = = =

49 163
5% 80%)\2) \1] {0.509375

Méthode par récurrence Larelation de récurrence linéaire qui peut étre explicitée : x,, = T"xg. Ainsi,

73 7Y\ (1 157
Lo 1\ (1 = 0.90625
80 20|(3a 320
x? =720 = w7
% ) \i 330 0.509375
221 35\ (1 641
221 353 (1 = 0.6259765625
256 64| |4 1024
LB T _ ( - ~
35 203 383
AV 1051 0.3740234375
1068259 242461 (1 3977791
© _ 9.0 _ | 1310720 327660 | 4 5242880 0.7587034225
x7=Tx" = = =
242461 85219 || 3
4

1265089
1310720 327680 5242880 0.2412965775

On peut vérifier numériquement que

autrement dit la suite converge vers un état ou le 80% de la population se trouve dans la la ville A et 20% dans la ville
B.

Méthode par diagonalisation En diagonalisant d’abord la matrice T on obtient T = PDP~! avec

IP:I 1 D= P =
T v 0 25% -3 4
donc
A LN/ o)\ (YT V17T (1
x® =pprp1x® = ‘T 1‘/2 1(5 5) :
r- W AU AR
Rt - AU AW gﬁ(?—flé%‘l

# Exercice 1.90 (Chaine de Markov)
Considérons un processus de MARKOV modélisé par la matrice de transition suivante :

—
Wiy W=

1. Vérifier que les valeurs propres de T sont 1 et —%.

2. Calculer les vecteurs propres associés a ces valeurs propres sans les normaliser (on utilisera la méthode de GAUSS
pour résoudre les deux systemes linéaires).

3. Définir deux matrice D et P telles que T = PDP~! et calculer P~! en utilisant la méthode de GAUSS.

4. On veut trouver le comportement du processus a long terme si I'état initiale est x® = (1,0)”. On sait que le
comportement du processus a I'étape k + 1 est lié au comportement a I'étape k par la relation x¥*1 = Tx0) et
donc, par récurrence, x**1 = T&*1x® On cherche a calculer lim x®.

k—+00

— Slil existex = klim x® alors x = Tx, autrement dit x est solution du systéeme linéaire (T —)x = 0.
—+00

Calculer x et le diviser par la somme de ses composantes.

— Ftant donné que T =PDP!, alors lim x® =P( lim DXP~1x©.
k—+o00 k—+o0
Calculer le produit IP(klim DFYP~1x© et le diviser par la somme de ses composantes.
—+
Vérifier qu’on obtient bien la valeur calculée précédemment.
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Correction
1. Calcul des valeurs propres :

2 1 2 1

def _ _ -1 1 — 12 a2 =922_%2q9__=
pA) =det(T )L[Iz)—det(l 2_/1)— /1(3 /1) 3—/1 3/1 3

3 3

On vérifie facilement que les valeurs données annulent ce polynome, en effet :

2. Onposed;=1letdy = —%. Pour calculer les vecteurs propres on doit résoudre deux systémes linéaires homogenes. !

2.1. Onrésout le systeme linéaire (T — A102)x = 0, ce qui donne I'espace vectoriel des vecteurs de la forme (x, 3x) T,

-1 l -1 l =K,
( 31)—>( 3) donc{y o
1 —3) La—Lp+i; \ O O x=3y=1%.

On choisit par exemple comme base 'élément x = (1,3)”.

2.2. Onrésout le systeme linéaire (T — A2l2)x = 0, ce qui donne I'espace vectoriel des vecteurs de la forme (—x, ) T.

11 11 _
33| (3 3lgonc{?T"
1 1) La<Lx-L1 \O O X=-y=-K.

On choisit par exemple comme base I'élément x = (—1,1)7.

3. D estla matrice diagonale contenant les valeurs propres et P la matrice dont chaque colonne contient un vecteur de
I'espace propre associé. On pose donc

eton calcule P! :

(1 =11 0) L—L-3L 1 -1 1 0
[P'HZ]‘(?, 110 1) (0 4 —31)
Ly—Lya [ 1 -1 1 0 Li—Li+Ly 1 0| 1/4 1/4 - ||P>‘1]
0 1 |-3/4 1/4 0 1|-3/4 1/4 | ™
Ainsi
11
P_1=(43 ?)
-1 1

4. Along terme le vecteur d’état sera x = klim x,
—+00

— On a déja calculé la solution du systeme linéaire (T —,)x = 0, il s’agit simplement d'un vecteur propre associé a

la valeur propre 1, donc si on note v=(1,3)7, on calcule x = 22" — = (1/4,3/14)T = (25%,75%) T .

i=1"1

— Etant donné que T = PDP~!, alors

1 -1 1 0 L1y 1 —-1|[1 ol L 1}[1
IP(klim DAP~1x© = klim 1 43 ‘11 _ 43 zll
—+oo 3 1 U A S YA 3 1)l0 of-3 1]lo
1 1 1 1 1
(e oa||t :(z ||t |2
3 3 3
3 1)lo oflo AU 3

doncx=(1,3)".

1. Les systemes étant homogenes, on n’écrira pas la matrice augmentée.
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# Exercice 1.91 (Chaine de Markov)
Une étude non officielle de la météo dans une ville au début du printemps montre les observations suivantes :
— il est presque impossible d’avoir deux beaux jours consécutifs,
— sinous avons un beau jour, on a la méme probabilité d’avoir de la neige ou de la pluie le jour suivant,
— sinous avons la neige ou de la pluie, alors nous avons une chance égale pour avoir la méme chose le jour suivant,
— s’ily a un changement de neige ou de pluie, seulement la moitié du temps ce changement est a un beau jour.
Si les lettres b, p, n représentent beau, pluie et neige respectivement, on note P(i — j) la probabilité d’avoir la météo j
si la veille la météo était i, donc

P(b—b)=0 P(p—b)=0.25 P(n—b)=0.25
P(b—p)=05 P(p—p) =05 P(n— p)=0.25
P(b—n)=05 P(p—n) =0.25 P(n—n)=0.5.

Comme la météo de demain dépend seulement d’aujourd’hui, c’est un processus de MARKOV. La matrice de transition
qui modélise ce systéme est donc

1 1

0 7 3

-1 1 1
T=12 2z 1
11 1

2 4 2

1. Vérifier que les valeurs propres de T sont 1, i et —i.

2. Calculer les vecteurs propres associés a ces valeurs propres sans les normaliser (on utilisera la méthode de GAUSS
pour résoudre les trois systemes linéaires).

3. Définir deux matrice D et PP telles que T = PDP~! et calculer P! en utilisant la méthode de GAUSS.

4. On veut trouver le comportement de la météo a long terme s'il fait beau aujourd’hui, i.e. six© = (1,0,0)”. On sait
que le comportement de la météo au jour k + 1 est lié a la météo au jour k par la relation

<K+ = px®

et donc, par récurrence,
x(k+1) — 'ﬂ'kﬂx(o).

On cherche 2 calculer kl_igl@x‘“.
— Sl existex = kEme(k), alors x = Tx, autrement dit x est solution du systeme linéaire (T —[)x = 0. Calculer
cette limite.
— FEtant donné que T = PDP~1, alors
lim x® = lim x® = lim T"® = lim EDP~H*x® = lim PD*P~'x© = P( lim D5)P~1x©

k—+o0 k—+o0 k—+o0 k—+o00 k—+o0 —+00

Calculer ce produit et vérifier qu’on obtient bien la limite x calculée précédemment.

a. Puisque toutes les entrées de la matrice de transition sont entre 0 et 1 exclusivement, alors la convergence est garantie d’avoir lieu. La
convergence peut avoir lieu quand 0 et 1 sont dans la matrice de transition, mais la convergence n’est plus garantie.

Correction
1. Calcul des valeurs propres :

. 1 ¥ 1 1 11 1 1(1 1 1
p) € det(T - Al) = —/1(7 —)L) = (7 —}L)+ — A= (f —/1) R oy ey p—
2 32 32 8\2 16 812 16 16
On vérifie facilement que les valeurs données annulent ce polynéme, en effet :

1 1 1 1
p) = +A%+ —A-—=-1+1+——— =0,
16 16 16 16

1 1 1 11 1
P(E)Z‘FWEIWO'

1 1 1 11 1
”(_Z):_@+W+E—7_EZO
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2. Onposed; =1, = i etz = —i. Pour calculer les vecteurs propres on doit résoudre trois systémes linéaires. >

2.1. On résout le systéme linéaire (T — A10)x = 0, ce qui donne x = (1,2,2)” :

_ 1 1 _ 1 1 _ 1 1 =K,
L3 1 L3 1 L _3,
1 _1 L _3 2 N _3 3 =-8"—x
2 2 1 ! 8 8 | . |° 5 g|doncqVY -3 '
l l _l L2<7L2+§L1 3 _§ 3 3 2 0 0 0 —ly—lz .
2 4 2/ Ig—Lz+sl, 8 8 X = 4_14 =X
2.2. Onrésout le systeme linéaire (T — A20)x =0, ce qui donnex = (0,1,-1) T,
_1 11 1 11 _1 1 1 Z=K
i 1 1 i 1 1 i 1 17 _3z
e S B | e K T ik R A
1 1 1 Lo—Ly+2L, 3 3 L3—L3—1Ly _iy_ 1 2
5 1 1 L3—L3+2L, 0 I 1 0 0 0 x=-2 14 =0
-1
2.3. Onrésout le systeme linéaire (T — A30)x =0, ce qui donnex = (-2,1,1)T.
11 1 I 1 1 11 1 Z=K,
i 1 17 11 1 i 1 1 1z
13 1y__ 0 1 Y N [N 0 1 _1 donc y=T =K,
2 1 1 Ly—L3—2L, 0 ~ 1 0 0 0 xX= 1V7g = —-2x.

N

3. D est la matrice diagonale contenant les valeurs propres et I’ la matrice dont chaque colonne contient le vecteur
propre associé. On pose donc

1 0 0 1 0 -2
D=0 1 o P=|2 1 1
1
0 0 -3 2 -1
et on calcule P! :
1 0 -2[1 0 0)L-k2L (1 0 -2[1 00
Plgl=l 2 1 1|0 1 0 |=2=—==L10 1 5 /|-21 0
2 -1 11]0 0 1 0 -1 5 |-2 01
Li=h (10 =2/ 1 0 0\hL-L (10 =2/ 1 00
sestelg 1 5 0-2 01 0 |25 01 5]-2 10
0 0 10| -4 1 1 0 0 10| -4 1 1
o [V O =210 0\ L2l (10 0 g % :
Lomls/O f g ¢ 5 | 2 1 o |25 00 1 0ol o %_% = [l3]P7Y]
2 1 1 2 1
00 1]1-§ % 1o 00 1]-5 % 1
Ainsi
1 1 1
5 5
P‘lzoi—%
P
5 10 10

4. S’il fait beau aujourd’hui, alors le vecteur d’état initial est

1
x¥ =0
0

Along terme le vecteur d’état sera x = klim x),
—+00

— On a déja calculé la solution du systéme linéaire (T —)x = 0, il s’agit simplement d'un vecteur propre associé a la
valeur propre 1, donc si onnote v=(1,2,2)", on calcule x=v/ ¥3_, v; = (1/5,2/5,2/5)".

2. Les systemes étant homogenes, on n’écrira pas la matrice augmentée.
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— Ftant donné que T = PDP~, alors

11 1
1 0 -2 1 0 0 5 3 5 1
x=P( lim DXP'xV =2 1 1| lim |o L 0 o 1 _—1lf}o
k—+o0 k—+o00 4 2 2
1 2 1 1
S 0 0 Z/\5 1 16/\0
11 1 1 1
1 0o -2\(1t o o) L L\f1) (1 o o\[i) [}
_ 1 1 _ _|2
=2 1 1flo o offo L -If|o|=[2 o of|o|=]|2
2 1 1 2 2
2 -1 1)o o of{2 & LJlo) (2 o of{2) |2

Along terme, il y a une probabilité de 20% d’avoir un beau jour, 40% d’avoir de la pluie et 40% d’avoir de la neige.

# Exercice 1.92 (Valeurs singulieres)
Soit

1 20
A‘(210)

Calculer analytiquement et vérifier numériquement sa décomposition SVD.

Correction
AeR"Pavecn=2et p=3doncr=2.

Pour calculer la décomposition SVD nous allons calculer les valeurs et vecteurs propres des matrices AAT et ATA.

Valeurs propres Vecteurs propres unitaires
5 4 1 (1 1
T _ — - —
AA —(4 5) AM=9>1=1 [U_\/§(1 _1)
5 4 0 1 1 1 0
ATa=[4 5 0 AM=9>2=1>13=0 v=—I/|[1 -1 0
000 V2lo 0 v2
Donco?=9,05=1et
g1 V1
T Or V.T
A=USV' =(u; ... uw Upy ... uy) 7
~ g 0 Vi1
ER”XYI :
0 VZ;
e —
eR™*P erRP*P
(on] V{
-
=(w ... u) S =) oiupxy;
——— T i=1 N——
eRmxT 0r) \V; eR "
N—— e —
ERFXF E[Rrxp
devient
1 1 0
A_1(1 1)(3 00)1 L o1 o
"2l -1 )lo 1]0).,3
2 V20 0 V2
r=21(1 1 30 1 1 0
T2l1 -1 0 1 1 -1 0
31 1 0 +1 1 -1 0
“21 1.0 2(-1 1 0
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Notons que la décomposition n’est pas unique, par exemple avec Octave on trouve

Vecteurs propres unitaires :

11 -1

o = =
—

Sl -
&oo

b= ) V-

ce qui donne le méme résultat (heureusement!)
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