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Introduction

Ces notes concernent la solution de systémes hyperboliques de lois de conservation. Il s’agit de systémes
d’équations aux dérivées partielles (généralement non linéaires) dépendant du temps et présentant une
structure particulierement simple.

Plusieurs raisons justifient I'étude approfondie de cette classe particuliere d’équations :

» de nombreux problémes pratiques en science et en ingénierie impliquent des quantités conservées et
conduisent a des EDP de ce type;

« la résolution de ces systemes présente des difficultés particuliéres (par exemple, la formation de
discontinuités) qui doivent étre traitées avec soin lors de la mise au point de méthodes numériques.
Les méthodes basées sur des approximations naives (comme 'utilisation de la méthode de différences
finies standard) peuvent fonctionner correctement pour des solutions réguliéres, mais donnent en
général des résultats catastrophiques en présence de discontinuités;

¢ bien que peu de solutions exactes soient connues, la structure mathématique de ces équations et de
leurs solutions a été largement étudiée. Cette théorie peut étre exploitée pour développer des méthodes
spécifiques qui surmontent certaines des difficultés numériques rencontrées avec une approche plus
naive.

1.1. Lois de conservations

Dans ce cours, nous ne considérons que des lois de conservation en une dimension d’espace. Elles prennent
donc la forme suivante
0:W(t,x)+0,q(W(t,x)) =0.

Inconnues Linconnue W: R* x R — R” est un vecteur 2 p composantes représentant les quantités conser-
vées (variables d’état). Par exemple, dans un probléme de dynamique des fluides, il s’agira de la masse, de la
quantité de mouvement et de I'énergie. Plus précisément, W;(z, x), la j-éme composante de W, est la fonction
de densité pour la j-eme variable d’état, avec I'interprétation suivante : [ ;? W;(t, x) dx est la quantité totale
de cette variable d’état qui se trouve dans I'intervalle [x;; x2] a I'instant ¢. Les variables d’état W; changeront
généralement au fur et a mesure que le temps évolue. Le fait que les composantes W; soient conservées
signifie que f_J';o W;(t, x) dx doit étre constant a chaque instant .

Flux Lefluxdela j-éme composante est donné par une fonction g;(W(t, x)). La fonction q: R” — R” dont
la j-éme composante est g;(W) est appelée fonction de flux pour le systeme de lois de conservation. La
principale hypothése sous-jacente est que la connaissance de la valeur de W(t, x) a un moment donné nous
permet de déterminer le taux d’écoulement, ou flux, de chaque variable d’état a (¢, x). Généralement, les
fonctions ¢g; sont des fonctions non linéaires de W, ce qui conduit a des systemes d’'EDP non linéaires. En
général, il n'est pas possible de dériver des solutions exactes a ces équations, d’ol1 la nécessité de concevoir et
d’étudier des méthodes numériques pour leur résolution approchée.



1. Introduction

Condition initiale L'EDP doit étre complétée par des conditions initiales (et éventuellement des conditions
limites si le domaine spatial est borné). Le probléme le plus simple est le probleme de valeur initiale pur, ou
probléme de Cauchy, dans lequel 'EDP est valable pour —co < x < +oo et ¢ = 0. Dans ce cas, nous devons
spécifier uniquement les conditions initiales :

W(0, x) = Wipit(x), x€eR.

Hyperbolicité Considérons la matrice jacobienne q' (W) £ divy(q) de la fonction flux q. C’est une matrice

de taille p x p. Nous étudierons les problemes pour lesquels cette matrice jacobienne a la propriété suivante :
pour chaque valeur de W,

1. sesvaleurs propres sont réelles;
2. la matrice est diagonalisable, c’est-a-dire qu’il existe un ensemble complet de p vecteurs propres
linéairement indépendants.

Un systeme qui satisfait cette condition est dit hyperbolique.

Formes intégrales Pour voir comment les lois de conservation découlent des principes physiques, nous
commencons par dériver 'équation de conservation de la masse dans un probléme unidimensionnel de
dynamique des gaz, par exemple I'écoulement dans un tube o1 les propriétés du gaz, telles que la densité et
la vitesse, sont supposées étre constantes dans chaque section du tube.

Soit x la distance le long du tube et p(t, x) la densité du gaz au point x et au temps t. Cette densité est définie

de telle sorte que my,;x,] (£), la masse totale de gaz a 'instant ¢ dans une section donnée de x; a x, est donnée
par l'intégrale de la densité :

X2
m[xl;xz](t) = f o(t,x) dx.
X1
Sinous supposons que les parois du tube sont imperméables et que la masse n’est ni créée ni détruite, alors la
masse dans cette section ne peut changer qu’en raison de I'écoulement du gaz a travers les points d’extrémité

X1 0U Xo.

Soit maintenant v(t, x) la vitesse du gaz au point x a l'instant ¢. Le taux d’écoulement, ou flux de gaz passant
par ce point, est alors donné par

flux de masse au point (¢, x) = p(t, x) v(t, x).

D’aprés nos hypotheses, le taux de variation de la masse mx,;y,) (#) al'instant ¢ dans [x1; x2] est donné par la
différence entre les flux qui passe en x; eten x, :

d (=
E[ p(t,x) dx = p(t, x1)v(¢, x1) — p(t, x2) V(E, X2).
X1

Il s’agit d'une forme intégrale de la loi de conservation.

Le cas général s’écrit

d o
E/ W (t,%) dx = q;(W(t, x1)) — ;(W(Z, X2)).
X1

6 Derniére mise a jour : Mardi 27 aoiit 2024 © G. FACCANONI



1.2. Exemples en une dimension d’'espace

Forme intégrale ~~ forme différentielle Une autre forme est obtenue en intégrant cette loi entre les ins-
tants t; et f», ce qui donne une expression pour la masse dans [x;; x»] au temps t, > £; en termes de la masse au
temps t; et du flux total (intégré) a chaque frontiere pendant cetintervalle de temps:

123
fp(tz,x)dx f o(t1,x)dx = Q(txl)v(txndt o(t, x2)v(t, xo) dt.

5]

Pour dériver la forme différentielle de la loi de conservation, nous devons maintenant supposer que o(t, x) et
v(t, x) sont des fonctions différentiables. En utilisant alors

[2)
o, x)—p(t1,x)=| O0:0(tx)dt

5]
et %
Q(trxz)v(t)xz) _Q(tvxl)v(trxl) :f ax (Q(t,x)l/(t,x)) d-x

X1

on obtient R
2 2
f f [0:0(t,x) +0x (o(t, V) v(t,x)] dx dt =0
151 X1

Puisque cela doit étre vrai pour toute section [x;; x2] et sur tout intervalle de temps [?;; £2], nous concluons
que I'intégrande doit étre identiquement zéro, c’est-a-dire,

0:0+0x(ov) =0 [équation de conservation de la masse].
C’estla forme différentielle souhaitée de laloi de conservation pour la conservation de la masse.

Cette loi de conservation ne peut étre résolue que si la vitesse v(¢, x) est connue a priori ou est connue en tant
que fonction de p. Si c’est le cas, alors pv est une fonction de p uniquement, disons pv = q(p), et 'équation
de conservation de la masse devient une loi de conservation scalaire pour g :

010 +0xq(p) =0

Plus généralement, I'équation de conservation de la masse doit étre résolue en conjonction avec les équations
de conservation de la quantité de mouvement et de I'énergie. Nous nous contentons de les énoncer dans le
cas des équations d’Euler de la dynamique des gaz. de la dynamique des gaz :

0:(pv) +0x (o V2 + p)=0 [équation de conservation de la quantité du mouvement],
0/(0E)+0x((@E+p)v) =0 [équation de conservation de I'énergie totale]
Notons que ces équations impliquent une autre quantité, la pression p, qui doit étre spécifiée comme une
fonction donnée de g, pv et pE pour que les flux soient des fonctions bien définies des seules quantités

conservées. Cette équation supplémentaire est appelée loi d’état et dépend des propriétés physiques du gaz
étudié.

&

1.2. Exemples en une dimension d’'espace

1.2.1. Cas générale

Dans ce cours nous ne considérerons que le cas monodimensionnel. Pour p = 1 (nombre d’équations) on
cherche I'unique fonction
W:R" xR— R
(t, x) — W(t, x)

© G. FACCANONI Derniére mise a jour : Mardi 27 aoiit 2024 7



1. Introduction

solution (faible entropique) du systéeme d’EDPs

0W+0,(qW)) =0, xeR,t>0,
W(O) x) = winit(x)) X € Ry

avec le flux
q: RP - R?
g1(W)
g>(W)
We—qW) = :
qpW)

C’est une loi de conservation : lorsqu’on intégre les p EDP sur un volume V = [x1; x2] ¢ R? élémentaire, on
trouve pour chaque composante

d (*
= ). Wit dx=q;(W(z,x0)) - q;(W(t,32)) de =0
X1

pour tout x, X2, . De facon équivalente, en intégrant entre t; et ¢, on trouve la forme intégrale

X2 X2 &)
ij(tg,X)d.X:/ Wi(ty,x)dx+ | q;(W(t,x1)) — q;(W(t, x2)) dt = 0.

3]

<Q EXEMPLE (EQUATIONS DE ONDES ET EQUATIONS DE CAUCHY-RIEMANN : p = 2, FLUX LINEAIRE)
Considérons le cas d'un systéme de p = 2 EDP avec un flux linéaire q(W) = AW € R**! avec A € R**?
constante :

0, W+Ad,W=0

Les équations de ondes et les équations de Cauchy-Riemann en sont un exemple :

oulin) [ of<(in) = (o)

Les valeurs propres de A sont +1, le systéme est donc (strictement) hyperbolique.

 Equation des ondes :
0 1
1 0

Notons que cela équivaut a

6;W1+6xw2 =0
ath-l—axLUl =0

Si on dérive les deux équations par rapport a ¢ (resp. a x) on obtient les deux systémes suivants :

Orr Wi +0xwo =0, t OxrW1+0xxw2 =0
e
attw2+6txw1=0 Oxtw2+6xxw1=0
Donc (0;;wy + 0xWo) — Oyt W2 + 0xxw1) =0 et (0 wo +0px ) — (Oxrwy + Oxxw2) = 0 ce qui donne

{attwl_axxwl =0
Orr Wz —0xxwo =0

8 Derniére mise a jour : Mardi 27 aodt 2024 © G. FACCANONI



1.2. Exemples en une dimension d'espace

o Equation de Cauchy-Riemann :

wq 0 1 ws 0

+ =

at(wz) -1.0 ax(wz) (0)

Les valeurs propres de A sont +1i, la matrice est donc diagonalisable mais les valeurs propres ne sont
pas réels : le systéme n’est pas hyperbolique.

Notons que cela équivaut a

Otw1+0xwz =0
ath—axwl =0

Si on dérive les deux équations par rapport a t (resp. a x) on obtient les deux systémes suivants :

{6[tW1+6[xLU2=O t{ax[W1+6XXWZ=0
e

Orrwo — 0wy =0 OxrWr —0xxwi =0

Donc (0, w1 + 05 w2) — (Ox Wo —O0xxwi) =0 et (0w —0rxwi) + (0 w1 + O0xxw2) =0 ce qui donne

6”W1 +6xxW1 =0
anw2 +6xxw2 =0

<Q EXEMPLE (LE P-SYSTEME : p = 2, FLUX NON-LINEAIRE)
Considérons le cas de p = 2 EDP avec un flux non-linéaire :

0, W +0(q(W)) =0

wh a1 (wn, wz)) (0)
0 +0 =
t(wz) x(fh(wbwz) 0
Un exemple typique de ce type de systéme est le p-systeme qui décrit la dynamique des gaz isentropiques. Si

on se place en coordonnées lagrangiennes et on note 7 > 0 le volume spécifique, u la vitesse et v — p(1) >0
la pression du gaz, les principes de conservation de la masse et de la quantité de mouvement donnent le

ou( i)+ 0+ )=o)

@ EXEMPLE (LE SYSTEME D’EULER : p = 3, FLUX NON-LINEAIRE)
Lexemple le plus connu de ce type de systéme est celui qui décrit la dynamique des gaz. C’est un systeme de
p =3 EDP avec un flux non-linéaire :

soit encore

systeme :

0, W+0.(qw)) =0

soit encore

wq g1 (w1, wa, ws) 0
0| w2 | +0x| g2(wr1,wz, w3) | =0
ws g2 (w1, W, ws) 0

Les équations d’Euler de la dynamique des gaz constituent un systeme de lois de conservation particulie-
rement important. Plus généralement, les équations fondamentales de la dynamique des fluides sont les
équations de Navier-Stokes, mais celles-ci incluent les effets de la viscosité du fluide et la fonction de flux qui
en résulte dépend non seulement des variables d’état mais aussi de leurs gradients, de sorte que les équations
ne sont pas de la forme générale et ne sont pas hyperboliques. Un gaz, cependant, est suffisamment dilué pour
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1. Introduction

que la viscosité puisse souvent étre ignorée. En supprimant ces termes, on obtient un systeme hyperbolique
de lois de conservation avec p = d + 2 équations dans d dimensions d’espace, correspondant a la conserva-
tion de la masse, de I'énergie et de la quantité de mouvement dans chaque direction. Dans une dimension
d’espace dimension de I’espace, ces équations prennent la forme suivante : on note W = (g, pu, pE) ou g est
la densité spécifique, u la vitesse et E = %uz + el'énergie totale, e étant I'énergie spécifique. La conservation
de la masse, de la quantité de mouvement et de ’énergie totale nous donnent le systéme suivant :

0 ou 0
d;|oul|+0,| ou*+po,e) |=|0
oE (0E+p(p,e)u 0

1.2.2. Cas scalaire

Avant d’aborder les difficultés des systémes d’équations couplées, nous allons d’abord étudier le cas d'une
équation scalaire, ol1 p = 1. De nombreuses difficultés rencontrées avec les systémes d’équations sont déja
rencontrées dans le cas scalaire, et une bonne compréhension de I'équation scalaire est nécessaire avant de
poursuivre.

Dans le cas scalaire (p = 1) on cherche 'unique fonction

w:R"xR—-R

(t, x) — w(t, x)
solution (faible entropique) de 'EDP

Oiw+0,q(w)=0, xeR,t>0,
w(0,x) = Winit(x), xe€R,

avec le flux

qg:R—R

w— q(w)

@ EXEMPLE (BURGERS)
L'équation de Burgers est le prototype de 1'équation scalaire monodimensionnelle non-linéaire a flux

convexe : )

diw+0:(qw)) =0 qw)==

<Q EXEMPLE (LWR)

Un autre exemple est 'équation de conservation de la masse dans le cas ou v est une fonction connue de
o(t, x). Cela ne se produit pas dans la dynamique des gaz, mais peut se produire dans d’autres problémes o
la méme loi de conservation s’applique. Un exemple est un modele simple d’écoulement du trafic le long
d’une autoroute (le modele LWR, étudié en détail au chapitre 4). Ici, p est la densité des véhicules et la vitesse
alaquelle les gens conduisent est supposée ne dépendre que de la densité locale.

L'équation LWR du trafic routier est le prototype de I'’équation scalaire monodimensionnelle non-linéaire a
flux concave. Si on note w € [0, wmax) 1a densité des véhicules, 1'évolution de la densité vérifie 'EDP suivante :

. )
Wmax
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1.3. Difficultés mathématiques

\/Q EXEMPLE (BUCHLEY-LEVERETT )
L'équation de Buchley-Leverett est le prototype de I’équation scalaire monodimensionnelle non-linéaire a
flux ni convexe ni concave. Si on note w € [0; 1] la saturation, p. la viscosité de I'eau, uy, la viscosité de 'huile,

ona

wZ

2 _ a2 He”
w-=+ (1 w)ﬂh

6[w+6x(q(w)):0, avec q(w) =

<§ EXEMPLE (ADVECTION)

Une autre possibilité est que la vitesse v(t, x) soit donnée a priori, completement indépendante de I'inconnue
o- Supposons, par exemple, que p représente la densité d'un produit chimique dans de ’eau qui coule, un
polluant dans un cours d’eau par exemple. Puisque la quantité totale de ce produit chimique est conservée, la
meéme dérivation que ci-dessus donne a nouveau 0,0+0,(pv) = 0. Il est maintenant raisonnable de considérer
le cas ou v, la vitesse du fluide, est connue et peut étre considérée comme donnée. Les changements de
concentration du produit chimique n’auront que peu ou pas d’effet sur la dynamique du fluide et il n'y aura
donc pas de couplage dans lequel v dépend de p. Dans cette loi de conservation la fonction de flux dépend
maintenant explicitement de x et ¢ ainsi que de p et n'est donc pas de la forme précédente. Cependant,
si la vitesse est constante, v(t,x) = c, alors g(p) = cp. Cette équation est connue sous le nom d’équation
d’advection linéaire ou parfois d’équation d’onde unidirectionnelle.

L'équation d’advection a vitesse constante est le prototype de I'équation scalaire monodimensionnelle
linéaire :
o;w+co,w=0

i.e. g(w) = cw avec ¢ constante.

Diffusion, viscosité Considérons l’exemple de I'advection d’'un produit chimique passant par un point x
d’un tube. Outre le flux advectif g(p) = cp, il existe également un flux di a la diffusion. Ce flux est déterminé
par laloi de Fourier de la conduction de la chaleur, qui stipule que le flux diffusif est simplement proportionnel
au gradient de concentration, i.e. D, p. Le coefficient de diffusion D est positif, le signe moins dans |’équation
est nécessaire car le flux s’éloigne des concentrations les plus élevées. La combinaison de ce flux avec le flux
advectif cp modifie la loi de conservation qui devient

010 +0x(co—Ddxp) =0 > 00+ CcOxp = DO yxp.

Cette nouvelle équation est appelée équation d’advection-diffusion (ou parfois équation de convection-
diffusion). Tout en restant une loi de conservation, elle n’est plus hyperbolique, il s’agit d'une équation
parabolique. L'une des différence majeure est qu’elle a toujours des solutions réguliere méme si les données
initiales sont discontinues. Nous pouvons alors considérer I'équation d;p + c0,p = 0 comme une approxima-
tion de 8;p + cdxp = DO, p valable pour D tres petit, mais il peut étre nécessaire de prendre en compte |'effet
de D afin d’interpréter correctement les solutions discontinues de 0,0 + cd,p = 0. Cette démarche est a la
base de la méthode dite “de viscosité évanescente” qui permet de sélectionner, parmi une infinité de solution
faible (discontinue), celle physiquement pertinente.

1.3. Difficultés mathématiques

La solution d'un systéme hyperbolique peut tendre vers une fonction discontinue en un temps fini méme si
la donnée initiale est réguliere. Or, les solutions discontinues ne satisfont pas le systtme d’'EDP de maniere
classique en tout point, car les dérivées ne sont pas définies aux discontinuités. Afin de définir ce que nous
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1. Introduction

entendons par solution a la loi de conservation dans ce contexte, il est nécessaire de comprendre d’abord
comment les lois de conservation sont dérivées a partir des principes physiques. Nous avons déja vu que
le principe de conservation conduit a une formulation intégrale de la loi de conservation. Le point crucial
est que la formulation intégrale reste valable méme pour les solutions discontinues. Cependant, la formu-
lation intégrale est plus difficile a utiliser que ’équation différentielle, en particulier lorsqu'’il s’agit de la
discrétisation. Etant donné que I'EDP reste valable sauf aux discontinuités, une autre approche consiste
a compléter les équations différentielles par des conditions de saut supplémentaires qui doivent étre sa-
tisfaites a travers les discontinuités. Ces conditions peuvent étre déduites en utilisant la formulation inté-
grale.

Afin d’éviter d’avoir a imposer explicitement ces conditions, nous introduirons également la “forme faible”
des équations différentielles. Cette forme implique a nouveau des intégrales et permet des solutions dis-
continues, mais elle est plus facile a utiliser que la formulation intégrale originale des lois de conservation.
Cependant, on va étre confronté a une autre difficulté mathématique : la possible non-unicité des solutions
faibles. Il existe souvent plusieurs solutions faibles a la loi de conservation qui correspondent aux mémes
données initiales. Si notre loi de conservation doit modéliser le monde réel, il est évident qu'une seule de ces
solutions est physiquement pertinente. Le fait que les équations aient d’autres solutions est dii au fait que
nos équations ne sont qu'une représentation approximative de la réalité et qu’elles négligent certains effets
physiques (comme les effets diffusifs ou visqueux). Par conséquent, nous devons utiliser notre connaissance
de ces effets ignorés pour sélectionner la bonne solution faible. Une approche générale consiste a introduire
un terme diffusif dans les équations afin d’obtenir une solution réguliere unique, puis a faire tendre vers zéro
le coefficient de ce terme. Cette méthode, connue sous le nom de “viscosité évanescente”, peut étre utilisée
dans I'analyse des lois de conservation, mais elle elle n’est manifestement pas optimale car elle nécessite
I'étude d'un systeme d’équations plus complexe. Cela va a 'encontre de notre objectif initial d’ignorer les
termes visqueux. Par conséquent, nous cherchons a dériver d’autres conditions qui peuvent étre imposées
directement aux solutions faibles du systeme hyperbolique pour sélectionner la solution physiquement
correcte. Pour la dynamique des gaz, nous pouvons faire appel a la deuxieme loi de la thermodynamique,
qui stipule que 'entropie ne diminue pas. En particulier, lorsque les molécules d'un gaz traversent un choc,
leur entropie doit augmenter. Cette condition s’avere suffisante pour reconnaitre de maniere précise les
discontinuités physiquement correctes et spécifier une solution unique. Pour d’autres systemes de lois de
conservation, il est souvent possible de dériver des conditions similaires. Ces conditions sont généralement
appelées conditions d’entropie en analogie avec la dynamique des gaz.

1.4. Difficultés numériques

Lorsque nous essayons d’approcher ces solutions numériquement, de nouveaux problémes se posent. Nous
pouvons constater par exemple qu'une discrétisation du systeme d’EDP par différences finies devient inap-
propriée prés des discontinuités, autrement-dit 1a ot1 on ne peut pas dériver la solution au sens classique. En
effet, si nous essayons de calculer des solutions discontinues aux lois de conservation en utilisant des mé-
thodes standard concues pour des solutions régulieres, les résultats numériques obtenus sont généralement
trés médiocres, voir totalement faux.

Etant donné que les EDP restent valides en dehors des discontinuités, une approche possible consiste a
combiner une méthode standard de différences finies dans les régions ot la solution est réguliere avec une
procédure explicite pour suivre I'emplacement des discontinuités. Cela correspond a une version numérique
de I'approche mathématique ot les EDP sont complétées par des conditions de saut a travers les discontinui-
tés. Cette approche est généralement appelée “suivi des chocs”. Dans une dimension spatiale, cette méthode
est généralement utilisable. Cependant, en 2D, les discontinuités sont généralement le long de courbes, et en
3D, elles forment des surfaces. De plus, dans les problemes réalistes, il peut y avoir de nombreuses surfaces
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1.4. Difficultés numériques

de ce type qui interagissent de maniere complexe au fil du temps. Bien que le suivi des chocs soit toujours
possible, sa mise en ceuvre devient beaucoup plus complexe.

Idéalement, nous aimerions disposer d'une méthode numérique capable de fournir automatiquement des
approximations précises des solutions discontinues, sans nécessiter de suivi explicite ou de conditions de
saut. Les méthodes qui visent cet objectif sont appelées méthodes de “capture des chocs”. Actuellement,
il existe de nombreuses méthodes de ce type disponibles. Cependant, la compréhension de ces méthodes
requiert une solide connaissance de la théorie mathématique des lois de conservation, ainsi qu'une intuition
physique sur le comportement des solutions. Par conséquent, avant d’aborder les méthodes numériques, il
est nécessaire de traiter un certain nombre de sujets “théoriques” afin de bien comprendre les fondements de
ces méthodes. Cela implique d’explorer en profondeur la théorie mathématique des lois de conservation et
d’acquérir une intuition sur le comportement des solutions. Une fois ces bases établies, nous serons préts a
étudier les différentes méthodes numériques disponibles.

Probleme de Riemann Dans le cas des systemes hyperboliques linéaires, les courbes caractéristiques
jouent un role essentiel. Pour les problemes non linéaires, la généralisation de cette théorie la plus couram-
ment utilisée dans le développement de méthodes numériques est la résolution d’'un probléme de Riemann.
Ce probléme consiste en la résolution de la loi de conservation avec des données initiales spécifiques, qui
consistent en deux états constants séparés par une seule discontinuité :

WL, x<0,

Wipit(x) = Wp x>0
La solution de ce probleme a une structure relativement simple et peut étre calculée explicitement dans
de nombreux cas. Avec une méthode numérique, nous calculons un ensemble de valeurs discrétes {W? },
approximation de W(x;, t") sur un ensemble de points de grille { (x;, t") }. Beaucoup d’informations sur la
structure locale de la solution prées de (x;, t") sont obtenues en résolvant un probleme de Riemann avec les
données Wy = W? et W =W’ _. De nombreuses méthodes numériques utilisent ces solutions de Riemann,

i+1°
c’est pourquoi nous étudierons ce type de condition initiale.
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EQUATIONS SCALAIRES LINEAIRES (TRANSPORT)
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Equations linéaires : théorie
mathématique (méthode des
caractéristiques)

On commence par étudier une EDP hyperbolique scalaire (p = 1) monodimensionnelle (d = 1) dans le cas
linéaire (q(w) = cw).

On cherche I'unique fonction

w:R"xR—-R

(t,x) — w(t, x)

solution (faible) de
{atw+caxw:0, xeR, >0,

w(0, x) = winit(x), xeR,
On généralisera au cas d'une vitesse non constante et d'un terme source linéaire :
0w+ al(t,x)0yw+b(t,x)w= f(t,x)

puis au cas d'un domaine (semi-)borné.

2.1. Méthode des caractéristiques dans R

Lidée de la méthode des caractéristiques est de transformer la résolution d'une EDP en la résolution
d’'une famille d’EDO. Chaque EDO est obtenue en considérant la restriction de 'EDP & une courbe dite
courbe caractéristique : le long des courbes caractéristiques I'EDP devient une EDO qui doit étre simple a

résoudre.

2.1.1. Equation linéaire homogeéne a vitesse constante : équation de transport

Soit ¢ # 0 une constante. On cherche la fonction

w:RTxR—-R

(t, x) — w(t, x)
solution du probleme de Cauchy

orw+co,w=0, t>0, xeR;
w(t=0,x) = Winit(x), xeR.

17



2. Equations linéaires : théorie mathématique (méthode des caractéristiques)

Courbes caractéristiques Soit 7 > 0 et X € R fixés. Notons y; ;(¢) la position a I'instant ¢ d’une particule
située en % a I'instant  dans un flux de vitesse c:

N 2.1

La courbe (¢, x; ; (1)) est appelée courbe caractéristique passant par le point (%, £). On notera le pied de la
def

caractéristique ¢; z = x; 3(0).
t
o

En résolvant le probleme de Cauchy (2.5) on Caractéristiques
trouve

Xiz(D) =ct+x-ci, (2.2)
etdonc

&1 52 X320 =%—cl. 2.3)

Famille d’'EDOs Pour tout (%, %) € Rt x R, considérons la restriction de la fonction w a la courbe caractéris-
tique associée a ce point :
Wi (D% w(t,x=yx; (1),  £>0.

On a alors
W{yfc(t) =0;w(t,x=x;:(0) +)('i,x(t)6xw(t,x =x::(0) =0, w(t,x = x;:(1) + cOxw(t,x = x; :(1) =0,

autrement dit
W; (1) = constante = W; 3(0) = w(0, x = x; 3(0)) = Winit($; 3)- (2.4)

Calcul de la solution Sionprendr=z%ona

~x def A (2.4) 2.3) N N
wt, DEW; 2 (D)= winit€0) = winil(&—ch).

Cette relation est vraie pour tout 7 > 0 et tout % € R par conséquent

w(t, ) = winit(x - ct). |

Remarque 1 (Domaine de dépendance) Notons que la solution de I'équation linéaire d’advection a la pro-
priété suivante : la solution w en (f, X) ne dépend des données initiales wi,ir qu’en un seul point, a savoir le
point ¢; ; qui se trouve sur la caractéristique passant par (%, %). Ceci signifie que nous pouvons changer les
données initiales en tout autre point que ¢; ; sans affecter la solution en (, ). Lensemble 2; ; = {&; ; } (ici
réduit a un singleton) est appelé domaine de dépendance du point (£, ).
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2.1. Méthode des caractéristiques dans R

Remarque 2 (Solution non réguliére ~~ forme intégrale ~~ solution faible) Dans les manipulations effec-
tuées ci-dessus, nous avons supposé que w(t, x) était différentiable en tout point, en particulier pour ¢ = 0.
Si winj est non différentiable en un point, alors w n’est plus une solution classique (=forte) de 'équation
différentielle partout. Cependant, cette fonction satisfait la forme intégrale de la loi de conservation :

d [
E[ w(t,x) dx = g(w(t, x1)) — q(w(t, x2)).

Cette version de la loi de conservation a un sens méme pour w non réguliere. De plus, d'un point de
vue modélisation, on peut méme dire que la forme intégrale est “plus fondamentale” physiquement que
I'équation différentielle, car cette derniere a été dérivée de la forme intégrale sous I'hypothese supplémentaire
de régularité. Il est donc tout a fait logique de chercher une solution “généralisée” comme une fonction
résolvant la loi de conservation (au sens faible).

Remarque 3 (Donnée initiale non réguliére) D’aprés notre observation sur la notion de solution faible,
nous pouvons donc chercher une “solution” a ’'EDP méme si wjpj; est une fonction non réguliére. De plus,
on a déja remarqué que la solution le long d'une courbe caractéristique ne dépend que de la seule valeur
Winit(¢ = x—ct). Il est donc clair que la construction que nous avons décrite pour une donnée initiale réguliere
s’étend directement a ce cas. Plus précisément, si winj présente une singularité en un point xp (soit elle est
discontinue soit une de ses dérivées est discontinue), alors la fonction w(t, x) résultante présentera une
singularité du méme ordre le long de la courbe caractéristique de pied xp, mais restera réguliére le long des
caractéristiques qui ont pied dans les parties réguliéres de wipjt.

Il s’agit d'une propriété fondamentale des équations hyperboliques linéaires : les singularités se propagent
uniquement le long des caractéristiques.

Remarque 4 (Donnée initiale non réguliére ~~ “viscosité évanescente”) Une autre approche, dite de “vis-
cosité évanescente” et qui se généralise aux équations non linéaires, consiste a modifier 'EDP en ajoutant un
petit terme diffusif. Rappelons que la loi de conservation 0; w + ¢ w = 0 doit étre considérée comme une
approximation de I'équation d’advection-diffusion 0, w + c0, w = €0, w pour ¢ tres petit. Notons w,(t, x) la
solution de I'équation d’advection-diffusion avec la donnée initiale wjni¢(x), alors w, € €°(R* x R) méme si
Winit N'est pas réguliere puisque c’est une équation parabolique. On peut alors prendre la limite de w,(t, x)
pour € — 0 et on obtiendra la méme solution généralisée w(¢, x) que précédemment.

2.1.2. Premiére généralisation : coefficient d’advection dépendant de |'espace

On peut considérer une équation d’advection avec un coefficient ¢ qui n’est plus constant mais dépend de
X:
0;w+0,(c)w)=0 ~ d;w+c(x)0,w=—-c'(x)w.

Courbes caractéristiques Soit 7 > 0 et X € R fixés. Notons y; ;(¢) la position a I'instant ¢ d’une particule
située en % a I'instant 7 dans un flux de vitesse c(x) :

{X’m(t) =c(x3:(0), >0, (2.5)

Xi:(D) =%
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2. Equations linéaires : théorie mathématique (méthode des caractéristiques)

Famille d’'EDOs Pour tout (%, %) € R* x R, considérons la restriction de la fonction w a la courbe caractéris-
tique associée a ce point :
Wi (O w(t,x=yx; (1),  >0.

On a alors
W} L (8) = 0wt x = 13,2 (0) + 1}  (D3xw(t, x = 17, 3(1)
=0,w(t,x=x; (D) +c(x = x; ()0 w(t, x = x; ;1))
=—c'(x= (O w(t, x=x; (1)
=—c(x= Xiz(D)W; 2(0)
f! Exercice 2.1

Soit c¢(x) = x. Calculer la solution du probleme de Cauchy

Oru+0,(cx)u)=0 xeR, t>0
u(0,x) = x* xeR.

Correction
Ona
0u+0,(cx)u)=0 ~» Ou+c(x)0su=—-cX)u ~> 0,u+x0,u=—-u

et u(0, x) = x*.

Soit (£, %) € R* x R un point fixé.

Courbe caractéristique qui passe par (7, %) : Caractéristiques
2.00
!/ 1.75
s (0 =x:2(0), .t}
X R At’v > Xf,f{(t) = xet L 1.50
Xf,fc(t) =X, 125
~1.00
Le pied de la caractéristique est 075
0.50
r def = (0) oA -1 0.25
Six = Xiz\U) = Xxe 000 N 7=

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0
x

Restriction de la fonction u a la courbe caractéristique associée a ce point :

Ui : (0% u(t,x =y (0)),  t>0.

On a alors
UL (1) =-U; (1) . .
{ L% RV v Ui =Up(00e ' =E e! ~ Up(D=¢& el
U2 (0) = (17,2 0) = (&35) - ) '

La solution est donc

A A N _% ~ —% 4 _7 -
u(t,x):U;yx(t)zf}lfce t:(xe t) e !~ u(t,x)=x*e .

Vérifions que la fonction obtenue est bien solution du probleme de Cauchy :

4 5t 4,5t _

u(0,x)=x et atu+x6xu:—5x4675[+x><4x3ef =—x"e —Uu.
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2.1. Méthode des caractéristiques dans R

2.1.3. Généralisations : vitesse non constante et/ou terme source

Nous allons maintenant considérer le cas plus générale d'une EDP de la forme

0w+ al(t,x)0,w+b(t,x)w = f(t,x).

f! Exercice 2.2 (Premiere variante : terme source linéaire a coefficients constants)
Considérons maintenant 'EDP
o;w+coxw=Aw+B

avec A > 0 et B deux constantes, sans modifier ni la condition initiale ni le domaine de définition.
Calculer la nouvelle solution.

Correction
La vitesse est toujours constante, par conséquente la partie relative au calcul des courbes caractéristiques
reste inchangée.

Pour tout (7, %) € R* x R, considérons a nouveau la restriction de la fonction w a la courbe caractéristique
(2.2) associée a ce point :
Wi (D% w(t,x=yx;4(0), >0

Cette fois-ci on obtient 'EDO
W, () = AW; ;(1) + B, (2.6)

dont la solution générale s’écrit

B
W; o(f) = —— + Cy .
t,x() A 1

En prenant en compte la condition initiale W; ;(0) = winit($7 ;) on trouve

_ B At B _ r B At B
Wiz () = | W; 2(0) + i Winit (§7 3) + 2 2.7)
Sionprend r=%ona
A oy de A (2.7) B ; B3 . . B - B
w(t, R EW; (1) = (whm(fz,ﬁ) + Z) et - 1 (winn(x— ct) + —A) et - 3
et donc
(t,x) ( ( t)+B) ar B
w(t, x) = | Winit(x — ¢ —le® ——.
Init A A
f! Exercice 2.3 (Deuxiéme variante : vitesse non constante)
Considérons maintenant 'EDP
0:w+ a(t,x)0,w =0.
Sans modifier la condition initiale ni le domaine de définition, calculer la nouvelle solution.
Correction
Notons y; ;(#) la position a 'instant ¢ d’'une particule située en £ a I'instant 7 dans un flux de vitesse a :
¥ .(O=a(t,x=x;;1), t>0,
t,x R . 7 (2.8)
)(m(t) =X.
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2. Equations linéaires : théorie mathématique (méthode des caractéristiques)

Si elle existe, la courbe (t, xi X(t)) est encore appelée courbe caractéristique passant par le point (£,%). On

notera le pied de la caractéristique ¢; 5 « Xi,20).

Pour tout (7, %) € R* x R, considérons la restriction de la fonction w a la courbe caractéristique associée a ce
point :
Wi (OEw(t, x=y;(0),  t>0.

On a alors

W (0 = 0pw(t,x = 3 (D) + )} {(D0xw(t, x = x7,5(1)
=0,w(t,x=x; ;) +a(t,x=x; (D) 0w(t,x=x; () =0

donc
w(t, %) = Wi,jc(i) = W; :(0) = w(0, ¥ :(0)) = Winit(x7,3(0)) = Winit($7 3)-

En particulier, si a(t, x) = ¢ constante, alors ; ; = X — ¢t et donc w(f, £) = winit(X — ¢1).

&4 Exercice 2.4
Calculer la solution du probléme de Cauchy

u(0,x) =x x€eR,

{(t+1)6tu+axu:0 x€R, £>0

Correction
a(t,x) = o, b(t,x) = f(£,%) =0, Uinic(x) = x.
Pour (7, %) donné on a Caractéristiques

0 15 2.0

2.00
175
1.50
, 1 1.25

2 A(t) =7 r+ 1 “1.

{x ST e m,gw:mln(—i 1) o

Xf,fc(t) =X * 0.50 /
0.25

0.00 /

-20 -15 -10  -05 00 05 1.

La solution est donc
u(t, %) =u0,¢3 1) = u(0,2-In(f+1)) =& —In(7 + 1).

&4 Exercice 2.5
Calculer la solution du probléme de Cauchy

u(0,x) = x* xeR.

{atu+x6xu=0 xeR, t>0

Correction
a(t,x) = x, b(t,x) = f(t,x) =0, Ujnit(x) = x*.
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2.1. Méthode des caractéristiques dans R

Pour (£, X) donné on a Caractéristiques

2.00
1.75
1.50
1.25

~1.00

{X;X(t)_)(f,{(t)r 2 :;:&x /%

N ~ X %(t) =Xe’ -20 -15 -1.0  -05 0.0 0.5 1.0 15 20
Xi,:(0) =X,

La solution est donc

&

Dans le cas le plus générale, on cherche

w:R*xR-R

(¢, x) = w(t, x)
solution (faible) du probleme

Orw+alt,x)0yw+b(t,x)w=f(t,x), xeR,t>0,
w(0, X) = Winit(x), x€R.

Courbes caractéristiques Soit 7 > 0 et X € R fixés. Notons y; ;(¢) la position a I'instant ¢ d’une particule
située en % a I'instant  dans un flux de vitesse a :

{X%'ﬁ(t)za(t,XIXm(t)), t>0y (2.9)

Xis(D) =%

Si elle existe, la courbe (1, xi, +(1)) est appelée courbe caractéristique passant par le point (7, £). On notera le

pied de la caractéristique ¢; 3 = x,2(0).

Famille d’'EDOs Pour tout (7, %) € R x R, considérons la restriction de la fonction w a la courbe caractéris-
tique associée a ce point :
Wi (O Ew(t,x=yx;4(1),  £>0.

On a alors
W; () =0rw(t,x = 3 2(0) + X} ((D0xw(t, x = x7,2(1)
=0,w(t,x=yx;:(0)+a(t,x=x; (D) 0xw(t,x = x; (1)

=-b(t,x=x;;:O)w(t,x=x;:(O)+ f(t,x=x; (D)
=—b(t,x= x5 :(D) Wi (D + f(t,x= x:.4(0)
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2. Equations linéaires : théorie mathématique (méthode des caractéristiques)

Cas particulier : f(t,x)=0. Si f(t,x) =0 pour tout (f, x) € [0; +oo[xR, on obtient 'EDO linéaire homogene
W, () +b(t,x = x; (1)) W; 4(2) = 0 donc

t t
W; (1) = W; ;(0) exp (—fo b(s,x= Xi:(8) ds) = Winit(x7,3(0)) exp (—/0 b(s,x= Xi:(8) ds).

On a alors

t
w(i,X) = W; 3 (1) = winit(€; 3) eXp(—fO b(s,x = x:(s)) dS).

En particulier, si b(t, x) = B constante, alors w(f, ) = win;it(& 7 j)e_B 3

Si, de plus, a(t, x) = ¢ constante, alors w(#, X) = winj(& — cHe B i

Cas générale. Comme on connait déja la solution de I'’équation homogene, il ne reste a calculer qu'une
solution particuliére de I’équation compléte et on trouve

i ¢ ;
w(i, %) = W; 1(H) = W; £(0) exp(—f b(s,x = x7.4()) ds) +f fs,x= g 4(s))e s POE=Xi dr g
0 0

i i 2
= Winit(Y 7 4(0)) exp (—f b(s,x = x;4(s)) dS) +f fs,x =y 4(s)) e s POE=Xi dr g
0 0

& Exercice 2.6
Calculer la solution du probléme de Cauchy

Oru+txoyu=t x€eR, t>0
u(0, x) = x? xeR,

Correction

a(t, x) = tx, b(t,x) =0, f(t,x) = t, Uinit(x) = x* donc pour (Z, %) donné on a

!

. (0 =1y (1), 222y e

{X{,,\ . AX[,,X — Xin%([) :j@e(’ 2)/2
Xi,j‘(t) =X,

et donc

~ L 22 19 ! . 7 t2
lt(tﬁ):M(O,fﬁg—)Jrf fls,x=yx;4(s) ds=u(0,%e”’ /Z)+/ sds:fczeflz+5.
0 0

£ Exercice 2.7
Calculer la solution du probleme de Cauchy

Ou+o u+u=e "2 xeR, t>0
u(0,x)=0 X €ER,
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2.2. Méthodes des caractéristiques dans un domaine borné : bords d’inflow/outflow

Correction
a(t,x)=1,b(t,x) =1, f(t,x) = e 2%, g(x) = 0 donc pour (%, £) donné on a

L) =1, .
{X’vv“(A oy =X+t
Xiz(D) =%,

et donc

- t o (@ (P w2l oo 2 1 542
,_q,)e*'+f e $t221:(8) =29 g5 = (0, 2 — e ’+§ez'\' ’ziez“‘ L
0

2.2. Méthodes des caractéristiques dans un domaine borné : bords
d’inflow /outflow

Nous allons maintenant nous intéresser a un domaine borné et aux conditions qu’on doit/peut imposer sur
ces bords. En effet, en pratique nous ne travaillerons pas sur un domaine non borné. Au lieu de cela, nous
travaillerons typiquement avec un probléme sur x € [a; b].

Nous avons déja noté que la solution générale de I'équation d’advection est w(t, x) = winit(x — ct) pour une
fonction arbitraire wyyi;. Par conséquent, w doit étre constant sur les droites x — ct. Il est donc évident que les
données ne peuvent pas étre spécifiées indépendamment le long de la frontiere x = b si ¢ > 0 (résp. x = a si
¢ < 0), puisque les caractéristiques montrent que ces valeurs sont déterminées par les données initiales et
les données de la frontiére de gauche (résp. de droite). Ainsi, w(t, b) (résp. w(t, a)) ne peut pas étre spécifié
arbitrairement. !

Dans cette section, nous supposons pour simplifier que la vitesse c satisfait ¢ > 0. Dans ce cas, le bord x = a
est dit d’inflow et x = b d’ outflow.

2.2.1. Equation linéaire homogeéne a vitesse constante dans R*

Considérons a nouveau I’équation de transport homogene a vitesse constante ¢ > 0 mais nous voulons
résoudre ce probleme seulement pour x = 0 : on cherche la fonction

w: R xRt - R

(£, x) — w(t, x)

solution du systeme
0;w+coyw =0, t>0, x>0;
w(t=0,X) = Winit(x), x>0

w(t,x =0) = Wpord(t), t>0.

1. Il est intéressant de noter que si nous ajoutons la diffusion a ce probléme, nous devrions alors spécifier w a la limite droite du
domaine. Dans ce cas, la solution analytique du probléme d’advection-diffusion sur un intervalle fini impliquerait typiquement une
couche limite du coté droit, a moins que les données de la limite a cet endroit ne soient choisies trés soigneusement.
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2. Equations linéaires : théorie mathématique (méthode des caractéristiques)

Courbes caractéristiques Soit 7 > 0 et X > 0 fixés. Notons X7.2(?) la courbe caractéristique solution du

probléme de Cauchy (2.5).

Dans le cas de notre domaine borné avec ¢ > 0, on voit que il existe des cas ou le pied de la caractéristique
n’appartient pas au domaine d’étude, i.e. ¢; ; < 0. On peut alors définir 9; ; I'intersection de la courbe

caractéristique avec I’axe des abscisses :

o ff’x d:Ef)(;y;C(O) (c’est un point de I'espace)
o ’9%,2 & solution de I’équation Xi:(D)=0 (c’est un instant).

Ona
é[,x>0 — ﬁl’,y<0'

N
i s o ;
7800000000000000000500000005007 A /
) i s ;
0 0800000000000000000000000 48000000000 A
; 1500500050055 A
1000000500000 %
22 LIIIIIIIIIII T 7
t,X1 1022277777 7
g /
;
/
A
/
/
/
/
/
/
4
B 4
B
[ *
SN
RY

=

Notons que, pour tout 7 > 0 fixé, il existe un et un seul £ > 0 tel que ¢; ; = 9; ; = 0. On appellera ce point
x; (ce qui équivaut a x; = y0,0(#) i.e. la position a I'instant ¢ d'une particule initialement placée en x =

0).

En utilisant (2.2) et (2.3) on trouve alors

(2.10)
(2.11)

(2.12)

(2.13)

Famille d’'EDQOs Pour tout (7, %) € R* x R*, considérons donc la restriction de la fonction w a la courbe

caractéristique associée a ce point:
Wi (O Ewt,x=yx;:(1),  t>0.

On obtient encore (2.4), i.e. Wi, JAc(t) =0, autrement dit

W; (0 s>

7 (1) = constante = .
Wiz(5) sigise=

0
0

aor ) WO X=x33(0) sidp;=
¢

0,

W(t:‘glt’fc,()) si f’)ACSO,
_ winit(ff,fc) six= x;,
Whord(P33) six< x;‘
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2.2. Méthodes des caractéristiques dans un domaine borné : bords d’inflow/outflow

Calcul de la solution Sionprend r=7ona

winit(§z3) siX=

Whord (’82,2) six<

A Ay de A, (2.14
zwnngmagn(=){

en utilisant (2.11)-(2.12)-(2.13) on a alors

A

R Winit(X—ch) six=ci,
w(t,X) = A
ct

Whord (= %) siX<

et donc

Winit(x—ct) six=ct,
w(t,x) = ‘
Whord(t—¢7) six=ct.

f! Exercice 2.8 (Variante : terme source linéaire a coefficients constants)
Considérons maintenant 'EDP

0;w+coyw=Aw+B

avec ¢ > 0, A > 0 et B trois constantes. Sans modifier ni les conditions initiales ni le domaine de définition
(i.e.R"), calculer la nouvelle solution.

Correction
La vitesse est toujours constante est positive, par conséquent la partie relative au calcul des courbes caracté-
ristiques et a leurs intersections avec les axes x = 0 et ¢ = 0 restent inchangées.

Pour la famille d’EDOs, on obtient encore la relation (2.6), i.e. Wf"f((t) = AW; ;(1) + B. La solution générale de
cette EDO est
B At
W; 2 (1) = _Z +Cye
avec C la constante d’intégration a fixer par le passage par un point. Dans notre cas,
e onimpose W; ;(0) = winjt(x — ct) si x = ct,

o onimpose W; ;(9; ;) = Wpord (97 3) si x = ct.

On obtient
W (W;:(0)+5) et - 8 sié; =0,
b (Wﬁx(ﬁf’g)‘f’%)elﬂt i) _ B Slff,chO,
L (Es )+ B)pAr _ B iz *
_ (w0 + ) et - % si &= x7, 015
(whora (0 3) + B) eAC920 B g 3 < x* '
bord\Vi % A A =4

Sionprend r=fona

A oy def A~ (2.15) (Winit(fz,xH%)e —% sifczx;‘,
w(t’x):Wf,fc(t) = By AG—8.) B - '
(Wbord(ﬁi,x)'f‘g)@ b == SIXSXZ’
en utilisant (2.11)-(2.12)-(2.13) on a alors
5 . (Winit(ff_Ci')‘*’%)eAz—% si X = ci,
w(t, X) = s &y, BY A B i p
(Wbord(f—;)+z)e c—7 SlX=ct,
et donc
(£ %) (winit(x—ct)+8) et -8 six=cy,
w(t,x) = . _
(Woora(t = %)+ B)etc -8 six=<cr
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2. Equations linéaires : théorie mathématique (méthode des caractéristiques)

44 Exercice 2.9 (Le systeme LMNC monophasique)

Lorsque le nombre de Mach est faible, I'écoulement du caloporteur dans le coeur d'un réacteur nucléaire
de type PWR (Pressurized Water Reactor) peut étre décrit par le modele LMNC (Low Mach Nuclear Core
model).

Notons v la vitesse et w I'’enthalpie du fluide caloporteur (de '’eau a environ 155 bar et 300 °C). Si la
loi d’état décrivant son comportement thermodynamique est une loi de type Stiffened Gas, le systeme
s’écrit

oxv=V, t>0, x>0

oyw+voy,w=Aw+B, t>0, x>0;

v(t=0,x) = Vinit(x), x>0;
w(t=0,x) = Winit(x), x>0;

v(t,x=0)=v,, t>0;

w(t,x=0) = Whorq(t), t>0;
avec V>0, v, >0, A> 0 et B des constantes.
On suppose que Vinit(0) = Ve €t Winit(0) = Wherd(0). Calculer les fonctions
v: R xRY - R w:R" xR =R
(t, x) — v(t, x) (1, x) — w(t, x)

solutions du systeme d’EDP.

Correction
On commence par calculer la fonction v solution du systeme

oxv=17V, >0, x>0;
v(t=0,%) = vinit(x), x>0;

v(t,x=0) = v,, r>0.
Clairement v(t, x) = Vx + v, pour tout x = 0. Notons que v ne dépend pas du temps car v, non plus.
On peut alors résoudre le probleme de transport
o,w+voy,w=Aw+B, t>0, x>0;

w(t=0,x) = winit(x), x>0;

w(t,x =0) = Wpera (1), t>0.

Soit £ > 0 et £ > 0 fixés. Notons y; ;(#) la position a I'instant # d"une particule située en X a I'instant # dans un
flux de vitesse v. Dans ce cas il s’agit du probleme de Cauchy

{X%‘f((t):v%f,i’(t)—}_l}e’ r>0, 2.16)

Xf,j(f) = X.

Pour tout (7, %) € RT x R", considérons la restriction de la fonction w a la courbe caractéristique associée a ce
point :
Wi (% wt,x=yx;;), >0
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2.2. Méthodes des caractéristiques dans un domaine borné : bords d’inflow/outflow

On a alors a nouveau
Wi’x(t) = AW; (1) + B,

autrement dit

Wi o () = (Winit(fi,fg)"'%)eAt—% sif=zx],
X o R L
(whora (97 3) + %) e % siX=x;.
En résolvant le probleme de Cauchy (2.16) on trouve
., Ve viu-p Ve
izll)= (x+ —) e —,
Xiz(0) % v
p Ve) —vi_ Ve
se= | X+ — ,
Gia= (25
L1
;s =t——=In|1+—X%|,
y V Ue
v Y
== (th - 1)
4 \%4
Sionprend r=7ona
BY At _B N
W(f,fC)ZWH(f): (winit(fz,x)'i‘z)e —Az Slex;,
’ (wbord(ﬁi,fg) + %) eA(t_ﬁm) - % six< x;,
et donc
(winit((x“‘%)e_w—%ﬁ‘%)em—% six=>%e (er—l),
w(t, x) = . A A
(Wbord(t— %ln(1+ zfC)) +%) (1+U%x) —% six< %(th_l)
(© G. FACCANONI Derniére mise a jour : Mardi 27 aoiit 2024

29






Equations linéaires : méthodes
numériques (différences finies)

En général, sauf dans des cas tres particuliers, il est extrémement difficile de calculer explicitement les
solutions des modeles issus de la physique. Pour estimer qualitativement et/ou quantitativement ces so-
lutions, on utilise des méthodes de calcul numérique sur ordinateur. Le principe de toutes les méthodes
de résolution numérique des équations aux dérivées partielles consiste a obtenir des valeurs numériques
discretes (c’est-a-dire un nombre fini de valeurs) qui approchent la solution exacte (dans un sens approprié
qui doit étre précisé).

Il existe de nombreuses méthodes d’approximation numérique pour résoudre les équations aux dérivées
partielles (vous avez déja rencontré la méthode des différences finies et la méthode des éléments finis). Dans ce
chapitre, nous rappellerons quelques notions relatives a la méthode des différences finies. Dans la partie sur
les équations non linéaires, nous verrons qu’'une discrétisation naive basée sur les différences finies peut
réserver quelques surprises. Nous introduirons alors la méthode des volumes finis.

3.1. Méthode des différences finies (DF) pour une EDP

Considérons une équation aux dérivées partielles & (u) = 0 définie pour (x, t) € R x R™ avec une condition
initiale u(x,0) = g(x) pour x € R (remarquons que & (u) est une notation pour une fonction de u et de ses
dérivées partielles en tout point).

Pour discrétiser le domaine R x R*, on introduit une grille avec un pas d’espace Ax > 0 et un pas de temps
At > 0 et on définit les noeuds d’'un maillage régulier

(xj, "€ (jAx, nAL) pour j€Z, neN.

On notera u;l la valeur d'une solution discréte approchée au point (x;, t") et u(x, t) la solution exacte (incon-
nue) :
n ) n
u; = u(x it ).

Un schéma d’approximation est une formule

F

(i Yo

JEZ

qui permet de calculer { u;‘“ } oy €D fonction des { u;‘ } - Pour démarrer les itération en # il faut donc
Je Jje

bien stir une donnée initiale : les valeurs initiales (u?) jez sont définies par exemple par u? = g(xj) ou g estla

donnée initiale de I'équation.

Le principe de la méthode des différences finies est de remplacer les dérivées par des différences finies en
utilisant des formules de Taylor dans lesquelles on néglige les restes.
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3. Equations linéaires : méthodes numériques (différences finies)

Remarque 5 (Rappels) Soit f: R — R une fonction de classe ¢! (R). Comme

fxo+h) - f(xo)
h

! — 1
£ (x0) lim

il est naturel d’introduire les approximations

f(x0) = 6% f(x0) w [ (X0 +AAx))C_f (x‘)), 3.1)
Fl(xp) =6 flxg)¥ F(xo) — i;xo —Ax) , (3.2)
£ (x0) = 6% F(xg) & fxo+ Ax;; ){ (X0~ Ax) (3.3)

De maniére analogue, la dérivée seconde peut étre approchée par

d:eff(xo-kAx)—2f(x0)+f(xo—Ax)

" (x0) = 6% f (x0) (202

On peut quantifier 'erreur commise par ces approximations en considérant le développement de Taylor en x
autour du point xg
flxo+Ax) = f(x0) £ Axf'(x0) + (Ax)* £ (x0) + O((Ax)).

Ona
— ! 2 £l 3y _
5* flxg) = f(xo+AAx))C fxo) _ fxo) + Axf'(x0) +(Ax)A]; (x0) + O((Ax)®) — f(x0) ~ F'(x0) + O(Ax),
— _ _ / _ 2 fl 3

5 flxg) = f(x0) i;xo Ax) _ f(xo) = f(xo) +Axf (xo)Ax(Ax) " (x0) + O((Ax)3) _ F'x) + O(A),
5% fx0) = fo+Ax)— flxo—Ax)  f(xo) + Axf'(xo) + (Ax)? f” (xg) + O((AX)?) — [ (x0) + Ax f' (x0) — (Ax)? f” (x0)

07 2Ax a 2AXx

= f'(x0) + O((Ax)%),

et pour I'approximation de la dérivée seconde on a

2 _ o+ Ax)=2f(x0) + f(xo — Ax)
0° f(xo) = (Ax)?

_ [(x0) + Axf'(x0) + (Ax)* " (x0) + O((Ax)*) — 2 f (x0) + [ (x0) — Ax f” (x0) + (Ax)? f” (xo)
- (Ax)?

= " (x0) + O((Ax)?).

Si Ax est «petit», ces formules sont des «bonnes» approximations des dérivées.

Niveaux Un schéma est dit a m niveaux s'il ne fait intervenir que m indices de temps. Les schémas les plus
populaires sont des schémas a deux niveaux, autrement dit pour calculer la solution au temps # + 1 on utilise
les valeurs au temps n.

Stencil La collection des couples (j', n’) qui interviennent dans I'équation discréte au point (j, n) est appelé
stencil du schéma (qu’'on peut essayer de traduire par support). En général, plus le stencil est large, plus le
schéma est cotiteux et difficile a programmer.

De maniere générale, un schéma aux différences finies est défini, pour tous les indices possibles j € Z et
neN, par la formule

n+m —
FAx,At({ujwc } k- <ksk* )—0

m-<m=m*

ou les entiers k™, k*, m~ et m* définissent la largeur du stencil du schéma.
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3.2. Exemples de schémas pour I'équation de transport

| |
n+m* ! !
n+mt-1 ; ;
PN N S (O
n l l
| |
S N
n-m +1 ! !
n—m- -
| |
| ~ -+
= 4 | =
(] + +
T~ R
| +
— o—_—

FIGURE 3.1. - Exemple de stencil pour un schéma a m~ + m* + 1 niveaux et k™ + k* + 1 points.

Remarque 6 (BC) Sil'équation est définie sur un domaine borné, par exemple x € [a; ], le maillage spatiale
sera restreint a cet intervalle c’est-a-dire j € {0,1,..., N} avec xo = @ et xy = B et Ax = (f— )/ N. Il faut de plus
ajouter des conditions aux limites qui peuvent étre de plusieurs types.

Quelques exemples :

¢ si on a des conditions aux limites de Dirichlet
u(a,t)=L, u(B,t)=R, pour t € R},
elles se traduisent au niveau discret en
n _ n —
uy =L, uyn,, =R, pour n € N.
e Sion ades conditions de Neumann
ocula,t)=L, 0 u(B,t)=R, pourreR],

elles se traduisent au niveau discret en

—u{’—ug =, —uﬁ_uﬁ,_l =R, pour n € N.
Ax Ax
¢ Sion ades conditions périodiques
ux+p,n=ulx+a,r), pourxela;f], teR;
elles se traduisent au niveau discret en
uy = uy, pour n €N,

n

AN d n _
et plus généralement Uiy =uyg, ;-

3.2. Exemples de schémas pour I'équation de transport
On considere le probleme de transport en une dimension d’espace dans le domaine borné [0; L] avec une
vitesse ¢ constante non nulle et des conditions aux limites de périodicité

Oru(x,t)+coyul(x,t)=0 pour(x,2) e [0;L] x [0;T],
u(x+L,t)=u(x,1) pour (x,1) € [0;L] x [0;T],
u(x,0) = g(x) pour x € [0; L].
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3. Equations linéaires :

méthodes numériques (différences finies)

On souhaite calculer la valeur de la solution © en un ensemble discret de points en espace et en temps. Plus pré-
cisément, en fixant un pas d’espace Ax > 0 et un pas de temps At > 0, on cherche a calculer u” = u(jAx, nAt)

la valeur d’une solution discréte approchée au point (x;, t"). On sait que u(x, )

= g(x —ct) est la solution

exacte. Les conditions aux limites de périodicité conduisent aux égalités u}' = uy, , pour tout n = 0, par consé-
quent 'inconnue discréte a chaque pas de temps est un vecteur u” = (u;l)ls j<N-

Notre stratégie consiste a remplacer des opérateurs différentiels par des quotients aux différences finies. En
utilisant différentes facon d’évaluer les dérivées partielles, beaucoup de choix de schémas sont possibles.

Nous voulons en étudier ici quelques uns.

def
Soit a = Cxy At . On considere les schémas aux différences finies suivants :

0 le schema décentré a gauche

utl—yn u —u"
_1 .
/ il 1" -0 e u'-”l:u’?—a(u’.'—u’-’_l)
At Ax j J J j
® le schéma décentré a droite
ul_yn oy oyt
+1 )
/ Iyt I -0 ie. " =y — au” - u)
At Ax J j j* J
® le schéma centré
n+1 n n n n n
u™-u u  —u" u  —u"
+1 -1 . +1 -1
! LR I —o ie. ut =y ] /
At 2Ax J 1 2
® le schéma upwind (décentré amont)
n+l _ ,,n
Y TH ekl L P
At 20x T Ui 2Ax Ui~ U]
ie.

n_ n_ . n :
ntl _.on [@tlal ., a-lal , m) _ Y a(u. u]._l) sia>0,
“ioTHT 2 (uj_uj_l) 2 uj“_uj) B u—aW” , —u" sia<0

j j+1 j ’

® le schéma de Lax-Friedrichs
n n
n+1 uj+1+uj—1 n n
ut - u —u"
j 2 j+1 ]—1_0 . n+1_1 a , +1+a n
c = ie. Uj = U U
At 2Ax 2 2
® le schéma de Lax-Wendroff
n+l _ ,,n n n
uj u; Ui ~Uj 2At”]+1 2u’ +u] 1
+c 5 0
At 2Ax 2 (Ax)
ie. " "
u u' —2u +u”!
+1 -1 +1 1
ur;+1:un J J (X J Jj-
J J 2 2
@ le schéma de Beam-Warmimg
e sic>0: .
n+l _ ,n n
u; u; 3u u]1+u]_2 2Ap U Zu +uJ2
+C 2 _0
At 2Ax 2 (Ax)
e Sic<0: )
n+ n }’l
uj —u] c3u ]+1+u] 2 zAtu 2u]Jrl j+2 0
At 2Ax 2 (Ax)?
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3.3. La condition CFL

3.3. La condition CFL

En 1928, Courant, Friedrichs et Lewy ont publié 'un des premiers articles sur les méthodes des différences
finies pour les équations différentielles partielles (EDP). Ils ont utilisé ces méthodes comme outil analytique
pour démontrer I'existence de solutions a certaines EDP. Leur approche consistait a définir une suite de
solutions approximatives via des équations aux différences finies, a prouver leur convergence a mesure que
la grille se raffine, puis a montrer que la fonction limite satisfait 'EDP, établissant ainsi I'existence d'une
solution.

Pour prouver cette convergence, ils ont introduit le concept de domaine de dépendance numérique, analogue
au domaine de dépendance d'une EDP.

Le domaine de dépendance 9; ; d'une EDP a été décrit a la remarque 1 a la page 18. Pour un probleme de
transport linéaire, la solution w en (7, £) ne dépend des données initiales win;; qu’en un seul point, le point
¢ Py = % — ci, situé sur la caractéristique passant par (7, £). Ainsi, le domaine de dépendance @f’ % Se compose
d’un seul point: { X - ct}.

Pour un schéma numérique donné, son domaine de dépendance numérique Ay, (» est défini de maniere
similaire. Il s’agit de 'ensemble des points { (xj. 4, t°) } dont les données initiales pourraient potentiellement
influencer la solution numérique en (x;, .

Lors de la démonstration de la convergence de cette suite de solutions approximatives vers la solution de
I'EDP, ils ont identifié une condition de stabilité nécessaire pour toute méthode numérique : le domaine de
dépendance numérique .4/ doit inclure le domaine de dépendance &2 de 'EDP, au moins dans la limite ol
At,Ax — 0. Cette condition est connue sous le nom de condition CFL, en I’honneur de Courant, Friedrichs et

Lewy.

La condition CFL est essentielle pour la convergence. Si elle n’est pas respectée, il existe des points dans le
domaine de dépendance de I'EDP qui ne sont pas couverts par le domaine de dépendance numérique. Ainsi,
une variation des données initiales en ces points pourrait affecter la solution exacte, mais pas la solution
numérique. Par conséquent, la solution numérique ne peut pas converger vers la solution réelle pour toutes
les données initiales.

@ EXEMPLE
Considérons le schéma ® (schéma centré) :

n+1 —uh um - At

j j j+1 -1 ) c

/ L . =0 e utt = - — @, -
At 2Ax J I Ax

u

n
uj_l)

La valeur u;’“ dépend des trois valeurs u7 g Pour g =-— 1,0, 1. Ces trois valeurs dépendent a leur tour des
17—1
Jtq
alinstant ¢! dépend uniquement des valeurs aux points x4, pour ¢ = —n—1,—-n,...,n,n+ 1. Ainsi, le
domaine de dépendance numérique est

cinq valeurs u”, pour g = —2,-1,0,1,2. En continuant ainsi jusqu’a n = 0, on constate que la solution

c/ij,t" C{x| |X—Xj| < nAx} t”:nAt{x

Ax
|x—xj|§t"E}.

Si on raffine la grille tout en gardant le ratio % =r constant, on a
— . n
N ={x||x—xj|<t"1r}.

La condition CFL demande a ce que Yy;,i» < A4, . Pour notre schéma appliqué au probléme du transport
linéaire a vitesse constante, cela impose
lc|At
<1
Ax

|(xj—ct™)—xjl<t"Ir s
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3. Equations linéaires : méthodes numériques (différences finies)

La quantité
[c|At

Ax
est souvent appelée “nombre de Courant”, ou parfois “nombre CFL’.

Remarque 7 Dans la plupart des cas, la condition CFL va donner des restrictions sur le ratio Ax/At. Comme
Ax est initialement fixé, ceci nous oblige a nous donner un pas de temps At petit. Plus cette condition est
restrictive, plus le schéma sera cotiteux a utiliser d'un point de vue du temps de calcul.

Remarque 8 La condition CFL est nécessaire mais non suffisante pour la convergence, comme nous le
verrons plus tard, notamment pour ce schéma centré.

3.4. Propriétés d'un schéma DF

Un des buts de I'analyse numérique est de comparer et de sélectionner les meilleurs schémas suivant des
critéres de précision, de cotit ou de robustesse.

La convergence d'un schéma aux différences finies est une propriété naturelle qui assure que, pour des
valeurs suffisamment petites des pas d’espace et de temps, la solution numérique calculée sera proche de la
solution exacte du probleme de départ.

Convergence Le schéma aux différence finies FAx'At({uﬁ,z”}) utilisé pour la résolution numérique de
I’équation aux dérivées partielles F(u) = 0 est convergent si, pour toute solution u de I'équation F(u) =0, la
suite u;’ converge vers u(x;, t") avec (Ax,At) — (0,0).

Pour qu'un schéma soit convergent, il est nécessaire que I'erreur, lorsque le schéma est appliqué a la solution
exacte, tende vers zéro lorsque les pas de discrétisation spatiale et temporelle tendent vers zéro. C’est ce
qu’on appelle la notion de consistance.

Erreur de troncature et consistance Considérons le schéma aux différence finies Fax a t({u;‘:,??}) pour

I'approximation de I'équation aux dérivées partielles F(u) = 0. Soit u(x, t) une solution suffisamment réguliére
de cette équation. On appelle erreur de troncature locale du schéma la quantité

T;l = FaxAr ({u(x+ kAx, t+ mAt)} - <k<k* )

m-<m=m*

Concretement on calcule 'erreur de troncature d'un schéma en remplacant u]”:é" dans la formule par
u(x + kAx, t + mAt).

Le schéma aux différence finies Fay, At({u;’:;”}) est dit consistant avec 1'équation aux dérivées partielles

F(u) = 0sil’erreur de troncature du schéma tend vers zéro, uniformément par rapport a (x, t), lorsque Ax et
At tendent vers zéro indépendamment.

Ordre de consistance Le schéma aux différence finies FAx’At({u’?:]T}) est précis a l'ordre p en espace et a

l'ordre g en temps avec I’équation aux dérivées partielles F(u) = 0 si l'erreur de troncature du schéma tend
vers zéro comme O((Ax)? + (A1)9) lorsque Ax et At tendent vers zéro.
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3.1

3.4. Propriétés d'un schéma DF

Equation équivalente : diffusion et dispersion On appelle équation équivalente d’'un schéma I'équation
obtenue en ajoutant au modele étudié la partie principale (c’est-a-dire le terme d’ordre le plus bas) de I'erreur
de troncature.

Tous les schémas que nous allons examiner sont consistants. Cependant, si nous ajoutons a I’équation la
partie principale de I'’erreur de troncature d'un schéma, alors non seulement ces schémas restent consistants
avec cette nouvelle équation «équivalente», mais ils deviennent méme strictement plus précis pour cette
équation équivalente. En d’autres termes, les schémas sont «plus consistants» avec I'’équation équivalente
qu’avec I’équation que nous souhaitons approcher. Cette équation nous fournit des informations précieuses
sur le comportement numérique du schéma.

» Le coefficient de diffusion, qui correspond au coefficient de la dérivée seconde de I’équation équiva-
lente, est appelé diffusion numérique. Lorsqu'il est élevé, on dit que le schéma est diffusif ou dissipatif.
Un schéma diffusif a tendance a artificiellement étaler les données initiales au fil du temps.

 Sile schéma est précis d’ordre 2, alors I’équation équivalente ne contient pas de terme de diffusion,
mais plutot un terme dispersif du troisieme ordre. Un schéma dispersif produit des oscillations lorsque
la solution est discontinue. En effet, le terme dispersif modifie la vitesse de propagation des modes de
Fourier de la solution, en particulier des modes de fréquence élevée, tandis qu'un terme diffusif ne fait
qu’atténuer leur amplitude.

Malheureusement la notion de consistance ne suffit pas a garantir que le schéma soit convergente. Le théo-
réme suivant ajoute une hypothese (qu'on va expliquer juste apreés) qui garantit la convergence. Ce théoreme
dit que, sil’on utilise un schéma consistant (ils sont construit pour cela en général) et que 'on n'observe pas
d’oscillations numériques (c’est-a-dire qu'il est stable), alors la solution numérique est proche de la solution
exacte (le schéma converge) lorsque celle ci est suffisamment réguliere.

=

Théoréeme (Théoreme de Lax : Stabilité + Consistance = Convergence)

Soit u(x, t) la solution suffisamment réguliere de I'équation aux dérivée partielles F(u) = 0 avec des conditions
aux limites appropriées. Soit u7 la solution numérique discréte obtenue par un schéma aux différences finies
avec la donnée initiale u‘; = g(x;). Si le schéma est linéaire, a deux niveaux, consistant et stable pour une
norme ||-||, alors le schéma est convergent au sens ol

VT >0, lim | sup|lu} —u(x;, t")]|=0.
AxAt—0\ e/

De plus, sile schéma est précis a l’ordre p en espace et al’'ordre g en temps, alors pour tout T > 0 il existe une

constante C7 > 0 telle que

sup [[u} — u(x;j, ") = Cr (Ax)P + (A1),
=T

3.4.1. Stabilité

La notion de stabilité lie les pas d’espace et de temps. Les pas Ax et At doivent étre choisi de sorte que o1 une
petite perturbation de la donnée initiale g n'induira par une perturbation trop grande sur la solution calculée
au temps final. Cette idée, déja rencontrée pour la définition de probléme bien posé ou encore dans I'étude
de schémas numériques pour les EDO, est a la base du concept de stabilité pour les schémas aux différences
finies.

En pratique, un schéma instable est inutilisable car, méme si on part d'une donnée initiale spéciale-
ment préparée de maniere a ce qu'aucun des modes de Fourier instables ne soit excité par elle, les in-
évitables erreurs d’arrondi vont créer des composantes non nulles (bien que tres petites) de la solution
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3.2

3.3

3.4

3. Equations linéaires : méthodes numériques (différences finies)

sur ces modes instables. La croissance exponentielle de ces modes instables entraine qu’apres seulement
quelque pas en temps ces modes deviennent énormes et polluent complétement le reste de la solution
numérique.

<=
Définition (Stabilité)
Soit u" = (u;’)ls j=<N-1la solution numérique d'un schéma. Un schéma aux différences finies est dit stable
pour la norme ||-|| s'il existe une constante K > 0 indépendante de Ax et At (lorsque ces valeurs tendent vers
zéro) telle que

lu|l < K| pour tout n =0,

quelle que soit la donnée initiale u°. Si cette inégalité n’a lieu que pour des pas Ax et At astreints a certaines
inégalités, on dit que le schéma est conditionnellement stable.

On définit les normes ¢” et £*° classiques

N-1 v

||un||p=(z Axlu}llp) pour 1 < p < +oo,
j=1

lu"lloo = max |ujl.

1=jsN-1

-
Définition (Schéma linéaire)

Un schéma aux différences finies est dit linéaire si la formule Fay, ar(fulttm

Tk }) = 0 qui le définit est linéaire par

n+m

rapport a ses arguments u7' "

La stabilité d'un schéma linéaire a deux niveaux est facile a interpréter. En effet, par linéarité tout schéma
linéaire a deux niveaux peut s’écrire sous la forme condensée
Aun _ un+1
- ’

ol A est une matrice (dite d’itération) et on obtient A”u° = ©"*! (attention, la notation A" désigne ici la
puissance n-éme de A) et par conséquent la stabilité du schéma est équivalente a

IA"U° < K1ull, vn=0, Vule RN L
Introduisant la norme matricielle subordonnée |[M]| = sup ”Mﬁ”, la stabilité du schéma est équivalente
ueRN-1
u#0

a
IA"|<sK Vn=z0

qui veut dire que la suite des puissances de A est bornée.

<=
Définition (Principe du maximum discret - stabilité L>)
Un schéma aux différences finies vérifie le principe du maximum discret si pour tout z =0ettoutl < j< N-1
ona
min (uq) < u;
o<jsN\ J

quelle que soit la donné initiale u°.

38 Derniére mise a jour : Mardi 27 aoiit 2024 © G. FACCANONI



3.5

3.5. Exercices

Stabilité L? Lanorme I? se préte bien a I'étude de la stabilité grace a I'outil trés puissant de I'analyse de
Fourier. Supposons désormais que les conditions aux limites pour I'’équation aux dérivées partielles sont des
conditions aux limites de périodicité.

A chaque vecteur u" = (u;’ )1<j<N-1 On associe une fonction u"(x), constante par morceaux, périodique,
définie sur [a; B] par
n n :
u (x):uj SiXj_1/2 <X<Xj+1/2

avec xXji1/2 = a+(j+1/2)Axpour0< j< N, x_1/2 = a et xy+1/2 = B. Ainsi définie, la fonction u" (x) appartient
a L%([a; B)), elle peut donc se décomposer en la somme de Fourier

u"(x) = Z a" (k) e mkx avec 1" (k) :f u"(x)e 2imkx gy
keZ a

et on a la formule de Plancherel

B
f W2 de= Y "R
a kez
Remarquons que méme si u"(x) est une fonction réelle, les coefficients &1 (k) de la série de Fourier sont
complexes.

Une propriété importante pour I'étude de stabilité de la transformée de Fourier des fonctions périodiques est
la suivantes : si on note v"(x) = u" (x + Ax) alors 0" (k) = 01" (k) e*"*Ax,

<=
Définition («Recette» pour un schéma a deux niveaux)
On injecte dans le schéma un mode de Fourier, on obtient ainsi

n_ n 2inkx;
u; =Ak)"e i

et on en déduit la valeur du facteur d’amplification A(k). Rappelons que pour I'instant nous nous sommes
limité au cas scalaire, c’est-a-dire que A(k) est un nombre complexe. On appelle condition de stabilité de Von
Neumann!'inégalité

[A(k)| <1 pour tout mode k € Z.

Si la condition de stabilité de Von Neumann est satisfaite (avec éventuellement des restrictions sur Ax et At),
alors le schéma est stable pour la norme L?, sinon il est instable.

Dans la plupart des cas, I'étude de la stabilité au sens L? va donner des restrictions sur Ax et At. Comme
Ax est initialement fixé, ceci nous oblige a nous donner un pas de temps At petit. Plus cette condition
de stabilité est restrictive, plus le schéma sera cotiteux a utiliser d'un point de vue du temps de calcul. Au
contrario, les schémas inconditionnellement stables ne nécessitent aucune restriction particuliére et donc
peuvent étre a priori utilisés pour une valeur quelconque de At. Ceci ne signifie pas pour autant qu'’ils
seront des «bons» schémas, et notamment que la solution calculée sera proche de la solution exacte. En
effet, un choix trop grand de At donne une mauvaise approximation de la dérivée partielle par rapport au
temps.

3.5. Exercices

Dans la suite on notera
def At
a=CcC—

Ax’
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3. Equations linéaires : méthodes numériques (différences finies)

f! Exercice 3.1 (Etudes de stabilité et de consistance du schéma décentré a gauche)
Dessiner le stencil, étudier la stabilité L?, étudier 'ordre de consistance et trouver I'équation équivalente
pour le schéma @ (décentré a gauche) :

u™l_yn o oy —yn
J J J -1 . n+l _ n_ n_ n
A7 +c Ax =0 ie. uj =u; a(uj uj_l)
Correction
Stencil

n+1 o

n o o

-1 j

Stabilité I?. On utilise 'analyse de Fourier : pour k € Z, le coefficient de Fourier %" (k) de la solution du
schéma vérifie

@) = |1+ ae 2T @ ),

En notant ¢ = 2nkAx, on a

" (k) = [1 —a+ae | a" k) =

=[1-a+a(cos(=¢) +isin(—&))]| 2" (k) =

=[1-a+acos)—iasin@)] a" k).

Apres simplification on obtient
2™ ()P = AR Pla" (k)

avec

AR = [1 - a+acos@))? + a’sin’é =

=14+2a(a—1)(1-cos(é)).

Ona
|A(k)|<1VkeZ — 2a(a—1)(1—-cos())=0VEER <— al(a-1)=0.

Pour0<a <1onalA(k)| <1 pour toute fréquence k € Z, ce qui prouve que le schéma est stable en
norme L? sous la condition CFLO< a < 1.

Ordre de consistance. On remplace u!" par u(x;, t™) ot u est une fonction réguliere, i = j— 1, j et m =
n,n+ 1. On définit I'erreur de troncature par

u(xj, " - u(xj, 1" L L ") —u(xj_1,t")
C .

At Ax

n
Tj

On fait un développement de Taylor en x autour du point x; et en ¢ autour du point ¢" et, comme u est
solution de I'équation 0;u = —cOu, on a

0
u(xj 1, 1" = u(xj, t") —Axa—”(xj, )+ 0((Ax)?),
X
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3.5. Exercices

u(xj, " = u(xj, " )+At6 S(x, 1 ")+ 0((AD)%)
= u(xj, t") - cAt(;—x(xj, t") +0((AD?).

Par conséquent I'erreur de troncature se réécrit

(g, t" —u(xg, ") e, 1" - ulxjog, ")
T, +cC
J At Ax
—cAt3(x;, "+ 0((ADY  AxZE(xj, 1)+ O(Ax)%)

= o +c A = O((Ax) + (AD).

Le schéma est donc d’ordre 1 en temps et en espace.

Equation équivalente On ajoute un terme de plus aux développements de Taylor précédents. On trouve

u(xj—1,t") = u(x; t”)—Axa—u(x~ ")+ — (Ax)* 0 — (x;, ") +0((Ax)®)
' ' ox 2 ox2 T ’
2 A2
u(xj,tn+1):u(xj,t”)+At%(xj,t”) (Azt) 22( xj, ") +0((AD*)
=u(x; t")+At(—ca—u(x- t"))+ (At)2 J ( au(x 49| +O((At)
” ox 7V 2 or\ Tox 7
(A1) @

= u(xj, ") - cAta—( xj, ") — e ( (xj, 1 ))+O((At) )

2 0x

()22
2 0x?

=u(xj,t )—cAta(xj,t )+cC (xj, ") + O((AD)).

f! Exercice 3.2 (Etudes de stabilité et de consistance du schéma centré)
Dessiner le stencil et étudier la stabilité L? et 'ordre de consistance du schéma @ (centré) :

Correction

-1 . n+l _ .n n
AL oAx =0 ie. uj =uj - (u]+1 ”j—1)

Stencil

n+1 o

j-1 j j+1
Stabilité L?. On utilise 'analyse de Fourier : pour k € Z, le coefficient de Fourier #" (k) de la solution du
schéma vérifie

a . .
ﬂn+1(k) — [1 - E (eIZT[kAx _ e—lanAx)] I:tn(k).
En notant ¢ =2n7kAx, on a

2" (k) = [1— % (e’f—e*’f)] " (k) =
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3. Equations linéaires : méthodes numériques (différences finies)

a
= [1 - E(cos(é) +isin(&) — cos(—¢&) — isin(—xi))] 0" (k) =

=[1-iasin(é)]a" (k).

Apres simplification on obtient

1" ()12 = | Ak) 214" (k)1

avec

|AK)|? = 1+ a®sin?(&).

Ona

JA(k)|<1VkeZ < a’sin®?({)<0VEeR < AacR.

Ce qui prouve que le schéma est inconditionnellement instable en norme L.

Ordre de consistance. On remplace u!" par u(x;, t™) ol u est une fonction réguliere, i = j—1,j,j+ 1 et

m = n,n+ 1. On définit 'erreur de troncature par

wlj, ") —ulxg, ") wlxjer, ) - u(xgo, 1"
+C .

T. =
1 At

On fait un développement de Taylor en x autour du point x; et en ¢ autour du point " et, comme u est

solution de I'équation 0,u = —cOu, on a

9
uxj 1, t" = ulx;, ") — Axa—u(xj, ") +
X

n n au n
u(xjer, t7) = ulxj, t )+Axa(xj,t )+

ou

u(xj, " = u(xj, ") A

= u(xj, t") + At

=u(x;, " - Ara—u( Y +0(AD?)
=Uu x], C ax x]r °

Par conséquent I'erreur de troncature se réécrit

2 2
2 0x?
202 2

2 0x?
(xj, ") + O((AD®)

-~ 95(-t%)+o«An%
“ox b

me“H—me%+cmwﬂwﬂ—mw4»ﬂ

n
Tj

At

Le schéma est donc d’ordre 1 en temps et 2 en espace.

2AXx

(xj, ") + 0((Ax)%),

(xj, ") + O((Ax)%),

= 0((Ax)? + (AD).

f! Exercice 3.3 (Etudes de stabilité et de consistance du schéma de Lax-Friedrichs)
Dessiner le stencil et étudier la stabilité L2 et I'ordre de consistance du schéma @ (Lax-Friedrichs) :

Correction

u 4u
n+l1 +1 -1 n
L = u

ie.

At 2AX

Stencil

n+l _
J

-

42 Derniére mise a jour : Mardi 27 aoiit 2024

Mj+1+

l+a
—u

j-1

(© G. FACCANONI



3.5. Exercices

n+1l ]

j-1 j j+1
Stabilité I?. On utilise 'analyse de Fourier : pour k € Z, le coefficient de Fourier %" (k) de la solution du

schéma vérifie

l-a ; l+a _;
ﬂn+1(k)= [ eﬂnkAx_ 5 e—ﬂnkAx ﬂn(kl

En notant ¢ = 2w kAx, on a

a"“(k) — [l__aeif + H_ae—if
2

0" (k) = [cos(é) — iasin(é)] 2" (k).
Apres simplification on obtient

1" (k)2 = |AR) P A" (k)1
avec

|A(K)|? = cos? (&) + a? sin? (&).

Ona
|A(k)| £1VkeZ < cos’(&)+a’sin’(€)=1VEeR < a’<1.
Ce qui prouve que le schéma est stable en norme L? sous la condition CFL |a| < 1.

Ordre de consistance. On remplace u!" par u(x;, 1) ou u est une fonction réguliere, i = j—1,j, j + 1 et
m = n,n+ 1. On définit 'erreur de troncature par

u(xjer, M +ulxj—1, 1"
L uxg, ) - — o u(xj1, t") —ulxj_q, ")
T = +C .

J At 2Ax

On fait un développement de Taylor en x autour du point x; et en ¢ autour du point " et, comme u est
solution de I'équation 0;u = —cOxu, on a

n n ou n 2
u(xj_,t") = ulxj,t )—Axa(x]',l‘ )+ O((Ax)7),

n n ou n 2
u(xjr, t") = ulxj, t )+AXa(xj,t )+ O((Ax)7),
u(xj, "™ = u(x;, t") +At3—l:(xj, ")+ O((AD)?)

= u(xj, t") +At(—c‘;—;‘(x,-, t”)) +0((A1)
= u(xj, t") - cAtg—z(xj, ") +0((A D).

Par conséquent I'erreur de troncature se réécrit

ulxj, Y —ulxj, 1" uxje, t") - ulxjog, t") Ax)?
= Doy eIt L ZO((Ax)+(At)+( 7).
J At 2Ax At
Etant donné que, sous la condition CFL calculée précédemment, O ( (AA’?Z) = O(Ax), le schéma est donc

d’ordre 1 en temps et en espace.
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3. Equations linéaires : méthodes numériques (différences finies)

f! Exercice 3.4 (Etudes de stabilité et de consistance du schéma de Lax-Wendroff)
Dessiner le stencil et étudier la stabilité L? et 'ordre de consistance du schéma ® (Lax-Wendroff).

Correction
Pour j=0,..., N—-1etneN,le schéma de Lax-Wendroff s’écrit

u  —u” u' —2u +u”
+1 -1 +1 1
u(z+1:u(l_a J J +C¥2 J j-
J J 2 2
Stencil
n+1l o
n o o o

j-1 j j+l

Stabilité I2. On utilise I'analyse de Fourier : pour k € Z, le coefficient de Fourier 4" (k) de la solution du

schéma vérifie
2 2
—a+ac a+a :
ﬂn+1(k) — 5 ezanAx+1_2a2+ e—zanAx ﬁn(k).
En notant { =2nkAx, on a
An+1 —a+a2 ié 2 a+a2 —ié| An 2 P N
" (k) = e +1—a+ ¢ “1 2" (k) =[1-a”(1-cos(&) —iasin()] 2" (k).
Apres simplification on obtient
12" ()1 = 1AM P 12" (k) P
avec
|A(K)|? = a®(@® = 1)(cos(&) = 1) + 1.
Ona

JA(k)| <1VkeZ — a’<1.

Ce qui prouve que le schéma est stable en norme L? sous la condition CFL |a| < 1.

Ordre de consistance. On remplace u!" par u(x;, ™) ol u est une fonction réguliere, i = j—1,j,j+ 1 et
m = n,n+ 1. On définit 'erreur de troncature par

u(xj,t”“)—u(xj,t”) u(xjir, ") —u(xj_q,t" ) u(xj1, ") = 2ulxj, t") +ulxj_1,t")
T: = +c —Cc°At =
J At 2Ax 2(Ax)?

On fait un développement de Taylor en x autour du point x; et en ¢ autour du point " et, comme u est
solution de I’équation 0,u = —cd,u, on a

ou (Ax)2 0%u
o1, 1) = 1) = A (0, 1) 4 == 22 %), ") + 0((A0)P),
ou (Ax)? 0°u
u(xj+1,t”):u(xj,tn)+Axa—x(x]',tn)+ 5 ox 2( Xj, t ") +0((Ax)%),
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3.5. Exercices

(A )2 2
2 a2
(At)z(

u(xj, "™ = u(x;, t" )+At?9 (xj, ") + (x],t ) +0((AD*)

2
()22

:u(x]',tn)+At(—Cg—Z(Xj,tn))+ (x],t ))+O((At) )

=u(xj,t”)—cAtg—z(xj,t”) = (xj, t M+ O0((AD).

Par conséquent I’erreur de troncature se réécrit

w(xi, "™ —u(x;, t" uxiv, " —ulxi—1,t" uXxis, " =2ulxi, t") +u(xi_1,t"
" J J e j+1 j-1 —czAt j+1 L j j-1
Y At 2Ax 2(Ax)?
= 0((AD)%) + 0((Ax)D).

car, sous la condition CFL calculée précédemment, O (c%) = 0(1), le schéma est donc d’ordre 2 en
temps et en espace.

&4 Exercice 3.5 (Etudes de stabilité et de consistance du schéma de Beam-Warmimg)
Dessiner le stencil et étudier la stabilité L? et 'ordre de consistance du schéma @ (Beam-Warmimg).

Correction
Considérons le cas ¢ > 0. Pour j =0,..., N—1et neN, le schéma de Beam-Warmimg s’écrit

. u] —2u] 1+u] 9
n+l _ n_ n_ . n _
upi =uj—aluy—u;_)+al@—1) 2
Stencil
n+1 ]
n ] ] o
j=2 j-1 ]
Stabilité I?. On utilise 'analyse de Fourier : pour k € Z, le coefficient de Fourier 7" (k) de la solution du
schéma vérifie
ala—-1 : ; a—1)(a-2
ﬂn+1(k) _ ( 5 )e—z4nkAx+(a(z_a))e—IZHkAx+ ( )2( )] a" (k)
En notant ¢ = 2nkAx, on a
41 ala—1) il | pmilpn
" (k) = TZcos(g‘) +(@2-a))—(a-1)e* ¢ (k) =222

Apres simplification on obtient
2" (k)2 = Ak P12" (k)P

avec

A% = (@ - D2 cos(@) + a2 - a))’ + (a— 1)?sin?(&)
=(@-1)?a(a—-2)cos’(&) +2a—a)(a—1)?cos@) +a’2—-a)® + (a-1)>
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3. Equations linéaires : méthodes numériques (différences finies)

=(a-1D?a(a-2)cos’(@) +2a2-a)(a—-1)?>cos&) + 1+ (@ - D?a(a—2)
=1-(a-1?a-a)1-cos(&)?.
Ona
|A(k)|<1VkeZ <— 0<a=<2.
Ce qui prouve que le schéma est stable en norme L? sous la condition CFL0 < a < 2.
Ordre de consistance. On remplace u!" par u(x;, ™) ot u est une fonction réguliere, i = j—1,j,j+ 1 et
m = n,n+ 1. On définit 'erreur de troncature par
on u(xj, t"*) — u(xj, 1) L Uxjsn, ") —ulxj-1, 1" 2A; uxje1, " —2ulxj, ") + ulxj-1, " ) _
J At 2Ax 2(Ax)?

On fait un développement de Taylor en x autour du point x; et en ¢ autour du point " et, comme u est
solution de I'équation 0,u = —cOu, on a

ou (Ax)? 0%u

u(x;j- 1,t)—u(x],t)—Ax (],t) 5 62(,,t)+0((Ax) ),
a (Ax)* ¢ u

u(xjyn, t") = ulxj, t" )+Ax (x],t )+ 2 a 2(x,,t )+0((Ax)%),

a
u(xj, "N = u(xj, t £+ At (), 1) + 2 xj, ) + 0D

2 az
(At)z(
2
( )22
2 0x?

=u(xj, t") +At

a n
—ca(xj,t )) L ))+0(<An )

:u(xj,tn)_CAtg_Z(xjytn) (xj, ")+ O((A D).

Par conséquent I'erreur de troncature se réécrit

u(xi, "™ —ux;, t" ulxicy, " —ulxi_1,t" ulxizy, " =2u(xi, t") +u(x;_1, t"
o j j e JrL ) —ulxj )—czAt (Xj+1,17) (xj, t") +ulxj-1,1")
j At 2Ax 2(Ax)?

O((AD?) + O((Ax)?).

car, sous la condition CFL calculée précédemment, O (cﬁ—;) = 0(1), le schéma est donc d’ordre 2 en
temps et en espace.

& Exercice 3.6
Etudier (analytiquement) la stabilité L? et I'ordre de consistance des schémas @ et @; en déduire une
condition CFL le cas échéant.

Correction
On vérifiera notamment que

o le schéma @ est stable L? sous condition CFL 0 < a < 1 et consistants d’ordre 1 en temps et en espace,

o le schéma @ est stable L? sous condition CFL —1 < & < 0 et consistants d’ordre 1 en temps et en espace,

 le schéma @ est consistants d’ordre 1 en temps et 2 en espace mais inconditionnellement instable,

e les schémas @-® sont stables L2 sous condition CFL |a| < 1 et consistants d’ordre 1 en temps et en
espace,

o le schéma @ est stables L? sous condition CFL |a| < 1 et consistant d’ordre 1 en temps et 2 en espace,

o le schéma @ est stable L? sous condition CFL 0 < a < 2 et consistant d’ordre 1 en temps et 2 en espace.
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3.5. Exercices

‘Y Exercice 3.1
Nous allons vérifier numériquement les études précédentes. Soit la largeur du domaine L = 8 et le temps
final T = 24.

On considere la condition initiale

1 1. (4n Jl') . L[
—+—sin|—x—— sixe |0;—|,
2 2 L 2 2
= L 2L 5L
8(x) 0 six€ —;—[ ]—; [,
2 3 6
1 sinon.

dt=0.15984, dx=0.16, alpha=0.999, t=0

— nitial

== Approchée

1. Implémenter les schémas @-@.
Remarque : ala section 3.2 on anoté a défc%. Dans la suite, on posera At =cf llAT’]“ et on choisira
différentes valeurs de cf1.

2. Soitc=1.

« Soit une grille de 50 mailles (51 points). Comparer les schémas @-@ : d’abord on prendra la
constante de Courant-Friedrichs-Levy égale a c£1=0.999, puis c£1=0.1 et enfin cf1=1.1.
Que remarque-t-on a propos de la stabilité ? Que remarque-t-on a propos de la diffusion? Et
de la dispersion?

o Répéter les calculs sur une grille de 500 mailles. Que change-t-il?

3. Méme exercice pour ¢ = —1.

Pour vérifier le code, on pourra consulter notamment les tests alapagehttp://www.cmap.polytechniqug.
fr/~haddar/Cours/ENSTA/SIMUL/Transport.html

Correction
Notons qu’avec |c| =1, T =24 et L = 8, cela signifie que la solution fait 3 tours (la solution exacte et initiale
sont bien superposées a la fin si dt est tel que T est un multiple de dt).

Généralités : les schémas d’ordre 1 donnent des solutions diffusée, tandis que ceux d’ordre 2 donnent des
oscillations lorsque la solution n’est pas réguliére.

Upwind Ce schéma est stable sous la condition CFL et présente une dissipation numérique.
e Pour cf1> 1 le schéma est instable;
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3. Equations linéaires : méthodes numériques (différences finies)

e pour cfl«x 1 le schéma est stable mais tres diffusif;
e en augmentant nx on améliore la précision (mais n’est que d’ordre un);
¢ sion prend ¢ = —1 on obtient les mémes résultats que pour c = 1.

Lax-Friedrichs Ce schéma est stable sous la condition CFL et présente une dissipation numérique. Ceci
s'explique en réécrivant le schéma de cette méthode comme une «correction» du schéma centré, ce qui
fait apparaitre un terme de diffusion (proportionnel a une dérivée seconde en la variable d’espace de la
solution) d’ordre un en Ax sous la condition CFL.

Lax-Wendroff Ce schéma est stable sous la condition CFL. Il s’avere moins dissipatif que le schéma de
Lax-Friedrichs, mais présente des oscillations parasites, croissantes au cours du temps, au voisinage des
discontinuités de la solution. Le principe du maximum discret n’est pas respecté, donc le schéma n’est
pas monotone. Ceci est caractéristique des schémas utilisant une discrétisation en espace d’ordre élevé
(le schéma de Lax-Wendroff est d’ ordre deux) en présence d'une solution discontinue. Ce probleme est
en pratique réglé par I'utilisation de limiteurs de flux (qui rendent le schéma non linéaire méme si le
flux du probléme est linéaire).

¥ Exercice 3.2
Etudier empiriquement I'ordre de convergence d’abord sur une solution réguliére, puis sur une solution
discontinue.

Correction
to do
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Deuxiéme partie

EQUATIONS SCALAIRES NON-LINEAIRES (CONSERVATION)
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Equations non-linéaires : théorie
mathématique

On étudie une EDP hyperbolique scalaire (p = 1) monodimensionnelle (d = 1) dans le cas d'un flux non-
linéaire : on cherche I'unique fonction

w:RTxR—-R

(t, x) — w(t, x)
solution (faible entropique) de 'EDP

{6tw+6xq(w) =0, xeR,t>0,

w(0, x) = winit(x), x€eR,
avec le flux

qg:R—R

w— q(w).

La méthode des caractéristiques peut étre étendue pour étudier une loi de conservation non linéaire lorsque la
donnée initiale est réguliére. Cependant, la non-linéarité entraine 'apparition de singularités aprés un certain
temps, méme sila condition initiale est réguliere. On peut résoudre ce probleme en introduisant le concept de
solution faible. Cette notion conduit aux relations de saut de Rankine-Hugoniot, mais 'unicité de la solution
du probléme de Cauchy est perdue. Pour sélectionner la “bonne” solution parmi les solutions faibles, on
introduit la notion d’entropique. Une solution faible entropique d'une loi de conservation est une solution
faible qui satisfait une inégalité supplémentaire. Cette condition conduit au théoreme de Kruckov, qui établit
que le probleme de Cauchy possede une unique solution faible entropique.

4.1. Exemple : le modéle Lighthill-Whitham-Richards (flux concave)

Considérons un modéle macroscopique du trafic dans un tunnel. Le modele étudié a été développé par M.]J.
Lighthill, G.B. Whitham et PI. Richards (1955).

Notations. Considérons trois fonctions dépendantes du temps ¢ et de la position x :

¢ (t,x) — p(t,x) le nombre de voitures par metre (densité),

e (t,x) — v(t,x)lavitesse moyenne,

e (t,x)—q(t,x) CI:E’f,g(t, x)v(t, x) le flux des voitures par second.

Hypothéses.
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4. Equations non-linéaires : théorie mathématique

1. On considere une route unidimensionnelle de longueur infinie (i.e. il n'y a qu'une voie et ce n’est
pas possible de dépasser).

2. Il n’y a pas d’intersections le long le de la route. Ainsi, le nombre de voitures sur la route est
constant.

3. La vitesse moyenne v dépend exclusivement de la densité des véhicules : v = v(p) ainsi g(p) =
ov(p). Autrement dit, on suppose que pour une densité donnée il y a une et une seule vitesse
univoquement déterminée et un changement de p détermine un changement instantané de la
vitesse. On a alors besoin d'une “loi d’état”, i.e. d’'une relation constitutive pour la fonction v(g).

 Si p est petit, il semble raisonnable de supposer que v(p) = v, vitesse maximale.

 Si p = pm, la densité maximale qui correspond a des voitures “pare-choc contre pare-choc’, il
semble raisonnable de supposer que v(g,,) = 0 (la route est saturée).

* Si p augmente, on s’attend a ce que la vitesse diminue : v'(p) < 0 (la vitesse augmente lorsque
les voitures sont de moins en moins denses).

Le modele le plus simple qui traduit ces idées est une fonction affine qui passe par les deux points

0,vm) et (0m,0) :

(Q—Qm)+0=vm(l—£). (4.1)
Om

Les constantes v, et p,, représentent respectivement la vitesse maximale et la densité maximale.

Valeurs vraisemblables sont v,, = 90kmh™1, P m =110 voitures/km.

O_Um

v(p) =
O om—0

Um

e
Loi de conservation. Le modele sous forme conservative s’écrit
0:0+0xq(p) =0, q(@)défvm(l—pi)p. (4.2)
m

Si p est une fonction dérivable, on peut réécrire le modele sous une forme non-conservative (quasi-

linéaire) comme

2
0:0+q (©0,0=0, g =vn (1 - —Q) : (4.3)

Om

Remarque 9 Le flux est défini comme

0
q():vm(l——) >0,
Y 0 o

m

donc 5 )
q' ) =vm (1 - —Q) (décroissant),  ¢q"(p) = _2m (constant),

m m
ainsi
¢ g estune fonction croissante sur [0, 97’”] et décroissante sur [%’”,Qm] ; q est une fonction strictement

concave de la densité;

¢ estune fonction décroissante qui s’annule en %.
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4.1. Exemple : le modéle Lighthill-Whitham-Richards (flux concave)

4”” vm\

0 %n Om © 0 Om 1Om @ 0 QTM Om ©

2 |
| 2v
TUmpe e “om

Supposons que précédemment les voitures s’étaient distribuée selon une fonction g(x) qui constitue notre
donnée initiale.

On cherche donc a calculer la densité (et en déduire la vitesse) du trafic et a la dessiner dans le plan (x, p)
pour ¢ = 0. Pour cela on cherche

o:R*xR—R
(£, x)— p(,x)

solution (faible entropique) du probleme de Cauchy

(4.4)

0;0+0:q() =0, x€eR,t>0,
Q(O»x):g(x); xER,

avec le flux
g:R" - R

0
— ():Vm(l__) .
0—4qlp 0 (Y

m

Expérience : shockwave-traffic-jam(new-scientist)

4.1.1. Méthode des caractéristiques et travelling waves

Reprenons la méme démarche que pour le cas linéaire. Soit 7 > 0 et X € R fixés. Notons y; ;(#) la position a
I'instant # d’'une voiture située en £ a I'instant # dans un flux de vitesse ¢’ () :

{X'l:,x(t):q'(p(t,x:m,;c(t))), >0, .

Xf,fc(i) =X.

La courbe (t, x; ;(1)) est appelée courbe caractéristique’ passant par le point (%, X). On notera le pied de la

caractéristique ¢; ; Ly 1£(0).

x=x32(1)

Y

5%

1. Aulieu d’écrire ¢ = f(x) on écrit x = f () ainsi on peut aussi considérer des droites verticales (les voitures qui ne bougent pas).
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shockwave-traffic-jam (new-scientist)

4. Equations non-linéaires : théorie mathématique

Pour tout (£, £) € R* x R, considérons la restriction de la fonction p a la courbe caractéristique associée a ce
point :
ri: (et x=x;:(1), >0,

On a alors

ri (0 =000(8, x7,2(0) + X . (D0x0(t, ¥7,£(1))

(4.5

= 0,006 11,20+ (0(6, 11,5 () )0x0(, 11,2 (1) =0,
autrement dit

def

o(t,x3.:(0) = r; :(1) = constante = 1; :(0) = (0, x; :(0) = g(&; 1),  VI=0. (4.6)

En résolvant le probleme de Cauchy (4.5), puisque
q'(e(txi20)) =4 (8G1),

on trouve que les caractéristiques sont des droites de pente g’ (g(é ; 2)) (bien-stir, en général cette pente varie
en fonction de (%, %), ce qui est la différence principale par rapport au cas linéaire) :

Y20 =q'(g€0)-D+3, @)

et donc le pied de la caractéristique qui passe par (7, X) est

$re=5-0'(8:0) 1. 1.8)

Sionprend r=7ona

0, 0% (0 = g0 g (5-q/(5E1,0)]

et on conclut que

o(t,0) = g(x-q'(g¢s0)1)- (4.9

Il s’agit d'une onde progressive (travelling wave) qui se propage a vitesse q'(g({; ;) avec ¢; ; défini implicite-
ment par (4.8).

Remarque 10 4'(g(¢; ;) estlavitesse locale de 'onde et non la vitesse du trafic et'on a

d(pv(p))
q'(p) = Qd—QQ =v(p)+pov () < v(p) car v'(p) < 0.
De plus, on sait que ¢'(p) < 0 pour p > % : ¢ca correspond au cas ou le trafic avance vers les x > 0 et 'onde (i.e.

la perturbation) se propage dans la direction opposée.
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4.1. Exemple : le modéle Lighthill-Whitham-Richards (flux concave)

4.1.2. Probléme de Riemann

On appelle probléme de Riemann un probléme de Cauchy avec une donnée initiale discontinue constante
par morceaux ayant une seule discontinuité :

PrL Six <X,
g(x) = :
PR Six> xp.

Dans ce cas on aura
: !
or six—q'(g:x)|t<xo,

o(t, 0 =g(x-q'(g0)t) = J S S (4.10)

et

, "lor) siéyx < xo,
q(g(ét,x))={q or) Siér. <X

q'(er) sié:x> xo.

Remarque 11 La formule (4.9) semble donner la solution de (4.4) pour tout (z,x) € R™ x R. Cependant, si
on regarde de plus prét, elle n’est pas suffisante, en général, pour calculer la solution d'un probleme de
Cauchy pour tout ¢ > 0. En particulier, lorsqu’on considere un probleme de Riemann, il y a deux situations
qui peuvent se présenter :

1. Deux caractéristiques de pieds respectivement x; et x, s'intersectent en (7, %) :

............................ =150 =q (g (t- D+ 3
= q'(g(x2))(t = 0) + x;

i-0 _
p— (x—x2)+0=

X—Xo

r= IIED)

A) A
S, P % x
LR Gy
4 7
L v

Quelle valeur donner a p si g(x;) # g(x2) ? On verra que ce phénomeéne, ot la solution p peut engendrer
une singularité en un temps fini, peut se produire méme si g est tres réguliére (voir par exemple
I'exercice 22).

2. Si g est définie par morceaux par deux constantes, ils peuvent exister des points qui ne sont rejoints
par aucune caractéristique. Quelle valeur donner a p?

Lorsque I'un de ces deux cas arrive, on ne peut plus appliquer la méthode des caractéristiques telle que
décrite dans la partie précédente.

4.1.3. Embouteillage et onde de choc

On considere une situation ot un encombrement apparait sur la route. Le profil de la densité initiale est

donné par le probléme de Riemann

m .
Em six<0,

gx)=< 8 (4.11)

om six>0.
Cela signifie que pour x > 0 les voitures sont “pare-choc contre pare-choc” et donc leur vitesse est nulle (c’est
le début d'un bouchon) : v(g) = v(p;;) = 0. En revanche, pour x < 0, les voitures se déplacent a une vitesse

vip)=v (%’") = % V. On s’attend donc a ce que le bouchon se propage en arrieére.
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En effet, on a
em
2g(fz,;c))_ Um 1—2—8):%Vm>0 si¢; 3 <0,

q'(g¢iz) = vm(l— ,
—Um <0 sid;:>0,

|
rDN
s|§s
|
Il

Om

et donc les caractéristiques ont pour équation :

3 .
vat+€m si¢; 3 <0,

x= 11000 =4 (850 )t - D+ 2= /(g 0) e+ &35 = {_,,mﬁ,gi,fc 1615 >0.

On voit que ces droites s’intersectent en un temps fini et donc p est une fonction multivaluée de la position.
En particulier, les droites obtenues pour ¢; ;. = 0 séparent le plan en trois régions :

e o(t,x) =p,/8 pour tout (£, x) € A,
e o(t,x) = p;, pour tout (¢,x) € B,

e qu’en est-il dans la région C? Pour chaque point de cette région, il y a exactement deux caractéristiques
qui transportent deux valeurs différentes! Autrement dit, p assume deux valeurs différentes dans le
méme point (7, %), ce qui n’a clairement pas de sens dans notre situation.

t=-—Lx ¢ = x

Um 3vp,

Sion admet que la solution a une discontinuité (choc), il faut réexaminer la dérivation de la loi de conservation
car les hypotheéses de régularité de p ne sont plus valables.

Considérons alors le principe de conservation des voitures sous une forme intégrale : pour tout intervalle
[x1; x2], les variations de densité a I'instant ¢ dans I'intervalle [x;; x2] sont données par

d (%
Ef p(t, x)dx = q(p(t, x1)) — q(p(t, x2)). (4.12)

Supposons que g soit une fonction réguliere a I’exception le long de la courbe d’équation
x=s(1), L€ [t1; 1]

qu’on appelle courbe de choc et sur laquelle p a un saut.

~

t, x=s(1)

/+
151

X1 X2 X
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4.1. Exemple : le modéle Lighthill-Whitham-Richards (flux concave)

Léquation (4.12) se réécrit

d s(t)
—[ +q(o(t, x2)) — q(p(t,x1)) =0.

X2
o(t,x)dx +f o(t,x)dx
dr s(8)

1
D’apreés le théoreme fondamentale du calcul on a alors

s(t) X2
d,0(t,x)dx +s' (Do~ (1,s(1) + f( )Otp(t, x)dx—s' (D" (£, (D) + qo(t, x2)) — qo(t,x1)) =0
s(t

X1

ou
def

o (t,s())= lim p(t,y) et " (t,s(1)
y1s(®)

def

= lim p(t, ).
yLS(t)Q( 2
On trouve alors
X2
f 0:0(t, x)dx+s'(1) [p™ (¢, s(1)) — ™ (¢, s(1)] = q(p(t, x1)) — g(o(t, X2)).
X1
En passant aux limites x1 1 s(f) et x» | s(¢) on obtient

0+5'(0) [~ (1, s() — ™ (2, 5(1)] = qlo™ (£, 5(0)) — g™ (1, 5(1))).

La discontinuité x = s(f) se propage a la vitesse

qe")-qe”) Iq(e)]
—— =

/l_:
s'(8) = o]

ayant noté
+def +

= =0 (,s(0); et [x]Ext—%

*".

Cette relation est une EDO nommée condition de Rankine-Hugoniot. Pour calculer la fonction s(¢), i.e.
I’équation de I'onde de choc, on a donc besoin de connaitre la valeur de s a un instant ¢ donné, qui est la
position du premier instant ot deux caractéristiques s’intersectent.

Nous allons appliquer ceci a notre probleme du bouchon. On a

0 =", 0" =0om

Om
_ gn 7
q(p )=vm(1—i)%"=6—4vm0m, q(p+)=vm(1—9—m)9m=0,
m m

donc on cherche x = s(#) solution du probleme de Cauchy

+_ 0~ 0-Lvyp 1
s’(t):qJr q_: e ’me:——vm, t>0,

" —p Qm_Tm 8
s(t=0)=0

1 1
d’ol s(t) = 3 vmt : le choc se propage en arriére a la vitesse ~3 Um. La solution pour notre probléeme est

donc

o(t,x) = {%’” six<s(t):—%vmt,

Om Six>s(t)= —%vmt.
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o(t,X)=0om

Caractéristiques Rankine-Hugoniot Solution

2.0 7 ) O S

/

4.1.4. Démarrage a un feu tricolore qui passe au vert et onde de détente/raréfaction

On suppose qu'un feu tricolore situé en x = 0 est rouge tant que ¢ < 0 et la route en face est libre. Ainsi, la
condition initiale correspond au probleme de Riemann

six<O,
gx) = Om , (4.13)
0 six>0.

Cela signifie que pour x < 0 les voitures sont pare-choc contre pare-choc et donc leur vitesse est nulle (elles
attendent que le feu rouge qui se trouve en x = 0 passe au vert) : v(g) = v(p,;) = 0. En revanche, pour x >0, la
voie est libre, i.e. p(0, x) = 0.

A l'instant ¢ = 0 le feu passe au vert et on veut décrire I’évolution de la densité des voitures pour ¢ >
0.

Dans un premier temps, seul les voitures proches du feu bougent, les autres restent immobiles. En ef-
fet,

Om

20m .
2g(g‘m))_ Um I—L)z—vm<0 si¢; 3 <0,
Um I—Q%):vm>0 sié; >0,

q'(8(€;3) = Um (1 -

Om

et donc les caractéristiques, qui sont des droites de pente g’ (g(é 2 ;C)), ont pour équation :

N —vmt+&; . sié; <0,
=v; (1) = ! ) lE=1 &l 2 f L= m t,x t,x
. Xt'X( ) q (g(ét,x))( )+x q (g(ét'x)) +Et,x {th"'fi,fc si fz'x > 0.

En particulier, les droites > d’équation x = +v,, t séparent le plan en trois régions :

2. Elles s'obtiennent pour ¢; ; = 0.
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4.1. Exemple : le modéle Lighthill-Whitham-Richards (flux concave)

0. @

e o(t,x) =p, pour tout (£, x) € B,
e o(t,x) =0 pour tout (¢,x) € L,

e qu’en est-il dans larégion D? Il n'y a pas de caractéristiques dans cette région!

Onde de détente : construction formelle

Lavaleur p(t, x) pour tout (£, x) € D peut étre obtenue par une procédé formel. Léquation des caractéristiques
peut s’écrire sous la forme

Xz = q’(g('f:;c))(t— D+%
= ql(g(fg,x))Hff,x.

Pour & ;z=0ona q (g(gr ; 56)) = ¢'(g(0)) = £v;,. On considere alors un éventail de caractéristiques qui passent
par ¢; ; = 0 et qui ont des pentes comprises entre — vy, et vy, :

10 =4'(g¢0)r avee 4/(g¢;0) € (vmivnl.

On suppose que g est constante le long de ces droites caractéristiques, donc p(f,x = x; 3(£) = g($; 3)
ainsi

);T_g = q'(g(ff,x)) =q' (o(t, x7.£(1)).
En résolvant pour g on trouve
oL, x3.:(0) = ()" (%)
Pourt=%fona )
o(t,%) = (g (Jf_g).

ainsi, en enlevant les chapeaux, on trouve

-1 x—0
ot = @) (15 ).

Cette relation est appelée onde de raréfaction (ou de détente) centrée en x = 0.

Dans notre exemple

xX_ 20)
—= =Up|l-—/.
" q (0) m( om
En résolvant pour g on trouve, pour la zone D :
1 x\om
Lx)=1-——|=—.
olt,x) ( Um t) 2
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En conclusion, la solution s’écrit

Om Six<-—-vpyt,
o(t,x) = (1—%%)"7’" Sl — vt < x<upyt,

0 six=uv,t.

= N =i

D:Q(t,x):( _Lx)%

Um t

B:o(t,x)=0m
X
Caractéristiques Raréfaction Solution
1.0 1.0+
0.8- 0.8-
0.6- 0.6+
i 0.4- i 0.4-
0.2\ / 0.2\
0.07\\ ‘ ‘ % 0.07\ [
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0

Remarque 12 p est constante le long des droites x = ht avec h€]q'(01) = —vm; 4’ (0r) = vim[. De plus, pour
tout ¢ > 0 fixé, la densité décroit linéairement de p,, a 0 lorsque x varie de —v,,t a v, t.

Remarque 13 (Trajectoire d’'une voiture.) Examinons maintenant la trajectoire d’'un véhicule initialement

situé en x = —a < 0. Ce véhicule, se trouvant dans la région pare-chocs contre pare-chocs, ne se déplacera
. y def N . . . N . P

pas jusqu’au moment ¢; = a/ v, ou le signal du feu vert lui parvient. A partir de ce moment, le véhicule entre

dans la région de raréfaction et se déplace a la vitesse

Q(t,x)) QTM(l_ﬁ)

1
v(p(t,x))zvm(l— =vp|l-——— =z(vm+7), r=1.

Om

Ainsi, en dénotant par x = x(#) la position du véhicule, nous devons résoudre le probleme de Cauchy

{x’(t) =1(vm+3%),

~  x(D)=vy,t—2\/av,t.
x(f1) =—a,

Puisque v, t —2v/av,t < vpt, la trajectoire ne croisera jamais la caractéristique x = v,, f et ne quittera donc
jamais la région de raréfaction.
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4.1. Exemple : le modéle Lighthill-Whitham-Richards (flux concave)

En conclusion la trajectoire d'un véhicule initiale- Trajectoires
ment situé en x = —a < 0 est

—a sit<ty
x(1) =

Umt—2y/av,t sinon.

Supposons maintenant que le feu passe au rouge a I'instant ¢,. Notre conducteur pourra-t-il franchir le feu
avant? Il suffit de calculer le temps qu'’il lui faut pour atteindre x = 0. Puisque x(¢) = 0 a l'instant &, =4a/vy,,
le conducteur pourra franchir le feu avant qu’il passe a nouveau au rouge ssi ¢, > f,.

Onde de détente : construction comme limite d’une donnée initiale continue

Considérons une régularisation de la donnée initiale :
1. soit g.(x) = g(x) continue telle que g.(x) pry g(x) en tout point x #0
E—

2. on construit la solution g, (¢, x) associée a la donnée initiale g, en utilisant la méthode des caractéris-
tiques

3. on pose p(t, x) d:Eflirr(l)p‘,;(t, x)

E—

4. on vérifie que la fonction p(¢, x) ainsi obtenue est solution du probleme ayant pour donnée initiale la

fonction g.
Par exemple, on pose
Om six<o0,

) =1pm(1-%) si0<x<eg,

0 six=e.
Caractéristiques
2.0-
15-
w104
0.5 \ //
0.0- :
g 2 o & 3 4
X

On a bien g.(x) pry g(x) en tout point x # 0. Calculons les caractéristiques associées a cette donnée
E—

initiale :

28:(& i)

Om

Xf,;c(t)=Q'(ge(fz,x))f+'ff,x= Vm(l— )Hff,fc-
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On sait que p; est constante le long d'une caractéristique donc p.(t, x = Xiz(D)=8e €3 7 3) ainsi
20m .
Um 1—— t+¢ sig;; <0,

ifc
20m 1——]
Xiz(D = vm|1l-——+2 {ip si0<&;i<e,

vm(l—— [+6i 3 sig;;>¢.
“Uml+Si 3 si¢; 3 <0,

= vm(Z‘(“‘ )t+¢f;,x si0<{;;<¢,
Umt+¢; 3 si¢; > €.

Donc¢;; <0sik<— -, $iz >ss1x>vmt+setpour0<£m<£ ona

&g
Xiz(D)=vm (2% — 1) t+£m

ainsi, pour t=fonax=y; (t)—vm( Shs _ )i+€md’01‘1
¢ X+ umi
fomg
DX 2upitte
et enfin
R . Om Sifz,_fc<0,
(£,2) = e (B, x = 175(D) = 8e(&1.9) = (EM)— (1-%2) sio<gzi<e
Oell, Pell, Xt,x g8 [ g8 2vmf+€ Om € t,x ’
0 sig;;>¢.
Om si X < —vpt,

= Qm(l—%) Si—vpt<i<vg,l+e,
m

0 six>v,t+e.

Cette relation est vraie pour tout 7 = 0 et tout £ € R ainsi, en passant a la limite € — 0 et, en enlevant les
chapeaux, on obtient

Om Six<—vpyt,
o(t,x=yx; (1) = %’"(1—#) Sl — vt <x<uvpt,
0 six > v,,t.

Remarque 14 (Solution autosemblable) La solution d'un probleme de Riemann est autosemblable. Cela
signifie que p(t, x) est une fonction de ¢ = x/¢.

Pour commencer, la donnée initiale vérifie g(Ax) = g(x) pour tout x € R et pour tout A > 0. Par homogénéité,
si p(t, x) est solution (faible entropique) de 'EDP, alors p(At, Ax) est aussi solution (faible entropique). Par
unicité on en déduit que la solution associée a g vérifie p(1¢, 1x) = p(¢, x) pour tout x € R et pour tout A > 0.
Par conséquent il existe une fonction ¢ — w(¢) telle que p(¢, x) = w(c).
Sip(t,x) = w(x/t) alors
X xy 1 X X
0=0,0+0:q(p) = —p w' (—) + —6], (w (—)) w' (—)
donc M X X
soraaw=0 = w)r(of2)-2)-0
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4.1. Exemple : le modéle Lighthill-Whitham-Richards (flux concave)

Autrement dit, la fonction ¢ — w(¢) vérifie en tout point ¢ :

Auf)2 o )0

Le premier car correspond a une raréfaction, le deuxieme a un état constant.

Notons *~ Cl:efmin{ q'(or),q'(er) } et x* Cl:efmax{ q'(ur),q'(ug) }, alors la solution d'un probléme de Riemann

de donnée initiale p; et pr est du type

oL sic<x,
p(t,x)=w(g) =< [--] six <¢g<x*,

or si¢>x*".

Dans l'intervalle [*~, % *], soit w est constante (entre deux chocs), soit w = (¢’ )~! (onde de détente).

4.1.5. Unicité et inégalité d’entropie : choc non entropique

Dans le cas du feu rouge qui passe au vert, nous avions une région qui n’était pas couverte par les caractéris-
tiques. Nous avons alors choisi de connecter les deux états constants par une onde de détente/raréfaction. Il
est cependant possible de construire une solution de type choc :

0 =0m e =0,
- Om " 0
qe )=vm 1_9_ om =0, qe’) =vm 1—9— 0=0,

m
donc on cherche x = s(t) solution du probleme de Cauchy
qe)—qle™)  0-0

ot -0~ 0—om
s(t=0)=0

s'() = =0, t>0,

d’ot1 s(¢) = 0 pour tout ¢. La solution pour notre probléeme est donc

Oom Six<s(t)=0,
o(t,x) = .
0 six>s(¢) =0.

=

o(t,x)=pom

o(t,x)=0

C’est bien une solution faible, i.e. elle vérifie les conditions de Rankine-Hugoniot, mais ce n’est clairement
pas une solution physiquement acceptable. Il faut donc ajouter une condition qui permet de déterminer si
un choc est admissible ou pas.
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N

On peut ajouter un terme de “viscosité” a la loi de conservation et rechercher des solutions lorsque ce
terme de viscosité tends vers zéro. Autrement dit, étant donné un ¢ > 0, on cherche 'unique solution
de

010e +0xq(0e) = €0xxQe.

On dit donc qu'une solution faible p(x, t) est admissible au sens d'une viscosité évanescente si p.(x, t) —
o(x, t) lorsque € — 0. Cette approche est généralement consistent avec la réalité physique décrite par le mo-
déle, car la plupart des lois de conservation sont physiquement obtenues en supposant que la dissipation (un
terme typiquement proportionnel a la dérivée seconde) est négligeable. Cependant, cette condition est diffi-
cile a utiliser dans la pratique. Nous voulons alors utiliser des conditions plus simples.

Condition de Lax Pour les équations scalaires, il existe une condition évidente suggérée par les figures : un
choc doit avoir des caractéristiques qui entrent dans le choc, au fur et a mesure que le temps avance.
Une discontinuité avec des caractéristiques qui en sortent, comme dans I'exemple de cette section, est
instable aux perturbations : le fait d’étaler un peu le profil initial ou d’ajouter de la viscosité au systeme
le rendra instable et ce profil sera remplacé par une raréfaction.
Nous obtenons ainsi notre premiere version de la condition d’entropie : soit une solution faible, i.e. une
solution vérifiant la condition de Rankine-Hugoniot le long de la courbe d’équation x = s(#). Le choc
est entropique si et seulement si

qet (1) —qlo~ (1)
ot(-p (1)

gt <s'®<q @ (1), avec s()=

Cette inégalité est dite inégalité d’entropie de Lax.
Une solution g qui satisfait la condition d’entropie est dite solution entropique. Elle traduit le fait
qu'un choc ne se génere que si les caractéristiques se croisent : la pente d'une courbe de choc doit
étre inférieure a la pente des caractéristiques qui viennent de gauche et supérieure a la pente des
caractéristiques qui viennent de la droite.
Notons que
« sile flux g est convexe, alors g’ est une fonction croissante ainsi le choc est entropique ssip* < p~;
« sile flux g est concave, alors ¢’ est une fonction décroissante ainsi le choc est entropique ssi
o <e'.
La signification géométrique de la condition de Lax est illustrée sur la figure 4.1 dans le cas concave : en
parcourant la corde AB de A a B, on “voit” le graphe de g a gauche.

Condition d’Oleinik/Liu Une forme plus générale de cette condition, due a Oleinik, s’applique aux loi de
flux changeant de concavité. Soit une solution faible, i.e. une solution vérifiant la condition de Rankine-
Hugoniot le long de la courbe d’équation x = s(#). Elle est une solution entropique si et seulement
si

6](9++(t)) -4q(0) <s'(1) < q(o) — GIEQ_(I)) avec s'(f) = 6[(9++(t)) - CIEQ_(I))
" (1) —p(1) e—o (1) o (1) —p™ (1)
pour tout état intermédiaire p entre o~ et p*. Le choc est alors subdivisé en deux parties se déplagant a
une vitesse donnée par les conditions de Rankine-Hugoniot. La distance entre les ondes du probléme
original et celles du probléme perturbé n’augmente pas dans le temps seulement si la vitesse du choc
en arriére est supérieure ou égale a la vitesse du choc en avant. Cette équation identifie les lignes
sécantes sur le graphe de ¢(p). En pratique, si p~ < p™, le graphe de g doit rester au-dessus de la
sécante, tandis que si o~ > p*, le graphe de ¢ doit rester en dessous. Ceci doit aussi étre valable pour
tout état interne p € [p~; 0*]. En pratique, la stabilité implique que la méme chose vaut pour toute
condition intermédiaire p. En d’autres termes, un choc avec des états gauche et droit donnés par p~
et p* satisfait a la condition d’admissibilité si sa vitesse est inférieure ou égale a la vitesse de tous les
chocs plus petits reliant o~ avec p.

3. Soit t = m (x — x1) et t = mp(x — x2) deux droites avec x] < x2. Pour qu’elles s’intersectent il faut m; < my. Dans notre cas les
droites sont données sous la forme x = le t+xyetx= mLZ t + x» ainsi la condition devient miz < m%
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FIGURE 4.1. — Interprétation géométrique de I'inégalité d’entropie pour un flux concave.

Entropie et flux d’entropie Une autre approche consiste a définir une fonction d’entropie pour laquelle
une loi de conservation supplémentaire s’applique aux solutions réguliéres et devient une inégalité
pour les solutions discontinues. Cette condition d’admissibilité découle de I'observation selon laquelle,
dans les systéemes thermodynamiquement dissipatifs, I'entropie ne diminue jamais et, si le systeme
n’est pas dissipatif, 'entropie est conservée.

Soit une fonction scalaire w — n(w) qui satisfait une loi de conservation
om(w)+0,y(w)=0

pour un flux d’entropie ¥ (w). La condition d’entropie, appelée inégalité d’entropie, dit que une fonction
w(t, x) estla solution entropique de 0, w + 0, q(w) = 0 si, pour toutes les fonctions d’entropie convexes
et les flux d’entropie correspondants, I'inégalité 0,n(w) + 0w (w) < 0 est satisfaite au sens faible.

Si w est réguliére, on a
0n(w) +0y(w) =n"(w)o, w+y' (w)d,yw = 0.

Si on multiplie la loi 0; w + dq(w) = 0 par 1’ (w) on trouve
v'(w) =1 (w)q' (w)

Une condition supplémentaire impose la convexité de la fonction 1 (on verra ci-dessous la raison).
On appellera le couple (1, %) entropie et flux d’entropie.

Lentropie est conservée pour les solutions continues par construction. Pour les solutions disconti-
nues, cependant, les manipulations effectuées ci-dessus ne sont pas valables. Comme nous sommes
particulierement intéressés par le comportement de I’entropie pour la solution faible a viscosité
évanescente, nous examinons le probléme visqueux correspondant et laissons ensuite la viscosité
tendre vers zéro. L'équation visqueuse est

0w+ 0xq(w) = €05 W.

Comme les solutions de cette équation sont toujours réguliéres, nous pouvons dériver I'équation
d’évolution correspondante pour I'entropie en suivant les mémes manipulations que nous avons
utilisées pour les solutions régulieres de I’équation sans viscosité, en la multipliant par i’ (w) pour
obtenir

0:m(w) + 0w (w) = en’ (W)dxxw = € (0x (' (W)dxw)) — en” (W) (05 w)*.

En intégrant sur [x1, x2] % [£1, f2] on trouve

fr pX; f,
f2f 26,17(w)+0xw(w)dxdt:6fZn’(w(xz,t))axLU(xz.t)—n/(w(xm))c?xwubt) dr
3] 1

t
X 51
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153 X2
—6[ f 7" (w) (0, w)? dx dt.
31 X1

Lorsque € — 0, le premier terme du c6té droit disparait (ceci est clairement vrai si w est réguliere en
X1 et xp, et peut étre démontré plus généralement). Lautre terme, cependant, implique l'intégration
de (0, w)?. Sila solution faible limite est discontinue le long d’'une courbe dans ce rectangle, alors
ce terme ne disparaitra pas a la limite. Cependant, puisque € > 0, (0, w)? >0 et "’ (w) > 0 (par notre
hypothese de convexité), nous pouvons conclure que le c6té droit est non positif a la limite et donc
que la solution faible de viscosité évanescente satisfait

1] X2
/ f 0m(w) +0xy(w)dxdr <0, Vxi,xp,0,0
5% X1

X2

1
~ | w7 dx+f i y(w(t, )¢ dr<0,
5]

X1

X X2 173 %)
Wf n(w(tz,x))def n(w(tl,x))dx—( ww(t,x2)dt— | w(w(t xy)) de].
X1 X

1 4] 151

Par conséquent, I'intégrale totale de 1 n’est pas nécessairement conservée, mais peut seulement dimi-
nuer. (Notez que notre hypothese mathématique de convexité conduit a une “fonction entropie” qui
diminue, alors que I'’entropie physique dans la dynamique des gaz augmente). Le fait que I'inégalité
soit valable pour tous les x1, x2, 11, £ est résumé en disant que 9,n(w) + 0,y (w) < 0 au sens faible.

Condition d’entropie pour le modéle LWR Revisitons nos deux probléemes de Riemann dans le cas du
modele IWR.

66

1. “Embouteillage” : on a

_ _ 7 _ 3
= %’”, 9(7) = oz vmom, q'7) =5 vm
0" =om qe*) =0, q'©") =-vm.
donc
0— &5 Um@ 1
s'(n) = % =—gUm
Om—"g
La condition de Lax s’écrit donc
1 3
—Um<—§l/m< va

qui est bien satisfaite : le choc est entropique! En effet, g est strictement concave et p~ < p™.

2. “Démarrage a un feu tricolore qui passe au vert” : on a

0 =0m qe7) =0, q©)=-vm,
o =0, qe") =0, q' ") =vmn.
Donc
s =0.

La condition de Lax s’écrit donc

Vn <0< -—-vy

qui n’est pas satisfaite : le choc n’est pas admissible car non entropique! En effet, g est strictement

concave et p~ > p™.
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4.2. Flux avec des points d’inflexions

Si g est convexe (ou concave), la solution du probleme de Riemann est toujours soit un choc, soit une onde
de raréfaction.

Lorsque le flux g présente un nombre fini de points d’inflexion, nous devons trouver d’autres criteres pour
sélectionner les discontinuités physiquement admissibles. Dans ces cas, en nous limitant a la classe des
solutions faibles ¢! par morceaux, considérons la condition d’Oleinik :

qet (1) —qlo~ (1) - qe* (1) —q(e*(1)
et —p~ (1) 1_\ ot (t)—p*(1)

- -

f f
defg | def |

pour tout o, entre p_ et p.

Cela signifie que

 si ug < ug, on remplace q par 'enveloppe concave supérieur de g : les partie ol g est strictement
concave représentent des raréfactions, les partie ol g est un segment représentent des chocs;

e si ug > uy, on remplace g par 'enveloppe convexe inférieur de g : les partie ou g est strictement
convexe représentent des raréfactions, les partie ol g est un segment représentent des chocs.

Exemple de Buckley-Leverett Pour illustrer cela, nous examinons le modele de Buckley-Leverett, qui
décrit'’écoulement d'un fluide diphasique dans un milieu poreux. Lune des applications est la simulation des
réservoirs de pétrole. Lorsqu’une source souterraine de pétrole est exploitée, une certaine quantité de pétrole
s’écoule d’elle-méme en raison de la pression élevée qui regne dans le réservoir. Lorsque I'écoulement s’arréte,
il reste généralement une grande quantité de pétrole dans le sol. Une méthode standard de “récupération
secondaire” consiste a pomper de ’eau dans le champ pétrolifere par certains puits et a forcer le pétrole a
s’écouler par d’autres puits. Dans ce cas, les deux phases sont le pétrole et I'’eau, et I’écoulement se fait dans
un milieu poreux de roche ou de sable.

Dans une dimension spatiale, I'équation prend la forme standard de la loi de conservation
2

0ru+0,q(u) =0, UW=——"-"""—"—

¢ xq (W) q(u) 2+ al— )2

oll a > 0 est une constante. Ici, u représente la saturation en eau, et sa valeur est donc comprise entre 0 et
1.

La figure 4.2a illustre g(u) pour a = 1/2. Le flux n’est ni convexe, ni concave :

2a(ly) >0
w2 +a(l-w??

q'(w)= q0)=4'Q1)=0.

:
Considérons le probléme de Riemann avec les états initiaux uy = 1 et ug = 0, qui modélise I'écoulement
d’eau pure (ou u = 1) dans de 'huile pure (ot u = 0).

La solution du probléeme de Riemann peut étre déterminée a partir du graphe de g d’'une maniere
simple.

On construit 'enveloppe convexe de comme a la figure 4.2b. On voit qu’il consiste en un segment de
droite allant de (0,0) a (., g(u,)) puis il poursuit selon y = g(u) jusqu’a (1, 1). Le point de tangence .
est exactement la valeur apres le choc.
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1 q(u) 1
q(us)
0 1 u ur=0 U ur=1 u
(@ u—qw (b) Enveloppe concave

FIGURE 4.2. - Flux de 'équation de Buckley-Leverett

La solution se compose d’'un choc entropique qui relie ug = 0 a u, puis d’'une détente qui relie u, a
u; = 1. On dit que la détente relie 1, a uy car tous les états u. < v < uy sont présents dans la solution.
Par extension, on dit que le choc relie ugz =0 a u. (méme si aucun état intermédiaire n’est présent dans
la solution).

L'équation pour u. est
q(us) —q(ug)

fluy = DT ZTUR oy, = ]2 qo;1L.
Uy — UR 1+a

Cela fonctionne plus généralement pour deux états quelconques (a condition que uy > ug) et pour
n'importe quel g. Notons que la pente du segment de droite est s, = (q(u*) - q(uR)) / (U« — ug), qui
est exactement la vitesse du choc. Le fait que cette droite soit tangente a la courbe g(u) en u. signifie
que s, = q'(u.), le choc se déplace a la méme vitesse que les caractéristiques a ce bord de I'éventail de
raréfaction.

e Siuy < up, laméme idée fonctionne, mais a la place nous regardons I’enveloppe convexe.

Notez que si g est convexe, la construction de I'enveloppe convexe donne soit un seul segment de droite (choc
unique) si uy > ug, soit la fonction f elle-méme (raréfaction unique) si uy < up.

68
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4.3. Aide-mémoire

On cherche
u:R"xR—R
(z, x) — u(t, x)
solution faible entropique du probleme

0:u+0,q(u)=0, xeR,t>0,

up Six<x,
u(x,0) =g(x)={ L 0

ur Six> xp,
avec le flux

qg:R—R
u— q(u)

Courbes caractéristiques : on appelle courbe caractéristique de 'EDP une courbe x = y(#) dans le demi-

espace t > 0 le long de laquelle la solution u est constante.

Si pour un point (¢, x) passe une et une seule caractéristique et cette caractéristique a pied en (0, &),

alors u(t,x) = g(&).
La caractéristique de pied (0,¢) a pour équation *

Xoe()=¢+4q (g,
ou encore, en posant (%, %) = (0,¢),
x=x;:(0)=X+q'(g&; (-1,
Plus généralement, la caractéristique de pied (#y,¢) a pour équation

XD =E+4'(8(O)(1—1o).

Notons que, pour chaque ¢ fixé, c’est une droite de la forme x = a+ bt. Les coefficients a et b dépendent

du parametre £. Si b = 0 on a une droite verticale.

Pour t suffisamment petit, la solution u est définie implicitement par I'équation

u(t,x) = g(x -q'(g(®) t).

Breaking time : les solutions faibles des lois de conservation peuvent contenir des discontinuités en raison
d’'une discontinuité dans les données initiales ou de caractéristiques qui se croisent. Si deux caractéris-
tiques se croisent elles génerent une discontinuité dans la solution. Cette courbe démarre en (p, xp).
Pour trouver ce point on considére I'intersection de deux caractéristiques de pied &; et ¢, =¢; + Ax:

. X=xg,0(0) xp=E&1+4 (gt
(tp,xp) solution de s /
X = Xé&,0(1) xp=E2+q'(g(E2)) t.
On trouve alors
= $2—¢1 __ Ax ~ 1
b q'(g(&2))—q'(g(&1) q'(g& +Ax) —q'(g(&1) ax—0  g"(g&1))g &)’

dq

4. Ne pas confondre ¢'(g({)) et [g(g(§)) = q'(g(§))g'(§). Ici ¢’ = 3, etonT'évalue en u = g(s).
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Si on définit F(&) ¥ g'(g(£)), alors F'(§) = q"(g(¢)) g’ (¢) ainsi

. { 1 } 1
tp =infq — =- .
¢ F'(&) F'(&m)
Comme x, appartient a la caractéristique y¢ o(f) =&, + q'(g(&m))t on trouve

F(m)
F'&m)

Xp = X&m0(tp) =Cm —

Condition de Rankine-Hugoniot : sila courbe de discontinuité est réguliere et a pour équation x = s(t),
alors u doit vérifier les relations de RANKINE-HUGONIOT : si on appelle ur et uy respectivement les
traces de u a droite et a gauche de la courbe de choc, on a

q(ur(s(), 1) —qur(s(1),1))

s'(0) =
ur(s(t), t) —ur(s(e), 1)

Si t;, est le premier instant ou les caractéristiques se croisent et le point d’intersection est x, alors
on obtient I’équation de la courbe de choc en résolvant 'EDO avec la condition initiale s(#;) = x. La
solution discontinue ainsi obtenue est une solution faible.

Condition d’entropie de Lax et onde de choc : bien que la condition de saut de Rankine-Hugoniot soit
satisfaite, 'unicité de la solution peut toujours ne pas étre garantie. Afin d’éliminer les solutions non
physiques parmi les solutions faibles, nous avons besoin d’'une condition supplémentaire, appelée
condition d’entropie. Une discontinuité le long de 'onde d’équation x = s(f) se propageant a la vi-
tesse caractéristique s’(¢) donnée par la condition de saut de Rankine-Hugoniot satisfait la condition
d’entropie si et seulement si

q'(ur(s(), 1)) < s'(1) < q'(ur (s(1), 1)).

En particulier, lorsque ’'on considéere un probléme de RIEMANN,

« sile flux est convexe, g est croissante donc on aura
« une onde de choc ssi uy > ug,
« une onde de raréfaction ssi uy < ug;
« sile flux est concave, g’ est décroissante donc on aura
e une onde de choc ssi u; < ug,
« une onde de raréfaction ssi u; > up.

Onde de raréfaction ou de détente : dans les régions du demi-espace ¢ > 0 qui ne sont pas rejointes par
les caractéristiques on construit la solution (qui se connecte avec continuité avec les autres régions du
demi-espace) par des ondes de raréfaction. Une onde de raréfaction centrée en (xy, fp) a pour équation

X — Xo )

_ -1
u(t,x) =(q") (—t_to .

4.4. Exercices

# Exercice 4.1 (LWR)
Considérons le modele LWR. Calculer la solution lorsque la donnée initiale est

2
=t six<O0,
g(x) = 3 (4.14)

Om si x> 0.
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Correction
g est concave et gy < gr : la solution présentera un choc.

Notons que maintenant gy, est supérieur a p,,/2, entrainant ainsi une pente négative. Malgré cela, un choc
demeure présent :

_ 20
_ gmy Q+ = Omr
29”1
. =\ 20m 2 )
qo )=vm|l1- : Sl = —UmOm» Q(Qﬂz Vm(l_@)é)mzoy
Om 3 9 Om
29”1
- - 1 2
6/’(9 ) =Um (1 -2 3 ) =—ZUm 5/,(9+) =Um (1 - Qm) =—Um
Om 3 Om
donc on cherche x = s(#) solution du probleme de Cauchy
+_ 4 O - g v 2
J=T 4 -5 Z?”:__UW t>0,
et -e om— 2" 3
s(t=0)=0

2 2
d’ot s(¢) = - 3 vt :le choc se propage en arriere a la vitesse -3 V. La solution pour notre probleme est donc

29»1 s __2
o(t, x) = 35 six<s(t)= 3Umt,
Om Six>s(t)= —% Umt.

La solution est bien entropique puisque

! / !/
q (er) < s(t) <q(pr)
——r \7-/ N——
~Um —3Um - % Um
Caractéristiques Rankine-Hugoniot Solution
2.0 x 2.0 x 1.00
\ \ 0.95
1.5 1.5
0.90
0.85
~ 1.0 ~ 1.0 )
\ \ 050
0.5 045\ 0.75 e
—— t=0.5
0.70
0.0\ 0.0\ 065 =1
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 2 1 0 1 2
X X X

f! Exercice 4.2 (Equation de BURGERS (flux convexe) et probléemes de Riemann)
On considere le probleme de Cauchy

0:u+0,q(u) =0, avec q(u) = ”72,
ur, Six<xg,

u(x,0) = g(x) ={

Ugr, Six> xp.

Donner 'unique solution faible entropique u(t,x) pour ¢ = 0 et x € R en utilisant la méthode des
caractéristiques. Justifier clairement la réponse avec tous les dessins nécessaires.
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Faire les calculs explicitement pour les cas

2six<1, —1six<l,
g(x) = . gx)=4_ .
—1six>1, 2six>1.

Une page pour bien visualiser les caractéristiques avec 'équation de Burgers : http://www.clawpack.org/
riemann_book/html/Burgers.html

Correction
Ona

2
q(u) = u? (convexe) q'(u) = u (croissante) @t =r.

Considérons la condition initiale

ur, Six<xg,
gx) :{

ugr, Six> xg.

L'équation de la caractéristique de pied (¢,0) est donc

E+urt, < Xo,
x(r)=6+q’(g(é))t=é+g(é)t={‘ Lh 6<%
E+upt, &> xp.

Cas uy < ug : ladonnée initiale du probleme de Riemann a un saut croissant et le flux est convexe donc
I'unique solution entropique est la solution avec 'onde de raréfaction :

ur, six<xg+urt,
X—Xp
t )

URg, Si x> Xxg+ Urt.

u(t,x) = SiXg+uUpt < x < Xo+ URt,

Cas u; = ug : la condition initiale est continue et constante, la solution entropique est la solution constante.

Cas uy > ug : la donnée initiale du probléme de Riemann a un saut décroissant et le flux est convexe donc
I'unique solution entropique présente une onde de choc qui part en (xp,0). Pour calculer I'équation
x = s(t) de’onde de choc on utilise les relations de RANKINE-HUGONIOT :

q(ur)—q(ur) _urtur

/
st =
Ur— ur, 2

avec la donnée initiale s(0) = xy. On trouve donc x = s(t) = xp + @ t ainsi

up, sSix<s(y),
u(t,x) = .
ugr, Six>s(t).

Voici deux exemples :
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4.4. Exercices

Cas 1. Considérons la donnée initiale

2, six<l,
-1,

L'équation de la caractéristique de pied (¢, 0) est donc

six>1.

mLngmz{

, E+2t1, &<,
X =¢+q(gENt=E5+(gE)r=
E—t, &E>1
x=1-t¢
ESSSEESSEEES
PSS
ESESSSEESEESS
ESSSSEESSSES
SSSESSEESE x=1+2t
S
SESSEESSSS
S
FSEK
S5

1 X

La donnée initiale du probleme de Riemann a un saut décroissant et le flux est convexe donc I'unique
solution entropique présente une onde de choc qui part en (x, ) = (1,0). Pour calculer I'équation

x = s(t) de’'onde de choc on utilise les relations de RANKINE-HUGONIOT :

s%n:qmm—quzlm+uL:1

Uur —Uuj, 2 2
avec la donnée initiale s(0) = 1. On trouve donc x = s(t) =1 + % t.

_ 1
x—1+§t

N\

W

1 X
La solution est donc
2, x<l+31
u(t,x) = .
-1, x>1+ Et'
u
1
t=0
t=0.5
=1

DN

Caractéristiques

Rankine-Hugoniot

Solution

\ 2.0
\\\ 15
1.0-
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0.0
0.5
-0.5
0.0- -1.0-
-1 0 1 2 3 -1 0
X
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Cas 2. Considérons la donnée initiale

-1, six<l,
u(x,0) = g(x) E{

2, six>1.

L'équation de la caractéristique de pied (¢, 0) est cette fois-ci

() =¢E+q (gt =E+ (gt = =t ¢<l,
X =c+q(g))t=c+(8)I= fi2r &1
r=1—-x
t
r=21
1 A/x

Pour ¢ =1 on a les deux caractéristiques d’équation x =1 —t et x = 1 + 2¢ qui délimitent une zone
qui n’est pas rejointe par des caractéristiques. En effet, la donnée initiale du probleme de Riemann a
un saut croissant et le flux est convexe donc 'unique solution entropique est une solution réguliere
qui présente une onde de raréfaction qui part en (x, t) = (1,0). Dans la raréfaction on a ¢’ (u) = x—;l

Comme ¢’ (u) = u alors u(t,x) = x—;l

e
1 X
La solution est donc
-1, x<1-t¢,
ut,x) =4, 1-r<sx<1+2¢
2, x>1+2t.
u
2
=0
t=0.5
=
1 X
-1
Caractéristiques Raréfaction Solution
1.0- 1.0- 2.0-
0.8- 0.8 1.5
1.0
0.6 0.6
. - v 05
0.4' 0‘4
0.0
0.2 / 0.2 / 05
0.0'\ 0.0'\ —1.0-
-1 0 1 2 3 -1 0 i 2 3 -1 0 1 2 3
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&4 Exercice 4.3 (Equation de BURGERS, solutions faibles non entropiques)
On considere le probleme de Cauchy

0:u+0xq(u) =0, avec q(u) = %2,
0, six<O,

’0 = =
AR =6 {1, six=0.

Pour 0 < a < 1, considérons les fonctions

ONSEo=
ugx, ) ={a, sidr<x<%ly

1, six> “T“t

Sont-elles des solutions fortes? Sont-elles des solutions faibles? Sont-elles des solutions entropiques?
Quelle est 'unique solution entropique?

Correction
Ona

2
q(u) = u? (convexe) q' (1) = u (croissante)

Solutions fortes 7 Non : u, n’est pas une solution forte car elle est discontinue.
Solutions faibles ? Oui : u, est une solution faible puisque
o elle satisfait 'EDP ou elle est réguliere (car elle est constante par morceaux),

o les vitesses des discontinuités satisfont les relations de RANKINE-HUGONIOT :

(a-0)5 (0 =q@-q0) ~ as' ="~ SW=3 ~  sn=3

’(t) +a 0 1+at
S =— ~» S = —
2 2

A-a)s'H=q1)-qla) ~ QA-a)s'()=
Les conditions de Rankine-Hugoniot permettent de savoir si une fonction réguliére par morceaux
est, ou non, solution faible de notre probleme. Ici nous avons une infinité de solutions faibles. Parmi
ces solutions faibles, il peut y avoir au mieux une unique solution entropique. Cependant, la solution
entropique pourrait étre une solution classique et donc ne pas étre parmi celles données.

Solution entropique ? Non : Nous devons ajouter des contraintes supplémentaires afin d’identifier une
solution unique parmi I'infinité de solutions possibles. Il existe trois approches principales pour
imposer suffisamment de contraintes pour forcer la solution faible a étre unique : les “solutions de
viscosité”, les “conditions d’entropie” et les “conditions de stabilité de Liu/Lax/Oleinik”. Le plus simple
a utiliser est le critere de Lax. On va voir qu'aucune fonction u, n’est entropique car le long de 'onde

—a
x=45rona
/ / _a /
qur)=s()=5 Aq(ur).
N—— 2 ~——
0

NS

La vraie solution, c’est-a-dire la solution entropique, n’est pas de la forme u,. Cherchons a calculer 'unique
solution faible entropique du probleme donné. L'équation de la caractéristique de pied (¢, 0) est

S ¢ <0,

HD=&+q'(gENt=E+(g@)t=
x()=¢+q (gE)t=¢+(g(S)) {f+t, £>0.
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X

Pour ¢ = 0 on a les deux caractéristiques d’équation x = 0 et x = ¢ qui délimitent une zone qui n’est pas
rejointe par des caractéristiques : I'unique solution entropique est une solution réguliére qui présente une
onde de raréfaction qui part en (x, ) = (0,0). Dans la raréfaction on a q'(u) = )—r‘ Comme ¢'(u) = u alors

_ X
u(t,x)——[.
0
x<0,

0,
u(t,x) = %, O<x<t
1,

=0 xX=1

0 X

La solution est donc

xX>1.

Les solutions faibles non entropiques proposées correspondent au graphe suivant (avec a = %) :

v
QO
J >
§ X
1 //\®
s o)
e
0 X

55 Exercice 4.4 (Burgers, construction d’une raréfaction par régularisation de la CI)
Soit € > 0. On considere I'équation de Burgers avec la condition initiale suivante

six <0,

u(t=0,x)=gkx) = si0<x<g,

= ook O

six=e.

Construire la solution a ’aide des caractéristiques. Est-ce une solution forte? Que se passe-t-il lorsque
e—0?
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Correction
Ona

u? ,
q(u)=7 q (u) =u.

Léquation de la caractéristique qui passe par (7, %) est
Xz =q (& Nt-D+X=g&; )t —-D+1.

Le pied de la caractéristique est définit implicitement par

x si¢; <0,
$a X0 =2-g&f=4 21— si0<&;;<e,
x-1 sidiz=¢,
On peut écrire explicitement la fonction (%, £) — &; 5 :
X six<0,
s.=4 £.% si t<el
$iz % osi0<X<el,
-1 siz=e+1i,
Autrement dit, on a des droites d’équation x = at+b Caractéﬂstiques
avec a et b qui dépendent de ¢ : 2.0-
1.5-
e x=¢si¢ <0 (droites verticales), - 10
o x=t+&sié=¢, '
o x=(1r+1)¢sio<é<e. 0.5 -
0.0- /
—4 -2 0 2 4

Notons que g est croissante donc les caractéristiques

. . X
ne s’intersectent pas : la solution est forte.

On note u; ;(f) la restriction de la fonction u a la courbe caractéristique associée a ce point :

up (D ut, x = 3 £(0).

On a alors
u’m(l‘) =0u(t,x = x; () +)('f'x(t)0xu(t,x =xi:(0)=0.

Par conséquent

0 six<
£ 3 1
U; () =< &= = L % ¢
(D) - 5% si0 e+1,
1 Si x> t,
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La solution est donc donnée par

0 six <0,
u(t,x) = ﬁx si0<x<e+t,
1 six=e+t.
Enfin, pour € — 0, on trouve
0 six<O0,
u(t,x) =43 sid<x<t,
1 six=>t.

qui est solution du probléme lorsque la donnée initiale est

0 six<oO,
g(x) = .
1 six>0.

& Exercice 4.5 (Formation d’un choc avec une CI réguliére)

Une caractéristique fondamentale des équations avec un flux non linéaire est que, méme pour des
données initiales réguliéres, la solution du probleme de Cauchy peut présenter des discontinuités en
temps fini.

On considere le probleme de Cauchy

2

Oru+0xq(u) =0, avec q(u) = u?,

1
u(x,O) = g()C) = m

Calculer #;, le breaking time. Pour ¢ € [0, #3], calculer la solution exacte par la méthode des caractéristiques.
Que se passe-t-il pour £ > 1;,?

Correction

Caracteristiques
Ona qu

3 i
qa =2 qw=u
2 ' 2 (Xb,Ap ;
L'équation de la caractéristique de pied (¢, 0) est donc = b
1 i
Xeo(D) =E+q (g r=E+g@)t //
La solution est donc donnée par 0-% 17 . . . |
-4 -2 0 &n 2 4

u(t,x) =g = g(x-g@r). X

Il s’agit d'une relation implicite qui détermine la solution de I'équation de Burgers si les caractéristiques ne se
croisent pas. Si les caractéristiques se croisent, il y a la formation d'une onde de choc. L'intersection ou non
des caractéristiques dépend de la condition initiale.

Pour ¢ < t3, ces lignes caractéristiques ne s’'intersectent pas ainsi la solution du probleme de Cauchy est

u

t 1
t,x+ =9o(x)= .
1+x2) §) 1+ x2
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Pour ¢ > 13, les lignes caractéristiques s’intersectent et la solution n’est plus réguliére : il y a la formation d'une
onde de choc. On sait que le premier instant 5 a partir duquel les caractéristiques s'intersectent (le breaking
time) est donné par

t,=minG()  ayant définit G(f)dzef—L F@&)=q'(g&).
S

F'(¢)’
Ona
FO=q'g@) =g = —— Fo=-—2 Gy - A&
=d'EO) =80)= 5 =T -4
2y (272 _
OnaG'(é) = 1+¢& ;?j 1) =ossigf:i%.C0mme G(-1/v/3)<0et G(1/v3) >0, on pose &,, = % et
8V3 8
i, = .GC:Grm:—:_‘
b mgn () (Em) 5 Nz

Comme x, appartient a la caractéristique y¢, o(2) =& + q'(g(&m)) t on trouve
7V3

Pour déterminer ’équation de 'onde de choc qui a pied en (73, x;) on utilise les relations de RANKINE-
HuUGONIOT :

URr—Ur, 2(up—ur) 2 - 1+82(t)
s(tp) = xp

d’ot1 x = s(¢) :—1+§\/9t+1+8\/§.

{S,([) _ qur)—qur) _ (ur)®—(up)® _ ug+u; _ 1

44 Exercice 4.6 (Formation d’un choc)
On considere le probleme de Cauchy

{atu+6xq(u):0, avec q(u) = u—u?,

u(x,0) = g(x) = arctan(x).

Calculer le breaking time.

rrection Aristi
Correctio Caracteristiques

Ona 1.0~ ) !
q(u) = u—u? q/(u)=1—2u. % //‘:":\\ \\

L'équation de la caractéristique de pied (¢, 0) est donc

Xeo®) =E+q (g r=E+(1-28ENt

0.0-77 , . ; .
La solution est donc donnée par -4 -2 0 2 4
X
u(t, x) = g(§) = g(x - (1-2g(5)1). Em

On sait que le premier instant #; a partir duquel les caractéristiques s’intersectent (le breaking time) est donné
par

tp = min G(é) ayant définit G(¢&) d:er—L, F©&) =q'(g(&).
é F' ()
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Ona

F(©) =q'(g(&) =1-2g() = 1-2arctan(¢) FlO=-—r7y G =

OnaG'(E) =& et G'(§) = 0ssi& =0.0n pose &y = 0 et
tp = minG(¢) =G m) = =
& 2

Comme x, appartient a la caractéristique y¢, o(#) =& + q'(g(&m))t on trouve

Xp = Xé,0(tp) = Em+ l]’(g(fm)) tp =0+ (1 —2arctan(0))

N~
\S}

55 Exercice 4.7 (Manipulation de lois de conservation)

Dans le traitement des lois de conservation, il faut bien avoir en téte que la transformation de la forme
différentielle en ce qui semble étre une équation différentielle équivalente peut ne pas donner une
équation équivalente dans le contexte des solutions faibles.

Dans cet exercice on veut montrer que deux lois de conservation différentes peuvent avoir la méme
solution forte mais différentes solutions faibles.

Dans le contexte de solutions régulieres, les deux équations aux dérivées partielles suivantes sont
équivalentes :

e I'équation de Burgers

2
atu+ax(”?)=o, xeR, reR". 4.15)
o 'équation
5 2u .
0¢(u”) + 0y T =0, xeR, teR™. (4.16)

1. Soit u de classe € (R* x R). Montrer que elle est solution de I'équation de Burgers (4.15) ssi elle est
aussi solution de I'équation (4.16).

2. Considérons alors le probleme de Riemann pour ces deux équations dans le cas simple u; > ug.
Comparer les deux conditions de Rankine-Hugoniot pour les deux lois de conservation (4.15) et
(4.16). Calculer ensuite I'unique solution faible entropique de (4.15) et I'unique solution faible
entropique de (4.16) pour la méme donnée initiale :

ur, six<o,
u(x,0) = .
ugr, six>0.

Correction
1. Soit u de classe € (R x R). Si on multiplie I'’équation de Burger (4.15) par 2u on trouve bien la loi de
conservation (4.16).

¢ Si u est solution réguliere de I’équation de Burgers (4.15) alors
0=0;u+ udyu.

¢ Si u est solution réguliere de I’équation (4.16) alors on peut développer les dérivées ainsi

0=2ud;u+2u?0,u=2uu+udu).
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Donc u est solution de (4.15) ssi est solution de (4.16).
Exemple : u(t,x) = )—; est de classe %I(RI x R) et est solution de (4.15) et de (4.16) car

2 2

X u X X
atu__ﬁ, ax?: X537 = = u estsolution de (4.15)
2 2 3 3 2
X —-2Xx 2u 2Xx 2Xx
a[(uz)zat(?):T! axT: xﬁzF, — uestsolutlonde (416)

2. La condition de Rankine-Hugoniot pour I’équation de Burgers (4.15) donne

i A — ) ub —us _ up+uy
UR— U, 2(ugp —ury) 2

La condition de Rankine-Hugoniot pour la loi de conservation (4.16) donne

q(ug) —qur) 2(ud— u3) - 20 + ugup + 1)

Ur — Uy, B 3(LLR—LtL) B 3

s'() =

Par conséquent, lorsqu’on considére deux solutions faibles, elles ont des discontinuités qui se propagent
a deux vitesses différentes des que uy # ug. On remarquera par ailleurs que ces deux solutions faibles
sont aussi entropiques.

Il est clair que les opérations de manipulation de lois de conservation dans le cas de solutions régulieres
doivent étre menées avec précautions dans le contexte des solutions faibles! La dérivation de (4.16)
a partir de (4.15) nécessite de manipuler les dérivées d’'une maniere qui n’est valable que lorsque la
solution est réguliere.

&4 Exercice 4.8 (Equation de BURGERS (flux convexe) : double probléme de Riemann)
On considere le probleme de Cauchy

2

0;u+0xq(u)=0, avecq(u)= u?,

u(x,0) = g(x).

Nous allons considérer une condition initiale sous la forme d'un double probleme de Riemann :

up, six<l,
gx)=< upy, sil<x<2,

Ur, Six>2.
Plus particulierement, nous allons considerer les cas suivants :

Osix<]l, 2six<1, Osix<]l, 1six<l,
g(x)=11sixe]l;2[, g(x)=11six€e]l;2[, g(x)=11six€e]l;2[, g(x)=10sixe]l;2[,
2six>2, 0six>2, 0six>2. 1six>2.

Dans chaque cas, donner 'unique solution faible entropique u(t, x) pour ¢ = 0 et x € R des problemes
suivants en utilisant la méthode des caractéristiques. Justifier clairement la réponse avec tous les dessins
nécessaires.
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Pour conclure, généraliser au cas
Lsix<]l,
gx) =< Msixell;2],
Rsix>2,
avec L< M < Rpuis L> M > R.
Correction
Ona
2
u / -1
q(u)=7 qw=u (q) " (nN=r

donc g est une fonction croissante et convexe. De plus
x= 2040 = %+ (8C50))(1- D =%+ 8-~ x=xog, (0= + &

Considérons la condition initiale
up, sSix<l,

gx)=<up, sil<x<2,
Ugr, Six>2.

Alors
E+upt, sié<l,

x=¢{+g)t=<E+upt, sil<é<?,
¢+ ugt, sié>2.

<+

Donnée “0,1,2"
0 six<l,
gx)=41 sil<x<2,

2 six>2
L'équation de la caractéristique de pied (£, 0) est
<, ¢<1,
X(O=E+q' (gENt=¢+(gENt=1¢+1,  1<E<2,
E+2t, E>2.
x=0r+1
x=1r+1
X=1r+2
xX=2t+2
1 2 X
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La donnée initiale a deux sauts croissants, un en x = 1 et l'autre en x = 2. Puisque g est convexe, on s’attend a

ce que la solution faible entropique présente deux ondes de raréfaction centrées 'une en (1,0) et 'autre en
(2,0).

—
+
)
<|:|> x=mt+1
. o 0O<m<l1 x=t+1
X=r+2
xX=mt+2,1<m<2
xX=2t+2
=
1 2 X
Dans la raréfaction on a ¢'(u) = x_—txo et puisque g’ (1) = u alors y = g’ (u) ssi u = (¢q")~'(y) = y. La solution
s’écrit
0, six<l1,
Ll sil<x<l1+t,
u(t,x) =<1, sil+t<x<2+t,
L2 si2+r<x<2+2L,
2, six>2t+2,
t=0 u
t=1.5

&
Donnée “2,1,0” Considérons la donnée initiale
2 six<l,
gx)=41 sil<x<?2,
0 six>2.

Elle a deux sauts décroissants, un en x = 1 et un en x = 2. Puisque ¢ est convexe, on s’attend a ce que la
solution faible entropique présente deux ondes de choc qui partent de (1,0) et de (2,0).

o En effet, 'équation de la caractéristique de pied (¢, 0) est

E+2t, &<,
¥ =¢+q (gENt=¢E+(gE)r=1¢+t,  1<E<2,
¢, ¢&>2.
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\Q
AN
AN
DN
AN
ARMANNN
DRINNN
DINNN
DRI
DMWY
DRI
DLW
A\S\S\R NN

1 2 X

¢ Pour calculer les équations des deux ondes de choc on utilise les relations de RANKINE-HUGONIOT :
» chocde pied (1,0)

S/(t) . q(uR)_q(uL) . (MR)Z—(ML)Z . 1-4 _ §
- Ur—Uur - Z(MR—ML) - 2(1-2) 2

doux=s(t) = %t+1;
o choc de pied (2,0)

(1) = qur)—quy) _ (wp)*-wp)? _ 0-1 _ 1
- Ur—uy - 2(uRfuL) - 2(0*1) - 2

d'ottx =s(t) =31 +2.

\

1 2 X

Ces deux chocs vont ensuite interagir a partir d'un (x*, t*) qu’'on détermine en résolvant le systeme

linéaire
_1
{x §t+2,
3
X = zt‘}'l

On obtient ainsi le pied de la nouvelle onde de choc qui est (x*,t*) = (g, 1). Donc la solution pour
O<t<lest

\S)

, six<3r+1,
u(t,x) =11, sidr+l<x<ir+2,

(=]

E six>%t+2,

o Pour t = 1 seule les données initiales pour x < 1 et x > 2 sont transportées et ce nouveau choc, qui part
de (g, 1), vérifie encore la relation de RANKINE-HUGONIOT :

/ _ qur)—qur) _ (up)®-(u)® _ 0-4 _
{s (=" 2un—u) = 20-2) = |

s()=3

doux=s(t)=1t+ %
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\

1 2
Lunique solution faible entropique pour tout ¢ > 0 est donc

2, sit<1etx<%t+l,
2, sitr>letx<t+3, 2, six<min{3r+1,1+3},
u(t,x) =41, sir<letdt+l<x<it+2, ~  ut,x)=41, sidr+l<x<3r+2,
0, sir<letx>3r+2, 0, six>maxiir+2,1+3,
0, sit>1etx>t+%.
u
=0
=05
r=1
— =15
X
&
Donnée “0,1,0” Considérons la donnée initiale
0 six<l,
gx)=41 sil<x<2,
0 six>2.
Léquation de la caractéristique de pied (¢, 0) est
¢, ¢<1,
X =C+q(gNt=C+(gNt=1¢+1, 1<E<2,
¢, E>2.
s
1 2 X
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On s’attend donc a ce que la solution faible entropique présente une onde de raréfaction centrée en (1,0) et
une onde de choc qui part de (2,0) et que, apres un certain temps, les deux ondes interagissent.

o Lararéfaction est comprise entre la droite d’équation
x(nH=1

et la droite d’équation
x()=1+t¢

et a équation

u(t,x) = (g")~! (x__l) — x__l
X = t-0) t
e Pour déterminer I'’équation de 'onde de choc qui a pied en (2,0) on utilise les relations de RANKINE-

HUGONIOT :

Ur—UL 2(up—uy) _ 2(1-0) 2

§(p) = Luw=aw) _ - _ 1-0 _ 1
s(0)=2

doux=s(t) = %t+2.
Ces considérations sont valables jusqu’a ce que 'onde de choc et ’onde de raréfaction se touchent,
c’est-a-dire jusqu’a t = 2. Donc la solution pour 0 < ¢ < 2 est

0, six<l1,

= osil<x<ir+],
u(t,x) =+ . 1

1, 81t+1<x<§t+2,

0, six>%t+2.

1A=

1 2 3 X

e Pour 7 > 2 on continue a avoir une onde de choc mais I'état gauche n’est plus constante car il est donné

par la raréfactioni.e. uy = % donc le nouveau choc a pied en (3,2) et vérifie
—1\2
o (1) = Q=) _ ) _ 0-(*“=) _ sn-1
- Ur—uy - 2(uR—uL) - 2(0_%;1) - 2t
s(2)=3
d’oul'équation x =1+ v/2t.
4 /

>
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Lunique solution faible entropique pour ¢ > 0 est donc

0, six<l,

1 sil<x<min{l+171+ V21,
ut,x) =41, sil+r<x<ir+2

0, six>%t+2et <2,

0, six>1+v2tett=2.

— =0

A\

%/‘—t:4

X

Remarquons que I'amplitude du choc vaut \/g et le choc se déplace a vitesse 4/ % Par conséquent, pour
t — oo, 'amplitude et la vitesse du choc tendent vers zéro.

+

Donnée “1,0,1”
1 six<l,

gx)=40 sil<x<2,

1 six>2.
Léquation de la caractéristique de pied (¢, 0) est
E+t, &<,
XD =E+4"(gENr=E+(gE))r=X¢, 1<é<2,
E+t, E>2.
7 t
1 2 X

La donnée initiale a un saut décroissant en x = 1 et un saut croissant en x = 2. Puisque g est convexe, on
s’attend a ce que la solution faible entropique présente une onde de choc qui part de (1,0) et une onde
de raréfaction centrée en (2,0). Pour déterminer I’équation de I'onde de choc on utilise les relations de
RANKINE-HUGONIOT :

1
UR—Ur 2(ug—ur) 20-0) — 2

S/(l.) — q(uR)_q(uL) _ (MR)Z—(UL)Z — 1-0
s0)=1

dou1 x = %t+1.
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N\

N\

Ces considérations sont valables jusqu’a ¢ = 2, ensuite on continue a avoir une onde de choc mais avec

s 2
qur)—qu) _ (up)?—wy)? _ 1*—(22)

1)
/ _ _ _ 1, s
S (t) - Urp—Uuy, - Z(MR—ML) - 2(1_;(*;)) - §+ 7
s2)=2
d’oul'équation x =t —v2t +2.
7 t
1 2 X

Puisque la courbe x = t —v/2t + 2 et la courbe x = £ + 2 ne se croisent par pour ¢ > 2, la solution est valable
pour tout ¢ :

1, six<min{t/2+1,t—vV2t+2},
0, sit+l<x<2ett<?2,
u(t,x) = o .
==, sl max{2, t—vV2t+2}<x<t+2,
1, six>t+2.
—1t=0
— =1
u
—_—t=2
— =3
X
4
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Donnée “L<M< R’
L six<-1,
gX)=<M si-1<x<l,
R six>1.

Léquation de la caractéristique de pied (¢, 0) est alors
E+Lt, E<-1,

XD =E+q(gENt=E+ (g =R+ Mt, —1<&E<1,
E+Rt, &E>1.

Comme L < M < R, 'unique solution faible entropique présente deux ondes de raréfaction centrées 'une en

(=1,0) et'autre en (1,0) :

L, six< -1,
2l si-l<x<-1+Lt,
u(t,x) =4 M, si-1+Lt<x<l+Mt,

sil+ Mt<x<1+Rt,
R, six>1+Rt.

Donnée “L>M >R’
L six<-1,
gx)={M si-1<x<l,
R six>2.

Léquation de la caractéristique de pied (¢, 0) est alors
E+Lt, &E<-1,

YO =E+q'(gENt=¢+(g@Nt=¢E+Mr, —1<é<],
E+Rt, E>1.

Comme L > M > R, 'unique solution faible entropique présente deux ondes de choc qui partent de (—1,0) et

de (1,0).

Pour calculer les équations des deux ondes de choc on utilise les relations de RANKINE-HUGONIOT :

e chocde pied (-1,0) :

u 2 u 2
o (1) = dum=atu) _ “RC_CDS v ML
1 - Ur—Uurp, - Ur—Uurp, - 2 B 2
S1 (0) = _1)
doux=s(8) = %t—l;
e chocde pied (1,0) :
u 2 u 2
o (1) = Qun=at) _ 5= wpw _ Rem
2 Ur—Uur Ur—ur 2 2
52(0) = 17

dotx=s(8) = ¥t+ 1.
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M+L R+M

Comme =5 > 5

systeme linéaire

, ces deux chocs vont interagir a partir d'un (x*, t*) qu'on détermine en résolvant le

x:R+M

r+1.

On obtient ainsi le pied de la nouvelle onde de choc qui est (x*, t*) = (M+§, L4R) Donc la solution pour

0<t< Rest

L, six< M+Lt—1

u(t,x) =4 M, siMtLy —1<x<R+Mt+1

2
R, six>%Mpyq,
Pour t > =% R seule les données initiales pour x < —1 et x > 1 sont transportées et ce nouveau choc, qui part
de (Y8, 25), vérifie encore la relation de RANKINE-HUGONIOT :
wp?  wp)?
s () = Quw=quw) __ - uptw _ ReL
3 uR ur -7 ug-u, 2 T 2

M+R
Sg(L—R) — L_JrR)
d'oll x = s3(8) = %t—l.

Lunique solution faible entropique pour tout ¢ = ﬁ est donc

M+Rl._1

L, six<M+Rt—1
(t,x) =

R, six>

44 Exercice 4.9
On considere I'équation non-linéaire

0:(u) +0x(q(w) =0, avecq(u)=—
u(x,0) = g(x).

Donner 'unique solution faible entropique u(t, x) pour ¢ = 0 et x € R des problemes suivants en utilisant
la méthode des caractéristiques.

1 six <0, .
. |x|silxl<1,
gx)=41-x si0<x<l1 gx) = .
. 1 si|x|=1.
0 six=1,

Correction
Ona

2 _ —
q(u):u—%, qw=u, (q,)l(x xo):x Xo.

L'équation de la caractéristique de pied (¢, 0) est donc

Xt,x(t) = Stt,x+ ql(g(ét,x))t:(f‘*'g(ft,x)t-

Si en (¢, x) il passe une et une seule caractéristique, la solution est

w(t,x) =g x+8E 0.
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Donnée initiale :

1 six=<0,
gx)=41-x si0<x<l1
0 six=1,
Avec les données fournies, nous déduisons que les Caractéristic[ues

caractéristiques de pied (£,0) ont pour équation 2.0- 7
E+t sié <0, *“l-oy
YO =<Eé+(1-8)r si0<é<1 0_5_/
¢ sié=1.
0.0 7 . i |
-4 -2 0

X

Toutes les caractéristiques dont le pied appartient au segment 0 < ¢ < 1 passent par le point (1,1). Pour t < 1,
elles n’entrent pas en collision, donc la solution ne présente aucune discontinuité et est implicitement définie
par

u(t,x) = glx—q'(u(t,x) 1 = gx—u(t,x)r)

Ona
1 Si(ft,xfo,
u(t,x):g(ft,x): l_ét,x Sio<£t,x<1
0 Sift,xZL

PourO0<¢;y<l,iepourt<x<l,onax=<¢;x+(1—-&; )t Cest-a-dire x=(1—- ¢+ tetu(t,x) =g ) =
(x_—t) -1- X—t _ 1-t—x+t
8\1=¢) = 1-t = 1-t °

En conclusion, pour ¢ < 1, on a la solution forte

1 six<t,
u(t,x) =4 1= sir<x<1 pourt<l.
0 six=>1,

Une discontinuité prend naissance au point (1, 1) en raison de la collision entre les caractéristiques verticales
x = ¢ (portant la donné initiale g(x) = 0 pour x > 1) et les caractéristiques x = ¢ + ¢ (portant la donnée initiale
g(x) =1pour x<0).

Selon la condition de Rankine-Hugoniot, la courbe de Caractérlstic[ues

choc résout le probléme de Cauchy 2.0- 7
N
() = l’ 1+¢ +~ 1.0-
S ( ) 2 — S(t) _ L.
s()=1, 2 0.5-
0.0 1 .
-4 -2
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4. Equations non-linéaires : théorie mathématique

La solution faible entropique est :

(%) 1 six< %, o1
u(t,x) = our £ =1.
0 six> %, P
4
Donnée initiale :
1 six<-1,
x| silx|=1 -x si-1<x<0,
(x) = ) ~ o g = .
1 si|x|=1 X si0<x<1,
1 six=1.
Avec les données fournies, nous déduisons que les Caractéristiques
caractéristiques de pied (¢,0) ont pour équation 3 V / /
/ )
: 7
E+t siés-1, y /,’o}:i;f
o JE-Er sim1<eso, . i
= +¢ér si0<é=1,
E+t sié=1. . A
0
-4 -2 0 2 4

Pour t < 1, les caractéristiques n’entrent pas en collision. La solution ne présente alors aucune discontinuité
et est implicitement définie par u = g(x— q'(u)t) = g(x — ut). Pour |é| < 1, i.e. pour 222, on a u(t,x) = g(&) = |€].
Pour || > 1, i.e. pour |x| > 1, on a u(t, x) = g({) = 0. Pour ¢ < x < 1, la solution est implicitement définie par
u=gx—ut)=1-(x—ut) ce quidonne (1 - f)u=1-x. En conclusion, pour ¢ < 1, on a la solution forte

Une discontinuité prend naissance au point (1, 1) en raison de la collision entre les caractéristiques verticales
x =¢ (portant la donné initiale g(x) = 0 pour x > 1) et les caractéristiques x = ¢ + ¢ (portant la donnée initiale
g(x) =1pour x<0).

f! Exercice 4.10 (Equation non linéaire (flux concave))
On considere I'équation non-linéaire

u2—u)

0;(u) +0x(q(w)) =0, avec q(u) = >

)

u(x,0) = g(x).

Donner 'unique solution faible entropique u(t, x) pour ¢ = 0 et x € R des problemes suivants en utilisant
la méthode des caractéristiques. Justifier clairement la réponse avec tous les dessins nécessaires.

lsix<]1, Osix<l1,
gx) = . glx) = .
0six>1, 1six>1,
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2six<1, Osix<l, 2six<1,
gx)=11sixe]l;2], gx)=11sixe]l;2], gx)=10sixe]l;2],
0six>2, 28ix>2, 1six>2.
Correction
Ona

2

qu)=u- u?, q(w)=1-u, (6]')_1 ( q" (1) = —1(le flux est concave).

x—xo)_l X — Xp
t—ty)  t—ty

L'équation de la caractéristique de pied (¢,0) est donc

X =E+q (g t=E+(1—gNt.

1six<l1,
1. glx)= .
O0six>1,

5, ¢<1,

L'équation de la caractéristique de pied (¢, 0) est x(¢) = £
t, ¢>1.

X

La donnée initiale du probleme de Riemann a un saut décroissant et le flux est concave donc I'unique
solution entropique présente une onde de raréfaction centrée en (1,0).

La solution est donc
1, x<1,

ult,x) =<1-%1 1<x<l+t,

0, x>1+t.
u
r=0
r=0.5
r=1
X
Caractéristiques Raréfaction Solution
1.0 1.0-
0.8- 0.8
0.6- 0.6-
0.4- 0.4
0.2- / 0.2
0.0- 0.0-
-1 0 1 2 3 -1 0
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0six<l1,

2.gm:{

1six>1,

L'équation de la caractéristique de pied (¢, 0) est x(¢) = {

E+i,
6)

7[

¢<1,
E>1.

1

X

La donnée initiale du probléeme de Riemann a un saut croissant et le flux est concave donc 'unique
solution entropique présente une onde de choc qui part en (1,0). Pour calculer I'équation x = s(¢) de
I'onde de choc on utilise les relations de RANKINE-HUGONIOT :

ur) —q(u UR+Uu 1
s’(t):q( Rr)—4q( L):l_ rtur_1
Up — Uy, 2
avec la donnée initiale s(0) = 1. On trouve donc x = s(£) =1 + %t.
7
1 X
La solution est donc
0, x<l+31,
u(t,x) = |
1, x>1+ 3 t.
u
=0
r=0.5
=1
X
Caractéristiques Rankine-Hugoniot Solution
2.0'/ 2.0'/ 1.0- t=0
—— t=0.5
15 15 08 =1
0.6-
“1.0 “1.0 o
04
0.5- 0.5-
0.2
0.0 0.0- 0.0
-1 0 1 2 -1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
2six<1,
3. gx)=<1sixe]l;2|,
0six>2,
E—t, &<,
L'équation de la caractéristique de pied (¢,0) est x(f) =1 ¢, 1<é<2,
E+t, E>2.
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©

1 2 X
La donnée initiale a deux sauts décroissants, un en x = 1 et 'autre en x = 2. Puisque g est concave, on
s’attend a ce que la solution faible entropique présente deux ondes de raréfaction centrées 'une en
(1,0) et 'autre en (2,0).

%
1 2 X
2, six<1l-t¢,
1-1 sil-r<x<l,
u(t,x)=+1, sil<x<2,
_x_;Z’ Si2<x<2+1,
0, six>2+t.
u t=0
< — =15

0six<l,
4. g(x)=<{1sixe]l;2],
2six>2,

Elle a deux sauts croissants, un en x = 1 et un en x = 2. Puisque ¢ est concave, on s’attend a ce que la
solution faible entropique présente deux ondes de choc qui partent de (1,0) et de (2,0).

E+t, &<,
o En effet, 'équation de la caractéristique de pied (£,0) est x(1) =< &, 1<¢&<2,
E—t, &E>2.
v R S A SRS NISS
R RIRIRRIRIRERERELLKLLIL
7 RRRIIIRILIBIRIBIRRIRILRILR
Z5EERILLLLLLRINLLLLLKS
SREIRLLKIIRRRRLRRLRRRLKS
RRIRIIEIRBIRIRIILIKKK
ZRRKILLRRLLIILIRKKLES
XXX XX XXX XX X X
SIRILIEIRBIRIILRLRK
LREILLRRINEIKS

RILLLRLRILLRL
PRILLLLINKEL
[ RRSIRIRIRKS
RRRERRER

QRRPLLS

XXX
/ %%

RN

RN

1 2 X
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o Pour calculer les équations des deux ondes de choc on utilise les relations de RANKINE-HUGONIOT :
o choc de pied (1,0)

_ qlup)—q(ug) _ up+u; _ 1
S,(t)_ uRR—uLL _1_ R2 L_E
s0)=1
doux=s(r) = %t+1;
o choc de pied (2,0)

Iy — qlup)—qug) _ ugp+u; 1
S(t)_ Urp—Uuy _1_ 2 __§
s(0)=2

d’oflx:s(t):—%t+2.

i N\

1 2 X

Ces deux chocs vont ensuite interagir a partir d'un (x*, t*) qu’on détermine en résolvant le systeme

linéaire
_1
{X— §t+1,
_ 1
X——§t+2.

On obtient ainsi le pied de la nouvelle onde de choc qui est (x*, t*) = (%, 1). Donc la solution pour
O0<t<lest

0, six<%t+1,
u(t,x) =41, sigr+l<x<-31+2,
2, six>—%t+2,

o Pour t =1 seul les données initiales pour x < 1 et x > 2 sont transportées et ce nouveau choc, qui
part de (%, 1), vérifie encore la relation de RANKINE-HUGONIOT :

Ty qlup)—qlur) _ Up+up _
s'(1) = Up—uy =1- 2 =0
s()=3

doux=s(t) = %

A \

ZAIN

1 2 X
L'unique solution faible entropique pour tout ¢ > 0 est donc

0, six< min{% t+1,31,

u(t,x) =41, sigr+l<x<-3r+2,

2, six>max{—%t+2,%},
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u
t=0
t=0.5
t=1
X
2six<1,
5. g(x)=<{0sixe]l;2|,
1six>2.
§—t, ¢<1,
Léquation de la caractéristique de pied (£,0) est x(£) =< E+ ¢, 1<¢E<2,
¢, &>2.
t
1 2 X

On s’attend donc a ce que la solution faible entropique présente une onde de raréfaction centrée en
(1,0) et une onde de choc qui part de (2,0) et que, apres un certain temps, les deux ondes interagissent.
o Lararéfaction est comprise entre la droite d’équation x(#) = 1— ¢ etla droite d’équation x(¢) = 1+¢

et a équation

x—-1) x—1

t—O) - t

o Pour déterminer I'’équation de 'onde de choc qui a pied en (2,0) on utilise les relations de
RANKINE-HUGONIOT :

u(t,x)=(qH " (

Feey — Qur)—qQur) _ 1 uptup _ 1
{S (t) - Ur—uy - 1 2 2

s(0)=2

d'ou x =s(¢) = %t+2.
Ces considérations sont valables jusqu’a ce que I'onde de choc et 'onde de raréfaction se touchent,
c’est-a-dire jusqu’a ¢ = 2. Donc la solution pour 0 < £ < 2 est

2, six<1-1,
1-21 sil-r<x<t+1,
u(t,x) = . N
0, 51t+1<x<§t+2,
1, six>1r+2.
t
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o Pour 7 > 2 on continue a avoir une onde de choc mais I’état gauche n’est plus constant car il est

donné par la raréfaction i.e. uy =1 - ’U)T_l donc le nouveau choc a pied en (3, 2) et vérifie

Up—Uur, 2 T oo0-30=y T2t

t

S(-112
§(p) = Quw=aw) _ | _ uprw _ 0-(*F) _ s-1
s2)=3

d’oul’équation x =1+ v/2t.

Lunique solution faible entropique pour ¢ > 0 est donc

2, six<l-t,
1—%, sil—t<x<min{l+1t1+Vv2t},
u(t,x)=<0, sil+t§x<%t+2,
1, six>%t+26tt<2,
1, six>1+v2tett=2.
" — =0
— =1
— =2
r=3
Q\:I\} — =4

fﬁ Exercice 4.11 (Un modele de trafic avec une donnée initiale affine par morceaux)
On introduit une variante du modele décrivant le trafic dans un tunnel basé sur une densité normalisée.
Soit u(t, x) = o(t, x)/ pm la densité normalisée (ona0 < u < 1).

1. Montrer que u vérifie 'équation
0r1u+0y (vm(u—u?) =0, xeR, teR".
2. Calculer explicitement la solution du probleme

Oru+0x(vmu-u?))=0, xeR, reR",
u(x,0) = g(x), x€ER,
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avec .

- six <0,
3

(x)—<1+ x, si0sx=<1

g 3T " =x=1,
3 .
- six=>1.
4

Correction

1. L’équation du trafic routier est

0=0t9+6x(vm(1—£)9)

Om

doncona
0=0m0rt+05 (Vi (1— W) @mtt) = Om [0u+0x (v (1 —u?)].

On obtient donc I'EDP
01+ 0y (U (u—u?)=0.

Si u est réguliere on a la forme quasi-linéaire

oru+v,1-2u)d,u=0.

2. Le graphe de la donnée initiale est le suivant :
g

I

X

Onaq(u)=vm(u— u?) donc q'(u) = v;,(1 —2u). La caractéristique de pied (¢,0) a pour équation

E+iupt, si¢ <0,
— / — — 1_5 :
X=¢+q(gNt=¢+vn(1-2g)r= f+(§ —gf) vmt, si0<é<1,
6—%1/,,,& sié>1.
N O 0 A e ¢ N
7 SRR N
SRR
SO OO %
SRR
SBRIR
KB
?«v,'
X

On voit que les caractéristiques s’'intersectent. Le point de départ de cette intersection est le point avec
la plus petite coordonnée temporelle pour laquelle deux caractéristiques s’'intersectent pour 0 < ¢ < 1.

Ce point a coordonnées
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Pour calculer I'’équation de 'onde de choc on utilise la condition de Rankine-Hugoniot. Soit x = s(¢)
I'équation de 'onde de choc qui sort du point (, f). A droite de ce point on a ug = 3/4, a gauche

ur =1/3, donc
q(ugr) —q(ur) 1

!
sS)y=———=——vp.
Ur— ury, 12"
On a donc’EDO
{S (t) ]ZUWZ)
6 y_2
50,7 — 5’

d’outI’équation
1 1
s(h) = E - E Umt.
Pour résumer :

Umt} on transporte la donnée u(t, x) = %

mt} on transporte la donnée u(z, x) = %;

e pour x <min{:
e pour x >max{1-
6

Ly,ton transporte la donnée

e pour0=t=< -1

u=gx—q@wn=

1 . 5(x—q' (W)
-3 12 a
1 N S(x—(vm(1-2w)t)
3 12 a
B 1 N 5x—-5v,,t+10v,,u
-3 12
o 5x =50, +4
doly= ———.
(12—-10vp,)

On a donc tous les ingrédients pour écrire la solution :

six <min{zvpmt,; - 12 U},

37
o A4+5x—-5v,,t =1 1 1
u(t,x) = 2(6751}”]’;’) y SlgUml<x<s5;-1; vmt
3
5 si x > max{l — Um £, 1 5~ 12 Um L}

& Exercice 4.12 (Trafic dans un tunnel)
Soit p = p(t, x) la densité des voitures et g = g(p) le flux des voitures. Un modele qui décrit la vitesse des
voitures dans un tunnel est le suivant

0:p+0x(g(p)) =0, X€eR, teR",
p(x,0) = g(x), X€eR,

avec g(p) = pv(p) et v = v(p) la vitesse des voitures ainsi définie :

) Um, si0<p<pe
v =
s Mn(%”), Sipc<p<pm

et A= (vy)/(n(pm/pc))- Les constantes vy, et p,, représentent respectivement la vitesse maximale, la
densité maximale et p. la densité critique en dessous de laquelle les voitures peuvent voyager a la vitesse
maximale. (Valeurs vraisemblables sont v,, = 90kmh™!, p,, =110 voitures/km et p. =7 voitures/km qui
donnent A = 32,727272.)

Supposons que I'entrée du tunnel est en x = 0 et qu'on ouvre le tunnel a I'instant ¢ = 0; supposons de
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plus que précédemment les voitures s’étaient accumulées en un bouchon. La donnée initiale est donc

, Six<O0,
gw={"m "
0, six>0.

1. Calculer la densité et la vitesse du trafic et les dessiner dans les plans (x, p) et (x, v) pour £ =0 et
pour 7 > 0.

2. Déterminer et dessiner dans le plan (z, x) la trajectoire d'une voiture qu’a 'instant initiale se trouve
en x = X <0 et calculer a quel instant elle rentre dans le tunnel.

Correction
1. Le graphe de la vitesse en fonction de la densité est le suivant (remarquons que v est continue) :

Le flux g s’écrit
Ump, si0<=p=<pc

q(p) = m :
/lpln(%), Sipe=<pP<pm

donc
U, si0<p<p

q'(p)= A[ln(%) = 1], Sipc<p=pm.

Les graphes de g et g’ en fonction de la densité sont les suivants (remarquons le saut de ¢’ en p,) :

q
q
1300
90
1200
80

1100

1000
60
900
50
800
40
700
30
600

500

400

00

70 80 90 100

300

200

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 Pm P —40
Le sautde ¢’ en p. est
140 =q' (0 = q' (D) = W =) = v = = A.
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La caractéristique de pied (,0) a équation

E—At,  si¢ <0,

=¢+ ! =
eecdon={{ 0"

t

On peut donc écrire la solution au moins pour certaines parties du plan :

Om, Six<-—-At,
p(t,x) =17, si —At<x<vpt,

0, Si x> vyt
Sachant que ¢’ est discontinue en p = p., on va donc étudier p séparément sur

S1={(t,x): At <x<vmt, pc<pt,X)<pm} =1, x): At <x<(vy -t}

et
So={(t,x): —At<x<vpmt, 0<p(t,x) <pc}={(t, X): W — AVt <x < vt}
 Etude dans S; : pour p. < p(t,x) < pm on a q"(p) = —A/p < 0. Puisque p est décroissante on
cherche une solution sous forme d’onde de rarefaction, centrée en (0, 0), qui se colle avec conti-
nuité avec la droite x = —At (de cette maniere elle vérifie aussi la condition d’entropie). Cette
onde a équation
o -1 _ 1 i
plt,x)=(q) (x/t)= pmexp( 1 )Lt)'
o Etudedans S, : pour p(f,x) < pc ona q'(p) = vy,. Par conséquent p est constante le long des lignes
caractéristiques du type
x=vyut+k.
Ces caractéristiques sortent de la droite x = (v,, — A1) f et sur cette droite, qui appartient a la région
S1, la densité vaut
_ _ (vm— At B Um\ _
o(t,x)=p((vm—A)t, t) = pmexp (—1 Sl b pmexp(—T) =pc.
r
x=-At x= (V- At
X=vpt
X
En résumé, on a
Om» six<—Ar,
exp(-1-=), si-At<x<(v,-Mt,
p(t,x)= pm p( ﬂt) ' ( m )
Pc» Si(v —A)t<x<uvpt,
0, Six>uv,t.
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P om
r=0
r=0.2
r=04
r=0.6
— t=0.8

Pe ] | [ [

Pour un temps fixé, on voit que la densité décroit de la densité maximale (vitesse nulle) graduellement
jusqu’a la densité critique qui permet la vitesse maximale. On remarque la discontinuité de la densité

pour x = vy, t.

2. Considérons une voiture qu’a l'instant ¢ = 0 se trouve en x = X < 0. La voiture restera immobile jusqu’a
l'instant fo = |X|/A. A cet instant elle rentre dans la région S; ot la vitesse est donnée par

v(p(t, 1)) = A + )—;

r=0

r=0.2
r=04
r=0.6
r=0.8

Si on indique par x = x(¢) la trajectoire de la voiture, on a

{x’(t) =1+ 50

x(ty) = X.

x(t) = At(ln(g) - 1).
| x|

On obtient

La voiture entre donc dans le tunnel a l'instant T pour lequel x(T) = 0, c’est-a-dire T =

X
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IWR devient

{

u(x,0) = g(x),
avec q(u) = u(l —u).
1

=let0<a<s

sant a + =2

initiale suivante

0:u+0x(q(u) =0,

3. Considérons une voiture qui se trouve en x =
Apres combien de temps elle franchira le feu situé en x = a?

53 Exercice 4.13 (Modele LWR avec deux feux tricolore)
Soit u = u(t, x) la densité des voitures et g = g(u) le flux des voitures apres normalisation. Le modeéle

xeR, teRT,
X€ER,

Supposons qu'en x = —f3 et en x = a sont placés deux feux tricolore, avec a et § deux constante satisfai-

On suppose que les deux feux tricolore sont rouges et passent au vert a ¢ = 0. On considere la donnée

1, six<-8,
0, si—-fB=x<0,
gx) = :
1, si0=x<a,
0, six=a.
1. Calculer la solution exacte pour a = %
2. Calculer la solution exacte pour a = i.

a €]0, a[ al'instant ¢ = 0. Quelle sera sa trajectoire ?

Correction
Ona

qgu) =u(l-u)

Courbes caractéristiques :

Xis() =835 +d' (86 )1 =8; 0+ (1-28(E; )t
e
Casa=p= % La donnée initiale est
: 1
1, six<-—3,
0, si—%sx<0,
gx) = . ]
1, 5105x<§,
. 1
0, six= 3.
En tracant les courbes caractéristiques
. 1
Siz— 6 Sigiz<—3,
4 : 1 c
Qi,f‘+t’ SI_TSQ?';<0,
Xig(D) =835+ (1-28E; NE=4 " T
Sf,i'_t’ SlOSg?w;(<§,
Eip+t, sié&p=4,

on remarque que pour t = f proche de 0 on a 4 états constants séparés par une onde de raréfaction, une onde
de choc et encore une onde de raréfaction :
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 la premiere onde de raréfaction est centrée en x = —f et est comprise entre la droite d’équation

x = —f -t et la droite d’équation x = —f + t; dans la raréfaction la solution vaut (g’ )1 (Lt_ﬁ)) =
l_x*(;ﬁ) - l B ﬂ )
27 21

 la deuxieme onde de raréfaction est centrée en x = « et est comprise entre la droite d'équation x =a — ¢t

o . . . e 1-xa _
et la droite d’équation x = a + t; dans la raréfaction la solution vaut (g') (%) =—t= % — % ;

« le choc avitesse s'(¢) = (¢q(1) — g(0)) /(1 —0) = 0 et est centré en x = 0 il a donc pour équation la droite
verticale x = 0.

A partir de ¢ = a les deux raréfactions ainsi que le choc entrent en collision; plus précisément la droite
x=—-Pf+t=—-a+t ladroite x =0 etla droite x = a — f s'intersectent au point (¢, x) = («,0). Il y a un nouveau
choc qui satisfait le probléeme de Cauchy

1_s+p 1_s(n-a
A2~ "2 )_q(i_ 2t )

s/(t) — (

i e s(0) =0,
s(a)=0
On a donc la solution

1, six<—-p-t,

1 x+p .

e Sl—ﬁ—t5x<—,3+t
. 0, si—-B+tr<x<0,
Sit<a, u(t,x) =< .

1, si0<x<a-—t,

1 Xx—-a :

e sla—It<x<a+t

0, six=a+t.

1, six<—-p-t,
| 1§ _pi=x<0
sinon ult,x) =41 = .

3-8 si0<x<a+t

0, six=a+t.

t=0 t=0.25 t=0.5

Caractéristiques b
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4. Equations non-linéaires : théorie mathématique

Casa = i, B= %. La donnée initiale est
1, six<-3,
0, si-— % <x<0,
g(x) = . 1
1, si0<sx< it
0, six=>1

En tracant les courbes caractéristiques

Eiett, si—3<&;,.<0,
Xia(D) =& +(1—-2g8(E; =3 " oo
f;,x t, s105€m<z,
. 1
ff,;ﬂrt, Sl‘fi,chZ’

on remarque que pour ¢ =  proche de 0 on a 4 toujours états constants séparés par une onde de raréfaction,
une onde de choc et encore une onde de raréfaction :

¢ la premiere onde de raréfaction est centrée en x = —f3 et est comprise entre la droite d’équation

s . P . 1 (x-(= 1-XCH
x = —3 -t etla droite d'équation x = —3 + ¢; dans la raréfaction la solution vaut (¢") ! (x (t ) ) =—;
 la deuxieme onde de raréfaction est centrée en x = « et est comprise entre la droite d’équation x = i -t

et la droite d’équation x = ; + £; dans la raréfaction la solution vaut (¢') ™! (£3%) = 1_2;’ =1-x2,
¢ le choc avitesse s'(t) = (q(l) - q(O)) /(1-0) =0 et est centré en x = 0 il a donc pour équation la droite

verticale x = 0.

A partir de ¢ = « la raréfaction centrée en « entre en collision avec le choc; plus précisément la droite
d’équation x = a — t et la droite x = 0 se croisent au point (¢, x) = (,0). On a donc la solution

1, six<—-p-t,

1 x+p .

37 o1 Sl—ﬂ—tsx<—ﬁ+t
) 0, si—-f+r=<x<0,
Sit<a, u(t, x) =< .

1, si0<x<a-t,

1 X—a s

T sila—ft<x<a+t

0, six=a+t.

Pour t > a, il y a un nouveau choc qui satisfait le probleme de Cauchy

(I=s=ay-g 2t 7 ss(H=a+t-2Vat.

1_s(-ay)_ 0
S’(l‘) — q(z 2t ) q( )’ S/(t) — s(t)+t—0c
2 2t ~
s(a)=0

s(a)=0

Ceci tant que la premiere raréfaction ne rencontre pas ce choc. La raréfaction centrée en —f entre en collision
avec le choc s(f) = a + t — 2/ at au point (£, x) = ( Loag—1+ i). On a donc la solution

E;

1, six<-f-t,

L b i _por<x<-P+t

27 2t =
) 0, si—-B+tr<x<0,
Sit<a, u(t,x) =+ )

1, si0<x<a-—t,

1 Xx—-a :

5~ 57 sla—rt<x<a+t

0, six=a+t.
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1, six<—-p-t,
1 x+p .
1 5~ 5 Sl—ﬁ—t5x<—ﬁ+t
sia<t<4—, u(t,x) =10, si-B+t<sx<a+t-2Vat,
a
%—"2_—[“ sia+t-2vVar<sx<a+t
0, six=a+t.

Apartirde ¢ = ﬁ il y a un nouveau choc qui satisfait le probleme de Cauchy

s()-a S B
a(3-2972)-q(3- 252 (o)
/ _ / —_ 2
s = . S ,a+p=1 ) s'(1) = E2——, 1 1
W= ke (1) Lo ws(t):a——+(1—2a)t:(t——)(l—Za).
1)_g-14+-L s(ie)=a-1+4 2 2
s()=a-1+4 ia a
En conclusion la solution est
1, six<-f-t,
1 x+p .
5~ 5 Sl—ﬁ—t5x<—ﬂ+t
. 0, si—-B+1r<x<0,
Sit<a, u(t,x) =+ )
1, si0<x<a-—t,
%—% sia—tsx<a+t
0, six=a+t
1, six<—-f-t,
1 x+p .
] 5~ 5 Sl—ﬁ—tSX<—ﬂ+t
sia<ts< 1’ u(t,x) =10, si-B+t<sx<a+t-2Vat,
%—xz_—t“ sia+t-2vVar<sx<a+t
0, six=a+t
1, six<—-p-t,
1 x+f . 1
. )23 51—,8—t5x<(t—§)(1—2a),
sinon ult,x)=41 2, . 1
3-8 si(t-3)(1-2a)<sx<a+t
0, six=>a+t.
t=0 t=0.125 t=0.25
Caractéristiques e - e
i t=0.5 i t=1.0 : t=1.25
i t=1.5 i t=1.75 i t=2.0
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4. Equations non-linéaires : théorie mathématique

Trajectoire d’'une voiture. Considérons maintenant une voiture qui se trouve en x = ¢ €]0, a[ a I'instant ¢ = 0.

21 . s e < e, 2 . 2 . def
Ce véhicule, se trouvant dans la région a densité maximale, ne se déplacera pas jusqu’au moment #; = a —{
ol le signal du feu vert (placé en x = a) lui parvient.

A partir de ce moment, le véhicule entre dans la région de raréfaction et se déplace a la vitesse

Wt 0) = 1— u(t,x) = ~+ 2= ¢
vu(t,x)=1-u ,x—2 5

r=mf.

Ainsi, en dénotant par x = x;(¢) la position du véhicule, nous devons résoudre le probleme de Cauchy

x (1) = 1+ x‘(;)t_a
X (1) =¢

~  xe(B)=a+1t-2(a-0rt.

Puisque a + £ —2+/(a@ — ()t < a + t, la trajectoire ne croisera jamais la caractéristique x = & + ¢ et ne quittera
donc jamais la région de raréfaction. Ainsi la trajectoire d'un véhicule initialement situé en x = { €]0, a| est

x((t):{c’ sit<a-(

a+t—2v/(a—={)t sinon.

Supposons maintenant que le feu passe au rouge a I'instant ¢,. Notre conducteur pourra-t-il franchir le feu
avant? Il suffit de calculer le temps qu'’il lui faut pour atteindre x = a. Puisque x;(f) = 0 a 'instant #, = 4(a - (),
le conducteur pourra franchir le feu avant qu’il passe a nouveau au rouge ssi ¢, > fo, i.e. ssi t > 4(a — ().

Notons que la trajectoire d'une voiture se trouvant en x = 0 a I'instant initial coincide avec le choc car
Xg=0(1) = ().

Notons que la trajectoire d'une voiture se trouvant en x = @ a l'instant initial est x;— (f) = @ + ¢ pour tout ¢
(ce qui est évident car pour x > «a la densité est nulle et donc la vitesse est maximale égale a 1).

Trajectoires

1.5 ;
4 I xﬂ( }

_:— Xap(t)

ﬁ Exercice 4.14 (Fluide dans un tube poreux)

Considérons un tube cylindrique, infiniment long, placé le long de I'axe x, contenant un fluide se
déplacant vers la droite. On note p = p(¢, x) la densité du fluide, et supposons que la vitesse en chaque
point dépend de la densité selon v = p/2. Supposons en outre que la paroi du tube soit constituée d'un
matériau poreux qui fuit au taux H = kp? (masse par unité de longueur, par unité de temps). Il s’agit d'un
modele de transport. Le taux de fuite H conduit a la loi de conservation

0:0+0xq(p) = H(p).
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En raison de la nature convective du mouvement, le flux est décrit par

2
q(p) =pv(p) = %

ce qui donne I'équation
2
0,0 +0y (%) = —ko?.

Calculer la solution avec la donnée initiale p(0, x) = 1

Correction
Léquation de la caractéristique passant par le point (7, X) satisfait le probléme de Cauchy

{x’mm =q'(p(t,x = 13, (1)
Xiyx(f) = X.

Pour tout (7, %) € R* x R, considérons la restriction de la fonction p a la courbe caractéristique associée a ce

point :
def

riz(=pt,x=x;;(),  t>0.

On a alors

ri (0 =0:0(8, x7,: (D) + X} L (D0x0(t, ¥ £(1)
=010(t, X7 5(0) + q’(p(t,xf,x(t)))axp(t,x;,ﬁ(t)) = —krf (1),

avec r; ;(0) = 1, autrement dit

) ~ rf’fc(t):

_ 2
ri ()= —krs (0, 1 .
r?X(O) =1 1+kt

En (£,%) ona

1 P +
~ V(t,Xx).nR" xR.
1+kt

o(t,%) =r; (1) =

On peut enfin écrire explicitement I'équation de la caractéristique passant par le point (7, £) :

1
=g (r - =7 o (f) = 1 1 N
{Xt,x(t) q'(r; (D) = 13 (1) 1+ kt o xia(D) = Eln(l +ko)+ (fc— Eln(l + ki)

Xiz() =%
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Equations non-linéaires : méthodes
numeériques (volumes finies)

Considérons le probleme de Cauchy suivant :

0u+0,q(u)=0, xeR,t>0,
u(0,x) = uinit(x), x€eR.

La premiere étape de toute approximation numérique consiste a discrétiser le domaine de calcul a la fois
dans I'espace et dans le temps. Pour simplifier, nous considérons une discrétisation uniforme du domaine
spatial R avec un pas d’espace Ax > 0 et une discrétisation uniforme du domaine temporel R avec un pas de
temps At > 0.

DF = valeur ponctuelle ~~ VF = valeur moyenne. La méthode des différences finies est basée sur
I'approximation des valeurs ponctuelles de la solution d’'une EDP, autrement dit u;’ est une approximation de
la valeur ponctuelle u(t", x;). On verra que cette approche n’est pas adaptée aux lois de conservation car les
solutions ne sont pas continues et les valeurs ponctuelles peuvent ne pas avoir de sens. Nous devons alors
changer d’approche.

Notons C; la maille (= cellule = volume de controle) j dont son point milieu est x; = jAx, autrement dit C;
estl'intervalle ] x;_i,; Xj11.[.

n+1

_4|_|7_ o

Xjrie  Xjtlh

Soit maintenant u;(¢") une approximation de la valeur moyenne de u(t",x) sur la maille Jx;1.; xj11.[ @
I'instant ¢" :
Xj+)
uj(t"y= — u(t", x) dx (constante).
Xj—1f,

La solution approchée sera donc une solution constante par morceaux.
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5. Equations non-linéaires : méthodes numériques (volumes finies)

Dérivée en temps. A partir d'une donnée initiale , nous définissons u; (1% et utilisons maintenant une
procédure d’évolution temporelle pour construire I'approximation u; (t!) a partir de u i (¢%), puis u j (%) et
ainsi de suite. En général, nous construisons u; (" 3 partir de u j(t”) dans une méthode a deux niveaux,
mais on peut généraliser a plusieurs niveaux. Pour simplifier, on on peut approcher la dérivée temporelle par
une différence finie :

u~(t”+1) _ u(tn)
u’-(t): J ]
J At

Dérivée en espace. Linterprétation de valeur moyenne sur une cellule est naturelle puisque la forme
intégrale de la loi de conservation décrit précisément I'évolution temporelle des intégrales telles que celles
apparaissant dans cette définition : u;(#) évolue alors selon

, 1

ce qui suggere un schéma de la forme

wj(t"h) = u; (") L At xj0) = q (wlt xj-0)
At Ax

Cependant, nous pouvons réécrire 'EDP sous une forme non-conservative quasi-linéaire comme suit :
0ru+0,q(u)=0 ~ o:u+c(u)oyu=0

avec c(u) = q’ (). On obtient une sorte d’équation de transport avec une vitesse non constante et qui
dépend de la solution elle méme. On pourrait donc essayer d’étendre les schémas vu pour I'équation de
transport.

Ci-dessous nous allons voir des exemples de schémas construis a partir de cette forme non conservative et
des problemes que cette écriture engendre lorsque la solution est discontinue.

5.1. Un schéma basé sur la formulation quasi-linéaire
(non-conservative)

Dans la suite on notera A ‘o
t j+3
al—, u’.ld=eff > u(t", x) dx.
Ax A
i~z
On peut généraliser le principe du schéma upwind en prenant comme critére le signe de c;? =~ c(u). Par
analogie au cas du transport on peut écrire le schéma upwind sous la forme

n+l _
uj -

J J J

u'—-a’ | - u}’)c}l sic? <0,

{u’.‘ —a@-ul e} sic}>0,
] Jj+1

J

avec c]’.l = q'(u(t", x;)). Plusieurs choix sont possibles pour c}?, par exemple :

n n !/ n ! n
o ) g Uiy +uj Cn_q(uj_1)+q(uj)
j =) T\ T ) i~ > '
u o+ u q W" )+q (uh
n_ _Ic,.n n_ I Jj+1 ] n_ j+1 ] n_ _I.,.n
ci=4q (uj), ci=4q (—2 ), i = 2 , ci=4q (uj+1).

Avant de vérifier le comportement de tous ces schémas dans un cas simple, introduisons la notion de
conservativité d'un schéma :
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5.1. Un schéma basé sur la formulation quasi-linéaire (non-conservative)

<=
5.1 Définition
On dit qu'un schéma est conservatif si '

> u;”l =) u7

jez Jjez

Lexercice suivant montre que la conservativité du schéma numeérique est une condition nécessaire pour la
capture des solutions discontinues entropiques.

“§ Exercice 5.1 (Un exemple de schéma non conservatif)
On considére 'équation de Burger, i.e. 'EDP avec q(u) = u?/2, avec des conditions aux bords de type
Neumann. On lui associe les deux problemes de Riemann

0six<0 1six<0

Cas 2 : ujpjt(x) = { )
0 sinon.

Cas 1: ujpjt(x) = .
1 sinon;

Sous la condition de stabilité "
X

< ————,
n
supjlcjl

représenter les résultats numériques obtenus avec les différents choix de c;.’ et les comparer a la solution
exacte. Commenter les résultats.

Correction
Pour satisfaire la condition de stabilité on prendradt = 0.999 dx/max(abs (c;.l) ) (mis a jour a chaque pas

de temps).
1. La solution exacte du premier probléme de Riemann présente une détente :

IA

)

u(t,x) =

)

N =
= O ®
vV A
~ 8 O
IA
o

)

Une solution faible (non entropique) de ce probleme de Riemann est

1, x<%t,
u(t,x) = :
0, x> Et'

Les solutions approchées sont tres différentes.

u I'l n

; n_ |2zl j : n_
. Lechmxcj—q( 5 )etlechmxcj—

.- capturent la détente,

q’(u}’il)ﬁ—q’(u’f)
2

¢ les autres choix de c;? génerent des chocs qui avancent a des vitesses différentes de %, autrement-

dit on n'a méme pas une solution faible (car la condition de Rankine-Hugoniot n’est pas satisfaite).

2. La solution exacte du deuxiéme probléme de Riemann présente un choc de vitesse % :

1, x<
u(t,x):{

0, x>

L,
L.

ST

Les solutions approchées sont a nouveau tres différentes.

1. En effet v
> (Axu;’)z Y| u(t”,x)dx=f u(t”, x) dx
R

jez jezdx )
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5. Equations non-linéaires : méthodes numériques (volumes finies)

e Le choix c;.l = CI’(M',-I,I) géneére un choc qui avance avec une vitesse supérieure a %,

n n

J

. ) u )+q' (W
« le choix c}l =q (—

q' (u” N . N
5 - génerent un choc qui avance a la bonne

j—1

’”2 ) et et le choix c;.’ =

vitesse % (en réalité les deux formulent donnent la méme expression),
* les autres choix de c}? générent un choc stationnaire.

Autrement dit, seul un choix approche une solution faible (i.e. qui vérifie RH).

En résumé, méme sila condition de stabilité est satisfaite, seul un choix de c}? capture la bonne solution et ce

pour les deux données initiales. Nous remarquons que, pour cette particuliere EDP, g’ (1) = u ainsi ce choix
permet de réécrire le schéma sous la forme :

n z n z
LL) —(LL. )
n+l _ n ( J j-1

u,—a

Uj j 5

Seul ce choix particulier donne un schéma conservatif. Pour cet exemple donc la conservativité est nécessaire
pour le calcul de solutions discontinues.

5.2. Schéma de type “Volumes finis” (basé sur la formulation
conservative)
Pour construire un schéma conservatif nous allons introduire la notion de “volumes finis”.

Lidée de base des schémas Volumes-Finis est de diviser le domaine spatial en cellules (ou encore “volumes de
controles”) et de former les équations discretes a partir de la forme intégrale des équations, écrite pour chaque
cellule : lorsqu’on intégre 'EDP sur un “volume” C; < R élémentaire, on trouve

—df u(t,x)dx+f g(u)-nds=0.
dr Jg, ac;

La “masse” dans le volume C; évolue comme la différence des flux entrant et sortant.

Pour construire la partition en cellules, on définit

def
Ci=

1 1
Xo+|j—=|Ax;x0+|j+=|Ax
’ (’ 2) ° (’ 2)
dont le point milieu est x; = xo + jAx.

En appelant

def . 1
Xjpl=Xo+ ]iE Ax

les extrémités de la cellule C;, on peut écrire la relation de conservation intégrale pour cette cellule sous la

forme

d xj+% _
T fx u(t,x)dx +q(u(t,xj+%))—q(u(t,xj_%))—0.

1
=2
On peut approcher la dérivée temporelle par un Euler explicite, ce qui donne

X

Jj+
J3)

j-

X

u(t"“,x)dx—ij]

+

Nl—
Nl—

u(t", x)dx

[N
[N

A7 +qut”,x;,1)) = qu(t”, x;_1)) =0.
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5.2

5.3

5.2. Schéma de type “Volumes finis" (basé sur la formulation conservative)

Pour construire une méthode numérique a partir de cette relation, on choisit comme inconnues du probleme
discret les valeurs moyennes de u sur chaque cellule au temps " :

1
def I*+3
Ul — u(t", x)dx

ce qui suggere le schéma

n+1l

Uj

n n n —
—uf+ alqu(t Xj,1)) = qult ,xj_%))] =0.
Notons que ce choix differe du cas des Différences-Finies ol 'inconnue discrete u7 était une approximation
de la valeur ponctuelle u(z", x;).

Les schémas Volumes Finis se différencient selon la fagon d’approcher g(u(t", x j+l )), typiquement par une

contribution qui dépend de u]” et u7 o

(", xj,0) = g1 (1), 141 (1)

ou g est une fonction réguliére dite flux numérique. Les différents schémas se caractériseront par la définition
du flux numérique.

<>
Définition

On appelle “schéma Volumes Finis (VF)” un schéma qui s’écrit sous la forme

Ax

suplq’ (uf)l’
J

n+l _ n_ n o n _ n n
g =up -\ gluy,ug ) —glu_y,uy) avec At <cfl

J J
ol g est une fonction réguliere dite Flux Numérique.

Il faut noter que le pas de temps n’est pas fixé une fois pour toute au début du calcul, comme pour les
équations de transport, mais varie au cours de I'évolution, et doit étre calculé a chaque niveau ¢”, méme si,
pour simplifier les notations, on note toujours At.

Avant d’introduire les notions de consistance et convergence, voici quelques remarques générales. Soit un
schéma convergente :

« sile schéma est non conservatif, on peut converger vers des solutions qui ne sont pas des solutions
faibles (par exemple, on converge vers une solution discontinue mais la vitesse de la discontinuité ne
satisfait pas la relation de saut de Rankine-Hugoniot);

« sile schéma est conservatif, on converge vers une solution faible (i.e. les discontinuités satisfont a la
relation de saut de Rankine-Hugoniot) mais cette solution peut étre non entropique (par exemple, la
solution approchée présente un choc au lieu d'une détente).

Pour qu'un schéma conservatif converge vers la seule solution entropique, il faudra ajouter d’autres condi-
tions.

-
Définition (Conservativité, consistance, monotonie)
1. Par construction, les schémas VF sont conservatifs.

2. Un schéma VF est dit consistant avec 'EDP si et seulement si la fonction flux numérique vérifie
g(u, u) = g(u) pour tout u € R.?

2. La notion de consistance utilisée pour les schémas Différences-Finies était basée sur les développements de Taylor et ne
convient pas au cadre des lois de conservations non-linéaires car les solutions peuvent étre discontinues.
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3. Notons H(L,C,R)¥C - a(g(C, R)—g(L, C)). On dit que le schéma est monotone si H est croissante
selon chaque variable.

L'utilité de ces nouvelles définitions (schémas conservatifs et consistants) réside dans le fait que si un
schéma conservatif et consistant (avec la loi de conservation étudiée) converge, alors il va automatiquement
converger vers une solution faible de cette méme loi de conservation (une discontinuité avancera a la vitesse
qui respecte la relation de Rankine-Hugoniot). La notion de monotonie sera nécessaire pour garantir la
convergence vers une solution faible entropique.

Pour étudier la convergence on introduit une fonction constante par morceaux associée a la suite (u;.l) jez:

n n-i .n+i
War,Ax (X, t):uj pour tout (x, f) E]x-_;,ijr;[x]t 2,772,
2 2

Convergence vers une solution faible Si

¢ le schéma est stable L™

* WarAx(X, 1) u*(x,t) p.p.

(At,Ax)—(0,0)
 le schéma est conservatif et consistant (par exemple un schéma VF tel que g(u, u) = g(u))

alors u* est une solution faible.

Attention

« sile schéma est non conservatif, la limite u* peut ne pas étre une solution faible (exemple : schéma
upwind qui génere des choc qui ne vérifient pas la condition de RH)

« sile schéma est conservatif et vérifie les hypotheses ci-dessus, la limite u* est une solution faible mais
peut ne pas étre la solution faible entropique (exemple : schéma de Lax-Wendroff qui génére un choc
qui vérifie la condition de RH 1a ot il y a une détente).

Convergence des schémas monotones Siun schéma est conservatif, consistant et monotone alors
« il converge vers I'unique solution faible entropique;
« il est exactement d’ordre 1;

o il vérifie le principe du maximum local :

. n n n n n
min u,<HWw; ,,u;,u,, ;)< max u.:
j-l<i<i+1 J L A I o T

Vjez

o il est TVD (total variation diminishing) :
| H)lly < llullgy

ouonanoté ullgy =X ;luj—uj-1l
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&

Les différents schémas se caractérisent par la définition du flux numérique g qui est une approximation du
flux g. Voici quelques exemples :

@ des schéma Upwind “conservatifs” :

¢ nous pouvons choisir par exemple

L+R
g(L,R)= q(T)

ce qui conduit bien a un schéma conservatif et consistant. Malheureusement, si nous utilisons
ce schéma dans le cas linéaire (pour I’équation d’avection), nous obtenons le schéma explicite
centré, qui est instable. Ce choix n’est donc pas la bonne généralisation du schéma décentré; un
autre choix pourrait étre

q(L)+q(R)

8(L,R) = — s

menant au méme résultat;

» on cherche alors a récupérer le décentrement : on décentre a gauche si les caractéristiques se
propagent localement de gauche a droite, et on décentre a droite dans le cas contraire. Pour
calculer la pente des caractéristiques on a deux choix possibles :

an S50
gLR=3q®)  siq (1) <0,
M sinon
ou encore
g(L,R) = qL) si(q(R)—qL)(R-L)=0,
, q(R) sinon

® le schéma de Rusanov (Lax-Friedrichs en une étape) :

g +q@®R + L2

8(L,R) = 5

® le schéma de Lax-Wendroff :

q(L)+ (R - a(q(R) - gD q' (552)

8(L,R) = 2

® le schéma de Engquist-Osher :

gD +qR) - [F1q'(2)| dz
2

8(L,R) =

® le schéma de Godunov : si on dénote wy, R()—t‘) la solution exacte du probleme de Riemann a deux états
donnés par L (gauche) et R (droite), le flux numérique s’écrit

g(L,R) = q(wr,r(x/t=0))
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f! Exercice 5.1 (Schéma de Engquist-Osher)
Utilisons le schéma de Engquist-Osher pour approcher la solution de I'’équation de Burgers.

1. Montrer qu'il est consistant.

2. Montrer qu’il est monotone sous condition CFL.

3. Montrer que si la condition initiale u? est positive pour tout j € Z, alors la solution approchée u7
I’est aussi pour tout 7.

4. Montrer que ce schéma coincide avec le schéma décentré dans les zones ot u;’ ne change pas de
signe.

Correction
2
u

1. Léquation de Burgers correspond au flux q(u) = % ainsi q'(u) = u et

R-I! 150 R>0

B g2 " 2 0 _RHLE G150, R<0
= —Sl1gne — —Si1gne =
2 '8 28 R 1<, R>0

LR siL<0, R<O0

R R 22
f Iq'(z)ldz:f |z| dz = [—signe(z)
L L 2

L

Le flux numérique s’écrit alors

g(L,R) = q()+qR) - [ 14'(2)] dz . LR R g
) 2 2
1(L°+R® R I? 1/1+si L 1—si R
— +aT —signe(R) + —signe(L)) _t ( + signe( )LZ N signe( )R2
2 2 2 2 ; : :

donc ,
L siL>0, R>0

2
P4R 61 >0, R<0

siL<0, R>0
R §iL<0,R<0
Le schéma est consistant car

u
glu,u) = > = q(u).
2. Le schéma est monotone car, si on définit

st B a R2 2 C R
H(L,C,R)—C—a(g(C,R)—g(L,C))—C—E — 5 | leldz— | lzlde
L C

ona
a
0L H= E(L+|L|)20
1
OcH=1-a|C|=0 < asm
a
OrH = E(IRI—R)EO

Le schéma est donc monotone sous condition CFL sup; ﬁ—)’c | u}?| < 1. On en déduit que le schéma est
entropique.
3. Pour la positivité, travaillons par récurrence. Si u;?' = 0 pour tout j, alors d’apres la monotonie de H on
n+l _ n n ,n —
aui™ = H(Uj,l» uj,ujﬂ) > H(0,0,0) =0.
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4. Enfin, si u = 0, alors ¢'(u) = u = 0, le flux s’écrit alorsg(L,R) = %2 ce qui donne H(L,C,R) = C -
a(g(C,R)—g(L,C)=C- aczgl‘l, soit encore

u™?— ()
n+l _ n ( ]) ( ]*1)
u- =u.-a@—
J J 2

ce qui correspond a un schéma décentré a gauche. De méme, pour une zone ol u < 0, on trouve le
schéma décentré a droite.

44 Exercice 5.2 (Schéma de Lax-Wendroff)
Utilisons le schéma de Lax-Wendroff pour approcher la solution de I'équation de Burgers.

1. Montrer qu'’il est consistant.
2. Montrer qu’il n’est pas entropique en I'appliquant a la donnée initiale

0 {w sij <o,
J

u. = X
—w SInon.

Correction
Le flux numérique du schéma de Lax-Wendroff est

q(L) +q(R) - a(q(R) - q(1))q' (55)

8(L,R) = 2

L'équation de Burgers correspond au flux q(u) = % ainsi g’ (1) = u.

q(u)+q(u)fa(q(u)fq(u))q’[”zﬂ)

1. Onabien g(u,u) = 5 = ¢g(u) donc le schéma est consistant avec 'EDP.

2. Enappliquant le schéma on obtient u 7 = u? pour tout j : la solution approchée est un choc stationnaire.
Si w > 0 la solution exacte présente effectivement un choc d’équation s(¢) = 0 pour tout ¢ donc la
solution approchée vérifie bien les relations de saut de Rankine-Hugoniot et capture la solution faible
entropique. Cependant, dans le cas w < 0, on a u;, < up et la solution faible entropique est une détente
(le choc stationnaire est bien une solution faible mais elle n’est pas entropique).

f! Exercice 5.3 (Schéma de Godunov pour I'équation de Burgers)
Montrer que, dans le cas du flux de Burgers, le flux du schéma de Godunov vérifie

max{q(L),q(R)} siL>R,

(L R) = g(L) siL=0,
, q0) siL<O0<R, sinon.
q(R) siR<0,

Correction
Soit wy, p(x/ 1) la solution exacte du probléme de Riemann unjc(x) = L si x <0 et ujpj(x) =Rsix>0.SiL>R

la solution est un choc de vitesse S'(t) = % t= L;—R, sinon la solution est une détente. La solution
complete s’écrit alors

six/t<S'(p),
six/t=S8'(p),

six/t<L,

siL>R,

wr,r(x/t) =1

siL<x/t<R, sinon.

== o = I o

six/t=R,
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Sionnote wr, g(0) la solution exacte évaluée le long de la droite x/ ¢ = 0, on doit alors considérer cinqg possibles
patterns :

S |t Atg
Godunov
— flux
0 0
(a) (b)
l L t
Godunov
“-...______ _____.4"
flux Godunov
flux
- X - X - X
0 0 0
(c) (d) (e)
Alors
L si0< %, )
R siozlk R

wrr0)=4 |L si0O<L(<R),
0 siL<O<R, sinon.
R si0O=R(=1L),

Notons que, pour le cas L > R, on a # =0ssig(L) = g(R) car

L+R

. (L+R(L-R) _ . P-R*)
) = 51gne(f) = 31gne( 5 ) =signe (q(L) — g(R)).

signe (

Dans le cas L > R on a alors g(wy,g(0)) = max{g(L), g(R) }.

f! Exercice 5.4 (Schéma de Godunov)

Montrer que, dans le cas d'un flux g strictement convexe, le flux du schéma de Godunov vérifie

max ¢(s) siR<IL,
g(L,R)d:efq(wL,R(o))z R<s<L

min ¢(s) sinon.
L<s<R

En fait, il est possible de montrer que ce résultat reste vrai méme sans I'hypothese de convexité sur g.

Correction
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5.2. Schéma de type “Volumes finis" (basé sur la formulation conservative)

e Si L > R on sait que la solution entropique est un choc se propageant a la vitesse § = % et

( ) q(L) sis>0,
w =
JHLE G(R) sis<o.

s est la pente de la corde reliant les points (L, g(L)) et (R, g(R)); comme q est convexe et que L > R, on a
deux cas possibles :

e si§>0alors g(R) < q(L) donc q(L) = maxg<s<y 4(5);

e si$<0alors g(R) > q(L) donc g(R) = maxg<s<r q(5).
Dans les deux cas on a bien q(wy,z(0)) = maxg<s<1 q(5).

« Si L < R on sait que la solution présente une détente comprise entre g'(L) et g'(R). De plus, on sait que
q' est une fonction croissante. Trois cas se présentent alors selon la position de la détente par rapport a
I'interface considérée

e Sig >0sur[L;R] alors 0 < ¢'(L) < ¢'(R) donc q(wy, r(0)) = qg(L). Comme g est croissante alors
q(L) =min<s<p q(s).

o Sig' <0sur[L;R] alors g'(L) < q'(R) <0 donc g(wr,r(0)) = g(R). Comme ¢ est décroissante alors
q(R) =min<s<p q(9).

« Si g’ change de signe sur [L; R] alors il existe un C €]L; R[ tel que ¢'(C) =0 et q'(L) <0< q'(R).
Dans ce cas q(wr,(0) = ¢ ((¢")71(0)) = g(C). Comme g est convexe, ¢(C) = ming<s<g q(s).

En conclusion :

L siq(1)=0, ¢'(R) =0,

R siq'(1)<0, ¢'(R) <0,
wr,r0)={ L siq'(R)<0<q' 1), L8290 5,

R sig(R)<0=q L), 121D <,

C siqg'(L)<0<q'(R),

ot C est telle que ¢’ (C) = 0 (on parle de rarefaction transonique et le point C est appelé point sonique). Par
exemple, pour I'’équation de Burgersona C = 0.

" Exercice 5.2
On considere I'équation de Burgers avec des conditions aux bords de type Neumann.

Implémenter les schémas et comparer les les solutions numériques obtenues avec la solution exacte
pour les problémes de Riemann suivants :

e . 1six<0,
1. un choc obtenu avec la donné initiale ujpi¢(x) = ]
0 sinon.

La solution numérique converge-t-elle vers une solution faible ? Autrement dit, est-ce que la vitesse
de I'onde de choc numérique est correcte pour tous les schémas?
. . 0six>0,
2. une détente obtenue avec la donnée initiale ujni;(x) = .
sinon.

La solution numérique converge-t-elle vers une solution faible 2 Et vers une solution faible entro-
pique? Les schémas sont-ils monotones?

Pour les simulations on prendra le temps finale T = 4, une grille de 50 mailles; on testera avec c£f1=0.9,
puis avec cf1=1.1. Que peut-on conclure a propos de la stabilité ?
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On pourra s'inspirer des simulations delapage http: //www. cmap.polytechnique.fr/~haddar/Cours/
ENSTA/SIMUL/Burgers.html

Correction

Le schéma de Lax-Friedrichs est consistant et d’ordre 1, monotone sous contrainte CFL < 1 et stable
sous la méme contrainte. La méthode de Lax-Friedrichs approche donc la solution faible entropique.
Le schéma de Lax-Wendroff est d’ordre 2 en espace et 1 en temps, il est stable sous contrainte CFL < 1,
mais il n’est pas monotone. La solution approchée fournie par la méthode de Lax-Wendroff présente
des discontinuités qui ne sont pas entropiquement admissibles : 1a solution faible approchée par le
schéma n’est pas entropique. Visiblement, avoir un schéma conservatif et consistant n’est pas assez
pour “sélectionner” la bonne solution (entropique!).

Le schéma de Engquist-Osher est consistant et d’ordre 1 (en temps et en espace), monotone sous
contrainte CFL < 1 et stable sous la méme contrainte. Cette méthode approche donc la solution faible
entropique.

Le schéma de Godunov est consistant et d’ordre 1 en temps et en espace, il est monotone sous contrainte
CFL < 1.

¥ Exercice 5.3
On a vu que, méme si Ujpit € € L(®), la solution présente un choc en un temps fini. Le montrer numéri-
quement sur les exemples étudiés.

" Exercice 5.4
On considere I'équation de Burgers avec des conditions aux bords de type Neumann.

Implémenter les schémas et comparer les solutions numériques obtenues avec la solution exacte pour
les doubles problemes de Riemann suivants :

0six€]0;1], 2six€]0;1],
gx)=11sixe]l;2], gx)=11sixe]l;2],
0sixel2;3], 0sixe]2;3],
0sixe]0;1], 1sixe]0;1],
gx)=11sixe]l;2], gx)=10sixe]l;2],
2six€]2;3], 1six€]2;3].

Y Exercice 5.5 (Méthode MUSCL (Van Leer))

La méthode MUSCL (pour “monotonic upwind scheme for conservation laws”) de Van Leer est une
méthode d’interpolation générique permettant d’augmenter la précision tout en empéchant I’apparition
d’oscillations parasites.

On part d'un schéma conservatif de base de la forme

n+l _ . n_ n _ gn
u;" =u; a(Fj+% Fj_%)
avec
n _ n n
Fri=gluju;y)
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ou g est une formule de flux numérique donnée. On considere ici le cas ou g est le flux du schéma
décentré avec la correction de Harten et Hyman. On remplace F ;:; par
2

n,+
g(u]+1,2, Ujiiisp)

n,—

ol Ui et u]+1/2 sont des interpolations affines de u] i u et u]+1
e n .
Ui = Ui+ (”]+1 uj)p(r;)
1
n+ _ n .
Wity = Uj = (u]+1 u)p/rj+1)
u— "
our;=- . La fonction ¢ s’appelle limiteur de pente et est destinée a empécher I’apparition d’oscil-
i = ]+1 J'

lations. Plus précisément on a

n,_ n n o n n
Ujiirz € [mm{ Ujrtje },max{ Ujr Ui }]

ssi

1. p(r)<0pourr=<0
2. @(r) €[0;2r] pour r € [0;1]
3. p(r)<2pourr=1.

Exemple : la fonction
0 sir<o,
minmod(N ¥ r si0<r<l,

1 sir=1.

Implémenter et tester le schéma MUSCL avec I'équation de Burgers et les données initiales des exercices
précédents. Calculer numériquement la variation totale de la suite (u;) 7 :

n n
;lu] _uj_ll

Correction
TO DO https://jeanpierre-croisille.perso.math.cnrs.fr/M2-1415/TD4.pdf
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Controles continus

6.1. Contréle Continu 2022

55 Exercice 6.1 (Equation non-linéaire, étude théorique)
Soit g = p(x, ) = 0 la densité de voitures sur une route. Supposons que I’évolution de la densité soit
décrite par I'équation de conservation

0t9+0x(vmg(1—£)):0, xeR, ¢>0,

Om
ou o, > 0 est la densité maximale de voitures qui correspond a un bouchon (vitesse nulle) et v;, > 0la
vitesse maximale permise sur la route. Considérons la donnée initiale

apm, Six<0,

0(0, X) = Pinit(x) = 0
7'", six>0.

Décrire, en fonction du parametre a €]0; 1], I'’évolution de p pour ¢ > 0.

Correction
Le flux est défini comme

%
qe)=vm|l-—[0>0,
Om

donc
20m

2 v
[ ) m <0 (constant),

, , . "
( )_y,(l— = —(om—20) (décroissant), ) =-
q e m Om Om Om e 7 Om

ainsi

« ¢ estune fonction croissante sur [0, %] et décroissante sur [% ,0m]; g est une fonction strictement

concave de la densité;

. 2 . . D
¢ estune fonction décroissante qui s’annule en %

0~ q(p) o—q'(p) o—q" ()
F- -2 Um

0 Om Om © 0 Om 1 Om © 0 Om Om @
2 2 | 2
—Umbp-------- : L

QNI ["IH
4
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La caractéristique de pied (¢,0) a pour équation

X =&+ G Ot @t =E+ vy |1-

ZQinir(f)) . {f+ vm(1-2a)t, sié<O,

Om ¢, sié>0.

Pour ¢ > 0, les caractéristiques sont des droites verticales. Par conséquent, si les caractéristiques pour ¢ <0
ont pente positive, on a la génération d'un choc, sinon une onde de raréfaction. Le flux étant concave, on a
un chocsi p; < pr, une détente si p; > pg.
e Sia< %, alors pr, < pgr : on aun choc (solution faible entropique). En utilisant la relation de Rankine-
Hugoniot on trouve que la vitesse d’avancement de ce choc est

q(er) —q(er) _ vmen(1- §) - vmes (1 - &)

s'(1) = . on—o
R—OL R~ OL
em
gm 2 ag”l
v (1= g5 - vmaen (1-22) 0,8 (1 1)~ vpagn - a)
- m n 1
%_a()m (Z_Q)Qm
1-a(-a 1-a+a® (L-a) 1
_ 1 _ 4 _ b _
= Ut —— = U = U5 =Um|y-a
1 l1-a s—a

avec s(0) =0dou s(t) = vy, ( - a) t. La solution s’écrit

1

2
. 1

apm, Six<uvy E—a t,

olx, 1) =

Om . 1 )
== six>vy,|l-—-alt.
5 m(z

e Sia> %, alors pr > pg : on a une détente dans la région du demi-espace ¢ > 0 qui n’est pas rejointe par
les caractéristiques. L'onde de raréfaction centrée en (0,0) et contenue dans I'ensemble
!/ X ! X
q(QL)S?Sq(QR) ~ vm(1—2a)5750

a pour équation
(X lm (oL
o(t, x)=(q) (t)— (1 )

2 Um
On a donc
apm, six<v,,(1-2a)t,
_ Om 1 X .
o, x) =4 —|[1-—73]|, sivy(1-2a)t<x<0,
2 m
Q—m, six>0;
2

e Si a=1/2toutes les caractéristiques sont paralleles et la solution est constante en temps et en espace.

f! Exercice 6.2 (Equation non-linéaire, étude numérique (VF))

On s’intéresse au schéma de Murman-Roe pour I'approximation de la solution d'une équation hyper-

bolique non linéaire. Soit f une application réguliere de R dans R, strictement convexe. On considere
I'équation

0ru+0xf(u)=0. (6.1)

1. Soient uy et ur deux états. Montrer qu’il existe un unique u* (ur, ur) compris entre uy, et up tel
que

flugr) — flur) = f'(w* (ur, ur)) (ur — ur).
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2. Considérons le schéma VF suivant

n+l _ n n ,,n _ n n
e u;  Flug,up ) -Flu_y,uy) _

At AXx

ol le flux numérique est

' fun-fan o
Flap< @O _Ifw@b, et gy = ae 7 UL
2 2 f'(ur) sinon.

Montrer qu'il est consistant et que

fl@, si f'(u*(a, b)) >0,
F(a,b) =X f(b), si f'(u*(a, b)) <0,
fla)=fb), sif'(u*(a,b))=0.

3. Soient uy et up tels que uy # ug et f(ur) = f(ug). Montrer que la fonction

ur, six<o0
ut,x)=3 . '
ugr, six>0,

est une solution faible de I'équation (6.1). Sous quelle condition elle est une solution entropique?

4. Montre que le schéma préserve la solution stationnaire construite a la question précédente, i.e.
montrer que si
0 ur, 8ii <O,
Ugr, Sii=0,

alors u}' = u? pour tout i € Z et pour tout n € N. En déduire que le schéma n’est pas entropique.

Correction
f est strictement convexe donc f’ est strictement croissante.

1. Lexistence de u* résulte du théoreme des accroissement finis : si f est une fonction continue sur
l'intervalle fermé [a; b] et dérivable sur I'intervalle ouvert ] a; b[ alors il existe c € ]a; b[ tel que f(b) —
f(a) = (b—a)f'(c). Lunicité de u* résulte de la stricte monotonie de f’.}

2. Il est consistant car F(a, a) = f(a).

De plus, si f'(u*(a, b)) > 0 alors

P fb)—f(a)
rap o @O _fwah o f@se S
2 2 2 2
si f'(u*(a, b)) <0 alors
F@+fb)  fwab) f@+fmp 2@
Fla,b) = N b-a) = 4 (b-a) = f(b),

2 2 2 2
si f'(u*(a, b)) =0alors f(a) = f(b) et donc

b

1. Sinon, I'existence et 'unicité résultent du théoréeme de la bijection : si f une fonction continue et strictement monotone sur un
intervalle I alors elle induit une bijection de I dans f(I). De plus, sa bijection réciproque est continue sur f(I), est monotone sur f(I) et
a le méme sens de variation que f.

F(a,b) =
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3. Lasolution proposée est une discontinuité stationnaire. Elle vérifie bien évidemment 'EDP de part et

d’autre de la discontinuité. Pour qu’elle soit une solution faible il faut de plus qu’elle vérifie la condition
de Rankine-Hugoniot. Cette condition s’écrit

fugr) = f(ur)

Ur — Uy,

s'() =

Puisque f(ug) = f(ur) on a bien s'(¢) = 0 pour tout ¢, c’est-a-dire un choc stationnaire : la fonction est
bien une solution faible.

Cette solution est entropique au sens de Lax ssi ¢’ (ug) < s'(f) < q'(ur). Le flux étant strictement convexe,
q' est une fonction croissante donc la solution est entropique ssi uy, > ug.

Par exemple, si on considere I'équation de Burgers, on a q(u) = u/2 qui est un flux strictement convexe.
+
e Siup=letup=-lona f(uy)= f(upg) etlavitesse de I'onde calculée par la relation de Rankine-Hugoniot donne sl = w =0. De plus, q’(uR) <
s < q’(uL), donc la solution faible est entropique.
+
e Siup=-letug=1onaencore f(uy) = f(ug) et la vitesse de I'onde calculée par la relation de Rankine-Hugoniot donne encore s’ (#) = % =0.
cependant, q/(uR) >s'(0)> q/(uL), donc la solution faible n’est pas entropique. La “bonne” solution dans ce cas est une raréfaction.

. La solution au point précédente est caractérisée par f(ug) = f(ur) donc le flux numérique se réduit a

F(a,b) = w = f(a) = f(b). Alors

At At
uf ™ = = (P uf) = Fuiu)) = uf = 2 (FGuf) = Fu) = uf

pourtouti€ ZetneN.

Si ur < ug, il est possible de construire deux solutions faibles : 'une avec deux états séparés par une
onde de raréfaction et 'autre avec deux états séparés par un choc. Cependant, seule la raréfaction est
une solution faible entropique mais le schéma construira la discontinuité stationnaire.
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6.2. Contrdle Continu 2023

& Exercice 6.3
Considérons p = p(x, t) = 0 comme la densité de voitures sur une route. Supposons que I'évolution de la
densité soit gouvernée par le modele LWR donné par I'’équation suivante :

0:0+0xq(p) =0, qd) % v, (l—pi)g, (6.2)
m

ol o, > 0 est la densité maximale de voitures qui correspond a un bouchon (vitesse nulle) et v;, >0 la
vitesse maximale permise sur la route.

Calculer de maniere tres succincte la solution exacte des deux problémes de Riemann suivants :

m 9
fm six<O0,

Emit(X) =4 2 o Oinit(X) = {
Om Six>0;

Om Six<O0,
0 six>0.

On appellera p.(t, x) la solution associée a la premiére donnée initiale et p;(, x) la solution associée a la
deuxieme.

Supposons qu'un feu tricolore est placé en x = 0. Al'instant ¢ = 0, le feu passe au rouge. Avant
le feu, les voitures ont une densité de 97'”, apres le feu la route est libre. Si on considére le feu rouge
comme la queue d’'un bouchon, I'évolution de la densité au cours du temps est donnée par

t, ix<O,
o(t,%) :{QC( R t € [0;2]. 6.3)
0 six>0,

e Alinstant £ = 2, le feu rouge passe au vert. Pour étudier |'évolution de la densité au cours du temps,
on considere alors la donnée initiale

Qinit(f =2,x) = (6.4)

0c(2,x) six<0,
six>0.

Notons qu’il s’agit maintenant d'un double probleme de Riemann car p.(2, x) est constante par
morceaux ainsi on a deux discontinuités, I'une en x( < 0 et 'autre en x; = 0. Calculer, pour ¢ € [2;4],
la solution exacte (indice: elle est constituée de trois états constants séparés par un choc et une
détente).

o A partir de ¢ = 4, le choc et la détente du point précédent commencent a interagir. Calculer la
solution exacte a partir de ce moment.

Aide: a gauche, courbes de niveau de la solution avec les équations des ondes; a droite, courbes caractéris-
tiques.

—2Vm ~Vm 0
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Correction
Le flux du modele LWR vérifie

20

Q)Q—U—m(p -0e,  q@=v (1——)—U—m(9 -20)
Qm m ) m Q Q m .

m

qp) = vm(l—

m m
Le flux étant concave, on a un choc si gy, < pr, une détente si p;, > gr.
De plus,

(=q( < 9(:)=(q’)‘1(6)=2"7’”(vm—0.

P ”'”\
0 on om © 0 @_m\pm 0
2 2 |

_vm 777777777 |

La caractéristique de pied (¢,0) a pour équation
v
(0= E+q @i @)1=+ (om = 20mi (D) 1
m

e Cas “c” : la caractéristique de pied (¢,0) a pour équation

¢, sié <0,
1) =
x) {E—vmt, sié >0,

ainsi, pour ¢ < 0 les caractéristiques sont des droites verticales tandis que pour ¢ > 0 elles ont pente
négative. La solution est constante par morceaux et la vitesse de la discontinuité vérifie la relation de
Rankine-Hugoniot :

§(8) = qler) —qor) _ qlom)—q (%) 0~ entn o

Um

OPrR—0OL Qm—")Tm _Qm—%n_ 2 ~ S(t):—Yt.
s(0)=0
La solution s’écrit
Om : Um
B ogix< -2,
QC(tvx) = 2 . l}2m

o Cas “d” :la caractéristique de pied (¢,0) a pour équation

E—vpt, sié<O,
x(1) = :
E+vpt, siE>0,

ainsi, pour ¢ < 0 les caractéristiques sont des droites de pente ¢'(¢1) = ¢’ (om) = — Vi, tandis que pour
& > 0 elles ont pente ¢'(or) = q'(0) = v,,. La solution est donc une fonction continue constituée de
deux états constants reliés par une détente. La détente est comprise entre la droite x = ¢’ (o)t = — vt
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et la droite x = ¢g'(pr)t = v,y t. Dans la détente, les caractéristiques ont pour équation x = mt avec
ME [—vm; V) etl’on a
X
—ﬁﬂbw——l

o ,_1 X—O
meﬁ4q)(——J—ZWl ;

r-0
On conclut que la solution est

Om Si X < —vpt,
0at,x) =4 £ (v, = %) si— vt <x<vpt

Q .

= Six=uv,t.

e Pour t € [0;2] I'évolution de la densité au cours du temps est

Om

— six<-22,
Q(t,x): Om si —"7’”t<x<0, tE[O,Z] (65)
0 six>0,
e Pour t € [2;4] on considere p(2, x) comme la nouvelle donné “initiale” :
97’” Si X < —Vpy,
o(t=2,x)={0pm si—-vy<x<0, (6.6)

0 six>0.

Il s’agit d'un double probleme de Riemann.
La caractéristique de pied (¢,2) a pour équation

57 Sil’f<—l/m,
Um .
)((t)=f+61'(0(2,f))(t—2)=5+Q—(Qm—29(2,f))(l‘—2)= E—vp(t-2), si—-v,<E<0,
" Etvp(t—2), si&>o0.

» Auvoisinage du point (-v,,,2) ona gy = % < PR = @m :lasolution aura un choc pour ¢ > 2. En

utilisant la relation de Rankine-Hugoniot on retrouve la méme vitesse d’avancement du choc
qu’au point précédent, c’est-a-dire —"2—’” avec s(2) = — vy, ainsi s(f) = —”7'” t (le choc pour £ € [2;4] a
la méme équation que pour t € [0;2]).

» Au voisinage du point (0,2) on a o1 = ¢ > or = 0 : la solution contiendra une détente comprise
entre la droite x =0+ ¢g'(pr)(t —2) et x =0+ q'(or) (t — 2). Dans la détente, les caractéristiques ont
pour équation x =0+ m(t—2) avec me [-v,,; V] etl’'ona

(220 s em X
olt,x) =(q) (r—2)"2vm(vm )

On conclut que la solution est

97”" six<—tmr,
Om Si— <X <—Vp(r-2),
oL, X)=4 o, . tE[2;4].
m(”m_t_)* Si —Up(t—2) < X< Uy(t—2),
0, six>v,(t-2),

(© G. FACCANONI
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o Alinstant f = 4 le choc et la raréfaction entrent en collision :

x:—Vz—mt r=4
<~
X=—-Upy(t—2) xX=-2v,,

11 faut alors calculer un nouveau choc entre I'état gauche (constant) g, = p,,/2 et I'état droit (non
constant) pg = 297’:; (vm — 7%5). Notons que
Um

1%
q(er) - qlor) = — (om —0r) 0r — — (0m —01) 0L
Y Om

m
Um
= Q_m lom(or—01) — (Q%z - Q%)]
= U—m(QR —on) [em—(er+01)]
Om

v
=—"(or—01) [oL— Or]
Om

Um Om Om X
:Q—m(é’ﬂ‘“)b‘m(”m‘m)
Um 1 X
=Q/_ﬁ(QR—QL)Qg[1—E(Vm—E)
Um x
= 7(QR—QL) Em

X
= (QR—QL)M

ainsi le choc vérifie le probleme de Cauchy

OR—01L  2(t=2) s s(B)=—vm\/2(-2).

Jp=der—an s
s4) =-2vp,

En conclusion, la solution s’écrit

n six<—-vnV2(t-2),
06, x) =9 £ (v,, - %5), si—vuV2(I-2) <x<Uvp(t-2), >4

0, Si x> v, (t—2).
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Systemes hyperboliques de lois de
conservations : théorie mathématique

La résolution d'un probléme de Riemann dans le cas des systemes hyperbolique peut s’avérer étre difficile.
Il faut utiliser conjointement les différents outils des chapitres précédentes, permettant de caractériser les
ondes de chocs et les détentes associées a chaque champ vraiment non-linéaire, ainsi que les discontinuités
de contact associées aux champ linéairement dégénérés (=transport).

7.1. Introduction

Considérons la loi de conservation sous forme conservative (= divergence) :
0, W + div(@(v\f)) - 0.
On appelle
¢ “Flux” la matrice
QW) = [Qij] 1<i<p € RP*d
1<j=<d

e “Flux dans la direction x ;" la j-eme colonne de Q, i.e. le vecteur

qij

q2
qw=| " |er?

dpj
» “Jacobienne du j-eme flux” la matrice

A] :qu](W) e RP*P,

Pour des solutions régulieres de classe ¢! la loi de conservation s'écrit sous forme non conservative
comme

d
OW+ Y (A;(W)o, W) =0.
=1

135



7. Systémes hyperboliques de lois de conservations : théorie mathématique

Cas monodimensionnel

Dans ce cours nous ne considérerons que le cas monodimensionnel (d = 1) : ! pour p = 1 on cherche I'unique
fonction

W: Rt xR — RP
(t,x) — W(t, x)

solution (faible entropique) du systeme d’EDPs (écrit sous forme conservative)

0W+0,(qW)) =0, xeR, >0, 1)
W(0,x) =Wipit(x),  x€R, '
avec le flux
q: R” - RP
qg1(W)
q>(W)
W—qW) = :

apW)

Pour des solutions réguliéres on peut réécrire le systéme sous différentes formes non conservative, typique-
ment la forme quasi-linéaire
W+ AW)3,W =0

ou
awl ql aqul e awpq1
. 0 q> 0 q ... 0 q>
A(w—)dzefd“/w(q(w,)) — [ aql ] _ lUf wop Wf; c Rpo-
ow;l;; :
0w qdp Ow,qp .. prqp
<6 EXEMPLE

Considérons le cas d'un systeme de p = 2 EDP avec un flux linéaire q(W) = AW € R2*! avec A € R%*2 constante :
0W+A0,,W=0

Les équations de ondes et les équations de Cauchy-Riemann en sont un exemple :

i) <[V oo (i) = (o)

Otw1+0xwz =0
6,w2+6xw1 =0

 Equation des ondes :

Notons que cela équivaut a

Si on dérive les deux équations par rapport a ¢ (resp. a x) on obtient les deux systémes suivants :

{attwl"'atwa:O’ t {axtw1+axxw2:0
e

anw2+6mw1:0 axtw2+6xxw1:0

Donc (0 w1 + 0xwo) — Oyt Wo + 0xxw1) =0 €t (0 wo + 0px 1) — (O + Oxxw2) = 0 ce qui donne

0wy —0xxw1 =0
0wy —0xxw2=0

1. div~ 0y, Q~~q
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o Equation de Cauchy-Riemann :
w1 0 1 wi| _ 0
ol ol (i) =(o

{atw1+6xwz =0

6[W2—axwl =0

Notons que cela équivaut a

Si on dérive les deux équations par rapport a t (resp. a x) on obtient les deux systémes suivants :

{attwl+atxw2:0 t{axtwl+axxw2:0
e
0wy — 0wy =0 OxrWr —0xxwi =0

Donc (0 w1 + 0xWo) — (Oxr W2 —Oxxw1) =0 €t (0 wa — 0px 1) + (0w + Oxxw2) = 0 ce qui donne

attW1 +axxLU1 =0
a”LU2 +6xxwz =0

@ EXEMPLE
Considérons le cas de p =2 EDP avec un flux non-linéaire :

0, W+0.(QW)) =0

w a1 (wn, wz)) (0)
0 +0 =
t(wz) x(qz(wl,wz) 0
Un exemple typique de ce type de systeme est le p-systeme qui décrit la dynamique des gaz isentropiques en

coordonnées lagrangiennes. On note 7 > 0 le volume spécifique et u la vitesse; soit v — p(r) > 0 la pression
du gaz. Les principes de conservation de la masse et de la quantité de mouvement donnent le systeme :

o) roelen) = o

Un autre exemple typique est le systéme de Saint-Venant qui décrit un écoulement d’eau sous '’hypothése de
faible profondeur. On note i = 0 la hauteur d’eau et u la vitesse; soit g > 0 la constant de gravité. Le systeme

s’'écrit
h hu 0
9 (hu) +0x (th + §h2) - (o)

soit encore

<6 EXEMPLE
Considérons le cas de p = 3 EDP avec un flux non-linéaire :

6[W+6x(@(W)) -0

soit encore

w1 g1 (w1, w, ws) 0
0| wa [ +0x| go(wr, wo, w3) | =0
ws3 qZ(wlr wy, w?)) 0

Lexemple le plus connu de ce type de systeme est celui qui décrit la dynamique des gaz (équations d’Euler).
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On note W = (p,pu, pE) ol p est la densité spécifique, u la vitesse et E = %uz + e I'énergie totale, e étant
I'énergie spécifique. La conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I'énergie totale nous
donnent le systeme suivant :

9] ou 0
0| ou|+0x| ou®+plo,e) [=|0
oE (0E+p(p,e)u 0

7.2. Hyperbolicité d’un systéme

Introduisons maintenant la notion de systéme de lois de conservation hyperbolique. Pourquoi ’hyperbolicité?
Un probleme est bien posé (au sens de Hadamard) s’il admet une unique solution qui dépend contintiment
des données. Il se trouve que I’hyperbolicité est une condition nécessaire (pas suffisante) pour que le probleme
de Cauchy d’'un systeme de lois de conservation soit bien posé.

Définition

e On dit que le systeme (7.1) est hyperbolique si la matrice A(W) d=efdivw(q(\/\7)) € RP*P est diagonalisable
sur R (autrement dit, elle admet p valeurs propres réelles, comptés avec leur multiplicité, et p vecteurs
propres). Nous noterons ces valeurs propres par ordre croissant :

AL(W) < Ao (W) <+ < A, (W).

« Siles valeurs propres sont tous distinctes, on dit que le systéme est strictement hyperbolique.

La notion d’hyperbolicité est invariante par changement de variables.

Dans le cas scalaire (p = 1) c’est toujours évident car A(W) = g’ (u).

Dans le cas d'un systéme il faut étudier la matrice A. Par exemple, le systeme de Cauchy-Riemann est
un exemple de systeme non hyperbolique, le systeme des ondes est un exemple de systéme strictement
hyperbolique.

@ EXEMPLE (EQUATION DES ONDES)
Considérons le systéeme de p = 2 équations

o) #0 e = (o)

et le systéme se réécrit

OnaqW) = (zi) ainsi divwq(W) =B = [(1) 0

w
at(wl

Yo 1) o)

La matrice B admet les deux valeurs propres 1; = =1 < 1, =1 : il est strictement hyperbolique. On peut

N . . -1 1)y . .
prendre comine vecteurs propres a droite respectivement ry = ( 1 ) etry = (1) aimsi

(-1 0 (-1 1 o 1(-1 1
el e P A P

N =

et on vérifie qu'on a bien B = PDP~!.
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Forme conservative d’un systéme Dans le cas scalaire (p = 1), toute forme non-conservative admet une
forme conservative car il suffit de définir

q(w) =fq’(0) do.

Dans le cas générale (p = 2), ce n’est pas toujours possible. Par exemple, considérons le systeme de p = 2
équations en d = 1 dimensions d’espace suivant :
w1 0
K —
L) =00

6; (W1) +
2%

S’il existe une forme conservative alors il existe une fonction

c d

q: R* — R?
Ch(wl,wz))
(1, w2) (CIZ(WI,WZ)
telle que
a b — div (6]1(w1,w2)):(awlch(wbwz) 0w, q1 (w1, wo)
c d q>(wr, wo) 0w, G2(w1, w2) 0w, go(wy, wo))

Les coefficients a, b, c et d sont alors liés par les deux relations suivantes

{awleql = 6“}261 = 6w1by
w1, G2 = 01, ¢ = 0, d.

© G. FACCANONI Derniére mise a jour : Mardi 27 aoiit 2024 139



7. Systémes hyperboliques de lois de conservations : théorie mathématique

7.3. Rappels : cas scalaire (i.e. p=1), flux linéaire et flux non-linéaire

On a étudié la résolution de problemes de Riemann associés aux équations en une dimension d’espace. Plus
précisément, nous avons étudié les fonctions % : R* xR — R qui vérifient (au sens faible) 'EDP

0% +0,f(U) =0, xeER, t>0,
U six<O,

U (0,x) = .
Ur sSix>0,

avecleflux f: R—R.
Nous avons considéré deux cas.

 Sile flux est linéaire, i.e. si f (%) = c% avec c € R constante, la solution du probleme de Riemann est
une discontinuité (de contact) qui avance a la vitesse A% ¢ = f'(%) = f(Ur) = f'(UR) :

JZ/L Sij—;<1,

U (t,x)=U0,x—At) =
URr Si}—;>ﬂ.

Notons que c’est une solution faible qui vérifie la relation de Rankine-Hugoniot car

g f@ur) - f(Ur) .
R

9 (t,x) =%

U (t,x)=%Ur

X

« Sile flux est non-linéaire, la solution du probléme de Riemann est soit un choc, soit une détente. On
calcule d’abord la vitesse d'une solution faible discontinue par la relation de saut de Rankine-Hugoniot :

o= SR - J),
 Yr-U

« sila solution faible ainsi obtenue est entropique, i.e. si on a la relation de Lax

fl@ur) <s'(0) < f'(Ur)

. . . N . def
alors la solution entropique est un choc qui avance a la vitesse A= s’ :

Uy siy<A,
%R Si%>/1;

%(t,x):{
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NN\

U (t,x) =%

U (t,x) =%,

X

« sinon, la solution entropique est une détente comprise entre les caractéristiques de pente A; & /(%)

et A= f/(Up) :
%L Si%</1L,
U(t,x) =3 (f)7H(E) sidp<Z<Ag,
%R Si%>/1R.
X=Agt

xzﬂtLt\ \ t \

U(t,x)= ()12

U (t,x)=%Ur
U (t,x)=%
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7.4. Cas d’un systeme (p>1), flux linéaire

On s’intéresse a la résolution de problemes de Riemann associés aux systémes hyperboliques linéaires en
une dimension d’espace. Plus précisément, on cherche une fonction

W:R" xR — R”
(£, x) — W(t,x)

qui vérifie (au sens faible) le systéme d’EDPs (dit “systéme de Friedrichs”)

0/W+0,q(W) =0, xeER,t>0,
W; six<0,
W(0O0,x) =Wo(p&d Tk 7
Wr six>0,
avec le flux
q: RP - RP
W—qW) =B

Comme B est constante, on peut réécrire ce systéme sous la forme linéaire

0,W+B0o,W=0.

On suppose que la matrice B est diagonalisable avec p valeurs propres réelles (le systéme est strictement
hyperbolique) et on note

e A1 <Az <---< A, sesvaleurs propres,
* Ir1,I2,...,Ip les correspondants vecteurs propres a droites.

On note [P la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres et D la matrice diagonale avec les valeurs
propres :

AL 0 0
0o A .o
P = [ryra]---Irp), p=|" ,
N . . 0
0 0 Ap

ainsi BP = PD. La matrice P est inversible, on peut donc définir le vecteur I1¥P-lW. Comme W = PI, 'EDP
0;W + B0, W = 0 se réécrit comme suit :

Po,I+BPOI=0 s 6t1+[|3>_1[EBIP>6xI=0
ainsi, puisque P lBP=D,le systeme dans la variable I est diagonale :

0,1+Da,I=0. (7.2)

Si on note I€P~'W? la donné initiale pour le probléeme diagonalisé, on peut alors résoudre chaque EDP de

transport (i.e. chaque ligne de ce systéme) séparément pour obtenir J(z, x) = J?C(x — A t) puis revenir aux
variables initiales W.

2. On peut considérer le cas de m < p valeurs propres mais toujours dans le cas strictement hyperbolique, cependant dans ce cas
la méthode de construction de la solution du probléme de Riemann doit étre modifiée.
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@ EXEMPLE (EQUATION DES ONDES)
Considérons le systeme de p = 2 équations

avec la donnée initiale

wir .
six<O0,

war,

W1R .
six>0.

W2R

et le systéme se réécrit

1
1 0

(o) #82: 1n) = (o)

La matrice B admet les deux valeurs propres 1 = —1 < A, = 1 et on peut prendre comme vecteurs propres a

Onaq(W) = (Zi) ainsi divwq(W) =B = [0

. . 1) . .
droite respectivement ry = ( 1 ) etry = (1) ainsi

(-1 0 (-1 1 Lo1(-1 1
D_(o 1)’ P_(l 1)’ ) _2(1 1)’
et on vérifie qu'on a bien B = PDP!.

Ona

et le systeme se réécrit

avec la donnée initiale

Ly 3 (w1 + wor) .
0 =15 six <0,
(Il) _J\Lx 3 (Wi + w2p)
L=
L (IIR) (%(—Wm + sz)) .
= six>0.

1
Ir 5 (w1r + wapR)

.. . . . 0 L six<-—t
La premiére équation est 0,1 — 0,11 = 0 dont la solution est I (#,x) = I (x + 1) = / ) .
1R Six>-—t

.o p . . 0 Ly six<t
La deuxieme équation est 0,1 + 0, I> = 0 dont la solution est I (¢, x) = I, (x — 1) = ] .
br six>t
XxX=-—1 xX=1
t \ / t
I(t,x) = Ig,
L(t,x)=1y L(t,x) = hr I(t,x) = g
X X
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La solution est donc constituée de 3 états constants séparés par 2 discontinuités (de contact) :

xX=-t t x=t
_(hr
I*_(IZL)

IIR)
I, =
K (IZR

On revient aux variables initiales :

W=PI=

-Lh+1
L+

e pourx<-tona

%(wu +wor))
(

~Li+ IZL) _ (— (3w +wap) +(
% wiL+ wor))

i
L+

W(t,x)=[P’IL:( (3 (—wip+wap)) +(

J-w,

e pour—t<x<tona

1
5 (—wig + wap)) +

(—wir + wap)) +

3w+ WZL)))

(
%(wlL +wyy))

W(t,x) =PI, = (_IIR + IZL) - (‘(

Lr+1p

D=

(w1 +whR) 4+ WoL—WaR
2 2

def
(Wi —wip) | WartWop | — W.
)

e pourx>tftona

%(— Wig + W2R)) + (%(wlR + wsp))
(—wig+ waR)) + (%(wm + wap))

W(t,x) = Pl (—IlR + IzR) _ (—(

=W
Lir+ Dbp ) K

D=
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7.5. Cas d'un systéeme (p > 1), flux non-linéaire

7.5. Cas d’un systeme (p>1), flux non-linéaire

On s’intéresse a la résolution de problemes de Riemann associés aux systémes strictement hyperboliques
non-linéaires en une dimension d’espace. Plus précisément, on cherche une fonction V: R* x R — R” qui
vérifie (au sens faible entropique) le systéme d’EDPs

0,V+0,qV) =0, xeR, t>0,
Vi six<O0,

V(0,x) = .
Vrp six>0,

Nous avons vu que dans un systeme linéaire de lois de conservation, les différentes ondes n’interagissent
pas et que la solution est une superposition linéaire des différentes ondes. En revanche, si le systéme est non
linéaire, les différentes ondes peuvent interagir de maniére complexe.

7.5.1. Hyperbolicité (stricte)

Pour des solutions régulieres on peut réécrire ce systéme sous la forme quasi-linéaire *

0, W+BW)I,W=0

avec B(W) la matrice jacobienne du flux q. On suppose que le systeme est strictement hyperbolique et on
note 1; (W) < 1,(W) <--- < 1,(W) ses valeurs propres.

A chaque valeur propre 14 (W) on associe un vecteur propre a droite (W) et une vecteur propre a gauche
1, (W), i.e. ri (W) et 1. (W) sont tels que

BW)ri (W) = At (Wrg (W) et 12 (W)B(W) = 1, (W)IL (W).

Notons que sile flux q est de classe ¢, alors les scalaires A etles vecteurs ry et I sont de classe €.

De plus, si ry et sont unitaires, alors ll.T ‘Tj=0;j.
7.5.2. Champs caractéristiques

Le triplet (1 (W), ri(W),1;(W)) est appelé k¢ champ caractéristique.

<=
Définition (Nature des champs caractéristiques)
Le k¢ champ caractéristique est dit

 vraiment non linéaire (VNL en abregé) si
VALW)-ri(W)#0 VW,
e linéairement dégénéré (LD en abregé) si

VALW) - r(W) =0  VW.

Les notions de champs LD ou VNL sont invariantes par changement de variables.

3. On peut bien-str prendre W =V, mais cela n’est pas nécessaire. On peut choisir n'importe quel vecteur de variables W, mais la
difficulté des calculs peut étre tres différentes selon le choix fait.

© G. FACCANONI Derniére mise a jour : Mardi 27 aoiit 2024 145



7. Systémes hyperboliques de lois de conservations : théorie mathématique

@ EXEMPLE (INTERPRETATION DANS LE CAS SCALAIRE)
Soit p =1, alors on a
0;w+0,q(w) =0, Aw) = q'(w).

e Champ LD ssi V)L,{(W) -1r(W) = 0 pour tout w ssi f'(w) = 0 pour tout w ssi f’'(w) = ¢ constante pour
tout w ssi'EDP est 0, w + cd,w = 0: c’est'équation de transport.

o Champ VNL ssi V/l,f(W) -1(W) # 0 pour tout w ssi f'(w) # 0 pour tout w ssi "' (w) a signe constant.On
a soit des chocs soit des détentes.

Considérons le probléeme de Riemann avec un état Wy donné et un état Wy au voisinage de Wy. Dans la suite
on supposera que tous les champs caractéristiques sont soit vraiment non-linéaires, soit linéairement dégé-
nérés. Alors, le probleme de Riemann admet une unique solution faible entropique formée d’au plus p+1 états
constants séparés par au plus p ondes : détentes, chocs ou discontinuités de contact.

7.5.3. Invariants de Riemann

On note

PW) < [r; (W) [r2(W)|...1,(W)]

la matrice de changement de base dont les colonnes sont les vecteurs propres a droite. On a alors

BW)PW) =P(W)DW).

Si on multiplie a gauche I'équation par P~} (W) on a
PL(W)3, W+ P~ (W)B(W)0,W=0

soit encore
[P‘l(wmtw] +DW) [P‘l(vv)axw - 0.

S’il existe un vecteur I(W) tel que 0pI(W) = p-! (W)0oW pour © = ¢, x, alors on pourra écrire
0/ I(W) +D(W)3,I(W) =0.

Cherchons donc un tel vecteur. Puisque doI(W) = ViwI(W)0oW, il suffit de choisir I[(W) tel que

P~ (W) = VwI(W).
On se rappelle que
)
priow = [
I,Z.('\)V)

et bien-sar l].T(W) -1 (W) =0 donc
[VwI(W)]j T (W) =6 j.

Pour k donné, les p — 1 composantes du vecteur I d’indices j # k sont donc telles que VwJ j (W) -1 (W) = 0.
On définit alors, pour chaque k donné, 'ensemble suivant :

k-invariants de Riemann dela k-onde ={I; | j=1,...,p, j # k}.
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7.3 %@ Définition (Invariants de Riemann)
Pour un k-champ caractéristique, il existe exactement p — 1 fonctions :

{jk,jd:eflj: RP—R|i=j,...,p, j;ék}

telles que

VJ,:QJ.(W) T W)=0  VW.

On appelle chaque fonction Jy, ; qui vérifie cette relation un k-invariant de Riemann.

Si p = 2 on notera simplement J; le seul k-invariant de Riemann; si p = 3 on notera J; et Ji les deux
k-invariants de Riemann.

Quelques remarques :

« Il est évident que, si le k¢ champ est LD, alors A4 est un k-invariant de Riemann.
» On verra plus tard que chaque Jj est constant dans une k-détente et a travers une k-discontinuité de
contact.

7.5.4. Notion d’entropie

La notion d’entropie est fondamentale car elle fournit un critere de sélection d'une solution unique au
systeme, qui peut avoir de nombreuses solutions faibles dans le cas contraire.

Par définition, une entropie pour le systeme (7.1) est une fonction (W) a valeurs réelles, convexe (c.f.
matrice Hessienne), et telle qu'il existe une autre fonction a valeurs réelles ¢ (W), appelée “flux d’entro-
pie”

n: R - R v:RP R
W—n(W) W— (W)

satisfaisant Vyy = A(W)” Vyn. En d’autres termes, la jacobienne Vyn doit étre une forme différentielle
exacte. Cette propriété permet, en multipliant la loi de conservation (7.1) par Vwn, d’établir une autre loi de
conservation

(W) + 05y (W) = 0.

Cependant, I’égalité précédente ne peut étre satisfaite lorsque I'on consideére des solutions discontinues et
elle est remplacée par

0m(W) + 0,y (W) <0.

Une solution faible W du systeme initial est dite entropique si cette inégalité est valable.

7.5.5. Solution autosimilaire

Nous cherchons une solution de la forme V(x, t) = V({), c’est-a-dire que les solutions a différents moments
“peuvent étre obtenues I'une de I'autre par une transformation de similitude”. Cela signifie que la solution est
constante le long de tout rayon ¢ dans le plan (x, t).

On peut montrer que les solutions autosimilaires du probléeme de Riemann sont composées d’états constants,
de chocs joignant des états constants, et d’ondes de raréfaction reliant des états constants ou des discontinui-
tés de contact. Plus précisément, étant donné que pour un systéme strictement hyperbolique, les ondes de
différentes familles sont strictement séparées, toute solution autosimilaire au probléme de Riemann pour un
systeme n x n comprend n + 1 états constants Vi, k=1,...,n+ 1. Les états Vi_; et Vi sont reliés par une onde
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de la famille k qui, en général, peut consister en une k-raréfaction, un k-chocs ou une k-discontinuités de
contact.

Dans 'exemple du systéme de Saint-Venant, nous verrons que n = 2, de sorte que la solution exacte est
composée de trois états constants, Vg, V, et Vg, séparés par deux ondes. Nous verrons que la variable de
similarité { est { = x/t.

7.5.6. Etude des ondes de choc

On appelle choc une solution faible, discontinue, qui satisfait les relations de saut de Rankine-Hugoniot et la
condition d’admissibilité de Lax.

Théoreme (Relations de Rankine-Hugoniot)
W est solution faible de (7.1) si et seulement si
1. W est solution classique 1a oit W est de classe ¢! (i.e. de part et d’autre de chaque courbe de disconti-
nuité);
2. W vérifie le long d'une courbe de discontinuité les p équations :
[qW)I; = & IWI;

ol1 ¢ est la vitesse de propagation de la discontinuité. *
Si p =1,laconnaissance de w, et wi donne ¢ directement. Si p > 1, on a p équations.
On dit qu’'une solution faible est entropique si, pour tout couple entropie-flux d’entropie (,%) ona

[[w(wm; <d(1) [[n(W)ug.

Comme il est difficile d’utiliser cette définition pour vérifier si un choc est entropique, on va introduire un
critéere d’admissibilité plus simple a vérifier :

<>
Théoreme (Condition d’admissibilité de Lax)
Soit une discontinuité entre W,a et W se déplacant a la vitesse ¢ vérifiant les relations de saut de Rankine-
Hugoniot. Elle est un choc (i.e. une solution faible entropique) admissible au sens de Lax ssi il existe un k tel
que
e le k¢ champ est VNL,
e M(Wy) < Ao(Wy) <+ <Ap(Wy) <0 <Apyp1(Wy) <--- <A, (Wy)
MW, < A2 (W) <+ < Ay (W) <6 < (W) <--- < Ay (W)
Parmi ces 2(p — 1) inéquations, il suffit de vérifier les 4 suivantes :

A-1W) <a,  Lk(Wy) <o <A(Wp), 0 <A1 (Wa).

La solution faible entropique reliant deux états W8 (gauche) et W, (droit) s’écrira alors 5

si

W
W(t,x)=< 1
Wd si

s =

Plus généralement, le choc a pour équation x = o (f) avec o(0) = 0 et ¢ (¢) satisfaisant la condition de Rankine-
Hugoniot. Si g (¢) est une constante (qui ne dépend que des états constants de part et d’autre de la disconti-
nuité), alors o (¢) = 0 x t.

4. Notation : [Q?]]gdzef@[i - @8

5. On utilisera les indices 4 et d car cela dépend de quels sont les états gauche et droit par rapport a I'onde. Typiquement, si on
étudie un systeme de p = 2 EDP strictement hyperbolique, la solution du probleme de Riemann est constituée de 3 états constants
W, W, et Wg séparés par 2 ondes. Si on étudie la 1-onde ona 4= L etd = %, si on étudiela2-onde ona g = x etd = R.
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7.5.7. Etude des discontinuités de contact

Soit le k¢ champ linéairement dégénéré. On a alors une discontinuité entre Wﬁ et W, se déplacgant a la vitesse
0 vérifiant B}
[q(W)] g

d:Ak(Wﬁ):/lk(wd):W, 0(0)=0.
On appelle ce type de solutions une k-discontinuité de contact, et son expression est analogue a celle des

solutions d'une équation d’advection a vitesse constante :

W siit‘<('7
W(t,x)=< ¢

Wy Si)—;>(j'.

Au travers une k-discontinuités de contact, 'entropie et les k-invariants de Riemann sont conservés. De plus,
comme le k¢ champ est linéairement dégénéré, 1, (W) estun k-invariant de Riemann.

7.5.8. Etude des ondes de détente et courbes intégrales

Lorsqu’une discontinuité n’est pas admissible, nous allons chercher a construire une solution réguliere.
Elle est associée a une champ VNL. C’est une fonction auto-semblable et de classe ' par morceaux du
type :

W, sid << kW)

W(t,x) = V(F) si (W) < <Ak(Wy)

Wd si % = Ak(wd)

etV est donnée par la résolution de 'EDO (en fd:e”—t‘) 1 V(&) =1 (V(E)) pour Ay (Wﬁ) < % < A (Wy). Cette EDO
est appelée courbe intégrale du k¢ champ.

Dans une k-détente, les k-invariants de Riemann sont conservés (et on se rappelle que pour un champ
caractéristique k donné, il existe exactement p — 1 k—invariants de Riemann). En pratique, lorsque nous
disposons de ces p — 1 k-invariants de Riemann, ils peuvent nous fournir des relations additionnelles pour
exprimer la solution le long de la k-détente.

&

Mlustrons tout d’abord la résolution du probléme de Riemann pour les équations de Saint-Venant. Il s’agit
d’un systeme de p =2 équations associées a 2 champs caractéristiques vraiment non-linéaires. La solution
d'un probléme de Riemann associé a ces équations va donc impliquer un unique état intermédiaire, que
nous nommerons W, connecté a Wy par une 1-onde et a Wy par une 2-onde. Notons que les ondes associées
a chacun de ces 2 champs ne peuvent étre que des ondes de chocs ou de détentes.

Nous étudierons ensuite la résolution du probléme de Riemann pour un systéme de p = 2 équations associées
a 2 champs caractéristiques linéairement dégénérés. La solution d'un probléme de Riemann associé a ces
équations va donc impliquer un unique état intermédiaire, que nous nommerons W, connecté a Wy par une
1-discontinuité de contact et a Wy par encore une 2-discontinuité de contact.
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Le systéme de Saint-Venant

Nous cherchons a modéliser I'’écoulement d’eau sous

I'hypothese de faible profondeur dans le cas unidimen- = 1

sionnel avec un fond plat. De plus, nous supposons \
que I'eau se comporte comme un fluide incompressible
et non visqueux, en négligeant les frottements entre h(t, x) : hauteur de I'eau
l'air et 'eau ainsi qu’entre ’eau et le sol. Les variables
inconnues, qui dépendent du temps ¢ € [0; +oo et de
I'espace x € R, sont k = h(t,x) >0 la hauteur de I'eau et
v = v(t,x) € R sa vitesse horizontale (nous supposons
qu’elle est uniforme sur toute la hauteur de 'eau). On
note g > 0 la constante de gravité. En considérant une dimension spatiale et une topographie plate, ce type

d’écoulement est modélisé par le systéme de Saint Venant, aussi connu sous le nom d’équations des eaux
peu profondes (“shallow water” en anglais)

v(t, x) : vitesse de I'’eau

0th+0,(hv)=0,
avec xeR, t>0. (8.1)

0:(hv) +0y (hv* + §h?) =0,

Sous forme vectorielle il s’écrit
0, V+0,F(V)=0
ayant défini
h hv
V_(hv)’ F(V)_(hv2+§h2)'

On s’intéresse au probleme de Riemann, c’est-a-dire a une condition initiale de la forme

V; six<0,
V(x,t=0) = .
Vg six>0,

ouVy = (hy, hyv)T et Vg = (hg, hrvr) T sont deux états constants. La solution est constituée de trois états
constants Vy, V.. et Vi séparés par deux ondes. Ci-dessous on va calculer V., et les ondes qui séparent ces
trois états constants.

1-onde t

\

2-onde
\%3
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8.1. Hyperbolicité.

Tout d’abord nous allons écrire une forme non-conservative dans un autre jeu de variables que celles du vec-
teur V. On développe les dérivées du systeme (8.1) pour des solutions régulieres :

d:h+0,(hv) =0,
YOI+ hd v + vithD) + (hv)0xv + ghdch = 0.

Il se réécrit alors
0:h+vdoh+ ho,v=0,
h(étv+ vdxv+g6xh) =0

et on trouve le systéme quasi-linéaire suivant :

Soit W¥(h, v), alorsle systeme (8.1) se réécrit, pour des solutions réguliéres, sous la forme quasi-linéaire

O W+AW)I,W=0 (8.2)
ou la matrice A (W) s’écrit
w(V h
aaw=(l )

On cherche les deux valeurs propres 1, (W) et A,(W) de la matrice A(W), i.e. les deux solutions 1;(W) de
I'équation det(A(W) —A(W)I) =0:

(v-M?-hg=0.

Afin de fixer les notations on ordonne les deux valeurs propres selon 1; (W) < A, (W). On obtient

/11(W)d£fv—\/gh < Az(\/\f)d:efv+\/gh.

Pour h > 0, les valeurs propres sont réelles et distinctes donc le systeme (8.1) est strictement hyperbo-
lique.

On cherche maintenant une base associée de vecteurs propres a droite {r; (W),r,(W)}. On peut prendre
comme vecteurs propres a droites les vecteurs

_2vh 2vh
rl(\/\n:( 32@), r2<w>=(3g§).
3 3
Bien-sir, on peut aussi choisir
-Vh h
l‘1(VV)=( \/_); 1‘2(‘N)=(\/_).
V& V&
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8.2. Nature des champs caractéristiques.

8.2. Nature des champs caractéristiques.

Pour déterminer la nature des deux champs caractéristiques on calcule (VAy) T~rk pourk=1,2:

T
Veh) [on —2Vifs )
(VA W) T -1y (W) = ( \/g_h]/ay) ( 2, )—1?50,
T o(v+g )2\/_ 6(v+\/ )_
(VA2(W))" -2 (W) = ah 3\/2 =1#0.

Les deux champs sont vraiment non linéaires. Le caractere véritablement non linéaire des valeurs propres im-
plique que toutes les ondes sont soit des ondes de raréfaction soit des chocs (il n'y aura aucune discontinuité
de contact).

8.3. Invariants de Riemann.

Comme p =2 on doit trouver p — 1 = 1 invariant de Riemann pour chaque champ caractéristique, autrement
dit on doit trouver J; (W) et J» (W) tels que (VI (W)) T. ri(W) =0, ayant noté J; 'invariant de Riemann du k¢
champ caractéristique.

Parfois on peut intuiter les invariants de Riemann. Il suffit alors de vérifier que (VI (W)) T. ri(W) =0 pour
confirmer l'intuition.

Cependant, comment trouver les invariants dans le cas générale? Pour cela il faut tout d’abord trouver un vec-
teur [(W) pour lequel le systeme est diagonal, autrement-dit on cherche un vecteur [(W) tel que

3 1+DW)a,l=0, D:(Al(w) 0)

0 A2(W))

Dans le champ k =1 c’est la composante [, qui est un invariant et dans le champ k =2 c’est la composante [;
qui est un invariant, ainsi on posera

J1(W) =1, Jo(W) =1.

e METHODE 1 : on cherche une combinaison “astucieuse” des équations pour obtenir cette forme
diagonale.

L1<—L2—\FL

{ath+vaxh+h6xy:0, 2~L2+\fLi 0iv— fa h+( \/E )6 h+( —\/gh)a v=0

0:v+goxh+vdxv =0 drv+/80ih+ (g+\/5v)osh+ v+ /En)ov =0,
. 0rv—\/80,h— /8w~ \/gMoh+ (w—/ghd.v =0,

0w+ \/E0h+\[E(w— /BMOh+ (v + /g0, =0,

5 {0;1/ VEo.h)+ /gl (0,0 - /%0.h) =0,
0rv+/50ih) + v+ /g (0,0 +\/§0.1) =0,
0,v—280:Vh|+(v—+\/gh)|0xv—2,/g0xVh|=0,

- {0;v+2\/_0\/_+(v Vgh axv+2\/_0x\/_g 0,

. { “2VBI)+ (0= gMoy(v-2gh) =0
0: (v+2y/gh)+ (v +\/ghoy(v+2\/gh)=0
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_(v=2+/gh
~ W= (Hz\@)'
e METHODE 2 : si on note
P(W) = [r; (W)|r2(W)]

la matrice de changement de base (qui transforme le systeme en W en le systéme diagonale de variable

0), alors
~H(W) = Vyl.
c’est-a-dire
) o aly
P (W):(% %)
oh v

Ici

=

S

ou, si on choisit le deuxieme jeu de vecteurs propres,

7

S AN o
V8 V& 2\ &
On a alors
oh _ 1 (w)f dh+f(v) \/E+f(v)
onh~ avn h
1 _al
~ 2\/_ 3 =f'(v) ~ fw)= \/_
~ LW) =—Vh+ \I/EU:U_ZZ\/_"ggh
*_IL - (W) = f — dh+ () =Vh+f()
oh 2V l2
1 _aﬁ_ / 1
~ %_al/_f(v) fw)= \/_V
3 1 v+2y/gh
- uZ(W)_\/mz\/gu_ W
ce qui donne le vecteur
vV—2+/8
W= 2\/_(v+2\/_)

En conclusion, on pose

Ji=h=v+2 gh,

Lorsque les invariants sont déja donnés, on doit juste vérifier qu'on a bien (VI (W))” -rx(W) = 0 pour k = 1,2.
Dans notre cas on a bien

oh ov 3 7
N T d(v-2y/gh)2vh 6(1} 2\/g )
(VI2(W))" -12(W) = Y 3\/§ 5 =0.
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8.4. Probléme de Riemann : introduction.

8.4. Probléme de Riemann : introduction.

Soit un probleme de Riemann, i.e. considérons la condition initiale

W; six<0,
W(x,t=0) = ]
Wy six>0,

. h h , .
ouWg = (UL) etWp = (UR) sont deux états constants donnés avec hy =0, hg =0, v e Ret vg € R.
L R

La solution faible entropique du probléme de Riemann est constituée d’au plus 3 états constants Wy, W,
Wpg, séparés par deux ondes. Ainsi, pour un état gauche Wy et un état droit Wz donnés, on construit une
solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire W,.. Chaque onde k=1,2
est associée a un champ VNL donc elle est soit une k-détente soit un k-choc, comme dans la figure ci-
dessous :

1-onde
CouD t
W,
2-onde
Wy CouD
Wr
X

I1'y a quatre possibles structures de la solution :

1. Wy, 1-choc, Wy, 2-choc, Wg;
2. Wy, 1-choc, W,, 2-détente, Wg;
3. Wy, 1-détente, W,, 2-choc, Wg;
4. Wi, 1-détente, W, 2-détente, Wg.
Pour expliciter cette solution on doit définir :
e les vitesses des chocs 67 et 02,

o les états dans les détentes : Wy _get (£, X) et Wo_get (£, X),

o |’état constant intermédiaire W, = (v* .
*

8.5. Etude des détentes.

On cherche les états gauche W?j = (hg, vg) qui peuvent étre reliés a un état droit W, = (hy, v;) par une onde de
détente.

o La k-détente est comprise entre la droite x = /lk(Wﬁ) tetladroite x = A (Wy)t:

Ak (W) <

~ | &

= A (W) = A1 (Wy).
Plus précisément, la vitesse caractéristique vérifie x'(r) = 1 (W). De méme, les inégalités s’écrivent

/lk(Wﬁ) < x'(t) = 1 (W) < 1 (W,). Comme A, (W) ne dépend pas explicitement de ¢ on a tout simple-
ment x = 1 (W)t.
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8. Le systéeme de SAINT-VENANT

o Dans une k-détente I'invariant de Riemann Jj est conservé :
Tk (W) =T (W) =T (W,).

1. 1-champ : on cherche les états W, = (h., v.) qui peuvent étre reliés a un état gauche Wy = (hz, vr)
(connu) par une 1-onde de détente.

e Lacondition 1;(Wp) < 1, (W) se réécrit vy —/ghr < v« —\/gh. donc
Vi > UL+\/§(\/ h*—\/hL).
¢ Dans une détente les invariants de Riemann sont conservés. Ici k = 1, alors

J1(Wp) =T, (W,) ~ vp+2y/8hr=v.+24/gh.

d’'olt hy — vy (hy) = vL+2\/§(\/h_L— \/h_*)

Les deux conditions donnent

\vL+2\/§(\/h_L—\/h_*)‘> vL+\/§(\/h_*—\/h_L) > 3\/§\/h_L>3\/§\/h_*.

Vs

On conclut que les états W, = (h., v+) qui peuvent étre reliés a un état gauche Wy = (hy, vy) donné par
une 1-onde de détente vérifient

h. < hyp, Vs > VL et Vi (hy) = UL+2\/§(\/h_L— \/h_*)

On a donc les graphes suivants : |

v

t
<+ W.
N
Vs W. N 7 ’;% 2-onde
O\ &
<
1 —dét\en\te W, Wr
Ny h X

Pour calculer la solution en un point (%, 7) a I'intérieure de la 1-onde de détente, on consideére la
caractéristique qui relie ce point a I'origine de ’'onde (0, 0).

e Lavitesse de la 1-onde de détente vérifie

X
?Z/ll(w)

=W =v—/gh.

¢ Dans une détente les invariants de Riemann sont conservés. Ici k = 1, alors

c’est-a-dire

~| =

J1(Wr) =T, (W) e v+2\/gh=vr+2/ghys.
1. De plus, pour h« < by,
! -_ /& " _1 g
(v4) (hs) = h, <0, (v4)" (hs) = 2\ (hy? > 0.
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8.5. Etude des détentes.

Ainsi

v=vp+2\/ghy—2\/gh=v;+2 ghL—Z(v—%) ~ v(x, D)=

et

“ 1
~ h(fc,t):—(vL+2
98

42

x
hr—=] .
th)

2. 2-champ : on cherche les états W, = (h., v,) qui peuvent étre reliés a un état droit Wg = (hg, vg) (connu)
par une 2-onde de détente.

o La condition Ay (W.) < 12(Wpg) se réécrit v, ++/gh. < vgp++/ghr donc

v*<vR+\/§(\/h_R—\/h_*).

e Dans une détente les invariants de Riemann sont conservés. Ici k = 2 alors

T2 (W) =T2(Wpg) ~

dott 2, — v, (h) = vg + 28 (Ve = /g

On conclut que les états les états W, = (h., V) qui peuvent étre reliés a un état droit Wg = (hg, vg)
donné par une 2-onde de détente vérifient

h* < hR,

Vs < UR

On a donc les graphes suivants : >

v

12

*

2-détente- -

h.

h

Vi—2v/8h.=vRr—21/ghr

et v.(hy) = vR+2\/§(\/h_*—\/h_R).

1-onde

W,

Pour calculer la solution en un point (%, f) a l'intérieure de la 2-onde de détente, on considere la

caractéristique qui relie ce point a I'origine de 'onde (0, 0).

o Lavitesse caractéristique de I’'onde est

c’est-a-dire

~>| =
Il
<
+
By
=

¢ Dans une détente les invariants de Riemann sont conservés. Ici k = 2, alors

Jo(W) =T2(Wpg) ~

2. De plus, pour hy < hp,

(a) () =,/h§ >0,

© G. FACCANONI
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8. Le systéeme de SAINT-VENANT

Ainsi

et

8.6. Etude des chocs.

Passons maintenant a la description des courbes de choc. Une k-onde de choc est une solution discon-
tinue, constante par morceaux, satisfaisant la condition d’entropie, qui se propage a une vitesse 7 dé-
pendant des états existant de part et d’autre du saut. Les variables conservatives doivent respecter les
conditions de saut de Rankine-Hugoniot. La courbe x = o (f) estla trajectoire du choc et o est la vitesse du
choc.

On a vu que, pour les courbes de raréfaction, si la valeur propre ne dépend pas explicitement du temps, dans
le plan (¢, x) on a des droites de pente la valeur propre. De maniere analogue, si 0 ne dépend pas de ¢, on a
des droites de pente 7.

Les relations de Rankine-Hugoniot pour un choc de vitesse 6 entre un état gauche W, = (ha’ vy) et un état
droit W, = (hy, v,) s’écrivent
[hvl hgvg —hyvy
T ks
. [hv? + %hZ]] B hgv; + %h; —hyv? - %hi
T e T Ry

Ok

’

qu’on peut réécrire comme

hdl)d —(j'khi = hg”g_dkhgr
(a0 hyvy = (v = Gy, = 3 (hZ - k),

ou encore
JeE hi(vi=61) = hy(v, o),
Jiwa=vy) =5 (h2 - ).

On en déduit que .
k=2 i hd-

2 vy — v8
De plus, en éliminant ¢ dans les relations de Rankine-Hugoniot on trouve :

2 2 2 2
hgvg—hdvd B h3U8 ‘|’§h9 _hdl) _ghd

hy—hy a hyv, = havy

(hﬁ Vg~ h‘*”‘*)z
h,—hy

2 2 8 (12 2
= hyv? hivd+2(h8 n)
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8.6. Etude des chocs.

soit encore

2 2 _ 2 2 2 2, 8
(hﬁvﬁ) + (hyvy) —2h8hiv8vd—(h8vﬁ) h@hd.vd hﬁhdl)g-i-(hdl/d) +2

On simplifie

oQ

_ 2 2
_Zhﬁhdvgvd— hghdl/i hﬁh‘ivg+2

2 12
(ha"hi)(hﬁ"hd)
et on réarrange les termes

by (03 + 02— 20,0 )=§(h —h )2(h +hy)
pour obtenir
2 h3+ hy
hghd '

(%_szgwfhd

De plus, la condition d’admissibilité de Lax pour le k-choc s’écrit

(12 = 12) thy = ho).

A-1(W,) <G Ae(Wy) <0k < Ar(W)) Ok < Ak+1(Wy)
Ainsi on a les deux cas
k=1,4=L da=% ~ AMW,) <01 <A (Wg) 01 <A(W,)

k=2,4=%,4=R ~ A WJ)<02 A20Wg)<02<A2(W,)

1. 1-champ : on cherche a déterminer les états droits W,. = (K., v.) qui peuvent étre reliés a un état gauche
W; = (hy, vr) par une discontinuité (entropique) de vitesse ¢1. Dans nos formules on a4 = * et g=L.La
condition d’entropie (Lax) pour k = 1 demande a ce que la vitesse ¢ du 1-choc vérifie

M W,) <01 <Ay (W),
01 < 12(W,),

c’est-a-dire

Vi — gh* <0, g=L j1<h*\/gh* .

. d=x . h*>hL, 1=

1<V« ++/8hyey, =< j1>-hivVghe, = 1. 0
=0

o1<vL—+/ghL,

et on conclut que

ji>hr\/ghy,

he>hyp et v, <UjL.

En éliminant ¢, dans les relations de Rankine-Hugoniot on trouve

ghL-l-h*

2 hphy

h* — Uy (h*) =vp+ (hL_ h*)

et la vitesse du 1-choc est

autrement dit

donc
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8. Le systéeme de SAINT-VENANT

On a donc les graphes suivants : *

v xX=01t t
1—(\:\hoc
\ "
Vs W, 2-onde
\\/3
Wp
h. h X

2. 2-champ : on cherche a déterminer les états gauche W, = (h., v.) qui peuvent étre reliés a un état droit
Wr, = (hg, vg) par une discontinuité (entropique) de vitesse ¢,. Dans nos formulesonad =R et 4= *.
La condition d’entropie (Lax) pour k =2 demande a ce que la vitesse ¢, du 2-choc vérifie

A2(WR) <02 < A2(W,),

c’est-a-dire

1]
*

iﬁd}
=

hr < hy, 2= 20g-0
('72>V*—vgh*, == j2<h*\/gh*, R i_R:’ ) VR < U«
02 < Vs + gh*, j2>—h*\/gh*,

et on conclut que

VR+\/8hr <02 Jo<—hgr\/ghr { . _gUi-ng)
—

J2 <0,

h.> hg et v« > Up.

En éliminant ¢, dans les relations de Rankine-Hugoniot on trouve

lghe+h
hg— vy (hy) = vg + (hy — hR) gThRR pour h. > hp
et la vitesse du 2-choc est
. g hy + hR
=vp+hey | =———.
T2= VRTINS Thohg

X=0>ot

X g hr+ h.
x_ oy SR
: ("“ \' 2 "hh, )

autrement dit

donc

On a donc les graphes suivants : *

3. De plus, pour hyx > hy,

Ry by +2(he)? + W2 \/ 3 Bh. +3hy)
“’*),”’*):_\/E p L <0, o)y =[S VL2
8 J(h)3hy (hy + hy) 32 W5 (hy + h)3

4. De plus, pour hy > hp,

hshg+ h2 +2(hy)? \/ 13, (5hy +3hR)
(v*)’(h*):\/g R R >0, (v*)”(h*):_,/%R—<0

(h*)ghR(h* +hR) (h*)s(h* +hR)3
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8.7. Probléme de Riemann : conclusion.

1-onde t

Vs W, x:dzt
/ w,

h h X

Remarque. 1l est intéressant de noter que lorsque h, — hy (résp. h. — hg), on trouve que 67 — A;(Wp) (résp.
02 — A2(Wg)). En d’autres termes, la vitesse des discontinuités infinitésimales est la méme qu’une vitesse
caractéristique.

8.7. Probléeme de Riemann : conclusion.

Pour un état gauche Wy et un état droit Wz donnés, on construit une solution composée d'une 1-onde et
d’'une 2-onde séparant un état intermédiaire W... La 1-onde peut étre soit un choc soit une détente et de
meéme la 2-onde :

1-onde
CouD t
W,
2-onde
Wi CouD
Wr
X
Il'y a quatre possibles combinaisons de la solution :
v Cas 1. si h, > max{hy, hg} la solution est composée
1-&hoc d’'un 1-choc et d'un 2-choc,
2-détente- - Cas 2. si hy < h, < hg la solution est composée d'un
; 1-choc et d’'un 2-détente,
Cas 3. si hg < h, < h la solution est composée d'un
2<choc . 1-détente et d'un 2-choc,
e 1-détente . . . .
. N Cas 4. si h, <min{hy, hg} la solution est composée
. h d’'un 1-détente et d'un 2-détente.

Pour expliciter cette solution on doit définir :

) . .. h
« 1'état constant intermédiaire W, = (v*) ;

*

« les vitesses des chocs ¢ et ¢, et des détentes (A5, A7), (A5, A5);

o les états dans les détentes : Wy _get (£, X) et Wo_get (£, X).
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8.7.1. Etape | : calcul de I'état intermédiaire W, = (h., v.)

La méthode de résolution du probleme de Riemann repose sur le calcul d'un état intermédiaire W.. = (h., v.).
On a vu que cet état peut étre relié a I'état de gauche (hz, vz) par une 1-onde :

;= (hy — hL)\/h_ZT\/f/h_ si b, < hy (1-détente)

v — (hye — hy) ghh;hhf si h, > h; (1-choc)

Vs —fL(h )def{

et al’état de droite (hg, vg) par une 2-onde :

vr+ (hy — hlq)l si h. < hg (2-détente)
Vs sz(h*)dzef REV R
Vg + (W« — hR) %h hZR si h. > hg (2-choc)

=,
§

e Pour calculer . on doit donc résoudre I'équation
fHhe) = fRha),
soit encore chercher &, le zéro de la fonction
Q= @) = fH@) - @)

Astuce “algorithmique” : on définit la fonction

2
\ﬁ\/g sih<wvy,
(hy) — z(h,y) & ”h\iw
g v sinon,
2 hy

ainsi
FR(h) = vp+ (he — hR)z(ha, hg) et fE(h.) = vy — (hy — hp)2(hy, hy)

ce qui revient a chercher &, le zéro de la fonction
Q= fO)=vp—vr+(Q—-hp)z(Q, hy) + (V- hg)z(Q, hg).
* v, est ensuite déduit de k. tout simplement par
Uy = Vg + (hy — hR)z(h, hR).

Remarque 15 (Creation d’'une zone seche) Notons que, dans le cas de la 1-détente suivie d'une 2-détente,
on cherche h, solution de
vp—vgp _ (h«—hy) (hs —hg)

2,8 \/_+\/_ hr+\/hs

\/h—: UVl — UR + Vhrp++/hgr
To4yg 2 '
Par conséquent, si vg—vy >2,/g(\/ hr++/hg), iln’y a pas de solution. On peut cependant définir une solution

en introduisant un état sec et la solution consiste en deux ondes de raréfaction séparées par une zone seche
ou h =0 et ou les autres variables dépendantes sont laissées indéfinies (classiquement on pose v = 0).
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8.7.2. Etape Il : définition des vitesses des ondes et de la solution dans les détentes

o Lesvitesses des ondes de choc

. def g hp+hy . def g h«+hg
= —h* —_——, = +h* - .
ST NS T, 92=UR 2 hihg

o Lesvitesses des ondes de détente

My —\/ghy, A ¥y, —/ghs, A5 E v+ ghs, A5 Eor+/gha.

e La solution dans une onde de détente

1 2 1 2
Ny —g(UL+2\/gh - %) y @(—UR+2\/gTR+)—;)

Wl—det(t) x) = ’ WZ—det(t; X) =
g(l}L+2 ghL+21—;) 5(1/3—2 ghR+29—tC)

o Pour définir la solution en cas de zones séches, on introduit de plus

jfd=efl/[4+2 ghL, j§d=efl/R—2 ghR
8.7.3. Etape Ill : solution compléte

On peut avoir quatre structures différentes de la solution :

Cas 1) sih, >max{h;, hg} la solution est composée d'un 1-choc et d'un 2-choc et s’écrit

W;, six<oit,
W(t,x) =4 W,, sidgit<x<0ot,

Wg, six>oot,

x=01(Wr,W,)t ¢ xX=0>(W.,Wp)t
v
W,
UL WL
Vs W*
WL WR R "
X hr  hp hy h

Cas 2) si hy < h, < hg la solution est composée d'un 1-choc et d'une 2-détente et s’écrit

Wy, six<ot,

w,, siogit<x<Ajt,
W(t, x) = 1 2

W get(t,X), siAjt<x<Ajt,

Wk, six>ARg,
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8. Le systéeme de SAINT-VENANT

x=01(Wr,W,)t t
v
W
T8
@ q\:\r UL W[/ w
v .
S R \«w/, P
» //’¥ v *
W, > Wi
X hr hy hr h

Remarque : si hy = 0, il est naturel de considérer v; = 0 et il n'y a qu'une 2-détente (la
1-onde de choc n’est pas définie). Dans ce cas la solution d’écrit

(0,0), six < T,
W(t,x) ={ Wee(£,x), sidfr<x<aAfys,
Wg, six>/1§t,

UR Wpg
Ul e -

}L l’l}g h

X

Cas 3) si hg < h. < hy lasolution est composée d'une 1-détente et d'un 2-choc et s’écrit

Wig, six</1ft,
Wi _get(t,x), siAlt<x<A¥t,
W(t, x) = 1-det : 1 '1
W,, sidjt<x<o0t,
Wk, six>0ot,
t x=02(W,,Wp)t
v
W,
N
z
N ©
72 \2
L\~ b W.
<), & ) 4
W, Wi 1/? R W,
X hr he hp h

Remarque : si hg = 0, il est naturel de considérer vg = 0 et il n'y a qu’'une 1-détente (la
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: conclusion.
2-onde de choc n’est pas définie). Dans ce cas la solution s’écrit
Wi, six< )Lf t,
W(t,x) ={ Waer(£,x), siAkt<x<Tlg,
(0,0), six>Jkt,
v
e hy,
h
v WL

Cas 4) sih, <min{hy, hg} la solution est composée d'une 1-détente et d'une 2-détente et il faut considérer
deux sous-cas :

e sivg—vr <2,/g(/ hr++/hy) alors h, >0 etla solution s’écrit

) DA CCY
© G. FACCANONI

Wi, six<Aby,
Wi_get(t,%), sidkr<x<Ait,
W(t,x) =< W,, sidjt<x<Ajt,
Wo_get(1,%), sidjr<x<Aft,
Wk, six> ARt
v
2 W. \\
N & g
\\'/ ?j v Q\” UR Wy
@ 2. /W
L\~ YA . g
<) & *//
Cal
WL WR v w,
X h* I’l[‘ ]ZR h

e Remarque:si vg — vy =2,/g(/hg++/h), il faut introduire une zone “seche” :

W(t, x) =+

Derniére mise a jour

Wi,
Wi_get (2, X),
(0,0),

W2 _get (£, ),
Wk,

six <AL,

si/lft<x<3ft,
si’th<x<’J§t,
: ~R R
siJyr<x<Ajt,

six>ARr
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8. Le systéeme de SAINT-VENANT

t
Y= (g) N . w
N Q VR R
N 2 @ @.& /
2z @ NV @ \
< /
@ N2 ,$/ \ﬂ, hy
(Jz - '{u// h h
W, Wg .
X vy, \ W[_
8.8. Entropie.
L'énergie totale E et le flux d’énergie G sont respectivement
hv? + gh? hv3
E=i, G:—v+gh2v.
2 2
On peut calculer
aE: U;Jrgh G_G: (”72+2gh)(v+mt)
ow | hv ) oW Shvt+ght )

-1
ainsi ng, (gTv]) ng, = gT(A;I' Cela signifie que I'énergie totale est une entropie pour le systeme (8.1).

Pour établir la convexité de I'énergie, on calcule la matrice Hessienne :

d ( oE )T B (g v)
ow\ow/ \v h)
Cette matrice est définie strictement positive (et donc I'entropie est strictement convexe) si et seulement si
2
v < gh.

Soit (hﬁ, vy) et (hy, v) deux états et notons [x] £ %, — *g le saut. Puisqu'un choc entropique se propage en véri-
fiantla condition de Rankine-Hugoniot : [hv] = [kl et [hv? + § h?] = [hv] 6, il S'en suit que

1E] = %[[hvz +gh?]
1 2 8,2 8. .2
—EHI’IU +5hﬂ+z[{hﬂ
= Lihoto + Ehe + )ik
T TR T T

1 .2 8
= U (% + 5 (he+ ).

Pour un 1-choc, la condition d’admissibilité de Lax demande a ce que [h] > 0 (i.e. h. > hy), ce qui implique
[E] > 0. Dans ce cas, les vitesses du flux relatives au choc sont

. [ hi+h, h. . [ hi+h, h
vp—01 = gLTh—L>0, Ve —01= gLTh—i>O.

Des deux cotés, la vitesse du flux relative au choc est positive, ainsi I'énergie totale E décroit du pre-choc
(I’état gauche) vers le post-choc (état intermédiaire).
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8.8. Entropie.

De la méme maniere, pour un 2-choc on a [k] <0 (i.e. h« > hg) donc [E] < 0 et les vitesses du flux relatives au
choc sont

hR+h* hR I’lR+h* &

Vi —02=—1\/§ —*>0, VR—02=—\/875 hR<O.

;

Des deux cotés, la vitesse du flux relative au choc est négative, ainsil’énergie totale E croit du pre-choc (I'état
intermédiaire) vers le post-choc (état droit).
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Un systéme hyperbolique avec des
champs linéairement dégénérés

Soit a > 0 une constante fixée et considérons le systeme

{6t9+0xu =0,

9.1)
0,u+a’d.p =0.

&4 Exercice 9.1
1. Trouver les vecteurs W: R* x R — R? et F: R? — R? tels que le systéme s’écrit ;W + 0, F(W) = 0.

2. Pour des solutions réguliéres, le systéeme se réécrit sous la forme quasilinéaire 0,W + A(W)9,W = 0.
Montrer que la matrice A(W) ne dépend pas de W et s’écrit

0 1
A=(2 o)

3. Calculer les deux valeurs propres (qui ne dépendent pas de W) 1; et A,. Afin de fixer les notations
on ordonne les deux valeurs propres selon 1; < 1,. Proposer une base associée de vecteurs propres
a droite ry et r, de la matrice A. En déduire que le systeme est strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les deux champs sont linéairement dégénérés. (Par conséquent, les ondes associées a
chaque champ sont des discontinuités de contact.)

5. Proposer un choix pour J; 'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique, k =1, 2.
6. Etude des discontinuités de contact.

6.1. Soit une onde de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (g1, #1) a un état droit
W.. = (p«, ux). Calculer ¢, sa vitesse de propagation.

6.2. Reprendre la question pour la deuxieéme famille.

7. Alaide du dessin d’onde dans le plan (g, u) résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche
(o1, ur) etun état droit (or, ug) on construira une solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde
séparant un état intermédiaire (p«, U.). On précisera les valeurs de cet état intermédiaire ainsi que
les vitesses des ondes.

Correction
1. a étant une constante, on a directement

() ()
u ap

2. Sion pose W =V (autrement dit, si on choisit comme vecteur pour I'écriture non conservative le méme
vecteur des variables de I'écriture conservative), le systéme quasilinéaire s’écrit

o2)+ (e §)o<Li)-L0)
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9. Un systéme hyperbolique avec des champs linéairement dégénérés

3. On cherche les 2 solutions A de I'équation det(A — AId) = 0, i.e. de I'équation

170

V% -a?=0.
On obtient
A =—a, A = a.

Puisque par hypothése a > 0, les valeurs propres sont réelles et distinctes donc le systéme est stricte-
ment hyperbolique.

On peut prendre

() -

Pour déterminer la nature des deux champs on calculs (VA;)” -ry pour k = 1,2. Comme les valeurs
propres ne dépendent pas de W, leurs gradients sont nuls et les champs caractéristiques sont donc
linéairement dégénérés

Cherchons les invariants de Riemann. Comme p = 2 on doit trouver p — 1 = 1 invariant de Riemann
pour chaque champ caractéristique.

Pour cela il faut tout d’abord trouver un vecteur (W) pour lequel le systeme est diagonal, autrement-dit
on cherche un vecteur (W) tel que

9,1+ Da,1=0, [D:(/ll 0).

0 A

Ensuite on notera J; I'invariant de Riemann du k¢ champ caractéristique. Dans le champ k=1 c’estla
composante [, qui est un invariant et dans le champ k =2 c’est la composante [; qui est un invariant
ainsi on notera

J1(W) =1, To(W) =1y
avec (VI (W) T -rp(W) =0 pour k=1,2.

METHODE 1: pour des champs VNL, la k-ieme valeur propre est un k-invariant de Riemann, donc
d’habitude on pose directement J; (W) = 1; et J»(W) = A,. Cependant, dans cet exemple
particulier, les valeurs propres sont constantes, ce qui ne nous donne aucun information
utile.

METHODE 2 : Les relations définissant les invariants de Riemann J; (W) sont (ij(W))T ‘(W) =0

pour k=1,2:
I 07, 07,
(VIIW))" 11 (W) = — x (-1)+ —xa
0 ou
0J 0J
VI, W) T -1y (W) = 92 1,92,
0p ou

autrement dit

0p
07 _

&+am—0, ~TJ1W) =u-ap.

07 07 ~
{—1—016—14‘:0, ~J1 (W) =u+ ap,
do

METHODE 3 : on cherche une combinaison linéaire “astucieuse” des équations pour obtenir cette
forme diagonale.

0,0+0xu=0, DR (0,(u-ap) - ady(u—ap) =0, » u(w)_(u—ap
0,u+a’dp =0, 0,(u+ ap) + ady(u+ ap) =0, u+ap)
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METHODE 4 : sion note

PW) = [r; (W)[rz(W)]

la matrice de changement de base (qui transforme le systéme en W en le systeme diago-
nale), alors

a o
-1 _ _| 0o oOu
0p Ou

Ici
P:(_l 1), P‘lzi(_a 1).
a a 2a\la 1
On a alors
a1 1 1
—_— =, 0 = . + =—-0+
oz W f g et /W=—ge+ )
1o, 1 _ 1. 1. _u-ap
~ ﬁ‘au_f(”) ~ f(u)_Zau ~ (W)= 29+2au_ 2a
al, 1 1 1
ey |]2(W):f§dp+f(u)=59+f(u)
1 al ) 1 1 1 u+ap
_———= = I =5 S u=
— D flw) ~  f(w 2au ~ (W) 29+2au 24

ce qui donne par exemple le vecteur

n(W):(”_“Q).

u+ap

Bien noter que | dépend de W.

6. Etude des discontinuités de contact.

6.1. Considérons le 1-champ.
C’est un champ linéairement dégénéré, donc on a une discontinuité de contact se déplacant a la
vitesse 61 =11 (W) = 1;(W,,) = —a.
Pour trouver une relation entre un état gauche Wy et un état droit W,,, on peut utiliser

« soit les relations de Rankine-Hugoniot :

Q* _QL
a*p.—a’or

. U,—UuU
{—a=01=—L v —a(0s — L) = Us — UL
Uy—UL

—-a=0] =
¢ soit la conservation de I'invariant de Riemann J; (W) a la traversée de la discontinuité :

j1 Wp) = jl (W.) ~ 1(Wp) =lo (W) ~ up + apr = Ux + apx,

On obtient
U (0x) = ur+alor — +)

6.2. Considérons le 2-champ.

C’est aussi un champ linéairement dégénéré, donc on a une discontinuité de contact se déplacant
alavitesse o = 12(W,) = 1, (Wg) = a.
Pour trouver une relation entre un état gauche W, et un état droit Wg, on peut utiliser

« soit les relations de Rankine-Hugoniot :

. UR— U
{a=az=9§_g* > alPR—0+) = UR— Us
2 2
_ s _ GTORTATP«
a—O'z——uR_u*
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9. Un systéme hyperbolique avec des champs linéairement dégénérés

e soit la conservation de I'invariant de Riemann J,(W) a la traversée de la discontinuité :
J2(W.) =T2(WR) ~ 11 (W) =11 (WR) ~ Uy — aQ« = Ug — agg.

On obtient
Us(0+) = up — alpr — 0+)

7. Solution du probleme de Riemann. Soit un probléme de Riemann avec les deux états donnés suivants :

_ (6L _(OR
WL_(UL)' WR_(MR)'

Pour un état gauche Wy, et un état droit W donnés, on construit une solution composée de deux ondes
séparant trois états constant : Wy, W.. et W. Les deux ondes sont des discontinuités de contact.

1-onde
DDC t
W.
2-onde
W, DDC
Wr

Pour expliciter cette solution on doit définir :

o les vitesses des discontinuités de contact o et g,

o |’état constant intermédiaire W, = (9*)

*

Etape | : calcul de I'état intermédiaire W, = (., 1)

o Létat intermédiaire (o, u.) peut étre relié a I'état de gauche (pr, ur) par une 1-DDC et 'on a
U, =up+alpr—p+),

o ce méme état peut étre relié a I’état de droite (pg, ug) par une 2-DDCetl'on a v, = ugp— a(gr —Q+)-

Pour calculer p. on doit donc résoudre u; + a(pr — p«) = ugr — a(pr — +) ce qui donne

_ur—up+aler+per)

0« =

_PrtOL UR—UL
2a 2 2a

Ensuite u, est déduit de p., par exemple par u. = uy + alpr — p-), ce qui donne

U+ Ug N alor—01L)
2 2

Uy =

Etape Il : calcul des vitesses des ondes 1l 'y a que des discontinuités de contact. leurs vitesses
sont

. def . def
o1=—a, 0o =d.
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Etape Il : solution compléte. Lasolution est composée d’'une 1-ddc et d'une 2-ddc et s'écrit

W;, six<ot,
W(x, 1) ={W,, sigit<x<odyt,

Wg, six>oot,

x:dl(wL)W*)t t x:dZ(w*)wR)t
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10.

Systemes hyperboliques de lois de
conservations : méthodes numeériques
(volumes finies)

Dans ce dernier chapitre on s'intéresse a la résolution de problemes de Riemann associés aux systemes hyper-
boliques non-linéaires en une dimension d’espace. Plus précisément, on cherche une fonction

W:R" xR — R”
(£, x) — W(t, x)

qui vérifie (au sens faible) le systéme d’EDPs

0W+0,F(W) =0, xeR, >0,
W; six<0,

W(, x) = .
Wr six>0,

Pour j € Zet ne€Non pose
1 Xj+1/2
W!~ — W(x, t")dx et GW',W? ) = F(W(xj41/2,t")).
J Ax Xj-1/2 J

On considere des schémas Volumes Finis :

At"
n+l _yan _ n n _ n n
Wj —Wj Ax G(\Nj,Wj+1) G(Wj_l,Wj) )
a savoir
F(a) + F(b) - 2% (b—a)
le schéma de Lax-Friedrichs G(a,b) = 2 At
F(a) + F(b b-a
le schéma de Rusanov G(a,b) = @ 5 ®) —-C 5
F(a) sic;=0
5 — F(a)—c,F(b) ; .
le schéma HLL Ga,b) ={ & ?2_2 + C?_”é] (b—a) sici<0<c
F(b) Sic, <0
ol

c(a,b)= max {|A¢@)],[1x()I} ci(@ab)= min {Ag(@),Ax(b)} c2(a,b)= max {Ar(@),Ar(b)}
k=1,...p k=1,...,p k=1,..,p

..........

On associe a ces schémas la condition de stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy

At" < Ax .
n .o n
2umax (I WL+, |, (W)
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10. Systemes hyperboliques de lois de conservations : méthodes numériques (volumes finies)

"? Exercice 10.1
Implémenter les schémas et les vérifier sur le probléme de Saint-Venant en comparant a la solution
exacte.

" Exercice 10.2
Méme exercice pour le probléme de I'exercice 9.1

¢ Exercice 10.3 (Projets)
Choisir un sujet parmi les sujets proposés.

Pour le 11 novembre 2023 : déposer sur Moodle un rapport pdf et un fichier py (ou dans un autre
langage de programmation).

o Rapport: il s’agit de détailler la solution exacte des problemes de Riemann associés au systeme
hyperbolique donné (on pourra suivre le canevas utilisé pour le systeme de Saint-Venant).

o Code source : écrire un programme qui implémente un schéma d’approximation VF et le valider a
'aide de la solution exacte pour un probleme de Riemann calculée au point précédent.

Voici quelque schéma VF : schéma de Rusanov, schéma de Godunov, schéma HLL ou HLLE ou HLLEC
ou HLLEM, schéma de type Lax-Wendroff : Ritchmeyer (sans et avec dissipation artificielle), schéma de
type Lax-Wendroff : MacCormack (sans et avec dissipation artificielle), schéma Steger-Warming, schéma
de Van Leer, schéma de Roe, schéma de Glimm.
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Liste des projets

Nous avons illustré la résolution du probléme de Riemann pour deux systémes de p = 2 équations:

Exemple 1. le systeme de SAINT-VENANT associé a 2 champs caractéristiques vraiment non-linéaires

0:h+0x(hv) =0,
0;(hv)+0y (hv* + §h?) =0,

(les ondes associées a chacun de ces 2 champs ne peuvent étre que des ondes de choc ou de

détente);
Exemple 2. un systéme hyperbolique associé a 2 champs caractéristiques linéairement dégénérés

0;0+0,u=0,
oru+ azaxQ =0.

(les ondes associées a chacun de ces 2 champs ne peuvent étre que des discontinuités de contact).

©&

Devoir maison : choisir un sujet parmi ceux proposés.
Pour le 11 novembre 2024 : déposer sur Moodle un rapport pdf et un fichier py ou ipynb.

» Rapport : il s'agit de détailler la solution exacte des problemes de Riemann associés au systeme
hyperbolique donné (on pourra suivre le canevas utilisé pour le systeme de Saint-Venant).

e Code source : écrire un programme qui implémente un schéma d’approximation VF et le valider a
'aide de la solution exacte pour un probléeme de Riemann calculée au point précédent.

+

Projet 3. systeme de Saint-Venant par relaxation

0, h+0,(hu) =0,
0,(hu) +0,(hu?+m) =0,
0;(hm) +0x(hum + ¢*u) = ph(§ h* - ),

Projet 4. modéle de Ripa
0th+0x(hu) =0,

0:(hu) + 0, (hu? + $1?0) =0,
3,(h0) +0(hub) =0.
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Liste des projets

Projet 5. modele de Ripa par relaxation

0rh+0x(hu) =0,
0¢(hu) + 0 (hu? +0) =0,
0:(h0) +0x(hud) =0,
0;(hm) + 0y (hum + c®u) = uh (%h2 -n),
Projet 6. systeme de SAINT-VENANT avec une loi de frottement de type Mohr-Coulomb
0:h+0x(hu) =0,
0;(hu) + 0y (hu? + $h*) = mh.

<+

Projet 7. p-systéme isotherme

0:0+0x(pu) =0,
{tQ o plo) = a’p.

0:(pu) +0x(pu® + p(p)) =0,
Projet 8. p-systéme isotherme, relaxation en pression

00+ 0x(pu) =0,
0,(ou) + 0 (ou® +m) =0,
0,(om) +0x(omu+ c?u) = up(p(p) — ).

Projet 9. systeme de I'acoustique fortement non linéaire

0:0+04(pu) =0,
8/ (ou) +0x(ou? + p(p)) =0, plo) = a’p.
0:(pv) +0x(puv) =0,

Projet 10. p-systeme isotherme en coordonnées Lagrangiennes

{atT—axu = 0,

(r)=1/7.
du+dpm=0,
Projet 11. p-systéme isotherme en coordonnées Lagrangiennes, relaxation en pression :

0,T—0,u=0,
0iu+0,m=0,
0,7 +0x(c*u) = p(p(@) — 7).

Projet 12. systeme de I'acoustique fortement non linéaire en coordonnées Lagrangiennes

0;T—0,u=0,
0;u+0yp(1)=0, p(T)=6l2/T.
0,1} =0,
Projet 13. modele ruvn :
0;T—0,u=0,

0iu+0,m=0,
0,v+ %axﬂ =0
0;m+abdyv=0.
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Projet 14. p-systeme isotherme avec friction

0:0+0x(pu) =0, )
) plp) =a’p.
0¢(ou) +0x(ou” + p(p)) = mp,
<
Projet 15. p-systeme isentrope

0:0+0x(ou) =0, y
5 p) =g’

0r(pw) +0x(pu” + p(p) =0,

Projet 16. p-systéme isentrope, relaxation en volume

0:0+0x(pu) =0, 1
0,(pu) + 0. (pu* +m(p, V) =0, (o, V)= p(—) —a? (_ - V)
0:(pV) +0.(puV) = ug(% — V) ,

Projet 17. mélange diphasique isentrope

0:0+0x(pu) =0,
8:(pu) + 0, (pu® + p(p,c)) =0, p(o,c) = (cp)* + (1—c)p)>.
0:(pc) +0x(puc) =0,

Projet 18. p-systeme isentrope en coordonnées Lagrangiennes

0;T—0,u=0,
{ tT xU p(‘[):‘[_y,

0iu+0,p(1)=0,

Projet 19. p-systéme isentrope en coordonnées Lagrangiennes, relaxation en volume

0;T—0,u=0,
0ru+0,m(T,V)=0,
o V=p-V),

Projet 20. mélange diphasique isentrope en coordonnées Lagrangiennes

atT_aquO, 2
¢\ (l-c
0ru+0xp(t,c) =0, p(r,c):(—) +(—) .
T T
at(,': 0,
&
Projet 21. p-systéme isentrope avec la loi d’état de Chaplygin
0:0+0x(ou) =0, A
) pe)=-——.
0:(pu) +0x(ou”+ p(p)) =0, 0

Projet 22. p-systéme isentrope avec une loi d’état logarithmique

0:0+0 =0,
{ t0+0x(ou) p(e) = Aln(o).

8, (ou) +0x(pu? + p(p)) =0,
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Liste des projets

Projet 23.

Projet 24.

Projet 25.

Projet 26.

Projet 27.

180

modélisation des écoulements sanguins

{atA+6xQ=0,

0;Q+0dy (Qz + eA3’2) =0.

A

<%

systeme de Aw et RASCLE en p-w

0, (wp) + 0, (w?p — wp*) = 0.

{6t9+6x(w9— w?) =0,

systéeme de Aw et RASCLE

0:0+0x(ou) =0
{0r(0(u+ p(p))] +ax(0u(u+ p(p))) =0,

y

<+

systeme uv

systéeme uv bis

6[u+(3x(

cu

b
Otv+6x( v ):o,

Oru+0y((u?+v*)u) =0,

0rv+0y ((U?+vHv) =0,
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