Chapitre 2 : Les bases des nombres complexes pour le GEII
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l Partie A : Définitions et notations du GEII

I. Introduction
" Ensemble des nombres entiers naturels : N ={0:;1;2:3; ..;n;..}

—® Ensemble des nombres entiers relatifs :
Z=fu.:-3:—-2:-1;0:1:2:3;.:k:.}

Ensembles des nombres rationnels : § = {% ;a€Zetbe Z'}

* Ensembles des nombres réels : R = Q U {ﬁ: e; Tt;...:x;...}
nombres irationnels

Ensemble des nombres complexes :
] C={a+ib;a,beReti:=—1}

NcZcQcRccC
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—*  Ensemble des nombres entiers naturels : N ={0:1:2:3; ...;n:..}

s
—» Ensemble des nombres entiers relatifs : apltre 2
Ensembles des nombres rationnels : Q = {— ;a€Zetbe Z'}

2={.;-3;-2;-1;0;1;2;:3;..;:k;..} e
2 -S+ 1.
b

4 Ensemblesdesnombresréels:R=QU{\/2—: e:ﬂ:...:x:...} fﬁ%-— ==

E— a

nombres iratonnels )
Ensemble des nombres complexes : 3 - 3 + L.O
. C={a+ib;abe Reti’=-1} -

AN

On appelle i le nombre imaginaire, deéfini par
L’ensemble des nombres complexes estnoté C: C = {z @ a€ERDb€ER}
Dans cet ensemble toute équation du second degré possede deux solutions.

En electricite la lettre i étant réservée a l'intensité d'un courant, nous la remplacerons par la
lettre j.

e
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II. Définitions et notations du GEII

v Tout nombre complexe Z s’écrit de la forme :

LZ=x+j}y)ounxeR,yeRet])] =-1!
X est la partie reelle de Z / y est la partie imaginaire de Z

On note : X — Re(Z) On note : Im(Z)

v Le plan complexe : On représente un nombre réel sur une droite munie d’un

repeére (O ' Ol) . Tout nombre complexe Z =x+j.y(oux €R,y €R) est

représenté dans un plan muni d’un repére orthonormeé (0; Ol, 0]) par le point
M d’abscisse x = Re(Z ) et d’ordonnée y = Im(Z )

Le point M(x,y) est appelé image de Z.
Z est appelé I’affixe du point M.

Z est aussi appelé ’affixe du vecteur OM = x.i +V.j






II. Définitions et notations du GEII
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v Tout nombre complexe Z s’écrit de la forme : re 2

Z=x+)y ouxeR,yeR et j2=—1

X est la partie réelle de Z / y est la partie imaginaire de Z
On note : X = Re(Z) On note : y = Im(Z)

v Le plan complexe : On représente un nombre réel sur une droite munie d’un

repeére (O ' Ol) . Tout nombre complexeZ =x+j.y(oux €R,y €R) est

représenté dans un plan muni d’un repére orthonormeé (0; Ol, 0]) par le point

M d’abscisse x = Re(Z ) et d’ordonnée y = Ii(Z)
int M(x,v) es & image de Z.
Le point Ni(x.v) est appelé ge de Z

Z est appelé Paffixe du point M.

Z est aussi appelé ’affixe du vecteur OM = x.i +V.j






Soit 0. la mesure de I’angle de vecteur orienté (OI, OM)
Yy Y10 . > Re(2)
< > Re(Z) cos(0) = .. - l'\ ..... =. S
! - e ey o t * —
| sin(El):..e‘)f =.. kT B .
onm 2,.u2
GEN (G, R
\” v
v e module de st noie 7 oun encore I , ¢’est la distance de O a M, ainsi :

|Z|‘ —\\ Yy

v’ L’argument de Z est noté arg| 7

, ¢’est la mesure en radians de I’angle de

vecteur orienté (OI, ONI) déterminée a 2Km pres (K € Z). On note 0 =, € ET\", TD .

on a alors|:

_ partieréelledeZ _ Re(Z) el de =

module de Z Vo ml

partle imaginaire de Z Im( Z)

siZ=0.

module de Z Z 10
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( _ _ partie réelle de Z _»Re(Z)
' 3 duledeZ | Z )
: e SiZ 0.

partie imaginairede Z Im(Z)
module de Z Z

3. (x.y) sont appelées « coordonnées cartésiennes » du point M. image

du nombre complexe Z =(x +3 y!et (| Z | 0))sont appelées « les

coordonnées polaires » du point M.
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Partie C : Opérations sur les module et arguments d’un nombre complexe

)
: s
I. Argument d’un nombre complexe et arctangente hap itre 5

Comment obtenir 8 l'argument d'un nombre complexe. lorsqu'il n'est pas remarquable ?

(2) oo
&) 7T modulede Z T

’/ b. Soit Z=a + ;b un nombre complexe non nul et a=0.
—_—
O- Pour déterminer un argument de Z . on calcule

( partie réelle de Z
cos(8) = =
l %(9') module de Z

partie imaginaire de

S1 6 n'est pas un angle remarquable, alors on calcule: ::((z)) @
aisant trés attention,

On peut alors en déduire 0, en utilisant la fonction Arctangente, mais
car Arctan(x)€E ]— %;[ 11 En effet, lorsque la partie réelle de Z est négative, la mesure

principale de son argument 6 n'est pas dans l'intervalle ]—g.%[ pour obtenir le bon résultat, 1l

suffit donc d'ajouter ou de soustraire 7 a Arctan (b)

a

A retenir

Soit Z=a+ j.b un nombre complexe non nul, tel qu{fa # b)

Arc tal{k) sia>0
a o

Arc tau{EJi nsia<0
a
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Remarque : Que se passe-t-ils1a=07?

Kos  Z= o+ bl  ak o mo%mmz
o ( T Mb>0
T N T —
g -E%\oéo

-----------------------------------------------------------------------

-----------------------------------------------------------------------
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Partie B : Les différentes écritures d’un nombre complexe

I. Définitions

Z=x+jyon xcR,yeR et j =-1

Y Ly TN . |

e amd Do -
est 1a Pal ue 1nagindll © ue

bn note : y = Im(Z)

™

Le module de Z est noté Z ou encore |L I, c’est la distance de O a M, donc ILl =Z=

L’argument de Z est noté arg(Z_), c’est la mesure en radians de I’angle de vecteur orienté (OI,OM),

déterminée 2 2k prés (k € Z). On note ©=arg(Z), on a alors :

x artie réelle d
cos(9)=—=p eréellede Z =Re(;)
Z module de Z Z )
3 = siZ=0.
: v  partie imaginairede Z Im(Z)
sin(6) =—= =
| Z module de Z Z

Pa
8e g
Chapftre 5
x?+y?
Im(Z) .
N %
y G-+ ._;i’M(xﬁ'y: Ze'®)
Z :
L ;
J 1
8 ul
> Re(Z
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Forme algébrique de Z : (coordonnées cartésiennes)

L=x+)y

Forme trigonométrique de Z : (coordonnées polaires)
Z=17Z.cos(8)+j.Z.sin(8) = Z.[cos(8) + j.sin(8)) aussi noté : Z=[Z,0]

. L. . . j8 ..
Forme exponentielle. géométrigque ou polaire : Euler a noté e’ =cos®) + j-sin(®)
Z=27¢"

Nou r/b?e 19

'Dageg
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II1. Application au GEII

Soient les deux nombres complexes : 21 = 1 + 33 et 22 = 2 + j4. Pitre 2

Calculer le module, I'argument, la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complexes
suivants :

l. 23 + 22 kx
1Y

1
]t\l‘l\' 1 \n:]u
A Ll J AC

~

la«\—j\o\: \Ef;:l:“b _
axg (o+3b) = CL@:;O

--------------------------------------------

..................................................................................................................
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2. z1.z2 Cela correspond par exemple a calculer en régime sinusoidal établi, la tension
1 + 37 traversée par un courant

complexe v aux bornes d'une impédance z

i=2+4j (v=_zi) — o= e, age@
< ) _j:_ ap/tl"ez
T Bha ' T— et 2 A0 = & Yy-2.49 .

*WM\DA'Q:E_Q_:(Jm\\') arb'_-_--\§~}:\=l3\-‘£)= Z .

- . .z\—‘/éj - . A 2 t
> =2*L‘J*6J+’MJ :-_._)\0—\'/‘0) = \4+33\x\2+u3\=\\j|1+3 x\rza—q
o=\ Ao +15" _ (Zoo. 2% 2x00= I0{2 o = {toxizo =Jio.lzdio = 1olz2 ow

g (- Y Do | 4 g2 g ETT= g (D) vy O]
xRe ()=~ e = ang (A 3)) +arg (2euf) =

Trn( )= Ao oug (&) = arddam(3) + axckam(2)
¥ Ra(®): 2. o —lofz > (QA.Cl’q;n%*-aLaranZ,)—;'lo

Ton (_9_ ): Z.MGQOE.M (ouc»whh- cnc)'cmz =|v
20




21 \ o o Vo
3. =—. Cela correspond a calculer le courant z_qui traverse une impédance z = 2 + 43
Z2
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II. Propriétés et Opérations sur les module et arguments

Pa
ge
hapitre 2

~ arg(Z.Z)=arg(Z) +arg(Z") +2kn, KE L et |Z. Z'|=|Z|.|Z']

— [ Le module d’un produit de nombres complexes est le produit des modules, I’argument
d’un produit de nombres complexes est la somme des arguments (a 2K pres)

2) Produit de deux nombres complexes

3) Quotient

Z
arg ; =arg(Z) —arg(Z")+2km, KEZ ,et

Z|

Z '

Le module d’un quotient de nombres complexes est le quotient des modules, I’argument
d’un quotient de nombres complexes est la soustraction des arguments (a 2KTt pres)

N[

22



II. Propriétés et Opérations sur les module et arguments

4) Puissances n*™ d’un nombre complexe (n est un entier naturel) e ; 7 he
- pitre 2

n

=|Z

al'g(Zn)=n Xarg(Z)+2km, KEZ , et ‘Z"

Le module de Z" est le module de Z a la puissance n, I’argument de Z" est n fois
I’argument de Z (a 2K pres)

23



Forme algébrique de Z : (coordonnées cartésiennes)

Z=x+]jy 7°
Nf; M 809

Forme trigonométrique de Z : (coordonnées polaires)
Z="7.cos(0)+j.Z.sin(0) = Z.(cos(@) + - sin(O)) aussinoté: Z = [Z,0]<9—

Forme exponentielle, géométrique ou polaire : Euler a noté) + j.sin(0) @
Z=2Z.e"°

Nombre complexe conjugué de Z : Soit Z =X+ j.y, on appelle conjugué de Z, et on note Z ', le

apitl'e 2

nombre complexe définipar: Z" =x—jy. Si Z=Z.e'’ alors Z'=17.e77°

“ arb
z:oc+j% =Z%G§)JZA—»EG<__ Z-Z_': exe — e
z7 =+ jy’. = e ORG-S XN -8

=zz' = ZZ'CébeCe,e;dzz’ Ceoe.xme’+J'zz.‘)g“eCe>e'+ 52 zz 2 050
— S—— -

=zzGe@e —2Z' A 0. ' +J' (Zz’@ex;..o‘+ 2z Ao Cab91>

:@(&B%S—M®§S'> + S Z2Z (@S}«;&’* /Q»—'—OCTDG')
o (£:48") \/\;:\(94_5,')~ 24




2) Produit de deux nombres complexes (Comme \ea ” = e |il est préférable d’utiliser I'épitmre
exponentielle/polaire le plus possible) e 16 Chap; tre
2

/—ﬁ LZZ = Z\ej'e Z'e" =7.7'¢""” Jon en déduit que :
N It

arg(Z.@)=arg(Z)+arg(Z')+2k1t, KEZ,et ‘Z Z'l - ‘ZI‘Z'I

[Z,0] x [Z',0']=[ZZ',0+ 0]

Le module d’un produit de nombres complexes est le produit des modules, I’argument
d’un produit de nombres complexes est la somme des arguments (a 2K preés)

25



. ea Page 16 Ch
3) Quotient ( Rappel : - = e*® |on utilisera 1'écriture exponentielle/polaire si possible) Witre 5
€ G
Z I@j'e _Z j(e—"{

—=—F¢€ on en déduit que :
YARWA Y Z
e
arg(é]—ar (Z)—arg(Z")+2km, KEZ ,et é —H
7 g L j_ I ) Z |Z'
28] _ .z /
[Z,,Bl]—[?,ﬂ—ﬂ] P

e module d’un quotient de nombres complexes est le quotient des modules, I’argument
d’un quotient de nombres complexes est la soustraction des arguments (a 2K preés)

26




p
@ 98e 16 Cha Pitre
Cas particulier : (Rappel — =e™%)) L é— @ avec Z #0. On en déduit que : ¢

Slg(_)——arg(2)+2kn kKeEZ, |Z‘ Z 9]—[— =4

Le module de I’inverse d’un nombre complexe est I’inverse de son module, I’argument de
I’inverse d’un nombre complexe est [’opposé de son argument (a 2kt pres)

Z

A -3
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4) Puissances n'*™ d’un nombre complexe (n est un entier naturel)
Rappel :{ (ep )n =ePMet (a.b)? = a™. b")

\ZH/ = @e@ =@.e on en déduit que :

Pa
ge

n

argZ')=n xarg(Z)+ 2k, KEZ et [2°

=\Z

[Z,0]"=[Z",n.0]

Le module de Z" est le module de Z a la puissance n, ’argument de Z" est n fois
P’argument de Z (a 2KTt pres)
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Exercice 1

: _ P
Détermmer le module et un argument des nombres complexes suivants : e 21 hapitre
1 - A |- A ang 4 \N- — 2 L
Z7= .71/1,) = - ‘2 (g >" :"":;[— ) &
- 14) 2+ - B
2 A A 4G E

29



Exercice 2

Calculer I'argument du nombre complexe z defini par : —

ST T
Soient, les deux nombres complexes : 21 = 2 — 33 et 20 = 5 + J.

22

Page 21

Chapl tf‘e 2

— + —. Ce calcul correspond

au calcul de I'impédance équivalente de deux impédances z; et zo montées en parallele.

)\

Fw (o) =—Ytom® — *‘mW

Aot on Fon oA Vi PO e

2. rZ. =-+—2—J

-Zz.) —_ Ql\g (g\+-§&)

.>-|- &%(Z-L) ,-Gbg[zt—\-zz)

=... 0N m-%)-\-MJ’M(%)_MJ’% “?'—5-' —

oo Fon (3 deov Fom (415 4 anchann (213)



Exercice 3 Dans les impédances suivantes

positifs ; déterminer leurs module et argument :

R, LAel® \;ont des nombres réels strictement

: Ps
Ziy=R+j.Lw; L, =R+—; ZLy=R+jlo+—; Ly =2 %2 chagyy,
— j.C.o \/ jc wJ — R+jLw 2
'\ 10
g = U+J%) o1 x est un nombre réel.
= (1-jx)°
v =A= R+J°L-hu
Z a4 = VR L —F.\—L?w — Thw®
osg ()= andham (L)
© — . -
3z ; = R+ A )(—‘X = @.\_ ¢ = _J'_,L— (dCW)
JCw =Y Cw cw
| 1
K \BR_ * g = C.\J‘lc)’am “w = _OLC\’Q,\ _i
\‘) -l— + ) O,l\g( 2.5 S R '\



Exercice 3 Dans les impédances suivantes R, L,C et w sont des nombres réels strictement
positifs ; déterminer leurs module et argument :

jRLew  age 2y

: 1 s |
ZIZR-I_]'L'O);ZZ:RE; Z3ZR+]L(J)+E)'; Z'4:R+jLu) - Chapilzeg
‘S&L\u o —ZL—_- S-3.
410 3 T
Zs = ((1:;2) — ou®est un nombre réel. ‘ £ *
#% =R+SLUJ+ x:‘_l__:&-l-\)'l_u}_-._/‘ _ :Rq.d'(LLu_ n
3 Jew .-J‘ cw Cw
2 e L __’L-
2o {Cr o) 5 oy ()= e (Lot
R
- . w — Cot R,L,W>C)
. Z =c>+\3 RLw Zy = 1d RLwl _ RLw

=y

R-l-jl_u)

oy (Z-w)—_- ang \\'KLuJ) L ax.g( ((-+)'LW> = T_;: — mJ'am(EL‘_’)



Exercice 3 Dans les impédances suivantes R, L,C et w sont des nombres réels strictement
positifs ; déterminer leurs module et argument :

Z,=R+j.Lw;Z =R+—

. Pa
T E S __ JRLw gezlch .
j.C.w - Z3 = K +]L(1.) + icw Z_4 — R+iLe ap,tre2
Yo 10 : 4
5 = i fc) ou X est un nombre reel.
= (1-jx)° no
A+
(-5%)° A
. o . 10 O g L
25 - | (4+i=)°) _ """‘J"’C\‘ — \Y/\"-s- o™ = Q“’x?-)s - (_,“.x‘)
. 6 . e
l(d—)ﬁ) I IA—JDC\ \)44_‘_9&2 (4_'_%)

°*5(7'5> = g ((4=)"7) — ((4-5=)°)
=..Ao. ng(a{+Joc) — G axg (J-Jcc)

= . Ao. arckan (x) — 6 aschan {—-OC)

T Ty
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